Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 349, 2007 g.

A. I. Generalov, A. A. Ivanov, S. O. Ivanov

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA ALGEBR KVATERNIONNOGO TIPA. II. SERI˚ Q(2B)1 V HARAKTERISTIKE 2

Vvedenie

Pust~ R – koneqnomernaØ algebra nad polem K, Λ = R^e =

R⊗_K R^{op} – eœ obœrtyva¸waØ algebra, HH^n(R) = Ext^n_Λ(R, R) – n-aØ

gruppa kogomologiæ Hohxil~da algebry R (s kofffficientami v R-bimodule R). PrØmaØ summa

HH^∗(R) = ⨁ n¿0^{HH} n(R) = ⨁ n¿0^{Ext} n Λ(R, R) otnositel~no ⌣-proizvedeniØ ØvlØetsØ associativnoæ K-algeb-roæ (sm.[1, §5], [2, Gl. XI], [3]), kotoru¸ nazyva¸t algebroæ kogomologiæ Hohxil~da. Algebra HH^∗(R) graduirovanno kommutativnaØ [3]; krome togo, izvestno (sm., naprimer, [4, str. 120]), qto ⌣-proizvedenie na HH^∗(R) sovpadaet s proizvedeniem `onedy na Ext-algebre ⨁ n¿0^{Extn}Λ^{(R, R) Λ}-modulØ^R.

V poslednee vremØ znaqitel~no vozros interes k issledovani¸ mul~tiplikativnoæ struktury algebry kogomologiæ Hohxil~da koneqnomernyh algebr. DlØ kommutativnoæ koneqnoæ gruppy G v rabotah [5, 6] dokazano, qto HH^∗(K[G]) ≃ H^∗(G) ⊗_K

K[G]. V [7] bylo poluqeno opisanie algebry kogomologiæ Hoh-

xil~da dlØ simmetriqeskoæ gruppy S_3 nad polem F_3 , a takße dlØ znakoperemennoæ gruppy A_4 i dlØ diffdral~nyh 2-grupp nad po-

lem F2 . V [8] algebra HH^∗(R) opisana dlØ sluqaØ, kogda R – polu-

cepnaØ QF -algebra. V rabotah odnogo iz avtorov [9, 10] algebra kogomologiæ Hohxil~da opisana dlØ algebr diffdral~nogo tipa iz serii D(3K) nad algebraiqeski zamknutym polem harakteristiki 2 i dlØ odnoæ iz seriæ lokal~nyh algebr kvaternionnogo

Pervyæ iz avtorov vyraßaet priznatel~nost~ za podderßku grantu RF- FI 06-01-00200. 53

54 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV tipa sootvetstvenno. Napomnim, qto algebry diffdral~nogo, poludiffdral~nogo i kvaternionnogo tipov voznikli v rabotah K. �rdman pri klassifikacii gruppovyh blokov, ime¸wih ruqnoæ tip predstavleniØ (sm. [11]). Algebra kogomologiæ Hohxil~da dlØ tak nazyvaemoæ algebry L¸–Xul~ca vyqislena v [12]. Ime- ¸tsØ takße qastiqnye rezul~taty, otnosØwiesØ k opisani¸ algebry HH^∗(R), poluqennye dlØ tak nazyvaemoæ algebry Mœbiusa (sm. [13, 14]), a takße dlØ gruppovyh blokov ruqnogo tipa predstavleniØ, ime¸wih odin ili tri prostyh modulØ (sm. [15]).

V nastoØweæ rabote my, ispol~zuØ tehniku raboty [9], vyqislØem algebru kogomologiæ Hohxil~da dlØ znaqitel~noæ qasti algebr kvaternionnogo tipa iz serii Q(2B)_1 (v oboznaqeniØh iz [11]) v sluqae, kogda osnovnoe pole K – ffto algebraiqeski zamknutoe pole harakteristiki dva. V fftom vyqislenii my ispol~zuem postroennu¸ nami 4-periodiqesku¸ minimal~- nu¸ Λ-proektivnu¸ rezol~ventu modulØ R (sm. razdel 2) (zdes~ osnovnoe pole K moßet imet~ proizvol~nu¸ harakteristiku). V rabote [16] takaØ rezol~venta opisana dlØ predstaviteleæ klassov proizvodnoæ ffkvivalentnosti algebr kvaternionnogo tipa, za iskl¸qeniem nekotoryh algebr s malymi parametrami. Odnako dlØ algebr s dvumØ verxinami obosnovanie toqnosti posledovatel~nosti iz [16] soderßit nekotorye netoqnosti. Pofftomu my daem nezavisimoe ot [16] dokazatel~stvo toqnosti naxeæ posledovatel~nosti; koneqno, ona izomorfna rezol~vente iz [16], esli v posledn¸¸ vnesti utoqneniØ.

S ispol~zovaniem postroennoæ nami rezol~venty my vydelØem (koneqnoe) mnoßestvo obrazu¸wih dlØ algebry HH^∗(R) i nahodim sootnoxeniØ, kotorym udovletvorØ¸t ffti obrazu¸wie (sm. razdely 3, 4).

Osnovnoæ rezul~tat raboty – teorema 1.1 – primenØetsØ k ewœ odnoæ serii algebr kvaternionnogo tipa, a imenno k algebram serii Q(2A) (v oboznaqeniØh [11]): iz rezul~tatov [17] sleduet, qto l¸baØ algebra iz serii Q(2A) proizvodno ffkvivalentna podhodØweæ algebre iz serii Q(2B)_1.

Otmetim takße, qto klassifikaciØ po modul¸ Moritaffvivalentnosti, predstavlennaØ v [11], dlØ algebr kvaternionnogo tipa ostaetsØ nepolnoæ do nastoØwego vremeni. Ispol~zuØ poluqennoe opisanie HH^∗(R), nam udalos~ pokazat~, qto nekotorye algebry iz spiska v [11] deæstvitel~no ne ØvlØ¸tsØ poparno

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 55 Morita-ffkvivalentnymi.

1. Formulirovka osnovnogo rezul~tata

Algebry serii Q(2B)_1 (nad algebraiqeski zamknutym polem K proizvol~noæ harakteristiki) opisyva¸tsØ s pomow~¸ sledu¸wego kolqana s sootnoxeniØmi:

ηβ = βα(γβα)^{k−1} , γη = αγ(βαγ)^{k−1} , βγ = η^{s−1}, α^2 = aγβ(αγβ)^{k−1} + c(αγβ)^k , βα^2 = 0, α^2γ = 0, } (1.1)

gde k, s ∈ N, s > 3, a, c ∈ K, a ≠ 0 (kompozici¸ puteæ my zapisyvaem sprava nalevo). Algebry fftoæ serii oboznaqaem qerez

Q(2B)_1(k, s, a, c), a takße bolee kratko qerez Q(2B)_1. V nastoØweæ

rabote my issleduem takie algebry tol~ko dlØ k > 2.

Otmetim, qto v sluqae, kogda k + s > 4, moßno ograniqit~sØ rassmotreniem algebr Q(2B)_1(k, s, a, c), dlØ kotoryh a = 1; krome togo, esli char K ≠ 2, to moßno sqitat~, qto c = 0 (sm. [16]). Takim obrazom, poskol~ku my izuqaem kogomologii algebr Q(2B)_1

s k > 2, to dalee v (1.1) polagaem a = 1.

Qerez e_i, i = 0, 1, oboznaqim idempotenty algebry R =

Q(2B)_1(k, s, 1, c), sootvetstvu¸wie verxinam kolqana Q^{(B)}. Togda P_{ij} = Λ(e_i ⊗ e_j ), i, j ∈ {0, 1}, sostavlØ¸t polnoe mnoßestvo predstaviteleæ glavnyh nerazloßimyh levyh Λ-moduleæ, gde Λ = R^e.

Umnoßenie sprava na fflement w ∈ Λ induciruet ffndomorfizm

w^∗ levogo Λ-modulØ Λ, krome togo, esli w ∈ (e_i ⊗ e_j )Λ(e_k ⊗ e_l),

to w^∗ induciruet gomomorfizm w^∗: P_{ij} → P_{kl}; v dal~neæxem radi prostoty my budem qasto gomomorfizm umnoßeniØ (sprava) na

w ∈ Λ takße oboznaqat~ qerez w.

Dalee v fftom razdele predpolagaem, qto K – algebraiqeski zamknutoe pole harakteristiki dva. DlØ opisaniØ algebry kogomologiæ Hohxil~da HH^∗(Q(2B)_1) dlØ algebr Q(2B)_1 my postroim neskol~ko graduirovannyh algebr.

56 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV Pust~

X_1 = {p_1, p_2, p_3, p_4, u_1, u_2, v_1, v_2, v_3, w_1, t}. (1.2)

Na algebre K[X_1] vvedem graduirovku tak, qto

deg p_i = 0 (i = 1, 2, 3, 4), deg u_j = 1 (j = 1, 2), deg v_l = 2 (l = 1, 2, 3), deg w_1 = 3, deg t = 4.

(1.3)

Opredelim graduirovannu¸ K-algebru A_1 = K[X_1]/I_1, gde ideal I_1 algebry K[X_1] poroßden sledu¸wimi odnorodnymi fflementami – stepeni 0:

p_ip_j dlØ 1 6 i < j 6 4; p^k_1 + p^s_2 , p^2_3 , p^2_4 ; (1.4)

– stepeni 1:

p_1u_1 + cp_1u_2 + p^{s−1}_2 u_2, p_2u_1 + p^{k−1}_1 u_2,

p^k_1 u_2, p_3u_2, p_4u_2; } (1.5)

– stepeni 2:

p_3v_1, p_4v_1, p_3v_3, p_4v_3, p_1v_2, p_2v_2, p_4v_2, p_1v_1 + p_3v_2, p_3v_2 + p_2v_3;

(1.6)

p_3u^2_1, p_2v_3 + p_4u^2_1, (1.7)

p^{s−1}_2 v_1 + p^{k−1}_1 v_3 + cp_4u^2_1, u^2 + (θ_k + θ_s)p^{k−1}_1 v_3 + cθ_sp_1v_1, u_1u_2 + cθ_kp^{k−1}_1 v_3,

(1.8)

gde dlØ qœtnogo n my opredelØem sledu¸wu¸ konstantu osnovnogo polØ K

θ_n = n−1∑ i=1 i = { 1, esli n ≡ 2 (mod 4), 0, esli n ≡ 0 (mod 4);

(1.9)

– stepeni 3:

p_3w_1, p_4w_1, (1.10)

p_1w_1 + u_2v_3, p_2w_1 + u_2v_1, u_1v_1 + p^{k−2}_1 u_2v_3, u_2v_2, (1.11)

p^{k−2}_1 u_1v_3 + cu_1v_1, p^{s−2}_2 u_2v_1 + u_1v_3 + cu_2v_3; (1.12)

– stepeni 4:

u_1w_1 + cθ_kp^k_1 t, u_2w_1 + (θ_k + θ_s)p^k_1 t, (1.13)

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 57 v^2_1 + p^2_2 (1 + cp_2)t, v^2_3 + p^2_1 t,

v_1v_2, v_1v_3, v^2_2 , v_2v_3, } (1.14)

u^2_1v_2, u^4_1; (1.15)

– stepeni 5:

v_1w_1 + p_2u_2t + cp^2_2 u_2t, v_3w_1 + p_1u_2t, v_2w_1; (1.16)

– stepeni 6:

w^2_1 + (θ_k + θ_s)p^{k−1}_1 v_3t + θ_sp_1v_1t. (1.17)

Krome togo, na algebre A_1 vvoditsØ graduirovka, inducirovannaØ graduirovkoæ K[X_1].

Teper~ rassmotrim mnoßestvo

X_2 = ( X_1 \ {u_2, w_1} ) ∪ {u^′_2, u_3, w_2, w_3} (1.18)

i na algebre K[X_2] vvedem graduirovku, sovpada¸wu¸ s (1.3) dlØ fflementov iz X_1 \ {u_2, w_1}, i taku¸, qto

deg u^′_2 = deg u_3 = 1, deg w_j = 3 (j = 2, 3).

Opredelim algebru A_2 = K[X_2]/I_2, gde ideal I_2 algebry K[X_2] poroßden fflementami iz (1.4), (1.6), (1.7), (1.14), (1.15), a takße fflementami

p_1u_1 + p^{s−2}_2 u^′_2 + cu_3, p_2u_1 + p^{k−2}_1 u_3,

p_3u^′_2, p_4u^′_2, p_2u_3, p_3u_3, p_4u_3; } (1.19)

p^{s−1}_2 v_1, p^{k−1}_1 v_3 + cp_4u^2_1, u_1u^′_2, (u^′_2)^2, u_1u_3, u^2_3 , u^′_2u_3; } (1.20)

p_1w_2, p_3w_2, p_4w_2, p_2w_3, p_3w_3, p_4w_3, (1.21)

u_3v_1, u^′_2v_2, u_3v_2, u^′_2v_3, u_3v_3 + p_1w_3, (1.22)

u_1v_1 + p^{k−2}_1 w_3, u^′_2v_1 + p_2w_2, (1.23)

p^{s−3}_2 u^′_2v_1 + u_1v_3 + cw_3; (1.24)

p^s_2 t; u_1w_i, u^′_2w_i, u_3w_i dlØ i ∈ {2, 3}; (1.25)

v_1w_3, v_2w_2, v_2w_3, v_3w_2, (1.26)

v_1w_2 + (p_2 + cp^2_2 )u^′_2t; (1.27)

58 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV v_3w_3 + p_1u_3t, w^2_2 , w^2_3 , w_2w_3. (1.28)

V silu odnorodnosti ideala I_2 algebra A_2 nasleduet graduirovku s algebry K[X_2].

Dalee, rassmotrim mnoßestvo

X_3 = ( X_1 \ {u_1, u_2, w_1} ) ∪ {~u_1, ~u^′_2, u_3, w_2, w_3} (1.29)

i na algebre K[X_3] vvedem graduirovku, sovpada¸wu¸ s (1.3) dlØ fflementov iz X_1 \ {u_1, u_2, w_1}, i taku¸, qto

deg ~u_1 = deg ~u^′_2 = deg u_3 = 1, deg w_j = 3 (j = 2, 3).

Opredelim algebru A_3 = K[X_3]/I_3, gde ideal I_3 algebry K[X_3] poroßden fflementami iz (1.4), (1.6), (1.14), (1.21), (1.26), (1.28), a takße fflementami

p_1 ~u_1 + p^{s−2}_2 ~u^′_2, p_2 ~u_1 + c~u^′_2 + p^{k−2}_1 u_3, p_1 ~u^′_2, p_3 ~u^′_2, p_4 ~u^′_2, p_2u_3, p_3u_3, p_4u_3; } (1.30)

p^{s−1}_2 v_1 + cp_2v_3, p^{k−1}_1 v_3, p_3 ~u^2_1, p_4 ~u^2_1 + p_3v_2, ~u_1 ~u^′_2, (~u^′_2)^2, ~u_1u_3, u^2_3 , ~u^′_2u_3;

(1.31)

u_3v_1, ~u^′_2v_2, u_3v_2, ~u^′_2v_3, (1.32)

~u_1v_1 + cw_2 + p^{k−2}_1 w_3, ~u^′_2v_1 + p_2w_2, (1.33)

~u_1v_3 + p^{s−3}_2 ~u^′_2v_1, u_3v_3 + p_1w_3, (1.34)

p^s_2 t, ~u_1w_i, ~u^′_2w_i, u_3w_i dlØ i ∈ {2, 3}; (1.35)

~u^4_1, ~u^2_1v_2, (1.36)

v_1w_2 + (p_2 + cp^2_2 )~u^′_2t. (1.37)

V silu odnorodnosti ideala I_3 algebra A_3 nasleduet graduirovku s algebry K[X_3].

Rassmotrim mnoßestvo

X_4 = {p_1, p_2, p_3, p_4, u_1, ~u_2, v_1, v_3, w_1, t} (1.38)

i na algebre K[X_4] vvedem graduirovku, taku¸, qto

deg p_i = 0 (i = 1, 2, 3, 4), deg u_1 = deg ~u_2 = 1, deg v_1 = deg v_3 = 2, deg w_1 = 3, deg t = 4.

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 59 Opredelim algebru A_4 = K[X_4]/I_4, gde ideal I_4 algebry K[X_4] poroßden fflementami iz (1.4), a takße fflementami

p_1u_1 + p^{s−1}_2 ~u_2, p_2u_1 + p^{k−1}_1 ~u_2,

p^k_1 ~u_2, p_4 ~u_2, p_4u_1 + p_3 ~u_2; } (1.39)

p_3v_1, p_4v_1, p_3v_3, p_4v_3, p_1v_1 + p_2v_3, p_1v_1 + p_3u_1 ~u_2; } (1.40)

p_3u^2_1 + p^{s−1}_2 v_1, p_2v_3 + p_4u^2_1, (1.41)

p^{s−1}_2 v_1 + p^{k−1}_1 v_3, ~u^2 + θ_{k+s}p^{k−1}_1 v_3, } (1.42)

p_3w_1, p_4w_1, (1.43)

p_1w_1 + ~u_2v_3, p_2w_1 + ~u_2v_1, u_1v_1 + p^{k−2}_1 ~u_2v_3, (1.44)

u_1v_3 + p^{s−1}_2 w_1, (1.45)

u^4_1, u^3_1 ~u_2 + p^k_1 t, (1.46)

v^2_1 + p^2_2 t, v^2_3 + p^2_1 t, v_1v_3, u_1w_1 + p_3t, ~u_2w_1 + (p_4 + θ_{k+s}p^k_1 )t, } (1.47)

v_1w_1 + p_2 ~u_2t, v_3w_1 + p_1 ~u_2t, (1.48)

w^2_1 + θ_{k+s}p^{k−1}_1 v_3t. (1.49)

V silu odnorodnosti ideala I_4 algebra A_4 nasleduet graduirovku s algebry K[X_4].

Nakonec, rassmotrim mnoßestvo

X_5 = {p_1, p_2, p_3, p_4, u^′_2, u_3, u_4, u_5, v_0, v_1, v_2, v_3, w_0, w_1, w_4, t} (1.50)

i na algebre K[X_5] vvedem graduirovku, taku¸, qto

deg p_i = 0 (i = 1, 2, 3, 4), deg u^′_2 = deg u_3 = deg u_4 = deg u_5 = 1, deg v_j = 2 (j = 0, 1, 2, 3), deg w_0 = deg w_1 = deg w_4 = 3, deg t = 4.

Opredelim algebru A_5 = K[X_5]/I_5, gde ideal I_5 algebry K[X_5] poroßden fflementami iz (1.4), a takße fflementami

p_1u^′_2, p_3u^′_2, p_4u^′_2, p^{s−1}_2 u^′_2, p_2u_3, p_3u_3, p_4u_3, p^{k−1}_1 u_3, p_1u_4, p_2u_4, p_3u_4, p_4u_4, p_1u_5, p_2u_5, p_3u_5, p_4u_5;

(1.51)

60 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV p_1v_0, p_2v_0, p_3v_0, p_4v_0, p_1v_1, p_3v_1, p_4v_1, p^{s−1}_2 v_1, p_1v_2, p_2v_2, p_3v_2, p_4v_2, p_2v_3, p_3v_3, p_4v_3, p^{k−1}_1 v_3,

(u^′_2)^2, u^2_3, u^2_4, u^2_5, u_4u_5, u_4u_3, u_4u^′_2, u_5u_3, u_5u^′_2, u_3u^′_2;

(1.52)

p_1w_0, p_2w_0, p_3w_1, p_4w_1, p_1w_4, p_2w_4, p_4w_4, (1.53)

p_4w_0 + p_3w_4, cp_3w_4 + p_3w_0, p_3w_0 + cp^k_1 w_1, (1.54)

cp^k_1 w_1 + u_4v_0, u_4v_0 + cu_5v_0, u_5v_0 + u_4v_2, (1.55)

u^′_2v_0, u_3v_0, u^′_2v_2, u_3v_2, u_5v_2, (1.56)

u_3v_1, u_4v_1, u_5v_1, u^′_2v_3, u_4v_3, u_5v_3, (1.57)

u^′_2v_1 + p^2w_1, u_3v_3 + p^2_1w_1; (1.58)

v^2 , v_1v_2, v_3v_2, v_3v_1, v_3v_0, v_1v_0, v^2_0 + cv_0v_2, v_0v_2 + p^k_1 t, v^2_1 + (p^2_2 + cp^3_2 )t, v^2_3 + p^2_1 t, u^′_2w_0, u_3w_0, u_4w_0, u_5w_0, u^′_2w_1, u_3w_1, u_4w_1, u_5w_1, u^′_2w_4, u_3w_4, u_4w_4, u_5w_4,

(1.59)

v_0w_0, v_1w_0, v_2w_0, v_3w_0, v_0w_4, v_1w_4, v_2w_4, v_3w_4, (1.60)

v_0w_1 + u_4t, v_1w_1 + (1 + cp_2)u^′_2t, v_2w_1 + u_5t, v_3w_1 + u_3t; (1.61)

w^2_0 , w^2_1 , w^2_4, w_0w_1, w_0w_4, w_1w_4. (1.62)

Algebra A_5 nasleduet estestvennu¸ graduirovku s algebry

K[X_5].

Teorema 1.1. Pust~ K – algebraiqeski zamknutoe pole harakte-

ristiki dva, i pust~ R = Q(2B)_1(k, s, 1, c), gde k > 2.

1) Esli k i s qœtny, to algebra kogomologiæ Hohxil~da HH^∗(R) kak graduirovannaØ K-algebra izomorfna algebre A_1.

2) Esli k qœtno, a s neqœtno, to HH^∗(R) ≃ A_2 kak graduirovannye K-algebry.

3) Esli k neqœtno, a s qœtno, to HH^∗(R) ≃ A_3 kak graduirovannye K-algebry.

4) Esli k i s neqœtny, a c = 0, to HH^∗(R) ≃ A_4 kak graduirovannye K-algebry.

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 61 5) Esli k i s neqœtny, a c ≠ 0, to HH^∗(R) ≃ A_5 kak graduirovannye K-algebry.

Zametim, qto iz opredelØ¸wih sootnoxeniæ algebry A_2 sleduet, qto pri c ≠ 0 obrazu¸wie w_3 i u_3 mogut byt~ iskl¸qeny, tak kak vyraßa¸tsØ qerez ostal~nye fflementy mnoßestva X_2. Analogiqno pri c ≠ 0 v opisanii algebry A_3 iz mnoßestva X_3 moßno iskl¸qit~ ũ^′_2 i w_2.

V processe dokazatel~stva teoremy 1.1 my vyqislØem gruppy

HH^n(R). Sootvetstvu¸wie rezul~taty predstavlØ¸t samostoØ-

tel~nyæ interes, i my ih ob¨edinim v sledu¸wem utverßdenii.

Predloßenie 1.2. Pust~ R = Q(2B)1(k, s, 1, c), gde k > 2. Togda: a) dim_K HH^0(R) = k + s + 2; b) dlØ t > 0

dim_K HH^{4t+1}(R) = dim_K HH^{4t+2}(R)

= k + s + 2, esli k i s qœtny ili k i s neqœtny i c = 0, k + s + 1, esli k + s neqœtno,

k + s, esli k i s neqœtny i c ≠ 0;

v) dlØ t > 0

dim_K HH^{4t+3}(R) = dim_K HH^{4t+4}(R) = { k + s + 2, esli k + s qœtno,

k + s + 1, esli k + s neqœtno.

Iz predloßeniØ 1.2, b) nemedlenno vytekaet sledu¸wee utverßdenie, dopolnØ¸wee klassifikaci¸ K. �rdman, predstavlennu¸ v knige [11].

Sledstvie 1.3. Pust~ k, s ∈ N, k > 2, s > 3. Predpoloßim,

qto k i s neqœtny. Togda algebra Q(2B)_1(k, s, 1, c), gde c ≠ 0, ne ØvlØetsØ proizvodno ffkvivalentnoæ (i, v qastnosti, ne Moritaffkvivalentna) algebre Q(2B)_1(k, s, 1, 0).

Analogiqnyæ rezul~tat dlØ nekotoryh drugih znaqeniæ k i s moßno vyvesti iz opisaniØ opredelØ¸wih sootnoxeniæ algebry HH^∗(R).

62 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV

Predloßenie 1.4. Pust~ k, s ∈ N, k > 2, s > 3.

a) Predpoloßim, qto k i s qœtny i takovy, qto θ_k = θ_s = 1 (v K). Togda algebra Q(2B)_1(k, s, 1, c), gde c ≠ 0, ne ØvlØetsØ proizvodno ffkvivalentnoæ (i, v qastnosti, ne Morita-ffkvivalentna) algebre Q(2B)_1(k, s, 1, 0).

b) Predpoloßim, qto k+s neqœtno. Togda algebra Q(2B)_1(k, s, 1, c), gde c ≠ 0, ne ØvlØetsØ proizvodno ffkvivalentnoæ (i, v qastnosti, ne Morita-ffkvivalentna) algebre Q(2B)_1(k, s, 1, 0).

Teorema 1.1 moßet byt~ primenena k ewœ odnoæ serii algebr kvaternionnogo tipa s dvumØ prostymi modulØmi, a imenno, k serii Q(2A) (v oboznaqeniØh iz [11]). Vvidu [17] algebra iz serii

Q(2A) s parametrami k ∈ N \ {1} i c ∈ K proizvodno ffkvivalent-

na algebre Q(2B)_1(2, k, 1, c). Takim obrazom, poluqaem sledu¸wee utverßdenie.

Sledstvie 1.5. Pust~ R – algebra iz serii Q(2A) s parametrami

k ∈ N \ {1} i c ∈ K. Togda

HH^∗(R) ≃ { A_1, esli k qœtno, A_2, esli k neqœtno.

Otmetim takße, qto iz predloßeniØ 1.2 legko poluqaetsØ opisanie grupp HH^n(R) dlØ algebr serii Q(2A).

2. Rezol~venta Snaqala dokaßem vspomogatel~noe utverßdenie, kasa¸weesØ proizvol~nyh koneqnomernyh algebr.

Predloßenie 2.1. Pust~ S – koneqnomernaØ K-algebra s radi-

kalom Dßekobsona J. Pust~ P = ⨁_r i=1 P_i, gde {P_i}^r_{i=1} – mnoßestvo poparno neizomorfnyh nerazloßimyh proektivnyh Smoduleæ, π: P → X – ffpimorfizm, i pust~ f: P → X – gomomorfizm takoæ, qto dlØ l¸bogo i f(P_i) ⊄ JX. Togda f – ffpimorfizm.

Dokazatel~stvo. Pust~ φ: P → P – gomomorfizm takoæ, qto

πφ = f. Gomomorfizm φ moßno predstavit~ v vide matricy φ = (φ_{ij})_16_{i,j}6_r, gde φ_{ij} ∈ Hom_S (P_j, P_i). Esli dlØ nekotorogo i φ_{ii}: P_i → P_i – ne izomorfizm, to φ_{ii}(P_i) ⊂ JP_i ⊂ JP . Tak kak dlØ j ≠ i imeem φ_{ji}(P_i) ⊂ JP_j ⊂ JP , to φ(P_i) ⊂ JP , sledovatel~no, f(P_i) = πφ(P_i) ⊂ JX. Poluqennoe protivoreqie pokazyvaet, qto

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 63 φ_{ii} – izomorfizm dlØ l¸bogo i. Tak kak φ − r⨁ i=1 φ_{ii} ∈ Rad End(P ) = Hom_S (P, JP ),

to ots¸da sleduet, qto φ – izomorfizm, i togda f – ffpimorfizm.

�

Pust~ R = Q(2B)_1(k, s, 1, c), gde k > 2, s > 3. Vvedem kratkie oboznaqeniØ dlØ nekotoryh fflementov fftoæ algebry: a = αγβ, b = βαγ, g = γβα. Standartnym bazisom algebry R budem nazyvat~ mnoßestvo B = B_{00} ∪ B_{10} ∪ B_{01} ∪ B_{11}, gde B_{00} = {a^{i+1}, g^i, γβa^i, αg^i | 0 6 i 6 k − 1}, B_{01} = {γb^i, αγb^i | 0 6 i 6 k − 1}, B_{10} = {βa^i, βαg^i | 0 6 i 6 k − 1}, B_{11} = {b^i | 0 6 i 6 k} ∪ {η^i | 1 6 i 6 s − 1}.

Poloßim Q_0 := Q_3 := P_{00} ⊕ P_{11}, Q_1 := Q_2 := P_{00} ⊕ P_{10} ⊕ P_{01} ⊕

P_{11} i Q_{n+4} := Q_n dlØ n > 0. Rassmotrim gomomorfizmy d_i ∈ Hom(Q_{i+1}, Q_i) (i > 0), opredelØemye matricami:

d_0 = ( α ⊗ e_0 − e_0 ⊗ α β ⊗ e_0 e_0 ⊗ γ 0 0 −e_1 ⊗ β −γ ⊗ e_1 η ⊗ e_1 − e_1 ⊗ η ) ,

d1 = ⋆ k∑ i=1 βai−1 ⊗gk−i k∑ i=1 ai−1 ⊗γbk−i 0 ⋆ k∑ i=1 bi−1 ⊗αgk−i − η⊗e0 k−1∑ i=1 αγbi−1 ⊗αγbk−i−1 −e1 ⊗γ ⋆ −^{k−1} ∑ i=1 βαgi−1 ⊗βαgk−i−1 e1 ⊗η − k∑ i=1 αgi−1 ⊗bk−i β ⊗e1 cγ ⊗β −e_1 ⊗β γ ⊗e_1^{s−1} ∑ i=1 ηi−1 ⊗ηs−i−1

,

gde (d_1)_{11} = α ⊗ e_0 + e_0 ⊗ α − k−1∑ i=1 γβa^{i−1} ⊗ γβa^{k−i−1}

64 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV +c k∑ i=1 γβa^{i−1} ⊗ g^{k−i} + c k∑ i=1 a^{i−1} ⊗ γβa^{k−i},

(d_1)_{21} = − k∑ i=1 γb^{i−1} ⊗ a^{k−i} + c k∑ i=1 γb^{i−1} ⊗ αg^{k−i} + c k−1∑ i=1 αγb^{i−1} ⊗ a^{k−i},

(d_1)_{31} = k∑ i=1 g^{i−1} ⊗ βa^{k−i} + c k∑ i=1 αg^{i−1} ⊗ βa^{k−i} + c k−1∑ i=1 g^i ⊗ βαg^{k−i−1};

d_2 = α ⊗ e_0 − e_0 ⊗ α 0 −γ ⊗ e_0 + cγ ⊗ α −e_1 ⊗ γ e_0 ⊗ β + cα ⊗ β β ⊗ e_1 0 η ⊗ e_1 − e_1 ⊗ η ;

d_3 – ffto 2 × 2-matrica, u kotoroæ

(d_3)_{11} = k∑ i=1 a^{i−1} ⊗ a^{k−i+1} + k∑ i=1 γβa^{i−1} ⊗ αg^{k−i} + k∑ i=1 g^i ⊗ g^{k−i}

+ k∑ i=1 αg^{i−1} ⊗ γβa^{k−i} + c k−1∑ i=1 g^i ⊗ αg^{k−i}

+c k−1∑ i=1 αg^i ⊗ a^{k−i} + c 3∑ i=1 α^i ⊗ α^{4−i} +cγβa^{k−1} ⊗ γβa^{k−1} + cαg^{k−1} ⊗ α^3 + cα^3 ⊗ αg^{k−1}, (d_3)_{12} = k∑ i=1 βαg^{i−1} ⊗ γb^{k−i} + k∑ i=1 βa^{i−1} ⊗ αγb^{k−i}

+c k∑ i=1 βαg^{i−1} ⊗ αγb^{k−i} + cβαg^{k−1} ⊗ αγb^{k−1},

(d_3)_{21} = − k∑ i=1 αγb^{i−1} ⊗ βa^{k−i} − k∑ i=1 γb^{i−1} ⊗ βαg^{k−i} + cαγb^{k−1} ⊗ βαg^{k−1},

(d_3)_{22} = − k∑ i=1 b^{i−1} ⊗ b^{k−i+1} − s∑ i=1 η^i ⊗ η^{s−i} + c s∑ i=1 η^i ⊗ η^{s−i+1},

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 65 nakonec, dlØ n ∈ N ∪ {0}

d_{n+4} = d_n.

Neposredstvenno proverØetsØ, qto d_id_{i+1} = 0, i, takim obrazom, my poluqaem kompleks Q_• = ( Q_n, d_n ) n¿0.

Zameqanie 2.2. Zdes~ i dalee vaßno otmetit~, qto esli c ≠ 0, to char K = 2.

Oboznaqim qerez μ : Q_0 → R gomomorfizm umnoßeniØ, to est~ gomomorfizm, dlØ kotorogo μ ( x_0 ⊗ y_0 x_1 ⊗ y_1 ) = x_0y_0 + x_1y_1.

Toqnost~ posledovatel~nosti (d_0, μ) – ffto standartnoe utverßdenie (sm., naprimer, [18, predloßenie 2.1]). Rassmotrim diagrammu

zdes~, poskol~ku μ = coker(d_0) i d_3d_0 = 0, suwestvuet edinstvennyæ gomomorfizm j : R → Q_2 takoæ, qto jμ = d_3. Predloßenie 2.3. j – monomorfizm.

Dokazatel~stvo. Snaqala postroim lineænoe otobraßenie f :

R → K, zadav ego na standartnom bazise, a imenno, dlØ x ∈ B

poloßim f(x) = { 1, esli x ∈ {a^k, b^k}, 0, esli x ∈ B \ {a^k, b^k}. Teper~ postroim lineænoe otobraßenie G : P_{00} ⊕ P_{11} → R sledu- ¸wim obrazom: G ( x_0 ⊗ y_0 x_1 ⊗ y_1 ) = f(x_0)(e_0 + c α + c αg^{k−1} + c^3α^3)y_0 − f(x_1) (^s∑ i=0 c^iη^i ) y_1.

Dokaßem, qto Gj = id_R, iz fftogo budet sledovat~, qto j – monomorfizm. Iz opredeleniØ G Øsno, qto G ØvlØetsØ gomomorfizmom pravyh R-moduleæ.

Dalee, iz togo, qto jμ = d_3, sleduet, qto j(e_0) = (d_3)_{∗1} i

j(e_1 ) = (d_3)_{∗2}, togda prØmym vyqisleniem legko proverØetsØ, qto

66 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV

G(j(e_0)) = e_0 i G(j(e_1 )) = e_1, a znaqit, G(j(1)) = 1. Togda dlØ

l¸bogo x ∈ R, imeem Gj(x) = G(j(1))x = x. �

Predloßenie 2.4. Kompleks Q•^μ−→ R, ØvlØetsØ minimal~noæ

Λ-proektivnoæ rezol~ventoæ algebry R.

Dokazatel~stvo. Tak kak kompleks periodiqeskiæ, s periodom 4, toqnost~ dostatoqno dokazat~ v qlenah Q_0, Q_1, Q_2, Q_3 i Q_4. Toqnost~ v qlene Q_0 my uße otmeqali.

Pust~ J – radikal Λ. S pomow~¸ lemmy HappelØ [19] (sm. takße utoqnenie v [20]) poluqaem, qto coim d_0: Q_1 → Ker μ – proektivnoe nakrytie, sledovatel~no, Ker d_0 ⊂ JQ_1. Vnov~ po lemme HappelØ, proektivnoe nakrytie modulØ Ker d_0 imeet vid

ν: Q_2 → Ker d_0. Pust~ d_1 = ψφ: Q_2^φ−→ Im d_1^ψ−→ Ker d_0 – ffpi-mono-

razloßenie. Tak kak d_0d_1 = 0, to Im φ = Im d_1 ⊂ Ker d_0. Posmotrev na stolbcy matricy d_1, legko uvidet~, qto d_1(e_i ⊗e_j ) ∈ JQ_1 \J^2Q_1 dlØ (i, j) ∈ {0, 1}^2. Tak kak Ker d_0 ⊂ J · Q_1, to φ(e_i ⊗ e_j ) ⊄ J · Ker d_0. Ispol~zuØ predloßenie 2.1, poluqaem, qto Im φ = Ker d_0. Toqnost~ v qlene Q_1 dokazana. Analogiqno dokazyvaetsØ toqnost~ v qlene Q_2.

Teper~ dokaßem toqnost~ v qlene Q_4. My znaem, qto d_3 = jμ, priqem j – monomorfizm, sledovatel~no, Ker d_3 = Ker μ = Im d_0.

Nakonec, zametim, qto tak kak μ – ffpimorfizm, Im d_3 ∼= R. Ostalos~ dokazat~ toqnost~ rassmatrivaemogo kompleksa v qlene Q_3. DlØ fftogo dostatoqno dokazat~, qto dim(Im d_3) =

dim(Ker d_2).

Imeem

dim(Ker d_2) = dim(Q_3) − dim(Q_2) + dim(Q_1) − dim(Q_0) + dim(Im μ).

Vspomniv, qto Q_3 = Q_0 i Q_2 = Q_1, poluqim

dim(Ker d_2) = dim(Im μ) = dim(R) = dim(Im d_3).

�

3. AdditivnaØ struktura algebry kogomologiæ

Dalee vs¸du predpolagaem, qto char K = 2.

Pust~ Q_•^μ−→ R – minimal~naØ Λ-proektivnaØ rezol~venta iz razdela 2. Togda

HH^n(R) = Ext^n_Λ(R, R) = H^n(Hom_Λ(Q_•, R)),

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 67 gde Hom_Λ(Q_•, R) – ffto kompleks ( Hom_Λ(Q_n, R), δ^n = Hom_Λ(d_n, R) ) n¿0^. (3.1)

Pust~ Z^n(R) (sootvetstvenno B^n(R)) oboznaqaet prostranstvo nkociklov (sootvetstvenno prostranstvo n-kogranic), t.e. Z^n(R) =

Ker δ^n, B^n(R) = Im δ^{n−1}.

Poskol~ku P_{ij} = Λ·(e_i⊗e_j ), to vsØkiæ Λ-gomomorfizm f: Q_n → R opredelØetsØ naborom svoih znaqeniæ na sootvetstvu¸wih obrazu¸wih e_i ⊗ e_j , pri fftom f(e_i ⊗ e_j ) ∈ e_iRe_j. V dal~neæxem my otoßdestvlØem f s fftim naborom znaqeniæ; krome togo, ukazannye nabory znaqeniæ zakl¸qaem v kvadratnye skobki i qasto budem pisat~ f = [f(e_i ⊗ e_j )]_{i,j}.

Posle takogo otoßdestvleniØ differencial δ^0: Hom_Λ(Q_0, R) →

Hom_Λ(Q_1, R) opisyvaetsØ tak: dlØ r_i ∈ e_iRe_i (i = 0, 1)

δ^0(r_0, r_1) = (αr_0 − r_0α, βr_0 − r_1β, r_0γ − γr_1 , ηr_1 − r_1η). (3.2)

Predloßenie 3.0.1. dimK HH^0(R) = k + s + 2, dim B^1(R) = 4k − 2.

Dokazatel~stvo. Vvidu [11, IX.1.2] centr Z(R) = Z^0(R) algebry R dopuskaet v kaqestve bazisa sledu¸wee mnoßestvo

{a^i + g^i + b^i | 1 6 i 6 k − 1} ∪ {η^i | 2 6 i 6 s} ∪ {1, αg^{k−1} + η, γβa^{k−1}, a^k}. (3.3) Takim obrazom, dim_K HH^0(R) = k + s + 2 i

dim B^1(R) = dim Hom_Λ(Q_0, R) − dim_K Z^0(R) = 4k − 2.

�

Zameqanie 3.0.2. V dal~neæxem dlØ nekotoryh fflementov iz (3.3) budem ispol~zovat~ sledu¸wie sokrawennye oboznaqeniØ:

p_1 := a + g + b, p_2 := αg^{k−1} + η, p_3 := γβa^{k−1}, p_4 := a^k. (3.4)

Otmetim, qto a^i + g^i + b^i = p^i_1 dlØ 1 6 i 6 k − 1 i η^i = p^i_2 dlØ

2 6 i 6 s.

Zameqanie 3.0.3. Esli v (3.2) v kaqestve r0 i r1 brat~ podhodØwie fflementy standartnogo bazisa algebry R (prinadleßawie

e_0Re_0 i e_1Re_1 sootvetstvenno), to neposredstvenno proverØetsØ,

68 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV qto B^1(R) dopuskaet v kaqestve bazisa mnoßestvo sledu¸wih fflementov: [a^i − g^i, 0, 0, 0], [αg^i, βa^i, 0, 0], [αg^i, 0, γb^i, 0], gde 1 6 i 6 k − 1; (3.5)

[0, βαg^i, αγb^i, 0], gde 0 6 i 6 k − 1; [0, β, γ, 0]. (3.6)

3.1. Differencial δ^1.

Differencial

δ^1: Hom_Λ(Q_1, R) → Hom_Λ(Q_2, R)

posle ukazannyh vyxe otoßdestvleniæ moßet byt~ opisan sledu¸wim obrazom: dlØ r_{ij} ∈ e_iRe_j (i, j ∈ {0, 1}) imeem

δ^1(r_{00}, r_{10}, r_{01}, r_{11}) = (t_{00}, t_{10}, t_{01}, t_{11}), gde t_{00} = α · r_{00} + r_{00} · α + k−1∑ i=1 γβa^{i−1} · r_{00} · γβa^{k−1−i} + c k∑ i=1 γβa^{i−1} · r_{00} · g^{k−i}

+c k∑ i=1 a^{i−1} · r_{00} · γβa^{k−i} + k∑ i=1 γb^{i−1} · r_{10} · a^{k−i} + c k∑ i=1 γb^{i−1} · r_{10} · αg^{k−i}

+c k−1∑ i=1 αγb^{i−1} · r_{10} · a^{k−i} + k∑ i=1 g^{i−1} · r_{01} · βa^{k−i} + c k∑ i=1 αg^{i−1} · r_{01} · βa^{k−i}

+c k−1∑ i=1 g^i · r_{01} · βαg^{k−1−i} + cγ · r_{11} · β,

t_{10} = k∑ i=1 βa^{i−1} · r_{00} · g^{k−i} + k−1∑ i=0 b^i · r_{10} · αg^{k−1−i}

+η · r_{10} + k−2∑ i=0 βαg^i · r_{01} · βαg^{k−2−i} + r_{11} · β,

t_{01} = k−1∑ i=0 a^i · r_{00} · γb^{k−1−i} + k−2∑ i=0 αγb^i · r_{10} · αγb^{k−2−i}

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 69

+r_{01} · η + k−1∑ i=0 αg^i · r_{01} · β^{k−1−i} + γ · r_{11},

t_{11} = r_{10} · γ + β · r_{01} + s−2∑ i=0 η^i · r_{11} · η^{s−2−i}.

Predpoloßim, qto q = (r_{00}, r_{10}, r_{01}, r_{11}) ∈ Z^1(R). Predstavim komponenty fftogo 1-kocikla v vide

r_{00} = ∑ w∈B00 λ_ww, r_{10} = ∑ w∈B10 μ_ww, r_{01} = ∑ w∈B01 ν_ww, r_{11} = ∑ w∈B11 σ_ww (3.7)

(λ_w, μ_w, ν_w, σ_w ∈ K). Togda uslovie t_{10} = 0 ravnosil~no sisteme

sledu¸wih uravneniæ dlØ koordinat razloßeniæ iz (3.7) (dlØ udobstva qitatelØ my ukazyvaem v skobkah, pri kakih fflementah standartnogo bazisa R sravniva¸tsØ sootvetstvu¸wie skalØry):

σ_bi = 0 dlØ 0 6 i 6 k − 2 ( γb^i ) ; (3.8)

λ_{e0} + σ_bk�1 = 0 ( γb^{k−1} ) ; (3.9)

kλ_α + (k − 1)μ_β + (k − 1)ν_γ + σ_η = 0 ( αγb^{k−1} ) . (3.10)

Analogiqno uslovie t_{11} = 0 ravnosil~no sledu¸wim sootnoxeniØm (vnov~ my ukazyvaem sootvetstvu¸wie bazisnye fflementy algebry R):

μ_β + ν_γ + (s − 1)σ_η = 0 ( βγ ) ; (3.11)

μ_{βαg}i + ν_{αγb}i = 0 dlØ 0 6 i 6 k − 2 ( b^{i+1} ) ; (3.12)

μ_{βαg}k�1 + ν_{αγb}k�1 + (s − 1)σ_η2 = 0 ( b^k ) ; (3.13)

(s − 1)σ_{e1} = 0 ( η^{s−2} ) . (3.14)

70 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV Dalee, uslovie t_{00} = 0 ravnosil~no sootnoxeniØm

λ_{γβa}i = 0 dlØ 0 6 i 6 k − 2 ( a^{i+1} ) ; λ_gi + λ_ai = 0 dlØ 1 6 i 6 k − 1 ( αg^i ) ; cσ_bi = 0 dlØ 0 6 i 6 k − 2 ( γβa^i ) ; (3.15)

(k − 1)λ_α + kμ_β + kν_γ + cσ_bk�1 = 0 ( γβa^{k−1} ) ; (3.16)

μ_{βγ} + ν_{αγ} + cμ_β + cν_γ + cσ_η = 0 ( a^k ) . (3.17)

Nakonec, uslovie t_{01} = 0 ravnosil~no sootnoxeniØm (3.8)–(3.10). Otmetim, qto sootnoxenie (3.15) sleduet iz (3.8), a sootnoxenie (3.14) – takße iz (3.8) (pri i = 0). Krome togo, vvidu sootnoxeniØ (3.12) (pri i = 0) sootnoxenie (3.17) prinimaet vid

cμ_β + cν_γ + cσ_η = 0. (3.18)

Dal~neæxee issledovanie differenciala δ^1 my budem provodit~, nakladyvaØ dopolnitel~nye usloviØ na parametry k i s (iz (1.1)).

Sluqaæ 1. k i s qœtny.

Predloßenie 3.1.1. Esli k i s qœtny, to prostranstvo HH^1(R)

imeet v kaqestve K-bazisa nabor kogomologiqeskih klassov sledu- ¸wih fflementov iz Hom_Λ(Q_1, R):

[e_0 + cα, 0, 0, b^{k−1}]; (3.19)

[γβa^{k−1}, 0, 0, 0], [a^k, 0, 0, 0]; (3.20)

[0, β, 0, η], [0, 0, αγb^{k−1}, η^2]; (3.21)

[αg^i, 0, 0, 0] dlØ 1 6 i 6 k − 1; (3.22)

[0, 0, 0, η^i] dlØ 3 6 i 6 s. (3.23)

Dokazatel~stvo. Pri qœtnom k sootnoxenie (3.16) prinimaet vid λ_α + cσ_bk�1 = 0,

a togda vvidu (3.9) poluqaem, qto

λ_α + cλ_{e0} = 0.

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 71 Krome togo, oba sootnoxeniØ (3.10) i (3.11) prinima¸t vid

μ_β + ν_γ + σ_η = 0, (3.24)

i, sledovatel~no, uravnenie (3.18) seæqas moßet byt~ opuweno. Teper~ neposredstvenno proverØetsØ, qto mnoßestvo fflementov iz (3.5)–(3.6) i (3.19)–(3.23) sostavlØet bazis prostranstva

Z^1(R), i trebuemoe utverßdenie sleduet ots¸da s uqetom zame-

qaniØ 3.0.3. � Sledstvie 3.1.2. Esli k i s qœtny, to

dim_K Z^1(R) = 5k + s, dim_K HH^1(R) = k + s + 2, dim_K B^2(R) = 4k.

Zameqanie 3.1.3. Neposredstvenno proverØetsØ, qto B^2(R) poroßdaetsØ fflementami:

[a^i + g^i, 0, 0, 0], [αg^i, 0, 0, 0], gde 1 6 i 6 k − 1, (3.25) [cγβa^i, βa^i, γb^i, 0], gde 1 6 i 6 k − 2, [0, 0, 0, b^i], gde 2 6 i 6 k, (3.26) [cγβ, β, γ, η^{s−2}], (3.27) [cg^k, βαg^{k−1}, αγb^{k−1}, η^{s−1}], (3.28) [0, βa^{k−1}, γb^{k−1}, 0], [γβa^{k−1}, 0, 0, 0], [g^k, 0, 0, b], i poskol~ku ih qislo ravno 4k, to oni sostavlØ¸t bazis B^2 (R). Zameqanie 3.1.4. V dal~neæxem dlØ n-kocikla f ∈ Z^n(R) ego kogomologiqeskiæ klass cl f ∈ HH^n(R) qasto oboznaqaem takße qerez f.

Sluqaæ 2. k qœtno, s neqœtno.

Predpoloßim, qto k qœtno, a s neqœtno. Togda uravneniØ (3.10), (3.11) i (3.13) prinima¸t sledu¸wiæ vid sootvetstven- no: μ_β + ν_γ + σ_η = 0, (3.29) μ_β + ν_γ = 0, (3.30) μ_{βαg}k�1 + ν_{αγb}k�1 = 0. (3.31)

Otmetim, qto iz (3.29) i (3.30) sleduet, qto σ_η = 0; krome togo, sootnoxenie (3.18) sleduet iz (3.29). Teper~ analogiqno predloßeni¸ 3.1.1 dokazyvaetsØ sledu¸wee utverßdenie.

72 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV

Predloßenie 3.1.5. Esli k qœtno, a s neqœtno, to prostran-

stvo HH^1(R) imeet v kaqestve K-bazisa nabor kogomologiqeskih klassov fflementov iz (3.19), (3.20), (3.22) i (3.23), a takße fflementa [0, 0, 0, η^2].

Sledstvie 3.1.6. Esli k qœtno, a s nœqetno, to

dim_K Z^1(R) = 5k + s − 1, dim_K HH^1(R) = k + s + 1,

dim_K B^2(R) = 4k + 1.

Zameqanie 3.1.7. V usloviØh predloßeniØ 3.1.5 dlØ poluqeniØ bazisa B^2(R) nado v mnoßestve, ukazannom v zameqanii 3.1.3, fflementy iz (3.27) i (3.28) zamenit~ na sledu¸wie tri fflemen- ta: [cγβ, β, γ, 0], [cg^k, βαg^{k−1}, αγb^{k−1}, 0], [0, 0, 0, η^{s−1}]. Sluqaæ 3. k neqœtno, s qœtno.

Predloßenie 3.1.8. Esli k neqœtno, a s qœtno, to prostran-

stvo HH^1(R) imeet v kaqestve K-bazisa nabor kogomologiqeskih klassov fflementov iz (3.20), (3.22) i (3.23), a takße fflementov [e_0 + cα, cβ, 0, cη + b^{k−1}], [0, 0, αγb^{k−1}, η^2]. (3.32) Dokazatel~stvo. Pri neqœtnom k i qœtnom s uravneniØ (3.10), (3.11), (3.13) i (3.16) prinima¸t sootvetstvenno sledu¸wiæ vid:

λ_α + σ_η = 0, (3.33)

μ_β + ν_γ + σ_η = 0, (3.34)

μ_{βαg}k�1 + ν_{αγb}k�1 + σ_η2 = 0, (3.35)

μ_β + ν_γ + cσ_bk�1 = 0. (3.36)

S uqetom rassußdeniæ iz dokazatel~stva predloßeniØ 3.1.1 ots¸da legko poluqaem, qto v kaqestve bazisa prostranstva Z^1(R) moßno vzØt~ mnoßestvo, sostoØwee iz fflementov (3.20), (3.22), (3.23), (3.32) i (3.5)–(3.6). DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva ostaetsØ ispol~zovat~ zameqanie 3.0.3.

�

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 73

Sledstvie 3.1.9. Esli k neqœtno, a s qœtno, to

dim_K Z^1(R) = 5k + s − 1, dim_K HH^1(R) = k + s + 1,

dim_K B^2(R) = 4k + 1.

Zameqanie 3.1.10. V usloviØh predloßeniØ 3.1.8 dlØ poluqeniØ bazisa B^2(R) nado v mnoßestve, ukazannom v zameqanii 3.1.3, fflement iz (3.28) zamenit~ na sledu¸wie dva fflementa: [0, βαg^{k−1}, αγb^{k−1}, 0], [cg^k, 0, 0, η^{s−1}]. Sluqaæ 4. k i s neqœtny.

Esli k i s neqœtny, to vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ (3.33), (3.36), a takße (3.30) i (3.31).

Dalee my budem razliqat~ dva sluqaØ: a) c ≠ 0; b) c = 0.

Sluqaæ 4a). Predpoloßim, qto c ≠ 0. Togda iz sootnoxeniæ (3.18) i (3.30) sleduet, qto σ_η = 0, a vvidu (3.33) takße i λ_α = 0. Krome togo, iz (3.36) i (3.30) sleduet, qto σ_bk�1 = 0, a togda vvidu (3.8) imeem λ_{e0} = 0. Ots¸da legko poluqaem, qto v kaqestve bazisa prostranstva Z^1(R) moßno vzØt~ mnoßestvo, sostoØwee iz fflementov (3.5)–(3.6), (3.20), (3.22), (3.23), a takße [0, 0, 0, η^2]. Teper~ ispol~zuØ zameqanie 3.0.3, poluqaem sledu¸wee utverßdenie.

Predloßenie 3.1.11. Esli k i s neqœtny, a c ≠ 0, to pro-

stranstvo HH^1(R) imeet v kaqestve K-bazisa nabor kogomologiqeskih klassov fflementov iz (3.20), (3.22), (3.23), a takße fflementa [0, 0, 0, η^2].

Sledstvie 3.1.12. Esli k i s neqœtny, a c ≠ 0, to

dim_K Z^1(R) = 5k + s − 2, dim_K HH^1(R) = k + s,

dim_K B^2(R) = 4k + 2.

Zameqanie 3.1.13. V usloviØh predloßeniØ 3.1.11 dlØ poluqeniØ bazisa B^2(R) nado v mnoßestve, ukazannom v zameqanii 3.1.3, fflement iz (3.28) zamenit~ na sledu¸wie tri fflementa: [0, βαg^{k−1}, αγb^{k−1}, 0], [g^k, 0, 0, 0], [0, 0, 0, η^{s−1}]. Sluqaæ 4b). Predpoloßim, qto c = 0.

74 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV

Predloßenie 3.1.14. Esli k i s neqœtny, a c = 0, to dlØ po-

luqeniØ bazisa prostranstva HH^1(R) nado k naboru, opisannomu v predloßenii 3.1.11, dobavit~ fflementy

[e_0, 0, 0, b^{k−1}], [α, 0, 0, η]. (3.37)

Dokazatel~stvo. Iz predyduwih rassußdeniæ legko sleduet, qto v rassmatrivaemom sluqae dlØ poluqeniØ bazisa prostranstva Z^1(R) nado bazis takogo prostranstva dlØ sluqaØ 4a) dopolnit~ fflementami iz (3.37). DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva ostaetsØ ispol~zovat~ zameqanie 3.0.3. �

Sledstvie 3.1.15. Esli k i s neqœtny, a c = 0, to

dim_K Z^1(R) = 5k + s, dim_K HH^1(R) = k + s + 2,

dim_K B^2(R) = 4k + 2.

Zameqanie 3.1.16. Neposredstvenno proverØetsØ, qto v usloviØh predloßeniØ 3.1.14 bazisom prostranstva B^2(R) ØvlØetsØ mnoßestvo, soderßawee fflementy iz (3.25), (3.26), a takße fflementy

[0, βa^i, γb^i, 0], gde 0 6 i 6 k − 1, [0, βαg^{k−1}, αγb^{k−1}, 0], [γβa^{k−1}, 0, 0, , η^{s−1}], [g^k, 0, 0, b]. 3.2. Differencial δ^2.

V fftom podrazdele my issleduem differencial δ^2: Hom_Λ(Q_2, R)

→ Hom_Λ(Q_3, R). Vvidu sdelannyh vyxe soglaxeniæ δ^2 opisyva-

etsØ formuloæ: dlØ r_{ij} ∈ e_iRe_j (i, j ∈ {0, 1})

δ^2(r_{00}, r_{10}, r_{01}, r_{11}) = (t_{00}, t_{11}), gde t_{00} = αr_{00} + r_{00}α + γr_{10} + cγr_{10}α + r_{01}β + cαr_{01}β,

(3.38)

t_{11} = r_{10}γ + βr_{01} + ηr_{11} + r_{11}η. (3.39)

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 75

Predloßenie 3.2.1. a) Prostranstvo Z^2(R) dopuskaet v kaqe-

stve K-bazisa mnoßestvo, sostoØwee iz sledu¸wih fflementov: [cγβa^i, βa^i, γb^i, 0], gde 0 6 i 6 k − 2; (3.40) [γβa^i, βαg^i, αγb^i, 0], gde 0 6 i 6 k − 2; (3.41) [0, βa^{k−1}, γb^{k−1}, 0], [γβa^{k−1}, 0, 0, 0]; (3.42) [e_0, 0, 0, 0], [a^k, 0, 0, 0]; (3.43) [0, βαg^{k−1}, αγb^{k−1}, 0]; (3.44) [g^i + a^i, 0, 0, 0], [0, 0, 0, b^i], gde 1 6 i 6 k − 1; (3.45) [0, 0, 0, η^i], gde 0 6 i 6 s; (3.46) [αg^i, 0, 0, 0], gde 0 6 i 6 k − 1. (3.47)

b) Prostranstvo B^3(R) dopuskaet v kaqestve K-bazisa mnoßestvo, sostoØwee iz sledu¸wih fflementov:

[a^i + g^i, 0], [αg^i, 0], [γβa^i + cg^{i+1} , 0], gde 1 6 i 6 k − 1;

(3.48)

[g^i, b^i], gde 1 6 i 6 k; (3.49) [γβ + cg, η^{s−1}]. (3.50) Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto q = (r00, r10, r01, r11) ∈ Z^2(R). Komponenty fftogo 2-kocikla predstavim v vide (3.7). Togda sootnoxenie t_{00} = 0 (gde t_{00} iz (3.38)) ravnosil~no sledu¸weæ sisteme uravneniæ otnositel~no kofffficientov λ_w, μ_w, ν_w ∈ K fftih razloßeniæ:

λ_ai + λ_gi = 0 dlØ 1 6 i 6 k − 1; (3.51) λ_{γβa}i +μ_{βαg}i +cμ_{βa}i = 0 λ_{γβa}i +ν_{αγb}i +cν_{γb}i = 0 } dlØ 0 6 i 6 k − 2; (3.52)

μ_{βαg}k�1 + ν_{αγb}k�1 + c(μ_{βa}k�1 + ν_{γb}k�1 ) = 0. (3.53)

Vtoroe sootnoxenie t_{11} = 0 (dlØ t_{11} iz (3.39)) ravnosil~no takoæ sisteme uravneniæ:

μ_β + ν_γ = 0, μ_{βαg}i + ν_{αγb}i = 0 dlØ 0 6 i 6 k − 1.

76 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV Ots¸da legko poluqaem, qto mnoßestvo fflementov iz (3.40)– (3.47) sostavlØet bazis Z^2(R). V qastnosti, dim_K Z^2(R) = 5k +

s + 2, dim_K B^3(R) = 4k − 2.

Neposredstvenno proverØetsØ, qto fflementy iz (3.48)–(3.50) poroßda¸t B^3 (R), a poskol~ku iz qislo ravno dim_K B^3(R), to oni obrazu¸t bazis fftogo prostranstva. � Sledstvie 3.2.2.

a) dim_K Z^2(R) = 5k + s + 2, dim_K B^3 (R) = 4k − 2;

b) dim_K HH^2(R) =

k + s + 2, esli k i s qœtny

ili k i s neqœtny i c = 0, k + s + 1, esli k + s neqœtno, k + s, esli k i s neqœtny i c ≠ 0.

Dokazatel~stvo. Utverßdenie a) sleduet iz predloßeniØ 3.2.1. Utverßdenie b) vytekaet iz sledstviæ 3.1.2, 3.1.6, 3.1.9, 3.1.12 i 3.1.15. � Predloßenie 3.2.3. a) Esli k i s qœtny, to HH^2(R) imeet v

kaqestve K-bazisa nabor kogomologiqeskih klassov fflementov iz (3.41), (3.43), (3.44), a takße sledu¸wih fflementov:

[0, 0, 0, η^i], gde 0 6 i 6 s − 3; (3.54) [cγβ, β, γ, 0]; (3.55) [α, 0, 0, 0]. (3.56)

b) Esli k + s neqœtno, to HH^2(R) imeet v kaqestve K-bazisa nabor kogomologiqeskih klassov fflementov iz (3.41), (3.43), (3.54), (3.56), a takße fflementa [0, 0, 0, η^{s−2}].

v) Esli k i s neqœtny i c = 0, to dlØ poluqeniØ Kbazisa prostranstva HH^2(R) nado k naboru kogomologiqeskih klassov, ukazannomu vyxe v punkte b), prisoedinit~ klass fflementa [0, 0, 0, η^{s−1}].

g) Esli k i s neqœtny, a c ≠ 0, to dlØ poluqeniØ K-bazisa prostranstva HH^2(R) nado iz nabora kogomologiqeskih klassov, ukazannogo vyxe v punkte b), udalit~ klass fflementa [a^k, 0, 0, 0].

Dokazatel~stvo. Vo vseh sluqaØh trebuemye utverßdeniØ neposredstvenno vyteka¸t (s uqetom sledstviØ 3.2.2) iz predloßeniØ 3.2.1 i zameqaniæ 3.1.3, 3.1.7, 3.1.10, 3.1.13 i 3.1.16, v kotoryh byli ukazany sootvetstvu¸wie bazisy dlØ B^2(R). �

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 77

3.3. Differencial δ^3.

Poskol~ku rezol~venta iz predloßeniØ 2.4 imeet period 4, nam ostalos~ izuqit~ differencial

δ^3: Hom_Λ(Q_3, R) → Hom_Λ(Q_4, R).

Analogiqno predyduwemu on moßet byt~ opisan sledu¸wim obrazom: dlØ r_i ∈ e_iRe_i (i = 0, 1)

δ^3(r_0, r_1) = (f_0, f_1), (3.57) gde f_0 = k∑ i=0 a^i · r_0 · a^{k−i} + k∑ i=1 γβa^{i−1} · r_0 · αg^{k−1−i} + k−1∑ i=1 g^i · r_0 · g^{k−i}

+ k∑ i=1 αg^{i−1} · r_0 · γβa^{k−i} + cγβa^{k−1} · r_0 · γβa^{k−1} + c k−1∑ i=1 g^i · r_0 · αg^{k−i}

+c k−1∑ i=1 αg^i · r_0 · a^{k−i} + c 3∑ i=1 α^i · r_0 · α^{4−i} + cαg^{k−1} · r_0 · a^k + cg^k · r_0 · αg^{k−1}

+ k∑ i=1 αγb^{i−1}·r_1·βa^{k−i}+ k∑ i=1 γb^{i−1}·r_1·βαg^{k−i}+cαγb^{k−1}·r_1·βa^{k−1}, (3.58)

f_1 = k∑ i=0 βαg^{i−1} · r_0 · γb^{k−i} + k∑ i=1 βa^{i−1} · r_0 · αγb^{k−i}

+c k∑ i=1 βαg^{i−1} · r_0 · αγb^{k−i} + cβαg^{k−1} · r_0 · αγb^{k−1}

+ k∑ i=0 b^i · r_1 · b^{k−i} + s−1∑ i=1 η^i · r_1 · η^{s−i} + c s∑ i=1 η^i · r_1 · η^{s−i+1}. Predloßenie 3.3.1. a) Esli k + s qœtno, to HH^3(R) imeet v

kaqestve K-bazisa nabor kogomologiqeskih klassov fflementov [a^i, 0] dlØ 0 6 i 6 k; [α, 0], [γβ, 0]; [0, η^i] dlØ 0 6 i 6 s − 2. (3.59)

78 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV Esli k + s neqœtno, to dlØ poluqeniØ bazisa HH^3(R) nado iz (3.59) iskl¸qit~ fflement [0, e_1].

b) Esli k + s qœtno, to

HH^4(R) ≃ HH^0(R),

i v kaqestve K-bazisa prostranstva HH^4(R) moßno vzØt~ mnoßestvo, sostoØwee iz fflementov

[a^i + g^i, b^i], gde 1 6 i 6 k − 1;

[0, η^i], gde 2 6 i 6 s; [e_0, e_1], [αg^{k−1}, η], [γβa^{k−1}, 0], [a^k, 0]. (3.60)

Esli ße k+s neqœtno, to dlØ poluqeniØ bazisa HH^4(R) nado vzØt~ kogomologiqeskie klassy fflementov iz (3.60), za iskl¸qeniem fflementa [0, η^s].

Dokazatel~stvo. a) NeposredstvennaØ proverka pokazyvaet, qto dlØ l¸byh (r_0, r_1) ∈ e_0Re_0 ⊕e_1Re_1 fflement f_0 iz (3.58) raven nul¸ (napomnim, qto char K = 2). Dalee, pust~ q = (r_0, r_1) ∈ Z^3(R), gde

r_0 = ∑ w∈B00 λ_ww, r_1 = ∑ w∈B11 μ_ww, (λ_w, μ_w ∈ K) (sr. (3.7)). Legko videt~, qto uslovie f_1 = 0 ravno-

sil~no uravneni¸

(k + s)μ_{e1} = 0.

Takim obrazom, esli k + s qœtno, to δ^3 = 0, i, sledovatel~no, mnoßestvo {[w, 0] | w ∈ B_{00}} ∪ {[0, w] | w ∈ B_{11}} slußit bazisom dlØ Z^3(R), a pri neqœtnom k + s iz fftogo mnoßestva nado iskl¸qit~ [0, e_1]. DlØ poluqeniØ bazisa prostranstva

HH^3(R) ostaetsØ ispol~zovat~ predloßenie 3.2.1,b).

b) Utverßdenie sleduet iz togo, qto pri k + s qœtnom imeem

B^4(R) = 0, a pri neqœtnom k + s prostranstvo B^4 (R) poroßdaetsØ

odnim vektorom [0, η^s]. � Sledstvie 3.3.2.

dim_K HH^3(R) = dim_K HH^4(R) = { k + s + 2, esli k + s qœtno, k + s + 1, esli k + s neqœtno.

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 79

4. Obrazu¸wie i sootnoxeniØ

Pust~ μ: Q_• → R – minimal~naØ Λ-proektivnaØ rezol~venta, opisannaØ v razdele 2. Pust~

Hom_Λ(Q_•, R) = ( Hom_Λ(Q_n, R), δ^n ) – kompleks iz (3.1). L¸boæ n-kocikl f ∈ Z^n(R) = Ker δ^n podnimaetsØ (odnoznaqno s toqnost~¸ do gomotopii) do cepnogo otobraßeniØ kompleksov {φ_i: Q_{n+i} → Q_i}_i¿_0. Gomomorfizm φ_i nazovem i-oæ translØcieæ kocikla f i budem oboznaqat~ qerez T^i(f). DlØ kociklov f ∈ Ker δ^n i g ∈ Ker δ^t imeem

cl g · cl f = cl (μT^0(g)T^t(f)).

V dal~neæxem my, ispol~zuØ prØmye razloßeniØ moduleæ Q_i, budem opisyvat~ translØcii kociklov, a takße ih proizvedeniØ s pomow~¸ matric, sootvetstvu¸wih fftim razloßeniØm. Otmetim takße, qto vvidu (graduirovannoæ) kommutativnosti algebry HH^∗(R) dlØ vyqisleniØ poparnyh proizvedeniæ razliqnyh odnorodnyh fflementov iz HH^∗(R) nam dostatoqno dlØ fflementa stepeni i znat~ ego translØcii do i-go porØdka vkl¸qitel~no.

4.1. k i s qœtny.

V fftom razdele my predpolagaem, esli ne ogovoreno protivnoe, qto k i s qœtny.

Rassmotrim sledu¸wie odnorodnye fflementy v HH^∗(R):

– stepeni 1 : u_1 := [e_0 + cα, 0, 0, b^{k−1}], u_2 := [0, β, 0, η];

– stepeni 2 :

v_1 := [0, 0, 0, e_1], v_2 := [α, 0, 0, 0], v_3 := [γβ, βα, αγ, 0]; } (4.1)

– stepeni 3 : w_1 := [0, e_1]; (4.2) – stepeni 4 : t := [e_0, e_1].

Napomnim, qto ranee my vydelili fflementy iz HH^0(R):

p_1, p_2, p_3, p_4 (sm. (3.4)).

Predloßenie 4.1.1. Pust~ k i s qœtny. DlØ fflementov mnoße-

stva Y_1 = {p_i}^4_{i=1} ∪ {u_1, u_2} ∪ {v_i}^3_{i=1} ∪ {w_1, t} (4.3)

80 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV v algebre HH^∗(R) vypolnØ¸tsØ sledu¸wie sootnoxeniØ:

p_ip_j = 0 dlØ 1 6 i < j 6 4; p^k_1 = p^s_2 , p^2_3 = p^2_4 = 0; (4.4)

p_1u_1 = cp_1u_2 + p^{s−1}_2 u_2, p_2u_1 = p^{k−1}_1 u_2, p^k_1 u_2 = p_3u_2 = p_4u_2 = 0; } (4.5)

p_3v_1 = p_4v_1 = p_3v_3 = p_4v_3 = 0,

p_1v_2 = p_2v_2 = p_4v_2 = 0, p_1v_1 = p_3v_2 = p_2v_3;

(4.6)

p_3u^2_1 = 0, p_2v_3 = p_4u^2_1, (4.7)

p^{s−1}_2 v_1 = p^{k−1}_1 v_3 + cp_4u^2_1, u^2 = (θ_k + θ_s)p^{k−1}_1 v_3 + cθ_sp_1v_1,

u_1u_2 = cθ_kp^{k−1}_1 v_3;

(4.8)

p_3w_1 = p_4w_1 = 0, (4.9)

p_1w_1 = u_2v_3, p_2w_1 = u_2v_1, u_1v_1 = p^{k−2}_1 u_2v_3, u_2v_2 = 0, (4.10)

p^{k−2}_1 u_1v_3 = cu_1v_1, p^{s−2}_2 u_2v_1 = u_1v_3 + cu_2v_3, (4.11)

u_1w_1 = cθ_kp^k_1 t, u_2w_1 = (θ_k + θ_s)p^k_1 t, (4.12)

v^2_1 = p^2_2 (1 + cp_2)t, v^2_3 = p^2_1 t, v_1v_2 = v_1v_3 = v^2_2 = v_2v_3 = 0; } (4.13)

u^2_1v_2 = u^4_1 = 0; (4.14)

u_1w_1 = cθ_kp^k_1 t, u_2w_1 = (θ_k + θ_s)p^k_1 t; (4.15)

v_1w_1 = p_2u_2t + cp^2_2 u_2t, v_3w_1 = p_1u_2t, v_2w_1 = 0; (4.16)

w^2_1 = (θ_k + θ_s)p^{k−1}_1 v_3t + θ_sp_1v_1t. (4.17)

Zameqanie 4.1.2. Napomnim, qto fflementy θn ∈ K opisyva¸tsØ formuloæ (1.9).

Dokazatel~stvo. SootnoxeniØ (4.4)–(4.6), (4.9) proverØ¸tsØ neposredstvenno. DlØ dokazatel~stva ostal~nyh sootnoxeniæ neobhodimo vyqislit~ translØcii podhodØwih porØdkov dlØ fflementov iz Y_1, ime¸wih poloßitel~nu¸ stepen~. Vvidu 4-periodiqnosti rezol~venty iz predloßeniØ 2.4 dlØ fflementa t v kaqestve translØciæ T^i(t) moßno vzØt~ toßdestvennye otobraßeniØ sootvetstvu¸wih moduleæ.

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 81

Lemma 4.1.3. V kaqestve translØciæ fflementov iz Y1 \ {t} polo-

ßitel~noæ stepeni moßno vzØt~ gomomorfizmy, opredelØemye sledu¸wimi matricami:

T^0(u_1) = ( (e_0 + cα) ⊗ e_0 0 0 0 0 0 0 b^{k−1} ⊗ e_1 ) , T^1(u_1) = ( (T^1(u_1))_{∗1} (T^1(u_1))_{∗2} (T^1(u_1))_{∗3} (T^1(u_1))_{∗4} ) , gde stolbcy matricy T^1(u_1) opisyva¸tsØ sledu¸wim obrazom:

(T^1(u_1))_{∗2} = c^{k−1} ∑ i=1 iβa^i ⊗ g^{k−i−1} k∑ i=1 b^{i−1} ⊗ g^{k−i} + c^{k−1} ∑ i=1 ib^i ⊗ αg^{k−i−1} c^{k−1} ∑ i=1 iβαg^{i−1} ⊗ βαg^{k−i−1} 0

,

(T^1(u_1))_{∗3} =

= k−1∑ i=1 γβa^{i−1} ⊗ γb^{k−i−1} + c^{k−1} ∑ i=1 ia^i ⊗ γb^{k−i−1} k−1∑ i=1 γb^{i−1} ⊗ αγb^{k−i−1} + c^{k−1} ∑ i=1 iαγb^{i−1} ⊗ αγb^{k−i−1} k∑ i=1 a^{i−1} ⊗ b^{k−i} +^{k−1} ∑ i=1 g^i ⊗ b^{k−i−1} + c^{k−1} ∑ i=1 iαg^{i−1} ⊗ b^{k−i} 0

,

(T^1(u_1))_{∗4} = 0 0 0 b^{k−1} ⊗ η^{s−3} ,

a fflementy pervogo stolbca (T^1(u_1))_{∗1} takovy:

(T^1(u_1))_{11} = e_0 ⊗ e_0 + cα ⊗ e_0 + c k−1∑ i=1 iγβa^{i−1} ⊗ γβa^{k−i−1}

+c^2 k−1∑ i=1 ia^i ⊗ γβa^{k−i−1} + c^2 k−1∑ i=1 iγβa^i ⊗ g^{k−i−1},

82 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV (T^1(u_1))_{21} = k−1∑ i=1 γb^{i−1} ⊗ γβa^{k−i−1} + c k∑ i=1 γb^{i−1} ⊗ g^{k−i}

+c k−1∑ i=1 αγb^{i−1} ⊗ γβa^{k−i−1} + c k−1∑ i=1 iγb^{i−1} ⊗ a^{k−i}

+c^2 k−1∑ i=1 iαγb^{i−1} ⊗ a^{k−i} + c^2 k−1∑ i=1 iγb^i ⊗ αg^{k−i−1},

(T^1(u_1))_{31} = c k∑ i=1 ig^{i−1} ⊗ βa^{k−i} + c^2 k−1∑ i=1 iαg^{i−1} ⊗ βa^{k−i}

+c^2 k−1∑ i=1 ig^i ⊗ βαg^{k−i−1},

(T^1(u_1))_{41} = 0;

(T^2(u_1)) = e_0 ⊗ e_0 + ce_0 ⊗ α 0 cγ ⊗ e_0 + c^2γ ⊗ α η^{s−2} ⊗ αγb^{k−2} αg^{k−2} ⊗ η^{s−2}β 0 k−1∑ j=1 αγb^{j−1} ⊗ βa^{k−j−1 k} ∑ j=1 b^{j−1} ⊗ b^{k−j} ;

T^0(u_2) = ( 0 β ⊗ e_0 0 0 0 0 0 η ⊗ e_1 ) , T^1(u_2) = ( (T^1(u_2))_{∗1} (T^1(u_2))_{∗2} (T^1(u_2))_{∗3} (T^1(u_2))_{∗4} ) , gde stolbcy matricy T^1(u_2) opisyva¸tsØ sledu¸wim obrazom:

(T^1(u_2))_{∗2} = k−1∑ i=1 iβa^i ⊗ g^{k−i−1} k−2∑ i=0 (i + 1)b^i ⊗ αg^{k−i−1} k−2∑ i=1 iβαg^i ⊗ βαg^{k−i−2} e_1 ⊗ β

,

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 83

(T^1(u_2))_{∗3} = k−1∑ i=1 ia^i ⊗ γb^{k−i−1} k−3∑ i=1 iαγb^i ⊗ αγb^{k−i−2} k−1∑ i=1 iαg^i ⊗ b^{k−i−1} 0

,

(T^1(u_2))_{∗4} = 0 0 β ⊗ e_1 s−3∑ i=1 iη^i ⊗ η^{s−i−2} ,

a fflementy pervogo stolbca (T^1(u_2))_{∗1} takovy:

(T^1(u_2))_{11} = k−2∑ i=0 (i + 1)γβa^i ⊗ γβa^{k−i−2}

+c k−2∑ i=0 (i + 1)γβa^i ⊗ g^{k−i−1} + c k−1∑ i=1 ia^i ⊗ γβa^{k−i−1},

(T^1(u_2))_{21} = k−1∑ i=1 iγb^i ⊗ a^{k−i−1}

+c k−1∑ i=1 iγb^i ⊗ αg^{k−i−1} + c k−3∑ i=1 iαγb^i ⊗ a^{k−i−1},

(T^1(u_2))_{31} = k−1∑ i=1 ig^i ⊗ βa^{k−i−1}

+c k−1∑ i=1 ig^i ⊗ βαg^{k−i−1} + c k−1∑ i=1 iαg^i ⊗ βa^{k−i−1},

(T^1(u_2))_{41} = 0;

84 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV

T^0(v_1) = ( 0 0 0 0 0 0 0 e_1 ⊗ e_1 ) ,

T^1(v_1) = 0 0 0 0 0 0 0 e_1 ⊗ e_1 ,

T^2(v_1) = ( (T^2(v_1))_{∗1} (T^2(v_1))_{∗2} ) ,

gde stolbcy matricy T^2(v_1) opisyva¸tsØ sledu¸wim obrazom:

(T^2(v_1))_{∗1} = a^{k−1} ⊗ γβa^{k−1} + a^k ⊗ γβa^{k−2} + γβa^{k−2} ⊗ g^k k−1∑ j=1 αγb^{j−1} ⊗ a^{k−j} k∑ j=1 g^{j−1} ⊗ βαg^{k−j} + αg^{k−1} ⊗ β + cαg^{k−1} ⊗ βαg^{k−1} 0

,

(T^2(v_1))_{∗2} = βa^{k−1} ⊗ γb^{k−1} k−1∑ j=0 b^j ⊗ αγb^{k−j−1} + cη ⊗ αγb^{k−1} βαg^{k−1} ⊗ e_1 η ⊗ η + cη^2 ⊗ η ;

T^0(v_2) = ( α ⊗ e_0 0 0 0

0 0 0 0 ) , T^1(v_2) = α ⊗ e_0 0 0 0 0 0 0 0 ,

T^2(v_2) = ( (T^2(v_2))_{∗1} (T^2(v_2))_{∗2} ) ,

gde stolbcy matricy T^2(v_2) opisyva¸tsØ sledu¸wim obrazom:

(T^2(v_2))_{∗1} =

= k∑ j=1 a^{j−1} ⊗ a^{k−j+1} +^k ∑ j=1 g^j ⊗ g^{k−j} + cγβa^{k−1} ⊗ γβa^{k−1} γ ⊗ γβa^{k−1} 0 αγb^{k−1} ⊗ βa^{k−1} + cαγb^{k−1} ⊗ βαg^{k−1} ,

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 85

(T^2(v_2))_{∗2} = k∑ j=1 βa^{j−1} ⊗ αγb^{k−j} cb^k ⊗ γ 0 b^{k−1} ⊗ b^k + cη^{s−1} ⊗ η^2 ;

T^0(v_3) = ( 0 βα ⊗ e_0 e_0 ⊗ αγ 0 γ ⊗ β 0 0 0 ) ,

T^1(v_3) = γβ ⊗ e_0 + e_0 ⊗ γβ + cγβα ⊗ e_0 + ce_0 ⊗ αγβ β ⊗ γ γ ⊗ α 0 α ⊗ β 0 0 0 ,

T^2(v_3) = cγβa^{k−1} ⊗ g^k 0 γ ⊗ γβα βαγ ⊗ γ αγβ ⊗ β βα ⊗ η^{s−1} αγ ⊗ βαg^{k−1} + αγb^{k−1} ⊗ βα 0 ;

T^0(w_1) = ( 0 0 0 e_1 ⊗ e_1 ) , T^1(w_1) = ⋆^{k−1} ∑ i=1 iβa^{i−1} ⊗ γb^{k−i} ⋆^{k−1} ∑ i=1 ib^{i−1} ⊗ αγb^{k−i} ⋆^{k−1} ∑ i=1 iβαg^{i−1} ⊗ b^{k−i} 0 ⋆

,

gde (T^1(w_1))_{11} = k−1∑ i=1 ia^i ⊗ γβa^{k−i−1} + k−2∑ i=0 (i + 1)γβa^i ⊗ g^{k−i−1} + ca^k ⊗ g^{k−1},

(T^1(w_1))_{21} = k−2∑ i=0 (i + 1)αγb^i ⊗ a^{k−i−1} + k−2∑ i=0 (i + 1)γb^i ⊗ αg^{k−i−1} + cαγb^{k−1} ⊗ αg^{k−1}, (T^1(w_1))_{31} = k−1∑ i=1 iαg^i ⊗ βa^{k−i−1} + k−1∑ i=1 ig^i ⊗ βαg^{k−i−1},

(T^1(w_1))_{42} = s−1∑ i=1 iη^i ⊗ η^{s−i−1} + c s−1∑ i=1 iη^i ⊗ η^{s−i},

86 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV

T^2(w_1) =

0 0 0 0 0 ⋆ cγη ⊗ γ η ⊗ γ 0 0 αg^{k−1} ⊗ η^{s−2} cβαg^{k−1} ⊗ η + cβ ⊗ η^2 0 η ⊗ β 0 η^2 ⊗ e_1 + ce_1 ⊗ η^3 ,

gde (T^2(w_1))_{22} = e_1 ⊗ γβ + η^{s−2} ⊗ αg^{k−1} + cη^{s−1} ⊗ αg^{k−1};

a T^3(w_1) – 2 × 4-matrica, v kotoroæ

(T^3(w_1))_{11} = k−2∑ i=0 (i + 1)γβa^i ⊗ a^{k−i−1} + k−1∑ i=1 ig^i ⊗ γβa^{k−i−1}

+ c k−2∑ i=0 (i + 1)γβa^i ⊗ αg^{k−i−1} + c k−1∑ i=1 ig^i ⊗ g^{k−i}

+ c k−1∑ i=1 ia^i ⊗ a^{k−i} + c k−1∑ i=1 iαg^i ⊗ γβa^{k−i−1}

+ c k−1∑ i=1 ig^i ⊗ a^{k−i} + ca^k ⊗ a^{k−1}

+ c^2 k−1∑ i=1 ig^i ⊗ αg^{k−i} + c^2 k−1∑ i=1 iαg^i ⊗ a^{k−i} + c^2g^k ⊗ αg^{k−1},

(T^3(w_1))_{12} = k−2∑ i=0 (i + 1)βa^i ⊗ αg^{k−i−1} + k−2∑ i=0 (i + 1)βαg^i ⊗ g^{k−i−1}

+ c k−2∑ i=0 (i + 1)βαg^i ⊗ αg^{k−i−1} + cβαg^{k−1} ⊗ αg^{k−1},

(T^3(w_1))_{13} = k−1∑ i=1 ia^i ⊗ αγb^{k−i−1} + k−1∑ i=1 iαg^i ⊗ γb^{k−i−1}

+ c k−1∑ i=1 iαg^i ⊗ αγb^{k−i−1},

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 87 (T^3(w_1))_{14} = 0,

(T^3(w_1))_{21} = k−2∑ i=0 (i + 1)γb^i ⊗ βa^{k−i−1} + c k−2∑ i=0 (i + 1)γb^i ⊗ βαg^{k−i−1}

+ c k−2∑ i=0 (i + 1)αγb^i ⊗ βa^{k−i−1} + cγη ⊗ βa^{k−1},

(T^3(w_1))_{22} = k−2∑ i=0 (i + 1)b^i ⊗ βαg^{k−i−1},

(T^3(w_1))_{23} = k−2∑ i=0 (i + 1)αγb^i ⊗ b^{k−i−1} + cγη ⊗ η + cγ ⊗ η^2,

(T^3(w_1))_{24} = s−1∑ i=1 iη^i ⊗ η^{s−i−1} + c s∑ i=0 (i + 1)η^i ⊗ η^{s−i} + cη^{s−1} ⊗ η.

Dokazatel~stvo lemmy 4.1.3 sostoit v prØmoæ proverke sootnoxeniæ μT^0(r) = r, d_{i−1}T^i(r) = T^{i−1}(r)d_{i+deg r} (0 < i) dlØ r ∈ Y_1 \ {t} s deg r > 0, i ffto predostavlØetsØ prodelat~ qitatel¸. �

Zameqanie 4.1.4. DlØ dal~neæxego vaßno zametit~, qto formuly dlØ translØciæ fflementov v_1, v_3 osta¸tsØ spravedlivymi dlØ l¸byh znaqeniæ k i s; krome togo, formuly dlØ translØciæ fflementov u_1, v_2 spravedlivy dlØ l¸byh s (pri qœtnom k).

Lemma 4.1.5. Pust~ k, s ∈ N (k > 2, s > 3) i c ∈ K proizvol~ny.

DlØ fflementa w_0 := [e_0, 0] ∈ HH^3(R) v kaqestve translØciæ T^i(w_0)

(0 6 i 6 3) moßno vzØt~ gomomorfizmy, opredelØemye sledu¸wi-

mi matricami:

T^0(w_0) = ( e_0 ⊗ e_0 0 0 0 ) , T^1(w_0) = ⋆ ⋆ cγb^{k−1} ⊗ γβa^{k−1} 0 0 0 0 0 ,

88 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV gde (T^1(w_0))_{11} = k∑ i=1 a^{i−1} ⊗ γβa^{k−i} + k∑ i=1 γβa^{i−1} ⊗ g^{k−i}

+ c k−1∑ i=1 g^i ⊗ g^{k−i} + c k∑ i=2 a^{i−1} ⊗ a^{k−i+1} + cα ⊗ α^2 + cα^3 ⊗ e_0 + ca^{k−1} ⊗ a^k + cg^k ⊗ g^{k−1}, (T^1(w_0))_{12} = k∑ i=1 βa^{i−1} ⊗ γb^{k−i} + c k∑ i=1 βa^{i−1} ⊗ αγb^{k−i} + cβa^{k−1} ⊗ αγb^{k−1},

T^2(w_0) = ⋆ cβ ⊗ α^2 ⋆ ⋆ 0 0 0 0 0 0 0 0 γb^{k−1} ⊗ βa^{k−1} 0 0 0 ; gde (T^2(w_0))_{11} = e_0 ⊗ γβa^{k−1} + γβa^{k−1} ⊗ e_0 + c k−1∑ j=1 a^j ⊗ g^{k−j} + cα^3 ⊗ e_0 + cα ⊗ α^2 + c^3γβa^{k−1} ⊗ a^k, (T^2(w_0))_{13} = c k∑ j=1 γβa^{j−1} ⊗ γb^{k−j} + cγβa^{k−1} ⊗ γb^{k−1}, (T^2(w_0))_{14} = βa^{k−1} ⊗ γb^{k−1} + cβa^{k−1} ⊗ αγb^{k−1};

T^3(w_0) =

( ⋆ 0 0 0 k−1∑ i=0 γb^i ⊗ βa^{k−i−1} 0 0 0 ) , gde (T^3(w_0))_{11} = k−1∑ i=0 g^i ⊗ γβa^{k−i−1} + k−1∑ i=0 γβa^i ⊗ a^{k−i−1}

+ c k∑ i=0 g^i ⊗ a^{k−i} + c^3α^3 ⊗ α^2.

Dokazatel~stvo analogiqno dokazatel~stvu lemmy 4.1.3.

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 89

Zameqanie 4.1.6. V dokazatel~stve predloßeniØ 4.1.1 nam ponadobitsØ tol~ko formula dlØ T^1(w_0). TranslØcii fflementa w_0 bolee vysokogo porØdka my ispol~zuem pozdnee (sm. dokazatel~- stvo predloßeniØ 4.5.1).

Prodolßenie dokazatel~stva predloßeniØ 4.1.1. Vse sootnoxeniØ, krome u^4_1 = 0 iz (4.14), dokazyva¸tsØ prØmymi vyqisleniØmi s ispol~zovaniem lemmy 4.1.3. My proill¸striruem ffto, dokazav sootnoxenie u_1u_2 = cθ_kp^{k−1}_1 v_3 iz (4.8). Proverku ostal~- nyh sootnoxeniæ my ostavlØem qitatel¸.

Vvedem oboznaqenie A := (A_{ij} ) := T^0(u_1)T^1(u_2); ffto 2 × 4- matrica, qleny kotoroæ vyqislØ¸tsØ s pomow~¸ lemmy 4.1.3:

A_{11} = k−2∑ i=0 (i + 1)γβa^i ⊗ γβa^{k−i−2} + c k−2∑ i=0 (i + 1)γβa^i ⊗ g^{k−i−1}

+ c k−1∑ i=1 ia^i ⊗ γβa^{k−i−1} + c k−2∑ i=0 (i + 1)g^{i+1} ⊗ γβa^{k−i−2}

+ c^2 k−2∑ i=0 (i + 1)g^{i+1} ⊗ g^{k−i−1} + c^2 k−1∑ i=1 iαg^i ⊗ γβa^{k−i−1},

A_{12} = k−1∑ i=1 iβa^i ⊗ g^{k−i−1} + c k−1∑ i=1 iβαg^i ⊗ g^{k−i−1},

A_{13} = k−1∑ i=1 ia^i ⊗ γb^{k−i−1} + c k−1∑ i=1 iαg^i ⊗ γb^{k−i−1}, A_{22} = b^{k−1} ⊗ β,

A_{21} =A_{23} = A_{14} = A_{24} = 0.

Ots¸da sleduet, qto

u_1u_2 = μT^0(u_1)T^1(u_2) = cθ_k[γβa^{k−1}, βαg^{k−1}, αγb^{k−1}, 0] = cθ_kp^{k−1}_1 v_3.

DlØ dokazatel~stva sootnoxeniØ u^4_1 = 0 zametim snaqala, qto (s ispol~zovaniem formul dlØ translØciæ fflementa u_1) imeem

u^3_1 = w_0 + cu_1v_2 + c^3(θ_k + 1)p_3u_1v_2. (4.18)

Dalee, tak kak u_1w_0 = μT^0(u_1)T^1(w_0), to s ispol~zovaniem lemmy 4.1.5 poluqaem, qto u_1w_0 = 0. Teper~, poskol~ku u^2_1 v_2 = 0 (sm. (4.14)), iz (4.18) vyvodim sootnoxenie u^4_1 = 0. �

90 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV

Predloßenie 4.1.7. Pust~ k i s qœtny. Mnoßestvo Y1, ukazan-

noe v (4.3), poroßdaet HH^∗(R) kak K-algebru.

Dokazatel~stvo. Pust~ H oboznaqaet K-podalgebru v HH^∗(R), poroßdennu¸ mnoßestvom Y_1 ∪ {1} ( zdes~ 1 – edinica algebry

HH^∗(R)). Poskol~ku umnoßenie na t zadaet izomorfizm HH^i(R) → HH^{i+4}(R) (i > 0), to dostatoqno dokazat~, qto HH^i(R) ⊂ H dlØ

i 6 3._{Vvidu zameqaniØ 3.0.2 imeem HH0(R) ⊂ H. DlØ bazisnyh ffle-}

mentov iz HH^1(R), opisannyh v predloßenii 3.1.1, spravedlivy sootnoxeniØ

[γβa^{k−1}, 0, 0, 0] = (p_3 + cp_4)u_1, [a^k, 0, 0, 0] = p_4u_1,

(4.19)

[0, 0, αγb^{k−1}, η^2] = p_2u_2,

[αg^i, 0, 0, 0] = p^i_1 u_2 dlØ 1 6 i 6 k − 1;

[0, 0, 0, η^i] = p^{i−1}_2 u_2 dlØ 3 6 i 6 s,

i potomu HH^1(R) ⊂ H.

Dalee, dlØ [e_0, 0, 0, 0] ∈ HH^2(R), – ffto odin iz bazisnyh fflementov prostranstva HH^2(R) (sm. predloßenie 3.2.3), – s ispol~zovaniem opisaniØ translØcii T^1(u_1) iz lemmy 4.1.3 poluqaem:

[e_0, 0, 0, 0] = u^2_1 + c^2θ_kp^{k−1}_1 v_3 + c^3p_4u^2_1 .

Krome togo, dlØ drugih bazisnyh fflementov HH^2(R) ime¸tsØ sootnoxeniØ:

[γβa^i, βαg^i, αγb^i, 0] = p^i_1 v_3, [a^k, 0, 0, 0] = p_1v_1, [0, βαg^{k−1}, αγb^{k−1}, 0] = p^{k−1}_1 v_3, [0, 0, 0, η^i] = p^i_2v_1 dlØ 1 6 i 6 s − 3.

Sledovatel~no, HH^2(R) ⊂ H.

Analogiqno predyduwemu dlØ bazisnyh fflementov prostranstva HH^3(R), opisannyh v predloßenii 3.3.1, poluqaem sledu¸- wie sootnoxeniØ:

[a^i, 0] = p^i_1w_1 dlØ 1 6 i 6 k;

[α, 0] = u_1v_2, [γβ, 0] = u_1v_3, (4.20)

[0, η^i] = p^i_2w_1 dlØ 1 6 i 6 s − 2,

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 91 krome togo, [e_0, 0] = w_0 ∈ H vvidu (4.18), otkuda sleduet, qto

HH^3(R) ⊂ H. �

Pust~ A_1 = K[X_1]/I_1 – graduirovannaØ K-algebra, opredelennaØ v razdele 1, gde X_1 iz (1.2), a I_1 – sootvetstvu¸wiæ ideal sootnoxeniæ (sm. (1.4)–(1.8), (1.10)–(1.17)). (Nenulevye) obrazy monomov iz K[X_1] otnositel~no kanoniqeskogo ffpimorfizma

K[X_1] → A_1 takße budem nazyvat~ monomami. Proizvol~nyæ ffle-

ment a ∈ A_1 zapisyvaetsØ v vide lineænoæ kombinacii monomov (s kofffficientami iz K). Iz predloßeniæ 4.1.1 i 4.1.7 sleduet, qto suwestvuet s¸r¨ektivnyæ gomomorfizm graduirovannyh Kalgebr φ: A_1 → HH^∗(R), perevodØwiæ obrazu¸wie iz mnoßestva

X_1 v sootvetstvu¸wie obrazu¸wie iz Y_1 (sm. (4.3)); zametim,

qto, ne boØs~ dvusmyslennosti, my oboznaqili odinakovo fflementy iz oboih mnoßestv, kotorye sootvetstvu¸t drug drugu. Pust~ A_1 = ⨁ m¿0^{Am}1 – prØmoe razloßenie algebry^{A1} na odnorodnye prØmye slagaemye. Teper~ qast~ 1) teoremy 1.1 vytekaet iz sledu¸wego utverßdeniØ.

Predloßenie 4.1.8. DlØ l¸bogo n > 0

dim_K A^n_1 = dim_K HH^n(R).

Preßde qem perehodit~ k dokazatel~stvu fftogo predloßeniØ, zametim, qto iz opredelØ¸wih sootnoxeniæ algebry A_1 neposredstvenno vyteka¸t sledu¸wie sootnoxeniØ.

Lemma 4.1.9. V algebre A1 vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ:

p^2_1 u_1 = cp^2_1 u_2, p^2_2 u_1 = 0,

p_1u^2_1 = p_2u^2_1 = p^2_1 v_1 = p^s_2v_1 = p^2_2 v_3 = p^k_1 v_3 = 0,

p_1u_1v_3 = cp^2_1 w_1, (4.21)

p_2u_1v_1 = p_1u_2v_1 = p_2u_2v_3 = u^2_1 v_1 = u^2_1 v_3 = 0.

Dokazatel~stvo predloßeniØ 4.1.8. Na kol~ce mnogoqlenov

K[X_1], gde X_1 iz (1.2), vvedem leksikografiqeskiæ porØdok ta-

koæ, qto

w_1 > u_2 > v_1 > v_3 > u_1 > v_2 > t > p_3 > p_4 > p_1 > p_2.

92 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV Iz opredelØ¸wih sootnoxeniæ algebry A_1 sleduet, qto l¸boæ nenulevoæ monom iz A_1 privoditsØ k vidu

f = w^α_1 u^β_2 v^{γ1}_1 v^{γ3}_3 u^i_1v^{γ2}_2 t^mp^{ε3}_3 p^{ε4}_4 p^j_1p^l_2, (4.22)

gde α, β, γ_1, γ_2, γ_3, ε_3, ε_4 ∈ {0, 1}, a takße 0 6 i 6 3, 0 6 j 6 k,

0 6 l 6 s, m ∈ N ∪ {0}.

Nazovem redukcieæ fflementa x = ∑_t r=1 λ_r f_r ∈ A_1, gde λ_r ∈ K \ {0}, a f_r – monomy, process zameny nekotoryh podmonomov,

vhodØwih v f_r (r = 1, . . ., t), na drugie fflementy iz A_1 po sledu¸wim pravilam (x → y oznaqaet zamenu kaßdogo vhoßdeniØ monoma x na fflement y): p1w1 → u2v3, u1w1 → cθk pk1 t (esli cθk ≠ 0), p2w1 → u2v1, u2w1 → (θk + θs)p k1 t (esli θ_k + θs ≠ 0), v1w1 → p2u2t + cp 22 u2t, w 21 → (θk + θs)pk−11 v3t + θsv1t (esli θ_k ≠ 0 ili θs ≠ 0), v3w1 → p1u2t, pk−11 u2 → p2u1, ps−12 u2 → p1u1 + cp1u2, u 22 → (θk + θs)pk−11 v3 + cθsp1v1 (esli θ_k + θs ≠ 0 ili cθs ≠ 0), pk−21 u2v3 → u1v1, u1u2 → cθkpk−11 v3 (esli cθk ≠ 0), ps−22 u2v1 → u1v3 + cu2v3, p1u2v3 → c−1p1u1v3 (esli c ≠ 0), p 21 u2 → c−1p 21 u1 (esli c ≠ 0), p1v1 → p2v3 → p4u 21 → p3v2, v 21 → p 22 (1 + cp2)t, ps−12 v1 → pk−11 v3 + cp4u 21 , u1v1 → c−1pk−21 u1v3 (esli c ≠ 0),pk−11 u1 → cp2u1 (esli c ≠ 0), v 23 → p 21 t, p4u 31 → p3u1v2, p k1 → p s2 .

(4.23)

L¸bu¸ zamenu iz privedennogo vyxe spiska nazovem fflementarnym xagom redukcii. Zametim, qto nekotorye xagi iz fftogo spiska sootvetstvu¸t sootnoxeniØm, ukazannym v lemme 4.1.9. Tak kak posle kaßdogo fflementarnogo xaga redukcii nenulevoæ monom perehodit v strogo men~xiæ otnositel~no vvedennogo leksikografiqeskogo porØdka, to za koneqnoe qislo xagov my poluqaem monomy, k kotorym uße nel~zØ primenit~ nikakoæ fflementarnyæ xag redukcii. Govorim, qto predstavlenie fflementa

x ∈ A_1 v vide lineænoæ kombinacii monomov imeet normal~nu¸ formu, esli ni k odnomu iz fftih monomov nel~zØ primenit~ redukci¸. Poskol~ku ffti fflementarnye xagi sootvetstvu¸t nekotorym sootnoxeniØm, vypolnØ¸wimsØ v algebre A_1 (sm. (1.4)–

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 93 (1.17) i lemmu 4.1.9), to l¸boæ fflement x ∈ A_1 dopuskaet hotØ by odno predstavlenie v normal~noæ forme.

Pust~ q_i = dim_K A^i_1. Qerez ~q_i oboznaqim qislo monomov iz A^i_1, predstavlennyh v normal~noæ forme; Øsno, qto ~q_i > q_i. Poskol~- ku imeetsØ ffpimorfizm A^i_1 → HH^i(R), to q_i > dim_K HH^i(R), i, takim obrazom, dostatoqno dokazat~, qto

~q_i = dim_K HH^i(R). (4.24)

My budem vydelØt~ otdel~no sluqai, kogda: a) c ≠ 0 ili b) c = 0, i dokaßem, qto vse (nenulevye) monomy, ime¸wie normal~nu¸ formu, soderßatsØ v sledu¸wih spiskah.

c ≠ 0 :

stepen~ normal~nye formy koliqestvo 4m t^mp^i_1(0 6 i 6 k − 1), t^mp^i_2(1 6 i 6 s), t^mp_3, t^mp_4 k + s + 2

4m + 1 u_2t^mp^i_2(0 6 i 6 s − 2), u_2t^mp_1,

u_1t^mp^i_1(0 6 i 6 k − 2), u_1t^mp_2, u_1t^mp_3, u_1t^mp_4 k + s + 2

4m + 2 v_3t^mp^i_1(0 6 i 6 k − 1), u^2_1t^m, v_1t^mp^i_2(0 6 i 6 s − 2), v_2t^m, v_2t^mp_3 k + s + 2

4m + 3 w_1t^m, u_2v_1t^mp^i_2(0 6 i 6 s − 3), u_2v_3, u^3_1t^m, v_3u_1t^mp^i_1(0 6 i 6 k − 2),

v_2u_1t^m, v_2u_1t^mp_3 k + s + 2

c = 0 :

stepen~ normal~nye formy koliqestvo 4m t^mp^i_1(0 6 i 6 k − 1), t^mp^i_2(1 6 i 6 s), t^mp_3, t^mp_4 k + s + 2

4m + 1 u_2t^mp^i_2(0 6 i 6 s − 2), u_2t^mp^i_1(1 6 i 6 k − 2), u_1t^m, u_1t^mp_1, u_1t^mp_2, u_1t^mp_3, u_1t^mp_4 k + s + 2

4m + 2 v_3t^mp^i_1(0 6 i 6 k − 1), u^2_1t^m, v_1t^mp^i_2(0 6 i 6 s − 2), v_2t^m, v_2t^mp_3 k + s + 2

4m + 3 w_1t^m, u_2v_1t^mp^i_2(0 6 i 6 s − 3), v_3u_2t^mp^i_1(0 6 i 6 k − 3), u^3_1t^m, v_3u_1t^m, v_2u_1t^m, v_2u_1t^mp_3, v_1u_1t^m k + s + 2

94 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV Legko videt~, qto vse monomy iz fftih spiskov ime¸t normal~- nu¸ formu.

Pust~ f – nekotoryæ nenulevoæ monom vida (4.22), ime¸wiæ normal~nu¸ formu. Rassmotrim posledovatel~no neskol~ko sluqaev.

1) Predpoloßim, qto v f vhodit w_1. Togda s pomow~¸ analiza spiska fflementarnyh xagov redukcii (4.23) zakl¸qaem, qto v f ne vhodØt u_2, v_1, v_3, u_1, v_2, p_1, p_2; krome togo, vvidu sootnoxeniæ, sootvetstvu¸wih fflementam iz (1.10), v f ne vhodØt p_3 i p_4. Togda f = w_1t^m.

2) Predpoloßim, qto w_1 ne vhodit v f, no vhodit u_2. Togda v f ne vhodØt u_1, v_2 (vvidu podhodØwih redukciæ iz (4.23)), a takße p_3, p_4 (vvidu nekotoryh monomial~nyh sootnoxeniæ, sootvetstvu¸wih fflementam iz (1.15)). Sledovatel~no,

f = u_2v^{γ1}_1 v^{γ3}_3 t^mp^j_1 p^l_2;

pri fftom γ_1 + γ_3 6 1 (tak kak v_1v_3 = 0), j 6 k − 2, l 6 s − 2 (vvidu xagov redukcii p^{k−1}_1 u_2 → p_2u_1, p^{s−1}_2 u_2 → p_1u_1 + cp_1u_2). Krome togo, esli γ_1 = 1 (sootvetstvenno γ_3 = 1), to j = 0 (sootvetstvenno

l = 0), poskol~ku ime¸tsØ redukcii p_1v_1 → p_2v_3 → p_3v_2; vvidu

redukcii p^{s−2}_2 u_2v_1 → u_1v_3 + cu_2v_3 pri γ_1 = 1 imeem takße l 6 s − 3. Esli c ≠ 0, to vvidu redukcii p^2_1 u_2 → c^{−1}p^2_1 u_1 imeem j 6 1, i esli dopolnitel~no γ_3 = 1, to j = 0 (tak kak p_1u_2v_3 → c^{−1}p_1u_1v_3). V sluqae c = 0 pri γ_3 = 1 imeem j 6 k − 3 (vvidu redukcii

p^{k−2}_1 u_2v_3 → u_1v_1). Ots¸da neposredstvenno poluqaem, qto f le-

ßit v odnom iz spiskov: pri c ≠ 0: u_2t^mp^l_2 (1 6 l 6 s − 2),

u_2t^m, u_2t^mp_1, u_2v_1t^mp^l_2 (0 6 l 6 s − 3), u_2v_3t^m;

pri c = 0: u_2t^mp^l_2 (1 6 l 6 s − 2),

u_2t^mp^j_1 (0 6 j 6 k − 2), u_2v_1t^mp^l_2 (0 6 l 6 s − 3),

u_2v_3t^mp^j_1 (0 6 j 6 k − 3).

3) Pust~ v f ne vhodØt w_1, u_2, i predpoloßim, qto v_1 vhodit v f. RassußdaØ analogiqno predyduwemu, poluqaem, qto v f ne mogut vhodit~ takße v_3, v_2, u_2, p_1, p_3, p_4. Sledovatel~no,

f = v_1u^i_1t^mp^l_2; pri fftom i 6 1 (vvidu sootnoxeniØ u^2_1 v_1 = 0), a tak-

ße l 6 s−2 (tak kak p^{s−1}_2 v_1 → p^{k−1}_1 v_3+cp_4u^2_1 ). Krome togo, pri c ≠ 0

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 95 neobhodimo imeem i = 0 (vvidu redukcii u_1v_1 → c^{−1}p^{k−2}_1 u_1v_3). Dalee, esli c = 0 i i = 1, to l = 0 (tak kak p_2u_1v_1 = 0; – sm. lemmu 4.1.9). Ots¸da sleduet, qto pri c ≠ 0 f sovpadaet s odnim iz sledu¸wih monomov:

v_1t^mp^l_2 (0 6 l 6 s − 2),

a pri c = 0 v fftot spisok nado dobavit~ v_1u_1t^m.

4) Predpoloßim, qto w_1, u_2, v_1 ne vhodØt, a v_3 vhodit v f. Legko videt~, qto togda v f ne vhodØt v_1, v_2, p_2, p_3, p_4, i, takim obrazom,

f = v_3u^i_1t^mp^j_1 ; zdes~ i 6 1, tak kak u^2_1 v_3 = 0 (sm. lemmu 4.1.9), a

esli i = 1, to j 6 k − 2 (poskol~ku pri c ≠ 0 imeetsØ redukciØ

p^{k−1}_1 u_1 → cp_2u_1, a pri c = 0 imeem p^{k−1}_1 u_1 = 0).

Takim obrazom, s uqetom togo, qto p^k_1 v_3 = 0, pri c ≠ 0 ots¸da sleduet, qto f – ffto odin iz monomov

v_3t^mp^j_1 (0 6 j 6 k − 1), v_3u_1t^mp^r_1 (0 6 r 6 k − 3). (4.25)

Esli ße c = 0, to p_1u_1v_3 = 0 (sm. (4.21)), i togda iz nabora (4.25) nado udalit~ monomy v_3u_1t^mp^r_1 s r > 1.

5) Pust~ w_1, u_2, v_1, v_3 ne vhodØt, a u_1 vhodit v f. Predpoloßim, qto v_2 takße vhodit v f. Togda v f ne vhodØt p_1, p_2, p_4. Krome togo,

u^2_1 v_2 = 0, i pofftomu f sovpadaet s odnim iz monomov

u_1v_2t^m, u_1v_2t^mp_3.

Teper~ predpoloßim, qto v_2 ne vhodit v f. Pri c ≠ 0 s uqetom togo, qto p^2_2 u_1 = p_1u^2_1 = p_3u^2_1 = 0 i ime¸tsØ redukcii p_4u^2_1 → p_3v_2,

p^{k−1}_1 u_1 → cp_2u_1, poluqaem, qto f sovpadaet s odnim iz sledu¸wih

monomov:

u_1t^mp^j_1 (0 6 j 6 k − 2),

u_1t^mp_2, u_1t^mp_3, u_1t^mp_4, u^2_1 t^m, u^3_1 t^m. (4.26)

Pri c = 0 iz nabora (4.26) nado udalit~ monomy p^j_1 u_1t^m s j > 2 (poskol~ku v fftom sluqae p^2_1 u_1 = 0).

6) Pust~ w_1, u_2, v_1, v_3, u_1 ne vhodØt, a v_2 vhodit v f. Togda v f ne vhodØt p_1, p_2, p_4. Sledovatel~no, f = v_2t^m ili f = v_2t^mp_3.

7) Nakonec, esli v f ne vhodØt w_1, u_2, v_1, v_3, u_1, v_2, to Øsno, qto f sovpadaet s odnim iz monomov:

t^mp^j_1 , gde 0 6 j 6 k − 1; t^mp^l_2, gde 1 6 l 6 s; t^mp_3, t^mp_4.

96 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV Takim obrazom, my pokazali, qto l¸boæ monom, ime¸wiæ normal~nu¸ formu, soderßitsØ v privedennom vyxe spiske, qto (s uqœtom predloßeniØ 3.0.1 i sledstviæ 3.1.2, 3.2.2, 3.3.2) zaverxaet dokazatel~stvo ravenstva (4.24). � Dokazatel~stvo qasti a) predloßeniØ 1.4. Pust~ V = HH^1(R)·

HH^1(R) – podprostranstvo v HH^2(R), poroßdennoe mnoßestvom {x · y | x, y ∈ HH^1(R)}. PrØmymi vyqisleniØmi dokazyvaetsØ, qto

esli c ≠ 0, to

V =_K⟨(θ_k + θ_s)p^{k−1}_1 v_3, cθ_kp^{k−1}_1 v_3, u^2_1, p_3v_2⟩,

a esli c = 0, to

V =_K⟨(θ_k + θ_s)p^{k−1}_1 v_3, u^2_1 , p_3v_2⟩,

Predpoloßim, qto θ_k = θ_s = 1. Togda

dim_K V = { 3, esli c ≠ 0, 2, esli c = 0.

Poskol~ku algebra HH^∗(R) ne menØetsØ pri zamene R na proizvodno ffkvivalentnu¸ algebru, ots¸da sleduet trebuemoe utverßdenie. � 4.2. k qœtno, s neqœtno.

V fftom razdele my predpolagaem, esli ne ogovoreno protivnoe, qto k qœtno, a s neqœtno.

Rassmotrim sledu¸wie odnorodnye fflementy v HH^∗(R):

– stepeni 0 : p_1, p_2, p_3, p_4 iz (3.4);

– stepeni 1 :

u_1 := [e_0 + cα, 0, 0, b^{k−1}], u^′_2 := [0, 0, 0, η^2], u_3 := [αg, 0, 0, 0];

(4.27)

– stepeni 2 : v_1, v_2, v_3 iz (4.1);

– stepeni 3 : w_2 := [0, η], w_3 := [g, 0]; (4.28) – stepeni 4 : t := [e_0, e_1].

Predloßenie 4.2.1. Pust~ k qœtno, s neqœtno. DlØ fflementov

mnoßestva

Y_2 = {p_i}^4_{i=1} ∪ {u_1, u^′_2, u_3} ∪ {v_i}^3_{i=1} ∪ {w_2, w_3, t} (4.29)

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 97 v algebre HH^∗(R) vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ (4.4), (4.6), (4.7), (4.13), (4.14), a takße sledu¸wie sootnoxeniØ:

p_1u_1 = p^{s−2}_2 u^′_2 + cu_3, p_2u_1 = p^{k−2}_1 u_3, p_3u^′_2 = p_4u^′_2 = p_2u_3 = p_3u_3 = p_4u_3 = 0; } (4.30)

p^{s−1}_2 v_1 = 0, p^{k−1}_1 v_3 = cp_4u^2_1, u_1u^′_2 = (u^′_2)^2 = u_1u_3 = u^2_3 = u^′_2u_3 = 0; } (4.31)

p_1w_2 = p_3w_2 = p_4w_2 = p_2w_3 = p_3w_3 = p_4w_3 = 0, (4.32)

u_3v_1 = u^′_2v_2 = u_3v_2 = u^′_2v_3 = 0, (4.33)

u_1v_1 = p^{k−2}_1 w_3, u^′_2v_1 = p_2w_2, (4.34)

p^{s−3}_2 u^′_2v_1 = u_1v_3 + cw_3, u_3v_3 = p_1w_3; (4.35)

p^s_2 t = 0; u_1w_i = u^′_2w_i = u_3w_i = 0 dlØ i ∈ {2, 3}; (4.36)

v_1w_3 = v_2w_2 = v_2w_3 = v_3w_2 = 0, (4.37)

v_1w_2 = (p_2 + cp^2_2 )u^′_2t, (4.38)

v_3w_3 = p_1u_3t; (4.39)

w^2_2 = w^2_3 = w_2w_3 = 0. (4.40)

Dokazatel~stvo. Proverka privedennyh vyxe sootnoxeniæ provoditsØ analogiqno dokazatel~stvu predloßeniØ 4.1.1. Pri fftom my ispol~zuem sledu¸wu¸ lemmu, v kotoroæ privedeny translØcii podhodØwih porØdkov dlØ fflementov iz Y_2, dlØ kotoryh oni ne byli vyqisleny ranee (sm. lemmu 4.1.3 i zameqanie 4.1.4). Vse detali sootvetstvu¸wih vyqisleniæ my ostavlØem qitatel¸.

Lemma 4.2.2. V kaqestve translØciæ fflementov u^′_2, u3, w2, w3

moßno vzØt~ sledu¸wie otobraßeniØ:

T^0(u^′_2) = ( 0 0 0 0 0 0 0 η^2 ⊗ e_1 ) ,

T^1(u^′_2) =

0 0 0 0 0 η^2 ⊗ e_0 0 0 0 0 0 0 0 0 0^{s−1} ∑ i=2 (i + 1)η^i ⊗ η^{s−i−1} ;

98 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV

T^0(u_3) = ( αg ⊗ e_0 0 0 0

0 0 0 0 ) ,

T^1(u_3) = ⋆^{k−2} ∑ i=1 iβa^{i+1} ⊗ g^{k−i−1 k−1} ∑ i=1 ia^{i+1} ⊗ γb^{k−i−1} 0 ⋆^{k−1} ∑ i=1 ib^{i+1} ⊗ αg^{k−i−1 k−1} ∑ i=1 iαγb^i ⊗ αγb^{k−i−1} 0 ⋆^{k−1} ∑ i=1 iβαg^i ⊗ βαg^{k−i−1 k−1} ∑ i=1 iαg^i ⊗ b^{k−i} 0 0 0 0 0

,

gde (T^1(u_3))_{11} = αg ⊗ e_0 + k−2∑ i=1 iγβa^{i+1} ⊗ γβa^{k−i−2}

+ c k−2∑ i=1 iγβa^{i+1} ⊗ g^{k−i−1} + c k−1∑ i=1 ia^{i+1} ⊗ γβa^{k−i−1},

(T^1(u_3))_{21} = k−2∑ i=1 iγb^{i+1} ⊗ a^{k−i−1}

+ c k−2∑ i=1 iγb^{i+1} ⊗ αg^{k−i−1} + c k−1∑ i=1 iαγb^i ⊗ a^{k−i},

(T^1(u_3))_{31} = k−1∑ i=1 ig^{i+1} ⊗ βa^{k−i−1}

+ c k−1∑ i=1 ig^{i+1} ⊗ βαg^{k−i−1} + c k−1∑ i=1 iαg^i ⊗ βa^{k−i};

T^0(w_2) = ( 0 0 0 η ⊗ e_1 ) ,

T^1(w_2) = a^{k−1} ⊗ a^k 0 0 0 αg^{k−1} ⊗ βαg^{k−1} 0 0 ⋆ ,

gde (T^1(w_2))_{42} = s−1∑ i=0 (i + 1)η^i ⊗ η^{s−i} + c s−2∑ i=1 iη^{i+1} ⊗ η^{s−i},

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 99

T^2(w_2) =

0 0 0 0 0 e_1 ⊗ a^k 0 0 0 0 e_0 ⊗ b^k βαg^{k−1} ⊗ η 0 η ⊗ βαg^{k−1} 0 η ⊗ η^2 + cη^2 ⊗ η^2 ,

T^3(w_2) = ( ⋆ 0 αg^{k−1} ⊗ γη 0 γb^{k−1} ⊗ βαg^{k−1} η ⊗ βαg^{k−1} αγb^{k−1} ⊗ η ⋆ ) , gde (T^3(w_2))_{11} = γβa^{k−1} ⊗ αg^{k−1} + g^k ⊗ g^{k−1},

(T^3(w_2))_{24} = e_1 ⊗ η^s + s−2∑ i=1 iη^i ⊗ η^{s−i} + c s−2∑ i=1 iη^{i+1} ⊗ η^{s−i};

T^0(w_3) = ( 0 0 γ ⊗ βα 0 ) ,

T^1(w_3) = ⋆^{k−1} ∑ i=1 iβa^i ⊗ γb^{k−i} ⋆^k ∑ i=1 ib^i ⊗ αγb^{k−i} ⋆^{k−1} ∑ i=1 iβαg^i ⊗ b^{k−i} 0 0

,

gde (T^1(w_3))_{11} = k−1∑ i=1 iγβa^i ⊗ g^{k−i} + k−1∑ i=1 ia^{i+1} ⊗ γβa^{k−i−1},

(T^1(w_3))_{21} = k−1∑ i=1 iγb^i ⊗ αg^{k−i} + k−1∑ i=1 iαγb^i ⊗ a^{k−i},

(T^1(w_3))_{31} = k−1∑ i=1 ig^{i+1} ⊗ βαg^{k−i−1} + k−2∑ i=1 iαg^{i+1} ⊗ βa^{k−i−1};

T^2(w_3) =

0 0 0 0 0 βαγ ⊗ γβ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ,

T^3(w_3) = ( ⋆ ⋆ ⋆ 0 ⋆^k ∑ i=1 ib^i ⊗ βαg^{k−i k−1} ∑ i=1 iαγb^i ⊗ b^{k−i} 0 ) ,

100 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV gde (T^3(w_3))_{11} = k−1∑ i=1 iγβa^i ⊗ a^{k−i} + k−1∑ i=1 ig^{i+1} ⊗ γβa^{k−i−1}

+ c k−1∑ i=1 ig^{i+1} ⊗ a^{k−i} + c k−1∑ i=1 iγβa^i ⊗ αg^{k−i}

+ c k−1∑ i=1 ig^{i+1} ⊗ g^{k−i} + c k−1∑ i=1 ia^{i+1} ⊗ a^{k−i}

+ c k−2∑ i=1 iαg^{i+1} ⊗ γβa^{k−i−1} + c^2 k−1∑ i=1 ig^{i+1} ⊗ αg^{k−i}

+ c^2 k−2∑ i=1 iαg^{i+1} ⊗ a^{k−i},

(T^3(w_3))_{21} = k−1∑ i=1 iγb^i ⊗ βa^{k−i} + c k−1∑ i=1 iγb^i ⊗ βαg^{k−i}

+ c k−1∑ i=1 iαγb^i ⊗ βa^{k−i},

(T^3(w_3))_{12} = k−1∑ i=1 iβa^i ⊗ αg^{k−i} + k−1∑ i=1 iβαg^i ⊗ g^{k−i}

+ c k−1∑ i=1 iβαg^i ⊗ αg^{k−i},

(T^3(w_3))_{13} = k−1∑ i=1 ia^{i+1} ⊗ αγb^{k−i−1} + k−2∑ i=1 iαg^{i+1} ⊗ γb^{k−i−1}

+ c k−2∑ i=1 iαg^{i+1} ⊗ αγb^{k−i−1}.

�

Zameqanie 4.2.3. Otmetim, qto formuly dlØ translØciæ fflementa w_3 osta¸tsØ spravedlivymi dlØ sluqaØ, kogda k neqœtno, a s qœtno.

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 101

Predloßenie 4.2.4. Pust~ k qœtno, a s neqœtno. Mnoßestvo Y2,

ukazannoe v (4.29), poroßdaet HH^∗(R) kak K-algebru.

Dokazatel~stvo. Pust~ H oboznaqaet K-podalgebru v HH^∗(R), poroßdennu¸ mnoßestvom Y_2 ∪{1}. Seæqas umnoßenie na t zadaet izomorfizm HH^i(R) → HH^{i+4}(R) dlØ i > 0, a takße ffpimorfizm

HH^0(R) → HH^4(R), i potomu dostatoqno dokazat~, qto HH^i(R) ⊂

H dlØ i 6 3.

To, qto HH^0(R) ⊂ H, poluqeno v dokazatel~stve predloßeniØ 4.1.7. DlØ bazisnyh fflementov iz HH^1(R), opisannyh v predloßenii 3.1.5, spravedlivy sootnoxeniØ (4.19), a takße

[αg^i, 0, 0, 0] = p^{i−1}_1 u_3 dlØ 1 6 i 6 k − 1; (4.41)

[0, 0, 0, η^i] = p^{i−2}_2 u^′_2 dlØ 2 6 i 6 s,

i potomu HH^1(R) ⊂ H. Dalee, vkl¸qenie HH^2(R) ⊂ H proverØem analogiqno dokazatel~stvu predloßeniØ 4.1.7.

Nakonec, dlØ bazisnyh fflementov prostranstva HH^3(R), opisannyh v predloßenii 3.3.1, vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ (4.20), (4.18), a takße

[a^i, 0] = p^{i−1}_1 w_3 dlØ 1 6 i 6 k − 1;

[0, η^i] = p^{i−1}_2 w_2 dlØ 1 6 i 6 s − 2,

otkuda sleduet, qto HH^3(R) ⊂ H. �

Pust~ A_2 = K[X_2]/I_2 – graduirovannaØ K-algebra, opredelennaØ v razdele 1, gde X_2 iz (1.18), a I_2 – sootvetstvu¸- wiæ ideal sootnoxeniæ. Iz predloßeniæ 4.2.1 i 4.2.4 sleduet, qto suwestvuet s¸r¨ektivnyæ gomomorfizm graduirovannyh K-algebr φ: A_2 → HH^∗(R), perevodØwiæ obrazu¸wie iz mnoßestva X_2 v sootvetstvu¸wie obrazu¸wie iz Y_2 (sm. (4.29)). Pust~

A_2 = ⨁ m¿0^{Am}2 – prØmoe razloßenie algebry^A2 na odnorodnye prØmye slagaemye. Teper~ qast~ 2) teoremy 1.1 vytekaet iz sledu¸wego utverßdeniØ.

Predoßenie 4.2.5. DlØ l¸bogo m > 0

dim_K A^m_2 = dim_K HH^m(R). (4.42)

Dokazatel~stvo. Snaqala otmetim nekotorye dopolnitel~nye sootnoxeniØ, vypolnØ¸wiesØ v algebre A_2.

102 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV

Lemma 4.2.6. V algebre A2 vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ:

p^{s−1}_2 u^′_2 = p^{k−1}_1 u_3 = 0,

p^{k−1}_1 w_3 = p_3u_1v_2, p^{s−1}_2 w_2 = p^{k−1}_1 w_3,

u^2_1v_3 = p^k_1 w_3 = 0;

esli k = 2, to v^2_3 = 0.

Dokazatel~stvo lemmy sostoit v prostom vyvedenii privedennyh sootnoxeniæ iz opredelØ¸wih sootnoxeniæ algebry A_2, i sdelat~ ffto predostavlØetsØ qitatel¸. � Na kol~ce mnogoqlenov K[X_2], gde X_2 iz (1.18), vvedem leksikografiqeskiæ porØdok takoæ, qto

w_2 > v_1 > v_3 > u_1 > v_2 > u^′_2 > w_3 > u_3 > t > p_3 > p_4 > p_1 > p_2.

Iz opredelØ¸wih sootnoxeniæ algebry A_2 sleduet, qto l¸boæ nenulevoæ monom iz A_2 privoditsØ k vidu

f = w^{α2}_2 v^{γ1}_1 v^{γ3}_3 u^i_1v^{γ2}_2 (u^′_2)^{β2} w^{α3}_3 u^{β3}_3 t^mp^{ε3}_3 p^{ε4}_4 p^j_1p^l_2,

gde α_2, α_3, β_2, β_3, γ_1, γ_2, γ_3, ε_3, ε_4 ∈ {0, 1}, a takße 0 6 i 6 3, 0 6 j 6 k,

0 6 l 6 s, m ∈ N ∪ {0}.

Rassmotrim sledu¸wiæ spisok fflementarnyh xagov redukcii:

p_2w_2 → u^′_2v_1, v_1w_2 → p_2u^′_2t + cp^2_2 u^′_2t,

p_1v_1 → p_2v_3 → p_4u^2_1 → p_3v_2,u_1v_1 → { p^{k−3}_1 u_3v_3, esli k > 2, w_3, esli k = 2.

v^2_1 → p^2_2 (1 + cp_2)t, p^{s−3}_2 v_1u^′_2 → u_1v_3 + cw_3, u_3v_3 → p_1w_3, p^{k−1}_1 v_3 → cp_4u^2_1 (esli c ≠ 0), p_1u_1v_3 → cu_3v_3 (esli c ≠ 0),v^2_3 → p^2_1 t (esli k > 2), v_3w_3 → p_1u_3t, p_1u_1 → p^{s−2}_2 u^′_2 + cu_3, p_2u_1 → p^{k−2}_1 u_3, p_3u_1v_2 → p^{k−1}_1 w_3, p^k_1 → p^s_2 .

(4.43) Analogiqno dokazatel~stvu predloßeniØ 4.1.8 opredelØetsØ normal~naØ forma fflementa x ∈ A_2 (otnositel~no xagov redukcii (4.43)) i ustanavlivaetsØ, qto l¸boæ fflement x ∈ A_2 dopuskaet hotØ by odnu normal~nu¸ formu.

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 103 Dokaßem, qto vse (nenulevye) monomy, ime¸wie normal~nu¸ formu, soderßatsØ v sledu¸wem spiske:

stepen~ normal~nye formy koliqestvo 0 p^i_1(0 6 i 6 k − 1), p^i_2(1 6 i 6 s), p_3, p_4 k+s+2 4m, m > 0 t^mp^i_1(0 6 i 6 k − 1), t^mp^i_2(1 6 i 6 s − 1), t^mp_3, t^mp_4 k+s+1 4m+1 u_1t^m, u^′_2t^mp^l_2(0 6 l 6 s − 2), u_1t^mp_3, u_1t^mp_4, u_3t^mp^j_1(0 6 j 6 k − 2) k+s+1 4m+2 v_1t^mp^l_2(0 6 l 6 s − 2), v_3t^mp^j_1(0 6 j 6 k − 2), u^2_1t^m, v_2t^m, v_2t^mp_3 k+s+1

4m+3 w_2t^m, v_1u^′_2t^mp^l_2(0 6 l 6 s − 4),

v_3u_1t^m, u^3_1t^m, u_1v_2t^m, w_3t^mp^j_1(0 6 j 6 k − 1) k+s+1

V fftoæ tablice pri opisanii monomov stepeni 4m + 3 my dlØ edinoobraziØ podrazumevaem, qto v sluqae s = 3 mnoßestvo monomov vida v_1u^′_2t^mp^l_2 pusto.

Kak i v dokazatel~stve predloßeniØ 4.1.8, my proanaliziruem posledovatel~no neskol~ko sluqaev.

1) Predpoloßim, qto v f vhodit w_2. Togda s pomow~¸ monomial~nyh sootnoxeniæ, sootvetstvu¸wih fflementam (1.21), (1.25), (1.26), (1.28), poluqaem, qto v f ne vhodØt w_3, v_2, v_3, u_1, u^′_2, u_3, p_1,

p_3, p_4; krome togo, ne vhodØt v_1 (tak kak est~ redukciØ v_1w_2 → p_2u^′_2t+cp^2_2 u^′_2t) i p_2 (vvidu p_2w_2 → u^′_2v_1). Sledovatel~no, f = w_2t^m.

2) Predpoloßim, qto w_2 ne vhodit v f, no vhodit v_1. Togda ispol~zuØ opredelØ¸wie sootnoxeniØ algebry A_2 i podhodØwie redukcii iz (4.43), legko poluqaem, qto v f mogut vhodit~, krome

v_1, tol~ko u^′_2, t, p_2, i, sledovatel~no, f = v_1(u^′_2)^{β2} t^mp^l_2. Pri fftom

esli β_2 = 0, to l 6 s−2, a esli β_2 = 1, to l 6 s−4. Takim obrazom, f ∈ { v_1t^mp^l_2 }_{s−2} l=0 ∪ { v_1u^′_2t^mp^l_2 }_{s−4} l=0 . 3) Predpoloßim, qto w_2 i v_1 ne vhodØt v f, no vhodit v_3.

RassußdaØ analogiqno predyduwemu, poluqaem, qto f imeet vid

f = v_3u^i_1t^mp^j_1. Pri fftom i 6 1 (vvidu u^2_1v_3 = 0) i j 6 k − 2 (tak

kak imeetsØ redukciØ p^{k−1}_1 v_3 → cp_4u^2_1 pri c ≠ 0 i p^{k−1}_1 v_3 = 0 pri

104 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV

c = 0); krome togo, esli i = 1, to j = 0 (tak kak p_1u_1v_3 → cu_3v_3

pri c ≠ 0 i p_1u_1v_3 = 0 pri c = 0). Sledovatel~no, f sovpadaet s odnim iz sledu¸wih monomov:

v_3t^mp^j_1 (0 6 j 6 k − 2), v_3u_1t^m.

4) Predpoloßim, qto w_2, v_1, v_3 ne vhodØt, a u_1 vhodit v f. Togda legko poluqaem, qto f = u^i_1v^{β2}_2 t^mp^{ε3}_3 p^{ε4}_4 . Esli pri fftom i > 2, to

ε_3 = ε_4 = 0 (vvidu togo, qto p_3u^2_1 = 0 i p_4u^2_1 → p_3v_2). Esli ße β_2 = 1, to vnov~ ε_3 = ε_4 = 0 (tak kak p_3u_1v_2 → p^{k−1}_1 w_3 i p_4v_2 = 0).

Ots¸da sleduet, qto f sovpadaet s odnim iz monomov:

u_1t^m, u_1t^mp_3, u_1t^mp_4, u^2_1t^m, u^3_1t^m, u_1v_2t^m.

5) Predpoloßim, qto w_2, v_1, v_3, u_1 ne vhodØt, a v_2 vhodit v f. Togda analogiqno predyduwemu poluqaem, qto f sovpadaet s odnim iz monomov: v_2t^m, v_2t^mp_3.

6) Predpoloßim, qto w_2, v_1, v_3, u_1, v_2 ne vhodØt, a u^′_2 vhodit v f. Togda f = u^′_2t^mp^l_2, gde l 6 s − 2 (poskol~ku p^{s−1}_2 u^′_2 = 0).

7) Predpoloßim, qto w_2, v_1, v_3, u_1, v_2, u^′_2 ne vhodØt, a w_3 vhodit v f. Togda f = w_3t^mp^j_1 , gde j 6 k − 1 (poskol~ku p^k_1 w_3 = 0).

8) Predpoloßim, qto w_2, v_1, v_3, u_1, v_2, u^′_2, w_3 ne vhodØt, a u_3 vhodit v f. Togda f = u_3t^mp^j_1 , gde j 6 k − 2 (tak kak p^{k−1}_1 u_3 = 0).

9) Nakonec, esli v f ne vhodØt w_2, v_1, v_3, u_1, v_2, u^′_2, w_3, u_3, to Øsno, qto dlØ m > 0 f sovpadaet s odnim iz monomov:

t^mp^j_1 , gde 0 6 j 6 k − 1;

t^mp^l_2, gde 1 6 l 6 s − 1; t^mp_3, t^mp_4. (4.44)

V sluqae ße m = 0 k fflementam vida (4.44) nado dobavit~ ewe odin fflement, a imenno p^s_2 .

Ots¸da s uqetom sledstviæ 3.1.6, 3.2.2, 3.3.2 poluqaem ravenstvo (4.42). � Prodolßenie dokazatel~stva predloßeniØ 1.4. Pust~ V =

HH^1(R) · HH^2(R) – podprostranstvo v HH^3(R), poroßdennoe mno-

ßestvom {x · y | x ∈ HH^1(R), y ∈ HH^2(R)}. Ispol~zuØ tablicu s normal~nymi formami, soderßawu¸sØ v dokazatel~stve predloßeniØ 4.2.5, my prØmymi vyqisleniØmi pokazyvaem, qto esli

c ≠ 0, to V poroßdaetsØ mnoßestvom

V = {p^j_1 w_3 | 0 6 j 6 k − 1} ∪ {p^l_2u^′_2v_1 | 0 6 l 6 s − 4} ∪ {u_1v_3, u_1v_2, u^3_1},

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 105 a esli c = 0, to V poroßdaetsØ mnoßestvom V \ {w_3}. Sledovatel~no,

dim_K V = { k + s, esli c ≠ 0, k + s − 1, esli c = 0.

�

4.3. k neqœtno, s qœtno.

V fftom razdele my predpolagaem, esli ne ogovoreno protivnoe, qto k neqœtno, a s qœtno.

Rassmotrim sledu¸wie odnorodnye fflementy v HH^∗(R):

– stepeni 0 : p_1, p_2, p_3, p_4 iz (3.4);

– stepeni 1 : ~u_1 := [e_0 + cα, cβ, 0, cη + b^{k−1}], ~u^′_2 := [0, 0, αγb^{k−1}, η^2], u_3 := [αg, 0, 0, 0];

– stepeni 2 : v_1, v_2, v_3 iz (4.1); – stepeni 3 : w_2, w_3 iz (4.28); – stepeni 4 : t := [e_0, e_1].

Predloßenie 4.3.1. Pust~ k neqœtno, s qœtno. DlØ fflementov

mnoßestva

Y_3 = {p_i}^4_{i=1} ∪ {~u_1, ~u^′_2, u_3} ∪ {v_i}^3_{i=1} ∪ {w_2, w_3, t} (4.45)

v algebre HH^∗(R) vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ (4.4), (4.6), (4.13), (4.32), (4.37), (4.39), (4.40), a takße sledu¸wie sootnoxeniØ:

p_1 ~u_1 = p^{s−2}_2 ~u^′_2, p_2 ~u_1 = c~u^′_2 + p^{k−2}_1 u_3, p_1 ~u^′_2 = p_3 ~u^′_2 = p_4 ~u^′_2 = p_2u_3 = p_3u_3 = p_4u_3 = 0; } (4.46)

p^{s−1}_2 v_1 = cp_2v_3, p^{k−1}_1 v_3 = 0,

p_3 ~u^2_1 = 0, p_4 ~u^2_1 = p_3v_2, ~u_1 ~u^′_2 = (~u^′_2)^2 = ~u_1u_3 = u^2_3 = ~u^′_2u_3 = 0;

(4.47)

u_3v_1 = ~u^′_2v_2 = u_3v_2 = ~u^′_2v_3 = 0, (4.48)

~u_1v_1 = cw_2 + p^{k−3}_1 u_3v_3, ~u^′_2v_1 = p_2w_2; (4.49)

~u_1v_3 = p^{s−3}_2 ~u^′_2v_1, u_3v_3 = p_1w_3, (4.50)

p^s_2 t = 0, ~u_1w_i = ~u^′_2w_i = u_3w_i = 0 dlØ i ∈ {2, 3}; (4.51)

~u^4_1 = ~u^2_1v_2 = 0, (4.52)

106 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV v_1w_2 = (p_2 + cp^2_2 )~u^′_2t. (4.53)

Dokazatel~stvo. Proverka privedennyh vyxe sootnoxeniæ provoditsØ analogiqno dokazatel~stvu predloßeniØ 4.1.1. Pri fftom my ispol~zuem sledu¸wu¸ lemmu, v kotoroæ privedeny translØcii podhodØwih porØdkov dlØ fflementov iz Y_3, dlØ kotoryh oni ne byli vyqisleny ranee (sm. lemmy 4.1.3, 4.2.2), otmetim, odnako, qto translØcii fflementa w_2 i T^2(v_2) v rassmatrivaemom sluqae otliqa¸tsØ ot pred¨Øvlennyh vyxe. Vse detali sootvetstvu¸wih vyqisleniæ my ostavlØem qitatel¸.

Lemma 4.3.2. V kaqestve translØciæ fflementov ~u1, ~u^′_2, u3, v2, w2

moßno vzØt~ sledu¸wie otobraßeniØ:

T^0(~u_1) = ( (e_0 + cα) ⊗ e_0 cβ ⊗ e_0 0 0 0 0 0 (cη + b^{k−1}) ⊗ e_1 ) , T^1(~u_1) = ( (T^1(~u_1))_{∗1} (T^1(~u_1))_{∗2} (T^1(~u_1))_{∗3} (T^1(~u_1))_{∗4} ) ,

gde vtoroæ i qetvertyæ stolbcy matricy T^1(~u_1) takovy:

(T^1(~u_1))_{∗2} = c^k ∑ i=1 βa^{i−1} ⊗ g^{k−i} k∑ i=1 b^{i−1} ⊗ g^{k−i} + cη ⊗ e_0 0 0 ,

(T^1(~u_1))_{∗4} = 0 ce_1 ⊗ γ 0 c^{s−1} ∑ i=1 iη^{i−1} ⊗ η^{s−i−1} + b^{k−1} ⊗ η^{s−3} ,

a fflementy pervogo i tret~ego stolbcov v T^1(~u_1) opisyva¸tsØ

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 107 sledu¸wim obrazom:

(T^1(~u_1))_{11} = e_0 ⊗ e_0 + cα ⊗ e_0 + c^2 k∑ i=1 γβa^{i−1} ⊗ g^{k−i},

(T^1(~u_1))_{21} = c k−1∑ i=1 γb^{i−1} ⊗ a^{k−i} + c^2 k−1∑ i=1 αγb^{i−1} ⊗ a^{k−i},

(T^1(~u_1))_{31} = k−1∑ i=1 γβa^{i−1} ⊗ βa^{k−i−1} + c k−1∑ i=1 γβa^{i−1} ⊗ βαg^{k−i−1}

+ c k∑ i=2 a^{i−1} ⊗ βa^{k−i} + c k−1∑ i=0 g^i ⊗ βa^{k−i−1}

+ c^2 k∑ i=1 αg^{i−1} ⊗ βa^{k−i}, (T^1(~u_1))_{41} = 0;

(T^1(~u_1))_{13} = k−1∑ i=1 γβa^{i−1} ⊗ γb^{k−i−1},

(T^1(~u_1))_{23} = k−1∑ i=1 γb^{i−1} ⊗ αγb^{k−i−1} + c k−1∑ i=1 αγb^{i−1} ⊗ αγb^{k−i−1},

(T^1(~u_1))_{33} = k−1∑ i=1 g^i ⊗ b^{k−i−1} + k∑ i=1 a^{i−1} ⊗ b^{k−i}

+c k−1∑ i=0 αg^i ⊗ b^{k−i−1}, (T^1(~u_1))_{43} = 0;

T^2(~u_1) = e_0 ⊗ e_0 + cα ⊗ e_0 0 γη^{s−2} ⊗ αg^{k−2} η^{s−2} ⊗ αγb^{k−2} c e_0 ⊗ β + c^2α ⊗ β cβ ⊗ e_1 k−1∑ i=1 γb^{i−1} ⊗ βαg^{k−i−1 k} ∑ i=1 b^{i−1} ⊗ b^{k−i} + c e_1 ⊗ η ;

108 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV T^0(~u^′_2) = ( 0 0 0 0 0 0 αγb^{k−1} ⊗ e_1 η^2 ⊗ e_1 ) ,

T^1(~u^′_2) =

0 0 0 0 0 η^2 ⊗ e_0 0 0 0 0 e_0 ⊗ η^2 0 γ ⊗ βa^{k−1} 0 γ ⊗ η^{s−1} ∑ i=2 iη^{i−1} ⊗ η^{s−i} ;

T^0(u_3) = ( αg ⊗ e_0 0 0 0

0 0 0 0 ) , T^1(u_3) = ( (T^1(u_3))_{∗1} (T^1(u_3))_{∗2} (T^1(u_3))_{∗3} (T^1(u_3))_{∗4} ) ,

stolbcy fftoæ matricy takovy:

(T1(u3))∗1 = ⋆ k−1∑ i=1 (i + 1)γbi ⊗ ak−i + c k−1∑ i=1 (i + 1)γbi ⊗ αgk−i + c k−1∑ i=1 iαγbi ⊗ ak−i k−1∑ i=1 (i + 1)gi ⊗ βak−i + c k−1∑ i=1 (i + 1)gi ⊗ βαgk−i + c k−1∑ i=1 iαgi ⊗ βak−i 0

,

gde pervyæ fflement stolbca (T^1(u_3))_{∗1} takov:

(T^1(u_3))_{11} = αg ⊗ e_0 + k−1∑ i=1 (i + 1)γβa^i ⊗ γβa^{k−1−i}

+ c k−1∑ i=1 (i + 1)γβa^i ⊗ g^{k−i} + c k−1∑ i=1 (i + 1)a^i ⊗ γβa^{k−i},

(T^1(u_3))_{∗2} = k∑ i=1 iβa^i ⊗ g^{k−i} + β ⊗ g^k k∑ i=1 ib^i ⊗ αg^{k−i} k∑ i=1 iβαg^{i−1} ⊗ βαg^{k−i} 0

,

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 109

(T^1(u_3))_{∗3} = k−1∑ i=1 (i + 1)a^i ⊗ γb^{k−i} k−2∑ i=1 iαγb^i ⊗ αγb^{k−i−1} k−2∑ i=1 iαg^i ⊗ b^{k−i} 0

,

(T^1(u_3))_{∗4} = 0 0 0 0 ;

T^0(v_2) i T^1(v_2) sovpada¸t s pred¨Øvlennymi v lemme 4.1.3, a

T^2(v_2) = ((T^2(v_2))_{∗1}(T^2(v_2))_{∗2}), gde (T2(v2))∗1 = k∑ i=1 ai−1 ⊗ ak−i+1 + k∑ i=1 gi ⊗ g^{k−i} + cγβa^{k−1} ⊗ γβa^{k−1} + cα^2 ⊗ α^2 γ ⊗ γβa^{k−1} + cαγ ⊗ γβa^{k−1} cak ⊗ β αγbk−1 ⊗ βak−1 + cαγbk−1 ⊗ βαgk−1 ,

(T^2(v_2))_{∗2} = k∑ i=1 βa^{i−1} ⊗ αγb^{k−i} cb^k ⊗ γ + cβγ ⊗ γη cβ ⊗ η^s b^{k−1} ⊗ b^k + cη^{s−1} ⊗ η^2 ;

T^0(w_2) = ( 0 0 0 η ⊗ e_1 ) ,

T^1(w_2) = a^{k−1} ⊗ a^k 0 0 0 αg^{k−1} ⊗ βαg^{k−1} 0 0 ⋆ ,

gde (T^1(w_2))_{42} = s−1∑ i=1 iη^i ⊗ η^{s−i} + c s−1∑ i=1 iη^{i+1} ⊗ η^{s−i},

110 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV

T2(w2) =

0 0 0 0 0 e1 ⊗ ak + cη ⊗ ak 0 0 0 0 αgk−1 ⊗ ηs−1 βαgk−1 ⊗ η 0 η ⊗ βαgk−1 + cη2 ⊗ βαgk−1 0 η ⊗ η2 + cη2 ⊗ η2 ,

T3(w2) = ( ⋆ 0 αgk−1 ⊗ γη 0 γbk−1 ⊗ βαgk−1 η ⊗ βαgk−1 + cη2 ⊗ βαgk−1 αγbk−1 ⊗ η ⋆ ) , gde (T^3(w_2))_{11} =γβa^{k−1} ⊗ αg^{k−1} + g^k ⊗ g^{k−1},

(T^3(w_2))_{24} = s−2∑ i=1 (i + 1)η^i ⊗ η^{s−i} + c s−2∑ i=1 (i + 1)η^{i+1} ⊗ η^{s−i}.

�

Predloßenie 4.3.3. Pust~ k neqœtno, a s qœtno. Mnoßestvo Y3,

ukazannoe v (4.45), poroßdaet HH^∗(R) kak K-algebru.

Dokazatel~stvo. Pust~ H oboznaqaet K-podalgebru v HH^∗(R), poroßdennu¸ mnoßestvom Y_3 ∪{1}. Seæqas umnoßenie na t zadaet izomorfizm HH^i(R) → HH^{i+4}(R) dlØ i > 0, a takße ffpimorfizm

HH^0(R) → HH^4(R), i potomu dostatoqno dokazat~, qto HH^i(R) ⊂

H dlØ i 6 3.

To, qto HH^0(R) ⊂ H, poluqeno v dokazatel~stve predloßeniØ 4.1.7. DlØ bazisnyh fflementov iz HH^1(R), opisannyh v predloßenii 3.1.8, spravedlivy sootnoxeniØ (4.41), sootnoxeniØ, analogiqnye (4.19), a takße

[0, 0, 0, η^i] = p^{i−2}_2 ~u^′_2 dlØ 3 6 i 6 s,

i potomu HH^1(R) ⊂ H.

Dalee, dlØ [e_0, 0, 0, 0] ∈ HH^2(R), – ffto odin iz bazisnyh fflementov prostranstva HH^2(R) (sm. predloßenie 3.2.3), – s ispol~zovaniem opisaniØ translØcii T^1(~u_1) iz lemmy 4.3.2 poluqaem:

[e_0, 0, 0, 0] = ~u^2_1 + c^3(θ_s + 1)p_3v_2.

Krome togo, dlØ drugih bazisnyh fflementov HH^2(R) ime¸tsØ sootnoxeniØ:

[γβa^i, βαg^i, αγb^i, 0] = p^i_1v_3 dlØ 0 6 i 6 k − 2, [a^k, 0, 0, 0] = p_1v_1,

[0, 0, 0, η^i] = p^i_2v_1 dlØ 0 6 i 6 s − 2.

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 111 Sledovatel~no, HH^2(R) ⊂ H.

Nakonec, dlØ bazisnyh fflementov prostranstva HH^3(R), opisannyh v predloßenii 3.3.1, vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ

[e_0, 0] = (1 + c^2p_3 + c^3(θ_s + 1)p_4)~u^3_1 + c~u_1v_2;

[a^i, 0] = p^{i−1}_1 w_3 dlØ 1 6 i 6 k;

[α, 0] = c~u_1v_2 + (cp_3 + c^2p_4)[e_0, 0];

[γβ, 0] = cw_3 + p^{s−2}_2 w_2;

[0, η^i] = p^{i−1}_2 w_2 dlØ 1 6 i 6 s − 2,

otkuda sleduet, qto HH^3(R) ⊂ H. �

Pust~ A_3 = K[X_3]/I_3 – graduirovannaØ K-algebra, opredelennaØ v razdele 1, gde X_3 iz (1.29), a I_3 – sootvetstvu¸- wiæ ideal sootnoxeniæ. Iz predloßeniæ 4.3.1 i 4.3.3 sleduet, qto suwestvuet s¸r¨ektivnyæ gomomorfizm graduirovannyh K-algebr φ: A_3 → HH^∗(R), perevodØwiæ obrazu¸wie iz mnoßestva X_3 v sootvetstvu¸wie obrazu¸wie iz Y_3 (sm. (4.45)). Pust~

A_3 = ⨁ m¿0^{Am}3 – prØmoe razloßenie algebry^A3 na odnorodnye prØmye slagaemye. Teper~ qast~ 3) teoremy 1.1 vytekaet iz sledu¸wego utverßdeniØ.

Predloßenie 4.3.4. DlØ l¸bogo m > 0

dim_K A^m_3 = dim_K HH^m(R). (4.54)

Dokazatel~stvo. Snaqala otmetim nekotorye dopolnitel~nye sootnoxeniØ, vypolnØ¸wiesØ v algebre A_3.

Lemma 4.3.5. V algebre A3 vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ:

p_1 ~u^2_1 = p_2 ~u^2_1 = 0, p^{k−1}_1 w_3 = p_3 ~u_1v_2, p^{s−1}_2 w_2 = p^{k−1}_1 w_3,

p^{s−1}_2 ~u^′_2 = p^{k−1}_1 u_3 = p^k_1 w_3 = p_4 ~u_1v_2 = p_1 ~u_1v_3 = 0,

p_3 ~u_1v_2 = p^{k−1}_1 w_3, p^k_1 w_3 = 0, ~u^2_1v_1 = ~u^2_1v_3 = 0.

Dokazatel~stvo lemmy sostoit v prostom vyvedenii privedennyh sootnoxeniæ iz opredelØ¸wih sootnoxeniæ algebry A_3, i sdelat~ ffto predostavlØetsØ qitatel¸. �

112 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV Na kol~ce mnogoqlenov K[X_3], gde X_3 iz (1.29), vvedem leksikografiqeskiæ porØdok takoæ, qto

w_2 > v_1 > v_3 > ~u_1 > v_2 > ~u^′_2 > w_3 > u_3 > t > p_3 > p_4 > p_1 > p_2.

Iz opredelØ¸wih sootnoxeniæ algebry A_3 sleduet, qto l¸boæ nenulevoæ monom iz A_3 privoditsØ k vidu

f = w^{α2}_2 v^{γ1}_1 v^{γ3}_3 ~u^i_1v^{γ2}_2 (~u^′_2)^{β2} w^{α3}_3 u^{β3}_3 t^mp^{ε3}_3 p^{ε4}_4 p^j_1p^l_2,

gde α_2, α_3, β_2, β_3, γ_1, γ_2, γ_3, ε_3, ε_4 ∈ {0, 1}, a takße 0 6 i 6 3, 0 6 j 6 k,

0 6 l 6 s, m ∈ N ∪ {0}.

Rassmotrim sledu¸wiæ spisok fflementarnyh xagov redukcii:

w2 → c^{−1} ~u_1v_1 + c^{−1}p^{k−3}_1 u_3v_3 (esli c ≠ 0), p_2w_2 → ~u^′_2v_1 ~u_1v_1 → p^{k−3}_1 u_3v_3 (esli c = 0), v_1w_2 → p_2~u^′_2t + cp^2_2 ~u^′_2t, ps−12 w2 → pk−11 w3, p3~u1v2 → p k−11 w3, p1v1 → p2v3 → p4 ~u 21 → p3v2, v 21 → p 22 (1 + cp2)t, ps−12 v1 → cp2v3, u3v3 → p1w3, p s−32 v1 ~u′2 → ~u1v3, p4~u 21 → p3v2, v 23 → p 21 t, p1~u1 → p s−22 ~u′2, v3w3 → p1u3t, p2~u1 → c~u′2 + p k−21 u3, p k1 → p s2 .

(4.55)

Analogiqno dokazatel~stvu predloßeniØ 4.1.8 opredelØetsØ normal~naØ forma fflementa x ∈ A_3 (otnositel~no xagov redukcii (4.55)) i ustanavlivaetsØ, qto l¸boæ fflement x ∈ A_3 dopuskaet hotØ by odnu normal~nu¸ formu.

Dokaßem, qto vse (nenulevye) monomy, ime¸wie normal~nu¸ formu, soderßatsØ v sledu¸wem spiske:

stepen~ normal~nye formy koliqestvo 0 pi1(0 6 i 6 k − 1), pi2(1 6 i 6 s), p3, p4 k + s + 2 4m, m > 0 tmpi1(0 6 i 6 k − 1), tmpi2(1 6 i 6 s − 1), tmp3, tmp4 k + s + 1

4m + 1

~u_1t^m, ~u^′_2t^mp^l_2(0 6 l 6 s − 2), ~u_1t^mp_3, ~u_1t^mp_4, u_3t^mp^j_1(0 6 j 6 k − 2)

k + s + 1

4m + 2 v1tmpl2(0 6 l 6 s − 2), v3tmpj1(0 6 j 6 k − 2), ~u^2_1t^m, v_2t^m, v_2t^mp_3

k + s + 1

4m + 3 w2tm(esli c = 0), v1 ~u1tm(esli c ≠ 0),

v1 ~u^′_2t^mp^l_2(0 6 l 6 s − 4), v_3 ~u_1t^m, ~u^3_1t^m, ~u_1v_2t^m, w_3t^mp^j_1(0 6 j 6 k − 1)

k + s + 1

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 113 Kak i v dokazatel~stve predloßeniØ 4.1.8, my proanaliziruem posledovatel~no neskol~ko sluqaev.

1) Predpoloßim, qto v f vhodit w_2 (i togda c = 0). S pomow~¸ analiza monomial~nyh sootnoxeniæ algebry A_3 zakl¸qaem, qto v f ne vhodØt w_3, v_2, v_3, ~u_1, ~u^′_2, u_3, p_1, p_3, p_4; krome togo, ne vhodØt v_1 (tak kak est~ redukciØ v_1w_2 → p_2 ~u^′_2t + cp^2_2 ~u^′_2t) i p_2 (vvidu p_2w_2 →

~u^′_2v_1). Sledovatel~no, f = w_2t^m.

2) Predpoloßim, qto w_2 ne vhodit v f, no vhodit v_1. Togda ispol~zuØ opredelØ¸wie sootnoxeniØ algebry A_3 i podhodØwie redukcii iz (4.55), legko poluqaem, qto v f mogut vhodit~, krome v_1, tol~ko ~u^′_2, t, p_2, ~u_1 (esli c ≠ 0), i, sledovatel~no,

f = v_1 ~u^i_1(~u^′_2)^{β2} t^mp^l_2. Pri fftom i 6 1 (sm. lemmu 4.3.5), esli i = 1,

to po (1.31), (4.55) β_2 = 0, l = 0, esli β_2 = 0, to l 6 s − 2, a esli β_2 = 1, to l 6 s − 4. Takim obrazom, f sovpadaet s odnim iz sledu¸wih monomov:

v_1t^mp^l_2(0 6 l 6 s − 2), v_1 ~u^′_2t^mp^l_2 (0 6 l 6 s − 4),

a takße, vozmoßno, f = v_1 ~u_1t^m, esli c ≠ 0.

3) Predpoloßim, qto w_2 i v_1 ne vhodØt v f, no vhodit v_3. Analogiqno predyduwemu poluqaem, qto f imeet vid f = v_3 ~u^i_1t^mp^j_1. Pri fftom i 6 1 (sm. lemmu 4.3.5) i j 6 k − 2, tak kak p^{k−1}_1 v_3 = 0 (sm. (1.31)); krome togo, esli i = 1, to j = 0 (tak kak p_1 ~u_1v_3 = 0). Sledovatel~no, f sovpadaet s odnim iz sledu¸wih monomov:

v_3t^mp^j_1 (0 6 j 6 k − 2), v_3 ~u_1t^m.

4) Predpoloßim, qto w_2, v_1, v_3 ne vhodØt, a ~u_1 vhodit v f. Togda legko poluqaem, qto f = ~u^i_1v^{γ2}_2 t^mp^{ε3}_3 p^{ε4}_4 . Esli pri fftom i > 2, to

γ_2 = ε_3 = ε_4 = 0 (vvidu togo, qto ~u^2_1v_2 = 0, p_3 ~u^2_1 = 0 i p_4 ~u^2_1 → p_3v_2).

Esli ße γ_2 = 1, to i = 1 (tak kak ~u^2_1v_2 = 0), ε_3 = 0 (tak kak

p_3 ~u_1v_2 → p^{k−1}_1 w_3) i ε_4 = 0 (tak kak p_4v_2 = 0). Ots¸da sleduet, qto

f sovpadaet s odnim iz monomov:

~u_1t^m, ~u_1t^mp_3, ~u_1t^mp_4, ~u^2_1t^m, ~u^3_1t^m, ~u_1v_2t^m.

5) Predpoloßim, qto w_2, v_1, v_3, ~u_1 ne vhodØt, a v_2 vhodit v f. Togda analogiqno predyduwemu poluqaem, qto f sovpadaet s odnim iz monomov: v_2t^m, v_2t^mp_3.

6) Predpoloßim, qto w_2, v_1, v_3, ~u_1, v_2 ne vhodØt, a ~u^′_2 vhodit v f. Togda f = ~u^′_2t^mp^l_2, gde l 6 s − 2 (poskol~ku p^{s−1}_2 ~u^′_2 = 0).

114 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV 7) Predpoloßim, qto w_2, v_1, v_3, ~u_1, v_2, ~u^′_2 ne vhodØt, a w_3 vhodit v f. Togda f = w_3t^mp^j_1 , gde j 6 k − 1 (poskol~ku p^k_1 w_3 = 0).

8) Predpoloßim, qto w_2, v_1, v_3, ~u_1, v_2, ~u^′_2, w_3 ne vhodØt, a u_3 vhodit v f. Togda f = u_3t^mp^j_1 , gde j 6 k − 2 (tak kak p^{k−1}_1 u_3 = 0).

9) Nakonec, esli v f ne vhodØt w_2, v_1, v_3, ~u_1, v_2, ~u^′_2, w_3, u_3, to Øsno, qto dlØ m > 0 f sovpadaet s odnim iz monomov:

t^mp^j_1 , gde 0 6 j 6 k − 1;

t^mp^l_2, gde 1 6 l 6 s − 1; t^mp_3, t^mp_4. (4.56)

V sluqae ße m = 0 k fflementam vida (4.56) nado dobavit~ ewe odin fflement, a imenno p^s_2 .

Ots¸da s uqetom sledstviæ 3.1.9, 3.2.2, 3.3.2 poluqaem ravenstvo (4.54). � Prodolßenie dokazatel~stva predloßeniØ 1.4. Pust~ V =

HH^1(R) · HH^2(R) – podprostranstvo v HH^3(R), poroßdennoe mno-

ßestvom {x · y | x ∈ HH^1(R), y ∈ HH^2(R)}.

Vnov~ s ispol~zovaniem tablicy normal~nyh form iz dokazatel~stva predloßeniØ 4.3.4, my pokazyvaem, qto esli c ≠ 0, to V poroßdaetsØ mnoßestvom

V = {p^j_1 w_3 | 1 6 j 6 k − 1}

∪ {p^l_2 ~u^′_2v_1 | 0 6 l 6 s − 4} ∪ {~u_1v_1, ~u_1v_2, ~u_1v_3, ~u^3_1},

a esli c = 0, to V poroßdaetsØ mnoßestvom V \ {~u_1v_1}. Sledovatel~no,

dim_K V = { k + s, esli c ≠ 0, k + s − 1, esli c = 0.

�

4.4. k i s neqœtny, c = 0.

V fftom razdele my predpolagaem, esli ne ogovoreno protivnoe, qto k i s neqœtny, c = 0.

Rassmotrim sledu¸wie odnorodnye fflementy v HH^∗(R):

– stepeni 1 : u_1 := [e_0, 0, 0, b^{k−1}], ~u_2 := [α, 0, 0, η]; – stepeni 2 : v_1 i v_3 iz (4.1); – stepeni 3 : w_1 iz (4.2); – stepeni 4 : t := [e_0, e_1].

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 115 Napomnim, qto ranee my vydelili fflementy iz HH^0(R):

p_1, p_2, p_3, p_4 (sm. (3.4)).

Predloßenie 4.4.1. Pust~ k i s neqœtny, c = 0. DlØ fflementov

mnoßestva Y_4 = {p_i}^4_{i=1} ∪ {u_1, ~u_2, v_1, v_3, w_1, t} (4.57)

v algebre HH^∗(R) vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ (4.4), a takße sledu¸wie sootnoxeniØ:

p_1u_1 = p^{s−1}_2 ~u_2, p_2u_1 = p^{k−1}_1 ~u_2, p^k_1 ~u_2 = p_4 ~u_2 = 0, p_4u_1 = p_3 ~u_2; } (4.58)

p_3v_1 = p_4v_1 = p_3v_3 = p_4v_3 = 0,

p_1v_1 = p_2v_3 = p_3u_1 ~u_2; } (4.59)

p_3u^2_1 = p^{s−1}_2 v_1, p_2v_3 = p_4u^2_1, (4.60)

p^{s−1}_2 v_1 = p^{k−1}_1 v_3, ~u^2 = θ_{k+s}p^{k−1}_1 v_3, } (4.61)

p_3w_1 = p_4w_1 = 0, (4.62)

p_1w_1 = ~u_2v_3, p_2w_1 = ~u_2v_1, u_1v_1 = p^{k−2}_1 ~u_2v_3, (4.63)

u_1v_3 = p^{s−1}_2 w_1, (4.64)

u^4_1 = 0, u^3_1 ~u_2 = p^k_1 t, (4.65)

v^2_1 = p^2_2 t, v^2_3 = p^2_1 t, v_1v_3 = 0, u_1w_1 = p_3t, ~u_2w_1 = (p_4 + θ_{k+s}p^k_1 )t, } (4.66)

v_1w_1 = p_2 ~u_2t, v_3w_1 = p_1 ~u_2t, (4.67)

w^2_1 = θ_{k+s}p^{k−1}_1 v_3t. (4.68)

Dokazatel~stvo. Proverka privedennyh vyxe sootnoxeniæ krome (4.65) provoditsØ analogiqno dokazatel~stvu predloßeniØ 4.1.1. Pri fftom my ispol~zuem sledu¸wu¸ lemmu, v kotoroæ privedeny translØcii podhodØwih porØdkov dlØ fflementov iz

Y_4, dlØ kotoryh oni ne byli vyqisleny ranee (sm. lemmu 4.1.3).

Otmetim, odnako, qto translØcii fflementa w_1 v rassmatrivaemom sluqae otliqa¸tsØ ot pred¨Øvlennyh vyxe. Krome togo, poskol~ku obrazu¸waØ w_1 budet nußna i v dal~neæxem, vyqislØØ ee translØcii, sqitaem c proizvol~nym. Vse detali sootvetstvu¸wih vyqisleniæ my ostavlØem qitatel¸.

116 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV

Lemma 4.4.2. V kaqestve translØciæ fflementov u1, ~u2, w1 moßno

vzØt~ sledu¸wie otobraßeniØ:

T^0(u_1) = ( e_0 ⊗ e_0 0 0 0 0 0 0 b^{k−1} ⊗ e_1 ) , T^1(u_1) = ( (T^1(u_1))_{∗1} (T^1(u_1))_{∗2} (T^1(u_1))_{∗3} (T^1(u_1))_{∗4} ) ,

stolbcy fftoæ matricy takovy:

(T^1(u_1))_{∗1} = e_0 ⊗ e_0 k−1∑ i=1 iγb^{i−1} ⊗ γβa^{k−1−i} k−1∑ i=1 (i + 1)γβa^{i−1} ⊗ βa^{k−1−i} 0 ,

(T^1(u_1))_{∗2} = 0 k∑ i=1 ib^{i−1} ⊗ g^{k−i} k∑ i=1 (i + 1)βa^{i−1} ⊗ βαg^{k−1−i} 0 ,

(T^1(u_1))_{∗3} = k−1∑ i=1 γβa^{i−1} ⊗ γb^{k−1−i} k−2∑ i=1 iαγb^{i−1} ⊗ γb^{k−i−1} +^{k−1} ∑ i=1 γb^{i−1} ⊗ αγb^{k−1−i} k∑ i=1 ia^{i−1} ⊗ b^{k−i} +^{k−1} ∑ i=1 g^i ⊗ b^{k−1−i} 0

,

(T^1(u_1))_{∗4} = 0 0 0 b^{k−1} ⊗ η^{s−3} ;

T^0(~u_2) = ( α ⊗ e_0 0 0 0

0 0 0 η ⊗ e_1 ) , T^1(~u_2) = ( (T^1(~u_2))_{∗1} (T^1(~u_2))_{∗2} (T^1(~u_2))_{∗3} (T^1(~u_2))_{∗4} ) ,

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 117 stolbcy fftoæ matricy takovy:

(T^1(~u_2))_{∗1} = α ⊗ e_0 +^{k−2} ∑ i=1 iγβa^i ⊗ γβa^{k−2−i} k−2∑ i=1 iγb^i ⊗ a^{k−1−i} k−2∑ i=1 ig^i ⊗ βa^{k−1−i} 0

,

(T^1(~u_2))_{∗2} = k−2∑ i=1 iβa^i ⊗ g^{k−1−i} k−2∑ i=1 ib^i ⊗ αg^{k−i−1} + η ⊗ e_0 k−2∑ i=1 iβαg^{i−1} ⊗ βαg^{k−1−i} 0

,

(T^1(~u_2))_{∗3} = k−2∑ i=1 ia^i ⊗ γb^{k−1−i} k−2∑ i=1 iαγb^{i−1} ⊗ αγb^{k−i−1} k∑ i=1 iαg^{i−1} ⊗ b^{k−i} 0

,

(T^1(~u_2))_{∗4} = 0 0 0 s−1∑ i=1 (i + 1)η^{i−1} ⊗ η^{s−i−1} ,

T^0(w_1) = ( 0 0 0 e_1 ⊗ e_1 ) , T^1(w_1) = ( (T^1(w_1))_{∗1} (T^1(w_1))_{∗2} ) ,

118 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV i stolbcy matricy T^1(w_1) takovy:

(T^1(w_1))_{∗1} = ⋆ k∑ i=1 iαγb^{i−1} ⊗ a^{k−i} +^{k−2} ∑ i=1 iγb^i ⊗ αg^{k−i−1} + cαγb^{k−1} ⊗ αg^{k−1} k−2∑ i=1 iαg^i ⊗ βa^{k−i−1} +^k ∑ i=1 ig^{i−1} ⊗ βαg^{k−i} 0 ,

gde (T^1(w_1))_{11} = k−2∑ i=1 ia^i ⊗ γβa^{k−i−1} + k−2∑ i=1 iγβa^i ⊗ g^{k−i−1} + α^2 ⊗ e_0 + α ⊗ α + e_0 ⊗ α^2 + cα^3 ⊗ g^{k−1},

(T^1(w_1))_{∗2} = k∑ i=1 iβa^{i−1} ⊗ γb^{k−i} k∑ i=1 ib^{i−1} ⊗ αγb^{k−i} k∑ i=1 iβαg^{i−1} ⊗ b^{k−i} s−2∑ i=1 iη^i ⊗ η^{s−i−1} + c^s ∑ i=1 iη^i ⊗ η^{s−i}

;

T^2(w_1) = ( (T^2(w_1))_{∗1} (T^2(w_1))_{∗2} (T^2(w_1))_{∗3} (T^2(w_1))_{∗4} ) , gde (T^2(w_1))_{∗1} = α^2 ⊗ e_0 + α ⊗ α + e_0 ⊗ α^2 + cα ⊗ α^2 cαγ ⊗ α cα^2 ⊗ β γb^{k−1} ⊗ βa^{k−1} + cαγb^{k−1} ⊗ βa^{k−1} ,

(T^2(w_1))_{∗2} = β ⊗ α η^{s−1} ⊗ e_0 + ce_1 ⊗ γβα + cη^s ⊗ e_0 β ⊗ β cη ⊗ βα + e_1 ⊗ βαg^{k−1} ,

(T^2(w_1))_{∗3} = α ⊗ γ γ ⊗ γ + cαγ ⊗ γ + cαγb^{k−1} ⊗ γ e_0 ⊗ η^{s−1} γη ⊗ e_1 ,

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 119 (T^2(w_1))_{∗4} = βa^{k−1} ⊗ γb^{k−1} 0 cβαg^{k−1} ⊗ η η ⊗ η + cη ⊗ η^2 ;

T^3(w_1) = ⋆ ⋆ ⋆ β ⊗ γ + cβ ⊗ αγ + cβα ⊗ γ + c^2βα ⊗ αγ ⋆ ⋆ ⋆^{s−1} ∑ i=0 (i + 1)η^i ⊗ η^{s−i−1} + c^{s−2} ∑ i=1 iη^i ⊗ η^{s−i} + c e_1 ⊗ βαγ , gde (T^3(w_1))_{11} = k−1∑ i=1 (i + 1)g^i ⊗ γβa^{k−i−1} + k∑ i=1 iγβa^{i−1} ⊗ a^{k−i} + e_0 ⊗ α^2

+ c k−1∑ i=1 (i + 1)g^i ⊗ g^{k−i} + c k∑ i=1 iγβa^{i−1} ⊗ αg^{k−i}

+ c k∑ i=1 iαg^{i−1} ⊗ γβa^{k−i} + c k−1∑ i=1 (i + 1)a^{i−1} ⊗ a^{k−i+1}

+ c k−1∑ i=1 ig^i ⊗ a^{k−i} + c^2 k∑ i=1 ig^i ⊗ αg^{k−i} + c^2 k∑ i=1 (i + 1)αg^{i−1} ⊗ a^{k−i+1} + cαg^{k−1} ⊗ γβa^{k−1} + ca^{k−1} ⊗ α^3 + c^2α^3 ⊗ αg^{k−1} + c^2αg^{k−1} ⊗ α^3 + c^2α^3 ⊗ α + c^2α^2 ⊗ α^2 + c^2α ⊗ α^3 + c^3α^3 ⊗ α^2, (T^3(w_1))_{12} = k∑ i=1 iβa^{i−1} ⊗ αg^{k−i} + k−1∑ i=1 (i + 1)βαg^{i−1} ⊗ g^{k−i}

+ c k−1∑ i=1 iβαg^{i−1} ⊗ αg^{k−i} + βαg^{k−1} ⊗ e_0 + cβa^{k−1} ⊗ α^2 + cβαg^{k−1} ⊗ αg^{k−1}, (T^3(w_1))_{13} = k−1∑ i=1 (i + 1)αg^i ⊗ γb^{k−i−1} + k−1∑ i=1 ia^i ⊗ αγb^{k−i−1}

+ c k−1∑ i=1 iαg^i ⊗ αγb^{k−i−1} + α ⊗ γb^{k−1} + e_0 ⊗ αγb^{k−1} + cα ⊗ αγb^{k−1} + cα^2 ⊗ γb^{k−1} + c^2α^2 ⊗ αγb^{k−1} + c^2α^3 ⊗ γb^{k−1} + c^3α^3 ⊗ αγb^{k−1},

120 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV

(T^3(w_1))_{21} = k−1∑ i=1 iγb^i ⊗ βa^{k−i−1} + c k−1∑ i=1 iγb^i ⊗ βαg^{k−i−1}

+ c k−1∑ i=1 (i + 1)αγb^{i−1} ⊗ βa^{k−i} + cγb^{k−1} ⊗ βα,

(T^3(w_1))_{22} = k−1∑ i=1 ib^i ⊗ βαg^{k−i−1} + cη ⊗ βα,

(T^3(w_1))_{23} = k−1∑ i=1 iαγb^i ⊗ b^{k−i−1} + cαγb^{k−1} ⊗ η.

�

Lemma 4.4.3. Pust~ k, s neqœtny, c proizvol~no. DlØ fflementa

v_0 := [e_0, 0, 0, 0] ∈ HH^2(R) v kaqestve translØciæ T^i(v_0) (0 6 i 6 2) moßno vzØt~ gomomorfizmy, opredelØemye sledu¸wimi matricami:

T^0(v_0) = ( e_0 ⊗ e_0 0 0 0 0 0 0 0 ) , T^1(v_0) = e_0 ⊗ e_0 0 0 0 0 0 0 0 ,

T^2(v_0) = ⋆ ⋆ c^2γb^{k−1} ⊗ g c^2b ⊗ γb^{k−1} c^2a ⊗ βa^{k−1} c^2β ⊗ b^k γb^{k−1} ⊗ βa^{k−1} + c^2αγb^{k−1} ⊗ βαg^{k−1} ⋆ ,

gde (T^2(v_0))_{11} = k∑ j=1 a^{j−1} ⊗ γβa^{k−j} + k∑ j=1 γβa^{j−1} ⊗ g^{k−j}

+ c k−1∑ j=1 γβa^{j−1} ⊗ αg^{k−j} + c k∑ j=2 αg^{j−1} ⊗ γβa^{k−j} + c(e_0 ⊗ α^3 + α^3 ⊗ e_0) + ca^{k−1} ⊗ a^k

+ cg^k ⊗ g^{k−1} + c^2α^2 ⊗ α^2 + c^3α^3 ⊗ α^2,

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 121

(T^2(v_0))_{12} = k∑ j=1 βa^{j−1} ⊗ γb^{k−j}

+ c k∑ j=1 βa^{j−1} ⊗ αγb^{k−j} + cβa^{k−1} ⊗ αγb^{k−1}, (T^2(v_0))_{42} = cb^{k−1} ⊗ b^k + c^2(η^s ⊗ η + η ⊗ η^s + η^{s−1} ⊗ η^2).

Dokazatel~stvo analogiqno dokazatel~stvu lemmy 4.1.3.

Prodolßenie dokazatel~stva predloßeniØ 4.1.1. DlØ dokazatel~stva pervogo iz sootnoxeniæ (4.65) zametim snaqala, qto (s ispol~zovaniem formul dlØ translØciæ fflementa u_1 iz lemmy 4.4.2) imeem

u^2_1 = v_0. (4.69)

Dalee, tak kak u^4_1 = v^2_0 , to s ispol~zovaniem lemmy 4.4.3 poluqaem, qto u^4_1 = cp^k_1 t. Teper~, poskol~ku c = 0, imeem sootnoxenie

u^4_1 = 0. Sootnoxenie u^3_1 ~u_2 = p^k_1 t poluqaetsØ takße s pomow~¸

lemm 4.4.2 i 4.4.3. �

Predloßenie 4.4.4. Pust~ k i s neqœtny, c = 0. Mnoßestvo Y4,

ukazannoe v (4.57), poroßdaet HH^∗(R) kak K-algebru.

Dokazatel~stvo. Pust~ H oboznaqaet K-podalgebru v HH^∗(R), poroßdennu¸ mnoßestvom Y_4 ∪ {1}. Poskol~ku umnoßenie na t zadaet izomorfizm HH^i(R) → HH^{i+4}(R) (i > 0), to dostatoqno dokazat~, qto HH^i(R) ⊂ H dlØ i 6 3.

Vvidu zameqaniØ 3.0.2, HH^0(R) ⊂ H. DlØ bazisnyh fflementov iz HH^1(R), opisannyh v predloßenii 3.1.14, imeem sootnoxeniØ

[γβa^{k−1}, 0, 0, 0] = p_3u_1, [a^k, 0, 0, 0] = p_4u_1,

[αg^i, 0, 0, 0] = p^i_1 ~u_2 dlØ 1 6 i 6 k − 1,

[0, 0, 0, η^i] = p^{i−1}_2 ~u_2 dlØ 2 6 i 6 s,

i potomu HH^1(R) ⊂ H.

Dalee, dlØ v_0 = [e_0, 0, 0, 0] ∈ HH^2(R), – ffto odin iz bazisnyh fflementov prostranstva HH^2(R) (sm. predloßenie 3.2.3), – imeem formulu (4.69). Analogiqno dlØ bazisnogo fflementa [α, 0, 0, 0] ∈

HH^2(R) s ispol~zovaniem formuly dlØ T^1(u_1) iz lemmy 4.4.2

122 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV legko poluqit~ sootnoxenie [α, 0, 0, 0] = u_1 ~u_2. Krome togo, dlØ drugih bazisnyh fflementov HH^2(R) ime¸tsØ sootnoxeniØ:

[γβa^i, βαg^i, αγb^i, 0] = p^i_1 v_3 dlØ 0 6 i 6 k − 2,

[a^k, 0, 0, 0] = p_1v_1,

[0, 0, 0, η^i] = p^i_2v_1 dlØ 0 6 i 6 s − 1.

Sledovatel~no, HH^2(R) ⊂ H.

Analogiqno predyduwemu dlØ bazisnyh fflementov prostranstva HH^3(R), opisannyh v predloßenii 3.3.1, poluqaem sledu¸- wie sootnoxeniØ:

[a^i, 0] = p^i_1 w_1 dlØ 1 6 i 6 k;

[e_0, 0] = u^3_1, [α, 0] = u^2_1 ~u_2, [γβ, 0] = u_1v_3,

[0, η^i] = p^i_2 w_1 dlØ 0 6 i 6 s − 2,

otkuda sleduet, qto HH^3(R) ⊂ H. �

Pust~ A_4 = K[X_4]/I_4 – graduirovannaØ K-algebra, opredelennaØ v razdele 1, gde X_4 iz (1.38), a I_4 – sootvetstvu¸- wiæ ideal sootnoxeniæ. Iz predloßeniæ 4.4.1 i 4.4.4 sleduet, qto suwestvuet s¸r¨ektivnyæ gomomorfizm graduirovannyh K-algebr φ: A_4 → HH^∗(R), perevodØwiæ obrazu¸wie iz mnoßestva X_4 v sootvetstvu¸wie obrazu¸wie iz Y_4 (sm. (4.57)). Pust~

A_4 = ⨁ m¿0^{Am}4 – prØmoe razloßenie algebry^{A4} na odnorodnye prØmye slagaemye. Teper~ qast~ 4) teoremy 1.1 vytekaet iz sledu¸wego utverßdeniØ.

Predloßenie 4.4.5. DlØ l¸bogo m > 0

dim_K A^m_4 = dim_K HH^m(R). (4.70)

Preßde qem perehodit~ k dokazatel~stvu fftogo predloßeniØ, zametim, qto iz opredelØ¸wih sootnoxeniæ algebry A_4 neposredstvenno vyteka¸t sledu¸wie sootnoxeniØ.

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 123

Lemma 4.4.6. V algebre A4 vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ:

p^2_1 u_1 = p^2_2 u_1 = p_1u_1 ~u_2 = p_2u_1 ~u_2 = p_4u_1 ~u_2 = 0, p_1u^2_1 = p_2u^2_1 = p^{s−1}_2 ~u_2u_1 = 0, p^2_1 v_1 = p^s_2v_1 = p^2_2 v_3 = p^k_1 v_3 = p^s_2v_1 = 0, p_i~u^2 = 0 dlØ 1 6 i 6 4;

p_3u^3_1 = p_1u_1v_3 = p_2u_1v_1 = p_1 ~u_2v_1 = p_2 ~u_2v_3 = 0, u^2_1 v_1 = u^2_1 v_3 = u_1 ~u_2v_1 = u_1 ~u_2v_3 = 0, p^s_2w_1 = p_2v_3u_1 = p_4u^3_1.

Dokazatel~stvo predloßeniØ 4.4.5. Na kol~ce mnogoqlenov

K[X_4] vvedem leksikografiqeskiæ porØdok takoæ, qto

w_1 > ~u_2 > v_1 > v_3 > u_1 > t > p_3 > p_4 > p_1 > p_2.

Iz opredelØ¸wih sootnoxeniæ algebry A_4 sleduet, qto l¸boæ nenulevoæ monom iz A_4 privoditsØ k vidu

f = w^α_1 ~u^β_2 v^{γ1}_1 v^{γ3}_3 u^i_1t^mp^{ε3}_3 p^{ε4}_4 p^j_1p^l_2,

gde α, β, γ_1, γ_3, ε_3, ε_4 ∈ {0, 1}, a takße 0 6 i 6 3, 0 6 j 6 k, 0 6 l 6 s, m ∈ N ∪ {0}. Rassmotrim sledu¸wiæ spisok fflementarnyh xagov redukcii:

p_1w_1 → ~u_2v_3, u_1w_1 → p_3t, p_2w_1 → ~u_2v_1, p^s_2w_1 → p_2v_3u_1 → p_4u^3_1, ~u_2w_1 → (p_4 + θ_{k+s}p^k_1 )t, v_1w_1 → p_2 ~u_2t, w^2_1 → θ_{k+s}p^{k−1}_1 v_3t, v_3w_1 → p_1 ~u_2t, p^{k−1}_1 ~u_2 → p_2u_1, p^{s−1}_2 ~u_2 → p_1u_1, ~u^2_2 → θ_{k+s}p^{k−1}_1 v_3, p^{k−2}_1 ~u_2v_3 → u_1v_1, p_3u_1 ~u_2 → p_1v_1 → p_2v_3 → p_4u^2_1, p^{s−2}_2 ~u_2v_1 → u_1v_3, ~u_2u^3_1 → p^k_1 t, p^{s−1}_2 v_1 → p^{k−1}_1 v_3 → p_3u^2_1, v^2_1 → p^2_2 t, v^2_3 → p^2_1 t, p_2v_3u_1 → p_4u^3_1 , p_3 ~u_2 → p_4u_1, p^k_1 → p^s_2 .

(4.71)

Analogiqno dokazatel~stvu predloßeniØ 4.1.8 opredelØetsØ normal~naØ forma fflementa x ∈ A_4 (otnositel~no xagov redukcii (4.71)) i ustanavlivaetsØ, qto l¸boæ fflement x ∈ A_4 dopuskaet hotØ by odnu normal~nu¸ formu.

124 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV Dokaßem, qto vse (nenulevye) monomy, ime¸wie normal~nu¸ formu, soderßatsØ v sledu¸wem spiske:

stepen~ normal~nye formy koliqestvo 4m t mpi 1(0 6 i 6 k − 1), t^mp^i_2(1 6 i 6 s), tmp3, tmp4 k + s + 2

4m + 1

~u_2t^mp^i_2(0 6 i 6 s − 2), ~u_2t^mp^i_1(1 6 i 6 k − 2), u_1t^m, u1tmp1, u1tmp2, u1tmp3, u1tmp4 k + s + 2

4m + 2 v3tmpi1(0 6 i 6 k − 2), u21tm, p3u21tm, v1tmpi2(0 6 i 6 s − 2), u1 ~u2tm, u21tmp4 k + s + 2

4m + 3 w1tm, ~u2v1tmpi2(0 6 i 6 s − 3), v3 ~u_2t^mp^i_1(0 6 i 6 k − 3), u^3_1t^m, u31tmp4, v3u1tm, ~u2u21tm, v1u1tm k + s + 2

Kak i v dokazatel~stve predloßeniØ 4.1.8, my proanaliziruem posledovatel~no neskol~ko sluqaev.

1) Predpoloßim, qto v f vhodit w_1. Togda s pomow~¸ analiza spiska fflementarnyh xagov redukcii (4.71) zakl¸qaem, qto v f ne vhodØt ~u_2, v_1, v_3, u_1, p_1, p_2; krome togo, vvidu sootnoxeniæ iz (1.43) v f ne vhodØt p_3 i p_4. A poskol~ku est~ redukciØ w^2_1 →

θ_{k+s}p^{k−1}_1 v_3t, to f = w_1t^m.

2) Predpoloßim, qto w_1 ne vhodit v f, no vhodit ~u_2. Togda v f ne vhodØt p_3, p_4 (vvidu monomial~nyh sootnoxeniæ iz (1.39), a takße redukcii iz (4.71)). Sledovatel~no,

f = ~u^β_2 v^{γ1}_1 v^{γ3}_3 u^i_1t^mp^j_1 p^l_2,

gde β = 1 (vsledstvie redukcii ~u^2_2 → θ_{k+s}p^{k−1}_1 v_3), 0 6 i 6 2 (suwestvuet redukciØ ~u_2u^3_1 → p^k_1 t) i esli 1 6 i, to p_1, p_2, v_1, v_3 ne vhodØt v f (sm. lemmu 4.4.6), pri fftom γ_1 + γ_3 6 1 (tak kak

v_1v_3 = 0), j 6 k −2, l 6 s−2 (vvidu xagov redukcii p^{k−1}_1 ~u_2 → p_2u_1, p^{s−1}_2 ~u_2 → p_1u_1). Krome togo, esli γ_1 = 1 (sootvetstvenno γ_3 = 1),

to j = 0 (sootvetstvenno l = 0), poskol~ku ime¸tsØ redukcii

p_1v_1 → p_2v_3 → p_4u^2_1; vvidu redukcii p^{s−2}_2 ~u_2v_1 → u_1v_3 pri γ_1 =

1 imeem takße l 6 s − 3. Pri γ_3 = 1 imeem j 6 k − 3 (vvidu redukcii p^{k−2}_1 ~u_2v_3 → u_1v_1). Ots¸da neposredstvenno poluqaem, qto f leßit v spiske:

~u_2t^mp^l_2 (0 6 l 6 s − 2), ~u_2t^mp^j_1 (1 6 j 6 k − 2),

~u_2v_1t^mp^l_2 (0 6 l 6 s − 3), ~u_2v_3t^mp^j_1 (0 6 j 6 k − 3), ~u_2u_1t^m, ~u_2u^2_1t^m.

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 125 3) Pust~ v f ne vhodØt w_1, ~u_2, i predpoloßim, qto v_1 vhodit v f. RassußdaØ analogiqno predyduwemu, poluqaem, qto v f ne mogut vhodit~ takße v_3, p_1, p_3, p_4. Sledovatel~no, f = v^{γ1}_1 u^i_1t^mp^l_2, gde γ_1 = 1 (tak kak est~ redukciØ v^2_1 → p^2_2 t), pri fftom i 6 1 (vvidu sootnoxeniØ u^2_1 v_1 = 0 iz lemmy 4.4.6), a takße l 6 s − 2 (tak kak

p^{s−1}_2 v_1 → p^{k−1}_1 v_3 → p_3u^2_1). Dalee, esli i = 1, to l = 0 (tak kak p_2u_1v_1 = 0; – sm. lemmu 4.4.6). Ots¸da sleduet, qto f sovpadaet

s odnim iz sledu¸wih monomov:

v_1t^mp^l_2 (0 6 l 6 s − 2), v_1u_1t^m.

4) Predpoloßim, qto w_1, ~u_2, v_1 ne vhodØt, a v_3 vhodit v f. Legko videt~, qto togda v f ne vhodØt p_2, p_3, p_4, i, takim obrazom, f =

v^{γ3}_3 u^i_1 t^mp^j_1 ; zdes~ γ_3 = 1 (suwestvuet redukciØ v^2_3 → p^2_1 t) i i 6 1,

tak kak u^2_1 v_3 = 0 (sm. lemmu 4.4.6), krome togo j 6 k−2 (poskol~ku imeetsØ redukciØ p^{k−1}_1 v_3 → p_3u^2_1). Takim obrazom, s uqetom togo, qto p_1u_1v_3 = 0 (sm. lemmu 4.4.6), ots¸da sleduet, qto f – ffto odin iz monomov

v_3t^mp^j_1 (0 6 j 6 k − 2), v_3u_1t^m.

5) Pust~ w_1, ~u_2, v_1, v_3 ne vhodØt, a u_1 vhodit v f. S uqetom togo, qto p^2_1u_1 = p^2_2 u_1 = 0, p_1u^2_1 = p_2u^2_1 = 0 i p_3u^3_1 = 0 (sm. predloßenie 4.4.1 i lemmu 4.4.6), poluqaem, qto f sovpadaet s odnim iz sledu¸wih monomov:

u_1t^m, u_1t^mp_1, u_1t^mp_2, u_1t^mp_3, u_1t^mp_4,

u^2_1 t^m, u^2_1t^mp_3, u^2_1t^mp_4, u^3_1 t^m, u^3_1t^mp_4.

6) Nakonec, esli v f ne vhodØt w_1, ~u_2, v_1, v_3, u_1, to Øsno, qto f sovpadaet s odnim iz monomov:

t^mp^j_1 , gde 0 6 j 6 k − 1; t^mp^l_2, gde 1 6 l 6 s; t^mp_3, t^mp_4.

Takim obrazom, my pokazali, qto l¸boæ monom, ime¸wiæ normal~nu¸ formu, soderßitsØ v privedennom vyxe spiske, qto (s uqœtom predloßeniØ 3.0.1 i sledstviæ 3.1.15, 3.2.2, 3.3.2) zaverxaet dokazatel~stvo ravenstva (4.70). �

126 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV

4.5. k i s neqœtny, c ≠ 0.

V fftom razdele my predpolagaem, esli ne ogovoreno protivnoe, qto k i s neqœtny, a c ≠ 0.

Rassmotrim sledu¸wie odnorodnye fflementy v HH^∗(R):

– stepeni 0 : p_1, p_2, p_3, p_4 iz (3.4);

– stepeni 1 :

u^′_2 := [0, 0, 0, η^2], u_3 := [αg, 0, 0, 0], u_4 := [γβa^{k−1}, 0, 0, 0], u_5 := [a^k, 0, 0, 0];

– stepeni 2 : v_1, v_2, v_3 iz (4.1); v_0 := [e_0, 0, 0, 0]; – stepeni 3 : w_0 := [e_0, 0], w_1 := [0, e_1], w_4 := [α, 0]; – stepeni 4 : t := [e_0, e_1].

Predloßenie 4.5.1. Pust~ k i s neqœtny, c ≠ 0. DlØ fflementov

mnoßestva

Y_5 = {p_i}^4_{i=1} ∪ {u^′_2, u_3, u_4, u_5} ∪ {v_i}^3_{i=0} ∪ {w_0, w_1, w_4, t} (4.72)

v algebre HH^∗(R) vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ (4.4), a takße sledu¸wie sootnoxeniØ:

p_1u^′_2 = p_3u^′_2 = p_4u^′_2 = p^{s−1}_2 u^′_2 = 0, p_2u_3 = p_3u_3 = p_4u_3 = p^{k−1}_1 u_3 = 0, p_1u_4 = p_2u_4 = p_3u_4 = p_4u_4 = 0 p_1u_5 = p_2u_5 = p_3u_5 = p_4u_5 = 0;

(4.73)

p_iv_0 = p_iv_2 = 0 dlØ vseh i ∈ {1, 2, 3, 4} p_1v_1 = p_3v_1 = p_4v_1 = p^{s−1}_2 v_1 = 0, p_2v_3 = p_3v_3 = p_4v_3 = p^{k−1}_1 v_3 = 0, (u^′_2)^2 = u^2_3 = u^2_4 = u^2_5 = 0, u_4u_5 = u_4u_3 = u_4u^′_2 = u_5u_3 = u_5u^′_2 = u_3u^′_2 = 0;

(4.74)

p_1w_0 = p_2w_0 = p_3w_1 = p_4w_1 = p_1w_4 = p_2w_4 = p_4w_4 = 0, (4.75)

p_4w_0 = p_3w_4 = c^{−1}p_3w_0 = p^k_1 w_1 = c^{−1}u_4v_0 = u_5v_0 = u_4v_2, (4.76)

u^′_2v_0 = u_3v_0 = u^′_2v_2 = u_3v_2 = u_5v_2 = 0, (4.77)

u_3v_1 = u_4v_1 = u_5v_1 = u^′_2v_3 = u_4v_3 = u_5v_3 = 0, (4.78)

u^′_2v_1 = p^2w_1, u_3v_3 = p^2_1w_1, (4.79)

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 127 v^2 = v_1v_2 = v_3v_2 = v_3v_1 = v_3v_0 = v_1v_0 = 0, v^2_0 = cv_0v_2 = cp^k_1 t, v^2_1 = (p^2_2 + cp^3_2)t, v^2_3 = p^2_1 t, u^′_2w_0 = u_3w_0 = u_4w_0 = u_5w_0 = 0, u^′_2w_1 = u_3w_1 = u_4w_1 = u_5w_1 = 0, u^′_2w_4 = u_3w_4 = u_4w_4 = u_5w_4 = 0,

(4.80)

v_iw_0 = v_iw_4 = 0 dlØ vseh i ∈ {0, 1, 2, 3}, (4.81)

v_0w_1 = u_4t, v_1w_1 = (1 + cp_2)u^′_2t, v_2w_1 = u_5t, v_3w_1 = u_3t, (4.82)

w^2_0 = w^2_1 = w^2_4 = w_0w_1 = w_0w_4 = w_1w_4 = 0. (4.83)

Dokazatel~stvo. Proverka privedennyh vyxe sootnoxeniæ provoditsØ analogiqno dokazatel~stvu predloßeniØ 4.1.1. Pri fftom my ispol~zuem sledu¸wu¸ lemmu, v kotoroæ privedeny translØcii podhodØwih porØdkov dlØ fflementov iz Y_5, dlØ kotoryh oni ne byli vyqisleny ranee; – sm. lemmu 4.1.3 dlØ translØciæ v_1, v_3, lemmu 4.1.5 dlØ translØciæ w_0, lemmu 4.3.2 dlØ translØciæ u_3, v_2, w_2, lemmu 4.4.2 dlØ translØciæ w_1 i lemmu 4.4.3 dlØ translØciæ v_0. Vse detali sootvetstvu¸wih vyqisleniæ my ostavlØem qitatel¸.

Lemma 4.5.2. V kaqestve translØciæ fflementov u^′_2, u4, u5, w4

moßno vzØt~ sledu¸wie otobraßeniØ:

T^0(u^′_2) = ( 0 0 0 0 0 0 0 η^2 ⊗ e_1 ) ,

T^1(u^′_2) =

0 0 0 0 0 η^2 ⊗ e_0 0 0 0 0 0 0 0 0 0^s ∑ i=2 iη^{i−1} ⊗ η^{s−i} ;

T^0(u_4) = ( γβa^{k−1} ⊗ e_0 0 0 0

0 0 0 0 ) ,

T^1(u_4) = γβa^{k−1} ⊗ e_0 0 0 0 cγb^{k−1} ⊗ γβa^{k−1} 0 γb^{k−1} ⊗ γb^{k−1} 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ;

128 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV

T^0(u_5) = ( a^k ⊗ e_0 0 0 0

0 0 0 0 ) ,

T^1(u_5) = a^k ⊗ e_0 0 0 0 0 0 0 0 ca^k ⊗ βa^{k−1} 0 a^k ⊗ b^{k−1} 0 0 0 0 0 ;

T^0(w_4) = ( α ⊗ e_o 0 0 0 ) ,

T^1(w_4) = k∑ i=1 a^{i−1} ⊗ a^{k−i+1} +^k ∑ i=1 g^i ⊗ g^{k−i k} ∑ i=1 βa^{i−1} ⊗ αγb^{k−i} cαγb^{k−1} ⊗ γβa^{k−1} + γb^{k−1} ⊗ α^2 0 0 0 0 0 ,

T^2(w_4) =

⋆ 0^k ∑ i=1 γβa^{i−1} ⊗ γb^{k−i} ηβ ⊗ γb^{k−1} 0 cη^{s−1} ⊗ γβa^{k−1} 0 0 0 0 0 0 γη ⊗ βa^{k−1} 0 0 0 ,

gde (T^2(w_4))_{11} = k∑ i=0 a^i ⊗ g^{k−i} + cγβa^{k−1} ⊗ γβa^{k−1},

T^3(w_4) = ( ⋆ βa^{k−1} ⊗ γβa^{k−1} γβa^{k−1} ⊗ γb^{k−1} 0 ⋆ cη^s ⊗ βa^{k−1} 0 0 ) ,

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 129 gde (T^3(w_4))_{11} = k∑ i=1 g^{i−1} ⊗ g^{k−i+1} + k∑ i=1 γβa^{i−1} ⊗ αg^{k−i}

+ c k−1∑ i=1 g^i ⊗ αg^{k−i} + c k−1∑ i=1 a^i ⊗ αg^{k−i}

+ c k∑ i=1 αg^{i−1} ⊗ g^{k−i+1} + c^2 k−1∑ i=1 αg^i ⊗ αg^{k−i} + c^2γβa^{k−1} ⊗ α^3,

(T^3(w_4))_{21} = k∑ i=1 γb^{i−1} ⊗ βαg^{k−i} + c k∑ i=1 αγb^{i−1} ⊗ βαg^{k−i}.

�

Predloßenie 4.5.3. Pust~ k i s neqœtny, c ≠ 0. Mnoßestvo Y5,

ukazannoe v (4.72), poroßdaet HH^∗(R) kak K-algebru.

Dokazatel~stvo. Pust~ H oboznaqaet K-podalgebru v HH^∗(R), poroßdennu¸ mnoßestvom Y_5 ∪ {1}. Poskol~ku umnoßenie na t zadaet izomorfizm HH^i(R) → HH^{i+4}(R) (i > 0), to dostatoqno dokazat~, qto HH^i(R) ⊂ H dlØ i 6 3.

Vvidu zameqaniØ 3.0.2, HH^0(R) ⊂ H. DlØ bazisnyh fflementov iz HH^1(R), opisannyh v predloßenii 3.1.11, imeem sootnoxeniØ

[γβa^{k−1}, 0, 0, 0] = u_4, [a^k, 0, 0, 0] = u_5, [αg^i, 0, 0, 0] = p^{i−1}_1 u_3 dlØ 1 6 i 6 k − 1, [0, 0, 0, η^i] = p^{i−2}_2 u^′_2 dlØ 2 6 i 6 s,

i potomu HH^1(R) ⊂ H.

DlØ bazisnyh fflementov iz HH^2(R), opisannyh v predloßenii 3.2.3, imeem sootnoxeniØ

[γβa^i, βαg^i, αγb^i, 0] = p^i_1v_3 dlØ 0 6 i 6 k − 2, [e_0, 0, 0, 0] = v_0, [0, 0, 0, η^i] = p^i_2 v_1 dlØ 0 6 i 6 s − 2, [α, 0, 0, 0] = v_2.

130 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV Sledovatel~no, HH^2(R) ⊂ H.

Analogiqno predyduwemu dlØ bazisnyh fflementov prostranstva HH^3(R), opisannyh v predloßenii 3.3.1, poluqaem sledu¸- wie sootnoxeniØ:

[e_0, 0] = w_0,

[a^i, 0] = p^i_1 w_1 dlØ 1 6 i 6 k;

[α, 0] = w_4, [γβ, 0] = (cp_1 + p^{s−1}_2 )w_1,

[0, η^i] = p^i_2w_1 dlØ 0 6 i 6 s − 2,

otkuda sleduet, qto HH^3(R) ⊂ H. �

Pust~ A_5 = K[X_5]/I_5 – graduirovannaØ K-algebra, opredelennaØ v razdele 1, gde X_5 iz (1.50), a I_5 – sootvetstvu¸wiæ ideal sootnoxeniæ. Iz predloßeniæ 4.5.1 i 4.5.3 sleduet, qto suwestvuet s¸r¨ektivnyæ gomomorfizm graduirovannyh K-algebr

φ: A_5 → HH^∗(R), perevodØwiæ obrazu¸wie iz mnoßestva X_5 v so-

otvetstvu¸wie obrazu¸wie iz Y_5. Pust~ A_5 = ⨁ m¿0^{Am}5 – prØmoe razloßenie algebry A_5 na odnorodnye prØmye slagaemye. Teper~ qast~ 5) teoremy 1.1 vytekaet iz sledu¸wego utverßdeniØ.

Predloßenie 4.5.4. DlØ l¸bogo m > 0

dim_K A^m_5 = dim_K HH^m(R). (4.84)

Dokazatel~stvo predloßeniØ 4.5.4. Na kol~ce mnogoqlenov

K[X_5], gde X_5 iz (1.50), vvedem leksikografiqeskiæ porØdok ta-

koæ, qto

w_4 > w_0 > w_1 > v_0 > v_1 > v_2 > v_3 > u_5 > u_4

> u_3 > u^′_2 > t > p_3 > p_4 > p_1 > p_2.

Iz opredelØ¸wih sootnoxeniæ algebry A_5 sleduet, qto l¸boæ nenulevoæ monom iz A_5 privoditsØ k vidu

f = w^{α4}_4 w^{α0}_0 w^{α1}_1 v^{γ0}_0 v^{γ1}_1 v^{γ2}_2 v^{γ3}_3 u^{β5}_5 u^{β4}_4 u^{β3}_3 (u^′_2)^{β2} t^mp^{ε3}_3 p^{ε4}_4 p^j_1p^l_2,

gde α_p, β_q , γ_2, ε_3, ε_4 ∈ {0, 1} dlØ l¸byh p i q, a takße 0 6 j 6 k,

0 6 l 6 s, m ∈ N ∪ {0}.

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 131 Rassmotrim sledu¸wiæ spisok fflementarnyh xagov redukcii:

p_3w_4 → c^{−1}p_3w_0 → p_4w_0 → p^k_1 w_1, p^k_1 w_1 → u_5v_0 → c^{−1}u_4v_0, c^{−1}u_4v_0 → u_4v_2 → u_3v_3p^{k−2}_1 , v_1u^′_2p^{s−2}_2 → v_2u_4, p^2w_1 → u^′_2v_1, p^2_1w_1 → u_3v_3, v_0w_1 → u_4t, v_1w_1 → (1 + cp_2)u^′_2t, v_2w_1 → u_5t, v_3w_1 → u_3t, v^2_0 → cv_0v_2 → cp^k_1 t, v^2_1 → (p^2 + cp^3_2)t, v^2_3 → p^2_1t.

(4.85)

Analogiqno dokazatel~stvu predloßeniØ 4.1.8 opredelØetsØ normal~naØ forma fflementa x ∈ A_5 (otnositel~no xagov redukcii (4.85)) i ustanavlivaetsØ, qto l¸boæ fflement x ∈ A_5 dopuskaet hotØ by odnu normal~nu¸ formu.

Dokaßem, qto vse (nenulevye) monomy, ime¸wie normal~nu¸ formu, soderßatsØ v sledu¸wem spiske:

stepen~ normal~nye formy koliqestvo 4m tmpi1(0 6 i 6 k − 1), tmpi2(1 6 i 6 s), tmp3, tmp4 k + s + 2

4m + 1 u′2tmpi−22 (2 6 i 6 s), u3tmpi−11 (1 6 i 6 k − 1), u4tm, u5tm k + s 4m + 2 v3tmpi1(0 6 i 6 k − 2), v0tm, v1tmpi2(0 6 i 6 s − 2), v2tm k + s

4m + 3 w0tm, w1tm, w1tmp1, w1tmp2, w4tm v3u3tmpi1(0 6 i 6 k − 2), v1u′2tmpi2(0 6 i 6 s − 3) k + s + 2

My vnov~ proanaliziruem posledovatel~no neskol~ko sluqa- ev. 1) Predpoloßim, qto v f vhodit w_4. Togda s pomow~¸ analiza spiska opredelØ¸wih sootnoxeniæ algebry A_5 zakl¸qaem, qto v f ne vhodØt w_1, w_0, v_0, v_1, v_2, v_3, u^′_2, u_3, u_4, u_5, p_1, p_2, p_4; krome togo, vvidu fflementarnyh xagov redukcii iz (4.85) v f ne vhodit p_3. A poskol~ku w^2_4 = 0, to f = w_4t^m.

2) Predpoloßim, qto v f ne vhodit w_4, no vhodit w_0. Togda s pomow~¸ analiza spiska opredelØ¸wih sootnoxeniæ algebry

A_5 zakl¸qaem, qto v f ne vhodØt w_1, v_0, v_1, v_2, v_3, u^′_2, u_3, u_4, u_5, p_1, p_2;

krome togo, vvidu fflementarnyh xagov redukcii iz (4.85) v f ne vhodØt p_3 i p_4. A poskol~ku w^2_0 = 0, to f = w_0t^m.

132 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV 3) Predpoloßim, qto v f ne vhodØt w_4, w_0, no vhodit w_1. Analogiqno predyduwemu poluqaem, qto v f ne vhodØt u^′_2, u_3, u_4, u_5,

p_3,p_4; krome togo, vvidu fflementarnyh xagov redukcii iz (4.85)

v f ne vhodØt v_0, v_1, v_2, v_3. A poskol~ku w^2_1 = 0, i suwestvu¸t redukcii w_1p^2_1 → u_3v_3, w_1p^2 → u^′_2v_1 iz (4.85), to moßno zakl¸qit~, qto f soderßitsØ v sledu¸wem spiske:

w_1t^m, w_1t^mp_1, w_1t^mp_2.

4) Pust~ v f ne vhodØt w_4, w_0, w_1, i predpoloßim, qto v_0 vhodit v f. Togda, kak i vyxe, zakl¸qaem, qto v f ne vhodØt

v_1, v_3, u^′_2, u_3, p_1, p_2, p_3, p_4; krome togo, vvidu fflementarnyh xagov

redukcii iz (4.85) v f ne vhodit v_2, u_4, u_5. A poskol~ku suwestvuet redukciØ v^2_0 → cp^k_1 t, to moßno zakl¸qit~, qto f = v_0t^m.

5) Pust~ v f ne vhodØt w_4, w_0, w_1, v_0, i predpoloßim, qto v_1 vhodit v f. Togda v f ne vhodØt v_2, v_3, u_3, u_4, u_5, p_1, p_3, p_4. Takße imeet mesto sootnoxenie p^{s−1}_2 v_1 = 0 (sm. (1.52)). Nakonec, poskol~ku v (4.85) suwestvu¸t redukcii v^2_1 → (p^2 + cp^3_2)t i v_1u^′_2p^{s−2}_2 → v_2u_4, moßno zakl¸qit~, qto f sovpadaet s odnim iz monomov:

v_1t^mp^i_2(0 6 i 6 s − 2), v_1u^′_2t^mp^i_2 (0 6 i 6 s − 3).

6) Pust~ v f ne vhodØt w_4, w_0, w_1, v_0, v_1, i predpoloßim, qto

v_2 vhodit v f. Togda v f ne vhodØt v_3, u^′_2, u_3, u_5, p_1, p_2, p_3, p_4. Tak

kak ime¸tsØ sootnoxeniØ u^2_4 = 0 i v^2_2 = 0 (sm. (1.52), (1.59)) i redukciØ v_2u_4 → v_3u_3p^{k−2}_1 , to f = v_2t^m.

7) Pust~ v f ne vhodØt w_4, w_0, w_1, v_0, v_1, v_2, i predpoloßim, qto

v_3 vhodit v f. Togda v f ne vhodØt u^′_2, u_4, u_5, p_2, p_3, p_4. Ime¸tsØ

redukciØ v^2_3 → p^2_1t i sootnoxeniØ p^{k−1}_1 v_3 = 0, u^2_3 = 0, v_3u_3p^{k−1}_1 =

p^{k+1}_1 w_1 = 0. Pofftomu f soderßitsØ v sledu¸wem spiske:

v_3t^mp^i_1(0 6 i 6 k − 2), v_3u_3t^mp^i_1 (0 6 i 6 k − 2).

8) Pust~ v f ne vhodØt w_4, w_0, w_1, v_0, v_1, v_2, v_3, i predpoloßim, qto u_5 vhodit v f. Togda v f ne vhodØt u^′_2, u_3, u_4, p_1, p_2, p_3, p_4; krome togo, u^2_5 = 0. Itak, f = u_5t^m.

9) Pust~ v f ne vhodØt w_4, w_0, w_1, v_0, v_1, v_2, v_3, u_5, i predpoloßim, qto u_4 vhodit v f. Togda, kak i vyxe, poluqaem, qto v f ne vhodØt u^′_2, u_3, p_1, p_2, p_3, p_4; krome togo, u^2_4 = 0. Itak, f = u_4t^m.

KOGOMOLOGII HOHXIL^DA 133 10) Pust~ v f ne vhodØt w_4, w_0, w_1, v_0, v_1, v_2, v_3, u_5, u_4, i predpoloßim, qto u_3 vhodit v f. Togda v f ne vhodØt u^′_2, p_2, p_3, p_4. Krome togo, p^{k−1}_1 u_3 = 0 i u^2_3 = 0. Sledovatel~no, f = u_3t^mp^{i−1}_1

(1 6 i 6 k − 1).

11) Pust~ v f ne vhodØt w_4, w_0, w_1, v_0, v_1, v_2, v_3, u_5, u_4, u_3, i predpoloßim, qto u^′_2 vhodit v f. Togda v f ne vhodØt p_1, p_3, p_4. Krome togo, p^{s−1}_2 u^′_2 = 0, i (u^′_2)^2 = 0. Sledovatel~no, f = u^′_2t^mp^{i−1}_2

(1 6 i 6 s − 1).

12) Nakonec, esli v f ne vhodØt w_4, w_0, w_1, v_0, v_1, v_2, v_3, u_5, u_4, u_3,

u^′_2, to Øsno, qto f sovpadaet s odnim iz monomov:

t^mp^j_1 , gde 0 6 j 6 k − 1; t^mp^l_2, gde 1 6 l 6 s; t^mp_3, t^mp_4.

Takim obrazom, my pokazali, qto l¸boæ monom, ime¸wiæ normal~nu¸ formu, soderßitsØ v privedennom vyxe spiske, qto (s uqœtom predloßeniØ 3.0.1 i sledstviæ 3.1.12, 3.2.2, 3.3.2) zaverxaet dokazatel~stvo ravenstva (4.84). �

Literatura

1. S. Eilenberg, S. MacLane, Cohomology theory in abstract groups. I. — Ann.

Math. 48 (1947), 51–78.

2. A. Kartan, S. �ælenberg, GomologiqeskaØ algebra, M. (1960). 3. M. Gerstenhaber, The cohomology structure of an associative ring. — Ann.

Math. 78 (1963), 267–288.

4. M. Gerstenhaber, S. D. Schack, Algebraic cohomology and deformation theory. — In: Deformation theory of algebras and structures and applications. M.

Hazewinkel, M. Gerstenhaber (eds.), Kluwer Acad. Publ., NATO ASI Ser., Ser. C: Math. and Phys. Sci. 247 (1988), pp. 11–264.

5. Th. Holm, The Hochschild cohomology ring of a modular group algebra: the com-

mutative case. — Commun. Algebra 24 (1996), 1957–1969.

6. C. Cibils, A. Solotar, Hochschild cohomology algebra of Abelian groups. — Arch.

Math. 68 (1997), 17–21.

7. S. F. Siegel, S. J. Witherspoon, The Hochschild cohomology ring of a group

algebra. — Proc. London Math. Soc. 79 (1999), 131–157.

8. K. Erdmann, Th. Holm, Twisted bimodules and Hochschild cohomology for self-

injective algebras of class An. — Forum Math. 11 (1999), 177–201.

9. A. I. Generalov, Kogomologii Hohxil~da algebr diffdral~nogo tipa. I:

seriØ D(3K) v harakteristike 2. — Algebra i analiz 16 (2004), vyp. 6, 53–122.

10. A. I. Generalov, Kogomologii Hohxil~da algebr kvaternionnogo tipa, I:

obobwennye gruppy kvaternionov. — Algebra i analiz 18 (2006), vyp. 1, 55–107.

11. K. Erdmann, Blocks of tame representation type and related algebras. — Lect.

Notes Math. 1428, Berlin, Heidelberg (1990).

134 A. I. GENERALOV, A. A. IVANOV, S. O. IVANOV 12. A. I. Generalov, N. ı. KosovskaØ, Kogomologii Hohxil~da algebr L¸– Xul~ca. — Algebra i analiz 18 (2006), vyp. 4, 39–82.

13. K. Erdmann, Th. Holm, N. Snashall, Twisted bimodules and Hochschild coho-

mology for self-injective algebras of class An. II. — Algebras Repr. Theory 5

(2002), 457–482.

14. M. A. Kaqalova, Kogomologii Hohxil~da algebry Mœbiusa. — Zap. nauqn.

semin. POMI 330 (2006), 173–200.

15. Th. Holm, Hochschild cohomology of tame blocks. — J. Algebra 271 (2002), 798–826.

16. K. Erdmann, A. Skowroński, The stable Calabi–Yau dimension of tame symmet-

ric algebras. — J. Math. Soc. Japan 58 (2006), No. 1, 97–128.

17. Th. Holm, Derived equivalence classification of algebras of dihedral, semidihedral,

and quaternion type. — J. Algebra 211 (1999), 159–205.

18. M. J. Bardzell, The alternating syzygy behavior of monomial algebras. — J.

Algebra 188 (1997), 69–89.

19. D. Happel, Hochschild cohomology of finite-dimensional algebras. — Lect. Notes

Math. 1404 (1989), 108–126.

20. A. I. Generalov, M. A. Kaqalova, Bimodul~naØ rezol~venta algebry Mœbiusa. — Zap. nauqn. semin. POMI 321 (2005), 36–66.

Generalov A. I., Ivanov A.A., Ivanov S. O.

Hochschild cohomology of algebras of quaternion type. II. The family Q(2B)_1 in characteristic 2.

In the present paper, the Hochschild cohomology is investigated for algebras of quaternion type from the family Q(2B)_1 over an algebraically closed field with characteristic 2. The 4-periodic bimodule resolution is constructed for the most part of algebras of this family. Using this resolution, the description in terms of generators and relations is given for the Hochschild cohomology algebra of the algebras under consideration.

Postupilo 12 oktØbrØ 2007 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet