Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 349, 2007 g.

N. A. Vavilov, A. K. Stavrova

OSNOVNYE REDUKCII V ZADAQE OPISANI˚ NORMAL^NYH PODGRUPP

V nastoØweæ rabote my vpervye v polnoæ obwnosti dokazyvaem dve osnovnye redukcii v zadaqe opisaniØ normal~nyh podgrupp v gruppah Xevalle nad proizvol~nymi kommutativnymi kol~cami, a imenno,

• paraboliqesku¸ redukci¸ i • redukci¸ urovnØ.

Sami strukturnye teoremy dlØ grupp Xevalle vseh tipov, koneqno, izvestny, pritom s razliqnymi dokazatel~stvami. OstavlØØ v storone tysØqeletn¸¸ istori¸ opisaniØ podgrupp v klassiqeskih gruppah, upomØnem tol~ko te dokazatel~stva, kotorye rabota¸t dlØ iskl¸qitel~nyh grupp.

• Dokazatel~stva pervogo pokoleniØ, lokalizacionnye; – Abe, Sudzuki, Taddei, Vaserxteæn [18–21, 23, 52, 53].

• Dokazatel~stva vtorogo pokoleniØ, geometriqeskie, ispol~- zu¸wie naliqie klassiqeskoæ podsistemy bol~xogo ranga (razloßenie unipotentov i t.d.); – Stepanov, Vavilov, Plotkin, Bak [10, 59, 63, 16, 49, 60, 30, 31].

• Dokazatel~stva tret~ego pokoleniØ, geometriqeskie, ispol~zu¸wie naliqie A_2 ili A_3 (dokazatel~stvo iz Knigi); – Vavilov, Gavriloviq, Nikolenko, Luzgarev, sm., v qastnosti, [5–9, 61, 62].

Odnako, rezul~taty nastoØweæ raboty da¸t gorazdo bol~xu¸ svobodu v organizacii fftih dokazatel~stv. V deæstvitel~nosti, nastoØwaØ rabota kak raz i voznikla v kontekste tret~ego pokoleniØ dokazatel~stv strukturnyh teorem dlØ iskl¸qitel~nyh grupp.

RazumeetsØ, dlØ klassiqeskih grupp ffti redukcii ØvlØ¸tsØ obwim mestom posle rabot Bassa i Baka [32, 25, 33] (sm. dal~-

NastoØwaØ rabota vypolnena v ramkah proekta INTAS 03-51-3251. 30

OPISANIE NORMAL^NYH PODGRUPP 31 neæxie ssylki v [59, 49, 30, 31, 40, 42]), a dlØ iskl¸qitel~- nyh grupp tipov E_6, E_7 i F_4 v neposredstvenno neobhodimyh dlØ provedeniØ dokazatel~stva iz Knigi sluqaØh privedeny v [6, 9]. Tem ne menee, v obwem sluqae, bez kakih-libo dopolnitel~nyh predpoloßeniæ na osnovnoe kol~co, oni nikogda ranee ne publikovalis~.

Vot qto govoritsØ po povodu paraboliqeskoæ redukcii v [7]: “NesmotrØ na to, qto ffto utverßdenie absol¸tno oqevidno dlØ kaßdogo professionala, imenno ego proverka (priqem obyqno tol~ko dlØ teh sluqaev, kotorye faktiqeski ispol~zu¸tsØ v dokazatel~stve!) zanimaet okolo poloviny ob¨ema dokazatel~stva dlØ iskl¸qitel~nyh grupp.” Naxa teorema 1 polnost~¸ snimaet neobhodimost~ takoæ proverki v dal~neæxih rabotah. Ee dokazatel~stvo postroeno po obrazcu dokazatel~stv v rabote vtorogo avtora [47] (sm. takße [14]), no, razumeetsØ, gorazdo prowe, tak kak teper~ v naxem rasporØßenii nahoditsØ fflementarnaØ podgruppa vseæ gruppy, a ne tol~ko podgruppy Levi.

Vtorym osnovnym rezul~tatom raboty ØvlØetsØ provedennaØ v obwem sluqae dvuh parametrov redukciØ urovnØ. V sluqae, kogda verhniæ uroven~ sovpadaet s nißnim, redukciØ urovnØ horoxo izvestna. �togo nel~zØ, odnako, skazat~ pro obwiæ sluqaæ. DlØ klassiqeskih grupp redukciØ urovnØ s dvumØ parametrami voshodit k dissertacii Baka [25] i detal~no izloßena v rabotah [30, 31]. Odnako, vo-pervyh, [25], [31] ne opublikovany, a, vo-vtoryh, nekotorye soobraßeniØ, neobhodimye dlØ provedeniØ dokazatel~stva v takoæ forme, kotoraØ ne razliqaet klassiqeskie i iskl¸qitel~nye gruppy, voznikli tol~ko v [9].

V poslednem paragrafe my opisyvaem dal~neæxie vaßnye redukcii, ispol~zovavxiesØ v (drugih!) dokazatel~stvah strukturnyh teorem:

• redukci¸ k glavnoæ kletke, • faktorizaci¸ po radikalu Dßekobsona i • lokalizaci¸.

Krome togo, tam formuliru¸tsØ neskol~ko dal~neæxih nerexennyh zadaq strukturnoæ teorii iskl¸qitel~nyh grupp.

1. Osnovnye oboznaqeniØ

My ne budem daße pytat~sØ napomnit~ obwiæ kontekst, v ko-

32 N. A. VAVILOV, A. K. STAVROVA torom nahoditsØ nastoØwaØ rabota, a vsego lix~ soberem nekotorye osnovnye oboznaqeniØ, otnosØwiesØ k gruppam Xevalle. Vse neobhodimye opredeleniØ privedeny v knigah [3, 15, 34, 38, 39], a mnogo dal~neæxih detaleæ i ssylok moßno naæti v stat~Øh [1, 6–9, 18–23, 41, 44, 47– 52, 55, 59–63].

Pust~ snaqala G – proizvol~naØ gruppa. Pod kommutatorom dvuh fflementov x, y ∈ G my vsegda ponimaem ih levonormirovannyæ kommutator [x, y] = xyx^{−1}y^{−1}. Qerez^xy = xyx^{−1} i y^x = x^{−1}yx oboznaqa¸tsØ, sootvetstvenno, levyæ i pravyæ soprØßennye k y pri pomowi x. Zapis~ H ⩽ G oboznaqaet, qto H ØvlØetsØ podgruppoæ G, a H ⊴ G – qto H ØvlØetsØ normal~nym delitelem. DlØ podmnoßestva X ⊆ G qerez ⟨X⟩ oboznaqaetsØ poroßdennaØ im podgruppa. Esli H ⩽ G, to ⟨X⟩^H oboznaqaet naimen~xu¸ podgruppu v G, soderßawu¸ X i normalizuemu¸ H. DlØ dvuh podgrupp F, H ⩽ G qerez [F, H] oboznaqaetsØ ih vzaimnyæ kommutant, poroßdennyæ [f, h], f ∈ F , h ∈ H.

Zafiksiruem kommutativnoe kol~co R s ediniceæ. Kak obyqno, R^∗ oboznaqaet mnoßestvo obratimyh fflementov R. Zapis~

I ⊴ R oznaqaet, qto I ØvlØetsØ idealom v R.

Pust~ Φ – privedennaØ neprivodimaØ sistema korneæ ranga l, a P – rexetka, leßawaØ meßdu rexetkoæ korneæ Q(Φ) i rexetkoæ vesov P(Φ). My fiksiruem na Φ nekotoryæ porØdok i oboznaqaem qerez Π = {α_1, . . . , α_l}, Φ^+ i Φ^− – mnoßestva prostyh, poloßitel~nyh i otricatel~nyh korneæ, otveqa¸wie fftomu porØdku. Naxa numeraciØ prostyh korneæ sleduet [4]. Qerez δ oboznaqaetsØ maksimal~nyæ koren~ sistemy Φ otnositel~no fftogo porØdka. Sistema korneæ Φ, vse korni kotoroæ ime¸t odinakovu¸ dlinu, nazyvaetsØ sistemoæ s prostymi svØzØmi, v protivnom sluqae – sistemoæ s kratnymi svØzØmi. DlØ sistemy s kratnymi svØzØmi qerez Φ_l i Φ_s oboznaqa¸tsØ, sootvetstvenno, mnoßestva dlinnyh i korotkih korneæ v Φ. Horoxo izvestno, qto v l¸boæ sisteme s kratnymi svØzØmi suwestvuet edinstvennyæ korotkiæ dominantnyæ koren~; my oboznaqaem ego qerez η.

Kak horoxo izvestno, po dannym Φ, P, R moßno postroit~ gruppu Xevalle G = G_P (Φ, R), ØvlØ¸wu¸sØ gruppoæ Rtoqek nekotoroæ affinnoæ gruppovoæ shemy G_P(Φ, −), nazyvaemoæ shemoæ Xevalle–Demaz¸ra. DlØ rassmatrivaemyh nami zadaq moßno ograniqit~sØ odnosvØznymi gruppami, dlØ kotoryh

P = P(Φ). Obyqno dlØ odnosvØznyh grupp my opuskaem ukaza-

OPISANIE NORMAL^NYH PODGRUPP 33 nie na P i pixem prosto G(Φ, R) ili, esli my hotim special~- no podqerknut~, qto req~ idet imenno ob odnosvØznoæ gruppe,

G_{sc}(Φ, R). PrisoedinennaØ gruppa, dlØ kotoroæ P = Q(Φ), obo-

znaqaetsØ G_{ad}(Φ, R).

V dal~neæxem my fiksiruem nekotoryæ raswepimyæ maksimal~nyæ tor T (Φ, −) shemy G(Φ, −), i polagaem T = T (Φ, R). Kak obyqno, X_α, α ∈ Φ, oboznaqaet unipotentnu¸ kornevu¸ podgruppu v G, fflementarnu¸ otnositel~no T . My fiksiruem izomorfizmy x_α : R → X_α, tak qto X_α = {x_α(ξ), ξ ∈ R}, svØzannye meßdu soboæ kommutacionnoæ formuloæ Xevalle, sm. [15, 34, 38, 63]. Qerez E(Φ, R) oboznaqaetsØ fflementarnaØ podgruppa v G(Φ, R), poroßdennaØ vsemi kornevymi podgruppami X_α, α ∈ Φ.

Napomnim, qto T (Φ, R) ∼= Hom(P, R^∗), tak qto fflement h ∈ T (Φ, R), sootvetstvu¸wiæ harakteru χ : P →

R^∗, deæstvuet na kornevyh podgruppah kak hx_α(ξ)h^{−1} = x_α(χ(α)ξ), α ∈ Φ, ξ ∈ R. Pust~, dalee, B = B(Φ, R) i B^− = B^−(Φ, R) – para protivopoloßnyh borelevskih podgrupp, standartnaØ otnositel~no fftogo porØdka. Napomnim, qto B = T U , a B^− = T V , gde

U = U (Φ, R) = ⟨ x_α(ξ), α ∈ Φ^+, ξ ∈ R ⟩ , V = V (Φ, R) = ⟨ x_α(ξ), α ∈ Φ^−, ξ ∈ R ⟩ . Zafiksiruem teper~ oboznaqeniØ, otnosØwiesØ k paraboliqeskim podgruppam. Horoxo izvestno (sm., naprimer, [38, 44]), qto l¸bomu zamknutomu mnoßestvu korneæ S ⊆ Φ estestvenno sopostavlØetsØ algebraiqeskaØ podgruppa G(S, R) gruppy Xevalle

G(Φ, R), soderßawaØ maksimal~nyæ tor T (Φ, R) i vse kornevye

podgruppy X_α, α ∈ S. Esli zamknutoe mnoßestvo korneæ S soderßit mnoßestvo poloßitel~nyh korneæ Φ^+, to ono nazyvaetsØ paraboliqeskim mnoßestvom korneæ, a sootvetstvu¸waØ gruppa

P = G(S, R) nazyvaetsØ (standartnoæ) paraboliqeskoæ podgruppoæ

gruppy Xevalle G(Φ, R). L¸baØ paraboliqeskaØ podgruppa P dopuskaet razloßenie Levi, t.e. predstavlØetsØ v vide poluprØmogo proizvedeniØ P = L_P ⋌ U_P svoego unipotentnogo radikala

U_P i podgruppy Levi L_P .

34 N. A. VAVILOV, A. K. STAVROVA

Nakonec, pust~ I ⊴ R – ideal v R. Emu otveqaet gomomorfizm redukcii ρ_I : G(Φ, R) −→ G(Φ, R/I). ˚dro gomomorfizma ρ_I nazyvaetsØ glavnoæ kongruffnc-podgruppoæ urovnØ I i oboznaqaetsØ

G(Φ, R, I). Ono sostoit iz vseh matric g ∈ G, sravnimyh s e po

modul¸ I. ˚dro skvoznogo gomomorfizma G(Φ, R) −→ G(Φ, R/I) −→ G_{ad}(Φ, R/I), nazyvaetsØ polnoæ kongruffnc-podgruppoæ urovnØ I i oboznaqaetsØ C(Φ, R, I). Ono sovpadaet s polnym proobrazom centra gruppy

G(Φ, R/I) pri gomomorfizme redukcii ρ_I .

2. ParaboliqeskaØ redukciØ

Kak izvestno, naibolee soderßatel~nym momentom v opisanii normal~nyh podgrupp ØvlØetsØ dokazatel~stvo togo, qto l¸baØ necentral~naØ podgruppa H, normalizuemaØ fflementarnoæ gruppoæ E(Φ, R), soderßit netrivial~nyæ kornevoæ unipotent x_α(ξ),

ξ ≠ 0. ParaboliqeskaØ redukciØ sostoit v tom, qtoby svesti

fftu zadaqu k neskol~ko bolee prostoæ zadaqe nahoßdeniØ v H necentral~nogo fflementa g takogo, qto g soderßitsØ v nekotoroæ sobstvennoæ paraboliqeskoæ podgruppe P gruppy G(Φ, R).

Sledu¸waØ teorema zameqatel~na tem, qto v neæ na kol~co R ne nakladyvaetsØ voobwe nikakih ograniqeniæ. Napomnim, qto soglasno teoreme Abe–Harli [22] fflementy gruppy Xevalle G(Φ, R), ne centralizuemye E(Φ, R), – ffto v toqnosti necentral~nye fflementy. Vproqem, v naxem dokazatel~stve fftot fakt ne ispol~zuetsØ.

Teorema 1. Pust~ H – podgruppa gruppy Xevalle G(Φ, R), norma-

lizuemaØ fflementarnoæ podgruppoæ E(Φ, R). Predpoloßim, qto v H naædetsØ fflement g takoæ, qto

• g soderßitsØ v sobstvennoæ paraboliqeskoæ podgruppe,

• g ne centralizuetsØ E(Φ, R).

Togda v H naædetsØ netrivial~nyæ kornevoæ fflement x_α(ξ), α ∈ Φ, 0 ≠ ξ ∈ R. Sledu¸waØ lemma, razumeetsØ, srazu vytekaet iz standartnogo opisaniØ podgrupp v G(Φ, R), normalizuemyh E(Φ, R), v teh sluqaØh, kogda takoe opisanie imeet mesto. Odnako, smysl prodelyvaemogo nami upraßneniØ kak raz i sostoit v tom, qto-

OPISANIE NORMAL^NYH PODGRUPP 35 by dat~ nezavisimoe fflementarnoe dokazatel~stvo, rabota¸wee dlØ soverxenno proizvol~nogo kol~ca R.

Lemma 1. Pust~ rk Φ ⩾ 2. Esli u ∈ U (Φ, R), u ≠ e, to [u, E(Φ, R)] ∩ U (Φ, R) ≠ e. V qastnosti, u ne centralizuetsØ E(Φ, R).

Dokazatel~stvo. Zafiksiruem nekotoryæ porØdok ⩽ na Φ^+, soglasovannyæ s vysotoæ. DlØ l¸bogo fflementa u ∈ U (Φ, R) suwestvuet edinstvennoe predstavlenie u = ∏ x_α(u_α), gde proizvede-

nie beretsØ po vsem kornØm α ∈ Φ^+ v sootvetstvii s porØdkom ⩽. My budem oboznaqat~ naimen~xiæ koren~ α, dlØ kotorogo u_α ≠ 0, qerez α(u).

Sluqaæ 1: Φ ≠ G2. Rassmotrim sledu¸wie varianty:

• α(u) ≠ δ, η. Togda suwestvuet takoæ koren~ β ∈ Φ^+, qto (α(u), β) < 0. V fftom sluqae kommutacionnaØ formula Xevalle

pokazyvaet, qto kommutator u^′ = [u, x_β(1)] soderßitsØ v U (Φ, R) i – poskol~ku u^′_{α(u)+β} = ±u_{α(u)} – netrivialen.

• α(u) = δ. Togda u = x_δ(u_δ), i vybrav koren~ β ∈ Π takoæ,

qto (δ, β) ≠ 0, my vidim, qto kommutator [u, x_{−β}(1)] netrivialen i soderßitsØ v U (Φ, R).

• α(u) = η ≠ δ. �to znaqit, v qastnosti, qto Φ imeet tip B_l, C_l ili F_4. ˚sno, qto suwestvuet takoæ prostoæ koren~ β,

qto η + β ∈ Φ i (η, β) = 0. Togda iz kommutacionnoæ formuly sleduet, qto esli [u, x_β(1)] = e, to 2u_η = 0. Pust~ γ – naimen~xiæ koren~, udovletvorØ¸wiæ η < γ i u_γ ≠ 0. Esli γ suwestvuet i

γ ≠ δ, to moßno naæti takoæ prostoæ koren~ π_s, qto (γ, π_s) < 0.

Netrudno videt~, qto dlØ u^′ = [u, x_{πs} (1)] my imeem α(u^′) = γ + π_s, i u^′_{α(u}0_) = ±u_γ ≠ 0, to est~ opØt~ u^′ ≠ e i u^′ ∈ U (Φ, R). Esli

γ = δ ili esli takogo kornØ γ voobwe ne suwestvuet, to my

imeem u = x_η(u_η)x_δ(u_δ), Rassmotrim tri sluqaØ Φ = B_l, C_l, F_4 po otdel~nosti.

∘ Esli Φ = B_l, to η = α_1 + . . . + α_l i δ = α_1 + 2α_2 + . . . + 2α_l. Netrudno videt~, qto kommutant [u, x_{−α1}(1)] = x_{α2+...+αl} (±u_η) netrivialen i soderßitsØ v U (Φ, R).

36 N. A. VAVILOV, A. K. STAVROVA

∘ Esli Φ = C_l, l ⩾ 3, to η = α_1 + 2α_2 + . . . + 2α_{l−1} + α_l i δ =

2α_1 + 2α_2 + . . . + 2α_{l−1} + α_l. V fftom sluqae podhodit kommutant

[u, x_{−α2}(1)] = x_{α1+α2+2α3+...+2αl}�_{1+αl} (±u_η ).

∘ Nakonec, esli Φ = F_4, to η = α_1 + 2α_2 + 3α_3 + 2α_4 i δ =

2α_1 + 3α_2 + 4α_3 + 2α_4. Netrudno videt~, qto podhodit kommutant

[u, x_{−α4}(1)] = x_{α1+2α2+3α3+α4} (±u_η ).

Sluqaæ 2: Φ = G2. Zdes~ vozmoßny sledu¸wie varianty.

• α(u) ØvlØetsØ prostym kornem, α(u) = α_i, i = 1, 2. Togda

kommutant u^′ = [u, x_{α2}�_i(1)] netrivialen, tak kak u^′_{α1+α2} = ±u_{αi} , i soderßitsØ v U (Φ, R).

• α(u) = α_1 + α_2. Togda v sluqae, kogda 2u_{α1+α2} ≠ 0, moßno ras-

smotret~ u^′ = [u, x_{α1}(1)]; v protivnom sluqae 3u_{α1+α2} = u_{α1+α2} ≠ 0, vsledstvie qego netrivialen kommutant

[u, x_{2α1+α2} (1)] = x_{3α1+2α2} (±3u_{α1+α2} ).

• α(u) ⩾ 2α_1 + α_2. Esli u = x_{2α1+α2} (u_{2α1+α2} ), to kak i vyxe, po

kraæneæ mere odin iz kommutatorov

[u, x_{α1}(1)] = x_{3α1+α2} (±3u_{2α1+α2} ),

[u, x_{−α1}(1)] = x_{α1+α2} (±2u_{2α1+α2} )x_{α2}(μ)x_{3α1+2α2} (ν), μ, ν ∈ R,

netrivialen. A vo vseh ostal~nyh sluqaØh netrivialen odin iz kommutatorov

[u, x_{α2}(1)] = x_{3α1+2α2} (±u_{3α1+α2} ),

[u, x_{−α2}(1)] = x_{3α1+α2} (±u_{3α1+2α2} ).

V deæstvitel~nosti, my dokazali daße sledu¸wee bolee toqnoe utverßdenie.

Lemma 2. DlØ l¸bogo u ∈ U (Φ, R), u ≠ e, v gruppe H = ⟨u⟩^{E(Φ,R)}

naædetsØ kornevoæ fflement x_α(ξ), α ∈ Φ, ξ ≠ 0.

Dokazatel~stvo. Esli fflement u sam ØvlØetsØ kornevym (v qastnosti, esli rk Φ = 1), to dokazyvat~ neqego. V ostal~nyh sluqaØh dokazatel~stvo lemmy 1 pokazyvaet, qto moßno naæti libo takoæ koren~ β ∈ Φ, qto kommutator [u, x_β(1)] ØvlØetsØ netrivial~nym kornevym fflementom, libo takoæ koren~

OPISANIE NORMAL^NYH PODGRUPP 37

β ∈ Φ^+, qto kommutator u^′ = [u, x_β(1)] netrivialen. Vo vtorom

sluqae, razumeetsØ, h(u^′) > h(u), gde h(u) oboznaqaet minimum vysot korneæ α ∈ Φ^+ takih, qto kofffficient u_α v razloßenii u = ∏ x_α(u_α), α ∈ Φ^+, otliqen ot nulØ. Sledovatel~no, doka-

zatel~stvo lemmy moßno zaverxit~ indukcieæ po vysote h(u) – maksimal~noe znaqenie vysoty sootvetstvuet kornevomu fflementu u = x_δ(u_δ).

Sledu¸waØ lemma ØvlØetsØ osnovnym novym soobraßeniem, pozvolØ¸wim rezko uprostit~ vyqisleniØ, soderßavxiesØ v rabotah [6] i [9]. A imenno, ona pozvolØet izbeßat~ kak ssylki na rezul~taty rabot [24], [46] o stroenii vnutrennih moduleæ Xevalle, tak i Øvnyh vyqisleniæ s centralizatorami unipotentnyh fflementov. Faktiqeski, edinstvennoe, qto nam trebuetsØ, ffto to, qto deæstvie L_P soprØßeniem na U_P algebraiqeskoe i, sledovatel~no, opredelØet racional~nye predstavleniØ L_P na faktorah nißnego central~nogo rØda U_P .

Lemma 3. Pust~ P – sobstvennaØ paraboliqeskaØ podgruppa. Esli

z ∈ L_P udovletvorØet uslovi¸

[z, U_P ] ⊆ [U_P , U_P ],

to z centralizuetsØ E(Φ, R).

Dokazatel~stvo. Pust~ sistema korneæ Δ ⊆ Φ podgruppy Levi

L_P poroßdena mnoßestvom prostyh korneæ J ⊆ Π. DlØ l¸bogo

prostogo kornØ α_i ∈ Π my budem oboznaqat~ qerez m_i(α) kofffficient pri α_i v razloßenii α ∈ Φ.

Oboznaqim qerez U^′_P podgruppu U_P , poroßdennu¸ vsemi X_α, gde α ∈ Φ^+ udovletvorØet ∑ α_i∈Π\J m_i(α) > 1. ˚sno, qto [U_P , U_P ] ⊆

U^′_P . Oboznaqim, krome togo, qerez L^′_P kommutant L_P kak alge-

braiqeskoæ gruppy ([38], Exp. XXII), ØvlØ¸wiæsØ poluprostoæ gruppoæ tipa Δ. Estestvennoe predstavlenie ρ gruppy L_P na

U_P /U^′_P ØvlØetsØ racional~nym predstavleniem, pofftomu iz kon-

strukcii Xevalle poluprostyh algebraiqeskih grupp (naprimer, [44], [63]) sleduet suwestvovanie poluprostoæ algebraiqeskoæ gruppy H takoæ, qto ρ|_L0_P propuskaetsØ qerez toqnoe predstavlenie H na U_P /U^′_P .

Netrudno videt~, qto dlØ l¸bogo poloßitel~nogo kornØ β ∈ Δ suwestvuet takoæ poloßitel~nyæ koren~ α, qto ∑ α_i∈Π\J m_i(α) =

38 N. A. VAVILOV, A. K. STAVROVA 1 i (β, α) < 0, otkuda sleduet, qto deæstvie x_β(1) na bazisnom fflemente x_α(1) modulØ U_P /U^′_P netrivial~no.

Znaqit, algebraiqeskaØ gruppa H takße imeet tip Δ, i Ødro predstavleniØ ρ|_L0_P central~no, v qastnosti, fflementy L^′_P , deæstvu¸wie diagonal~no, soderßatsØ v tore L^′_P . Poskol~ku L s toqnost~¸ do central~noæ izogenii sovpadaet s proizvedeniem svoego radikala i L^′_P , vse Ødro predstavleniØ ρ soderßitsØ v tore T .

Itak, poskol~ku [z, U_P ] ⊆ [U_P , U_P ], fflement z soderßitsØ v tore i deæstvuet na kornevyh fflementah posredstvom nekotorogo haraktera rexetki vesov χ. Togda dlØ l¸bogo prostogo kornØ

α ∈ Π \ J my imeem χ(α) = 1, tak kak zx_α(1)z^{−1} = x_α(1). Dalee,

dlØ l¸bogo prostogo kornØ β ∈ J suwestvuet prostoæ koren~

α ∈ Π \ J i cepoqka prostyh korneæ β_1, . . . , β_n ∈ J takaØ, qto β_n = β i vse summy α + β_1 + . . .+ β_k, 1 ⩽ k ⩽ n, ØvlØ¸tsØ kornØmi,

pofftomu i χ(β) = 1. Sledovatel~no, χ(α) = 1 dlØ l¸bogo α ∈ Φ, i z centralizuetsØ E(Φ, R).

Dokazatel~stvo teoremy 1. Pust~ fflement g soderßitsØ v sobstvennoæ paraboliqeskoæ podgruppe P . Zapixem g = zu, gde

z ∈ L_P , u ∈ U_P . Imeem

[g, x_α(1)] =^z[u, x_α(1)][z, x_α(1)].

˚sno, qto dlØ l¸bogo kornevogo fflementa x_α(1) ∈ U_P vypolnØetsØ vkl¸qenie^z[u, x_α(1)] ∈ [U_P , U_P ]. Esli naædetsØ takoæ fflement

x_α(1) ∈ U_P , qto [z, x_α(1)] /∈ [U_P , U_P ], to [g, x_α(1)] predstavlØet so-

boæ netrivial~nyæ fflement gruppy U (Φ, R), i nam dostatoqno, soslat~sØ na lemmu 2.

Nam ostaetsØ ewe rassmotret~ sluqaæ [z, U_P ] ⊆ [U_P , U_P ]. No togda po lemme 3 fflement z centralizuetsØ E(Φ, R). �to znaqit, qto [g, E(Φ, R)] = [u, E(Φ, R)] i, poskol~ku g necentralen, to

u ≠ e. Sledovatel~no, my moßem snova primenit~ lemmu 2 i

zakl¸qit~, qto gruppa [g, E(Φ, R)]^{E(Φ,R)} = [u, E(Φ, R)]^{E(Φ,R)} soderßit netrivial~nyæ kornevoæ fflement.

3. Standartnoe opisanie

V naivnyh izloßeniØh avtory pyta¸tsØ forsirovat~ opisanie normal~nyh podgrupp v terminah odnogo ideala kol~ca R.

OPISANIE NORMAL^NYH PODGRUPP 39 V deæstvitel~nosti, dlØ sistem s kratnymi svØzØmi ffto ØvlØetsØ nasiliem nad prirodoæ i gruboæ ideologiqeskoæ oxibkoæ. Posle raboty �æiqi Abe [18] i dissertacii �ntoni Baka [25] stalo Øsno, qto opisanie dolßno davat~sØ v terminah dopustimyh par ≈ formennyh idealov. �to ponØtie tesno svØzano takße s ponØtiem æordanova ideala, a dlØ rangov ⩽ 2 nußdaetsØ v dal~neæxeæ modifikacii [35–37].

Sledu¸wee ponØtie bylo vvedeno v rabotah Abe [18–21] i Abe–Sudzuki [23]. V klassiqeskih sluqaØh ono ffkvivalentno ponØti¸ formennogo ideala. Pust~ A – ideal v R. Oboznaqim qerez A_2 ideal, poroßdennyæ 2ξ i ξ^2 dlØ vseh ξ ∈ A. Para (A, B) nazyvaetsØ dopustimoæ paroæ v R, esli A ⊴ R, a A_2 ⩽ B ⩽ A, priqem pri Φ ≠ C_l additivnaØ podgruppa B ØvlØetsØ idealom v R, a pri Φ = C_l trebuetsØ lix~, qtoby B vyderßivala umnoßeniØ na ξ^2 dlØ vseh ξ ∈ R. Analogiqnoe ponØtie moßno vvesti i dlØ G_2, no pri fftom v opredelenii dopustimoæ pary nußno vs¸du zamenit~ 2 na 3.

Dopustimoæ pare (A, B) moßno sopostavit~ otnositel~nu¸ fflementarnu¸ podgruppu E(Φ, R, A, B) urovnØ (A, B), kotoraØ opredelØetsØ kak normal~naØ podgruppa v E(Φ, R), poroßdennaØ fflementarnymi kornevymi unipotentami urovnØ (A, B). Inymi slovami, E(Φ, R, A, B) = ⟨x_α(ξ), α ∈ Φ_s, ξ ∈ A; x_β(ζ), β ∈ Φ_l, ζ ∈ B⟩^{E(Φ,R)}. V sluqae A = B = I ⊴ R ffto ponØtie specializiruetsØ v obyqnoe ponØtie otnositel~noæ fflementarnoæ gruppy E(Φ, R, I) = ⟨x_α(ξ), α ∈ Φ, ξ ∈ I⟩^{E(Φ,R)}. Zadadim teper~ obrazu¸wie E(Φ, R, A, B) kak podgruppy. DlØ kornØ α ∈ Φ i dvuh fflementov kol~ca ξ, ζ ∈ R poloßim z_α(ξ, ζ) = x_α(ζ)x_{−α}(ξ)x_α(−ζ). Iz kommutacionnoæ formuly Xevalle legko vyvesti, qto

E(Φ, R, I) poroßdaetsØ soderßawimisØ v neæ fflementami z_α(ξ, ζ).

Analogiqnyæ rezul~tat imeet mesto i dlØ gruppy E(Φ, R, A, B), hotØ dokazatel~stvo v fftom sluqae trebuet gorazdo bol~xego naprØßeniØ, [20], predloßenie 2.4 (sravni takße [48], predloßenie 5.1).

40 N. A. VAVILOV, A. K. STAVROVA

Lemma 4. Gruppa E(Φ, R, A, B) poroßdaetsØ soderßawimisØ v

neæ fflementami vida z_α(ξ, ζ). Inymi slovami, E(Φ, R, A, B) moßno opredelit~ kak ⟨ z_α(ξ, η), α ∈ Φ_s, ξ ∈ A, η ∈ R; z_β (ζ, η), β ∈ Φ_l, ζ ∈ B, η ∈ R ⟩ . Sledu¸wiæ rezul~tat dokazan v rabotah [29, 30, 51, 28]. My ne budem obsußdat~, qto proishodit dlØ grupp tipa B_2 i G_2, tak kak v fftih sluqaØh otvet neskol~ko usloßnØetsØ i trebuet zameny ponØtiØ dopustimoæ pary na ponØtie radiksa [36, 37]. Pervu¸ stroqku vykl¸qnoæ formuly moßno prinØt~ za opredelenie gruppy C(Φ, R, A, B). Koneqno, v sluqae A = B za opredelenie obyqno prinimaetsØ poslednØØ stroqka, no v obwem sluqae opredelit~ G(Φ, R, A, B) ne tak prosto.

Lemma 5. Pust~ rk(Φ) ⩾ 3. Togda dlØ l¸boæ dopustimoæ pary

(A, B) gruppa E(Φ, R, A, B) normal~na v G(Φ, R) i ime¸t mesto ravenstva C(Φ, R, A, B) = {g ∈ G(Φ, R) | [g, E(Φ, R)] ⩽ E(Φ, R, A, B)} = {g ∈ G(Φ, R) | [g, E(Φ, R)] ⩽ G(Φ, R, A, B)} = {g ∈ G(Φ, R) | [g, G(Φ, R)] ⩽ G(Φ, R, A, B)}. Odnako, v deæstvitel~nosti fftot rezul~tat v polnoæ obwnosti ne ispol~zuetsØ pri dokazatel~stve redukcii po urovn¸, nam dostatoqno sledu¸wego bolee prostogo rezul~tata, otnosØwegosØ k sluqa¸ A = B.

Lemma 6. Predpoloßim, qto rk(Φ) ⩾ 2, priqem esli Φ = B2 ili

G_2, u kol~ca R net polØ vyqetov F_2 iz dvuh fflementov. Togda dlØ l¸bogo ideala I ⊴ R imeet mesto ravenstvo [C(Φ, R, I), E(Φ, R)] = E(Φ, R, I). V qastnosti, gruppa E(Φ, R, I) normal~na v G(Φ, R).

GovorØt, qto v gruppe Xevalle G(Φ, R) imeet mesto standartnoe opisanie podgrupp, normalizuemyh fflementarnoæ gruppoæ

E(Φ, R), esli dlØ kaßdoæ takoæ podgruppy H suwestvuet edin-

stvennaØ dopustimaØ para (A, B) v kol~ce R takaØ, qto E(Φ, R, A, B) ⩽ H ⩽ C(Φ, R, A, B).

OPISANIE NORMAL^NYH PODGRUPP 41 �tot rezul~tat inogda nazyvaetsØ takße strukturnoæ teoremoæ dlØ gruppy G(Φ, R) – ili, po priqinam, kotorye stanut ponØtny v sledu¸wem paragrafe – sil~noæ strukturnoæ teoremoæ.

V sluqae sistem s prostymi svØzØmi ili pri razliqnyh uprowa¸wih predpoloßeniØh, garantiru¸wih, qto A_p = A, standartnoe opisanie uvarivaetsØ (boils down) do sledu¸wego opisaniØ v terminah odnogo ideala. Imenno, dlØ l¸boæ podgruppy

H ⩽ G(Φ, R), normalizuemoæ E(Φ, R), suwestvuet edinstvennyæ

ideal I ⊴ R takoæ, qto E(Φ, R, I) ⩽ H ⩽ C(Φ, R, I). Odnako, v sluqae sistem s kratnymi svØzØmi popytka ograniqit~sØ strukturnoæ teoremoæ v takoæ forme ØvlØetsØ gruboæ metodiqeskoæ oxibkoæ.

4. RedukciØ urovnØ

RedukciØ urovnØ v obyqnom vide, voshodØwem k rabote Bassa 1964 goda [32] (sm. takße [2]), rabotaet dlØ slaboæ strukturnoæ teoremy. SlabaØ strukturnaØ teorema sostoit v tom, qto dlØ l¸boæ podgruppy H ⩽ G(Φ, R), normalizuemoæ E(Φ, R), suwestvuet edinstvennyæ ideal A ⊴ R takoæ, qto E(Φ, R, A, A_2) ⩽ H ⩽ C(Φ, R, A). V terminah teorii Baka ffto oznaqaet, qto v levoæ qasti fftogo neravenstva beretsØ gruppa, otveqa¸waØ minimal~nomu znaqeni¸ otnositel~nogo formennogo parametra, a v pravoæ qasti – maksimal~nomu.

Dokazatel~stvo sledu¸wego rezul~tata poqti bukval~no povtorØet dokazatel~stvo teoremy 2 raboty [9] – kotoroe, v svo¸ oqered~, blizko sleduet pervonaqal~noæ sheme Bassa, s uqetom, estestvenno, togo, qto teper~ my dolßny razliqat~ dlinnye i korotkie korni. K naxemu udivleni¸, nam ne udalos~ naæti ffto rassußdenie v obwem sluqae v izvestnoæ nam literature. RazumeetsØ, dlØ klassiqeskih grupp ono soderßitsØ v (neopublikovannoæ) dissertacii Baka [25] i (na stabil~nom urovne) – v rabote Bassa [33].

Teorema 2. Pust~ Φ ≠ B2, G2. Predpoloßim, qto dlØ l¸bogo ide-

ala I ⊴ R kol~ca R vypolnØetsØ sledu¸wee uslovie:

42 N. A. VAVILOV, A. K. STAVROVA

• esli H – necentral~naØ podgruppa v G(Φ, R/I), normalizuemaØ E(Φ, R/I), to H soderßit netrivial~nyæ fflementarnyæ kornevoæ fflement x_α(ζ), ζ ∈ R/I, ζ ≠ 0.

Togda v gruppe G(Φ, R) vypolnØetsØ slabaØ strukturnaØ teorema dlØ opisaniØ podgrupp, normalizuemyh E(Φ, R).

Nam potrebuetsØ sledu¸wee tehniqeskoe utverßdenie, ØvlØ- ¸weesØ qastnym sluqaem lemmy 2.2 raboty [20]. Lemma 7. Pust~ rk Φ ⩾ 3. Esli korni α, β ∈ Φ poroßda¸t podsi-

stemu korneæ tipa B_2, priqem α – korotkiæ koren~, to x_{α+β}(ξ), x_{2α+β}(η) ∈ ⟨x_{α+β}(ξ)x_{2α+β}(η)⟩^{E(Φ,R)} dlØ l¸byh ξ, η ∈ R.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim ⟨xα+β(ξ)x2α+β(η)⟩^{E(Φ,R)} qerez H. Tak kak rk Φ ⩾ 3, to suwestvuet takoæ koren~ γ ∈ Φ, qto korni α, β, γ poroßda¸t v Φ podsistemu tipa B_3 ili C_3. Esli oni poroßda¸t podsistemu tipa B_3, to

[x_{β+γ} (1), x_{α+β}(ξ)x_{2α+β}(η)] =

[x_{β+γ} (1), x_{α+β}(ξ)] ·^{xα+β (ξ)}[x_{β+γ} (1), x_{2α+β}(η)] = x_{2α+2β+γ} (±η) ∈ H.

Poskol~ku 2α + 2β + γ i β + γ – dlinnye korni pod uglom π/3, imeem [x_{−(β+γ)}(1), x_{2α+2β+γ}(±η)] = x_{2α+β}(±η) ∈ H, qto i trebovalos~.

Esli α, β, γ poroßda¸t podsistemu tipa C_3, to

[x_{α+γ}(1), x_{α+β}(ξ)x_{2α+β}(η)] =

[x_{α+γ} (1), x_{α+β}(ξ)] ·^{xα+γ (ξ)}[x_{β+γ} (1), x_{2α+β}(η)] = x_{2α+β+γ} (±ξ) ∈ H.

Poskol~ku 2α + β + γ i α + γ – dlinnye korni pod uglom π/3, imeem [x_{−(α+γ)}(1), x_{2α+β+γ} (±ξ)] = x_{α+β}(±ξ) ∈ H, qto i trebovalos~.

Dokazatel~stvo teoremy 2. Pust~ H – podgruppa G(Φ, R), normalizuemaØ E(Φ, R). Oboznaqim qerez B nißniæ uroven~ podgruppy H, t.e. naibol~xiæ ideal v R takoæ, qto E(Φ, R, B) ⩽ H.

OPISANIE NORMAL^NYH PODGRUPP 43 Kak izvestno [18] – [21], ideal B moßno opredelit~ kak mnoßestvo ξ ∈ R takih, qto x_α(ξ) ∈ H dlØ kakogo-to (=l¸bogo) dlinnogo kornØ α. Dalee, oboznaqim qerez A verhniæ uroven~ podgruppy H, t.e. mnoßestvo ξ ∈ R takih, qto x_α(ξ) ∈ H dlØ kakogo-to (=l¸bogo) korotkogo kornØ α.

Zametim, qto esli Φ – sistema korneæ s kratnymi svØzØmi,

Φ ≠ G_2, to dlØ l¸bogo dlinnogo kornØ α ∈ Φ suwestvuet ko-

rotkiæ koren~ β ∈ Φ, raspoloßennyæ pod uglom 3π/4 k nemu. Togda [x_α(ξ), x_β(1)] = x_{α+β}(±ξ)x_{α+2β}(±ξ) ∈ H, kak tol~ko ξ ∈ B, i iz lemmy 7 sleduet, qto B ⩽ A. S drugoæ storony, dlØ l¸- bogo korotkogo kornØ α ∈ Φ toße suwestvuet dlinnyæ koren~

β ∈ Φ, raspoloßennyæ pod uglom 3π/4 k nemu, pofftomu analo-

giqnye vyqisleniØ dlØ ξ ∈ A da¸t A_2 ⩽ B. Sledovatel~no, dlØ l¸boæ E(Φ, R)-normalizuemoæ podgruppy H my imeem neravenstvo urovneæ A_2 ⩽ B ⩽ A.

Rassmotrim proizvedenie H^′ = H · E(Φ, R, A), v kotorom nikakih novyh korotkih kornevyh fflementov ne poØvlØetsØ i, pofftomu, nißniæ uroven~ raven verhnemu i raven A. Rassmotrim obraz H^′ ⩽ G(Φ, R/A) podgruppy H^′ otnositel~no gomomorfizma redukcii π_A : G(Φ, R) −→ G(Φ, R/A). Tak kak H^′ normalizuetsØ

E(Φ, R/A) = π_A(E(Φ, R)), po uslovi¸ teoremy H^′ ≠ 1 vleqet, qto H^′ soderßit netrivial~nyæ kornevoæ fflement x_α(ξ) = x_α(ξ + A)

dlØ nekotorogo ξ /∈ A.

�to znaqit, qto H^′ soderßit fflement vida h = x_α(ξ)g dlØ nekotorogo g ∈ G(Φ, R, A). Togda dlØ l¸bogo kornØ β ∈ Φ imeem

[h, x_β(1)] =^{xα(ξ)}[g, x_β(1)][x_α(ξ), x_β(1)] ∈ H^′.

Tak kak pervyæ mnoßitel~ prinadleßit E(Φ, R, A) v silu lemmy 6, vtoroæ mnoßitel~ [x_α(ξ), x_β(1)] toße prinadleßit H^′.

Esli β ∈ Φ, β ≠ −α, – takoæ koren~, qto ugol meßdu α i β tupoæ, to v sootvetstvii s kommutacionnoæ formuloæ Xevalle,

[x_α(ξ), x_β(1)] soderßit somnoßitel~ x_{α+β}(±ξ), priqem α + β – ko-

rotkiæ koren~. Primeniv, esli nußno, lemmu 7, zakl¸qaem, qto

x_{α+β}(±ξ) ∈ H^′, qto protivoreqit ξ ∉ A.

Pofftomu H^′ = 1, ili, qto to ße samoe, H · E(Φ, R, A) ⩽

C(Φ, R, A), tak qto opredelennyæ nami verhniæ uroven~ deæstvi-

tel~no ØvlØetsØ verhnim urovnem v obyqnom smysle! Rez¸miruØ skazannoe vyxe, moßno zakl¸qit~, qto E(Φ, R, A, A_2) ⩽ E(Φ, R, A, B) ⩽ H ⩽ H · E(Φ, R, A) ⩽ C(Φ, R, A),

44 N. A. VAVILOV, A. K. STAVROVA kak i utverßdalos~.

Otmetim, qto v rabotah Golubqika (sm., v qastnosti, [12, 13]) dlØ nekommutativnyh kolec ispol~zovalas~ drugaØ versiØ redukcii po urovn¸, v kotoroæ redukciØ proishodila ne za odin xag, kak u nas, a za neskol~ko.

5. Sil~naØ i slabaØ strukturnaØ teorema

Soderßanie nastoØwego paragrafa predstavlØet soboæ dal~- neæxu¸ obrabotku sledu¸weæ temy Baka:

sil~naØ strukturnaØ teorema v G(Φ, R) = slabaØ strukturnaØ teorema v G(Φ, R)+ sil~naØ strukturnaØ teorema v G(Δ, R),

dlØ nekotoroæ podsistemy Δ ⊆ Φ. Zametim, qto ffto imenno tot fragment rassußdeniØ, kotoryæ propuwen v [57], qto privodit k oxibke v osnovnom rezul~tate fftoæ stat~i, sm. [42].

V dissertacii Baka [25] sistema Δ byla podsistemoæ toæ ße klassiqeskoæ serii, qto i sama sistema Φ, no kak zameqeno v [9], ffto soverxenno ne obØzatel~no. Bolee togo, sledu¸waØ lemma pokazyvaet, qto udobnee vsego brat~ v kaqestve Δ podsistemu v Φ, sostoØwu¸ iz dlinnyh korneæ. Delo v tom, qto v fftom sluqae v G(Δ, R) net raznicy meßdu slaboæ i sil~noæ strukturnymi teoremami!

Lemma 8. Pust~ Φ – sistema s kratnymi svØzØmi. Togda dlØ l¸-

boæ dopustimoæ pary imeet mesto ravenstvo E(Φ, R, A) = E(Φ, R, A, B)E(Φ_l, R, A). Dokazatel~stvo. V samom dele, gruppa E(Φ, R, A, B) normal~na v E(Φ, R) i, tem bolee, E(Φ, R, A), tak qto proizvedenie v pravoæ qasti ØvlØetsØ podgruppoæ, kotoraØ (po lemme 4) soderßit vse obrazu¸wie levoæ qasti.

Teorema 3. Pust~ Φ ≠ B2, G2. Predpoloßim, krome togo, qto

sil~naØ strukturnaØ teorema vypolnena v G(Φ_l, R), esli Φ = B_l, F_4, ili, sootvetstvenno, v G(C_3, R), esli Φ = C_l, n ⩾ 3. Togda

OPISANIE NORMAL^NYH PODGRUPP 45

slabaØ strukturnaØ teorema dlØ G(Φ, R) vleqet sil~nu¸ strukturnu¸ teoremu.

Dokazatel~stvo. Pust~ H ⩽ G(Φ, R) – podgruppa, normalizuemaØ E(Φ, R). Kak bylo pokazano v dokazatel~stve teoremy 2, suwestvu¸t nißniæ uroven~ B i verhniæ uroven~ A, dlØ kotoryh E(Φ, R, A, B) ⩽ H ⩽ C(Φ, R, A). My hotim pokazat~, qto togda na samom dele H ⩽ C(Φ, R, A, B), ili, qto to ße samoe,

[H, E(Φ, R)] ⩽ E(Φ, R, A, B). S uqetom lemm 6 i 8 iz usloviØ vy-

tekaet, qto E(Φ, R, A, B) ⩽ [H, E(Φ, R)] ⩽ E(Φ, R, A) = E(Φ, R, A, B)E(Φ_l, R, A). Takim obrazom, esli [H, E(Φ, R)] ≠ E(Φ, R, A, B), to gruppa

[H, E(Φ, R)] soderßit netrivial~nyæ fflement g ∈ E(Φ_l, R, A) \ E(Φ, R, B). Iz soverxennosti E(Φ, R) sleduet, qto [[H, E(Φ, R)], E(Φ, R)] = [H, E(Φ, R)], pofftomu moßno sqitat~ daße, qto g ∉ C(Φ, R, B).

V sluqae, kogda v G(Φ_l, R) imeet mesto standartnoe opisanie podgrupp, normalizuemyh E(Φ_l, R), dokazatel~stvo zaverxaetsØ sovsem prosto. V samom dele, iz standartnogo opisaniØ sleduet, qto [H, E(Φ, R)] ⩽ H soderßit dlinnyæ kornevoæ fflement x_α(ξ) dlØ nekotorogo ξ ∈ A\B. No ffto protivoreqit opredeleni¸ nißnego urovnØ! Tem samym, [H, E(Φ, R)] = E(Φ, R, A, B), i, znaqit,

H ⩽ C(Φ, R, A, B), kak i utverßdalos~.

�to ostavlØet nas s analizom sluqaØ, kogda Φ = C_l, l ⩾ 3, i

Φ_l = l A_1. Napomnim, qto po lemme 4 gruppa E(Φ_l, R, A) poroßdena

fflementami vida z_α(ξ, η) = x_α(η)x_{−α}(ξ)x_α(−η), α ∈ Φ_l, ξ ∈ A, η ∈ R. Netrudno ubedit~sØ, qto dlØ l¸bogo korotkogo kornØ β ∈ Φ_s suwestvuet tol~ko qetyre neortogonal~nyh emu dlinnyh kornØ. Deæstvitel~no, esli β = α_i, 1 ⩽ i ⩽ n − 1 – korotkiæ prostoæ koren~, to on neortogonalen tol~ko sledu¸wim dlinnym kornØm:

±(2α_i + . . . + 2α_{n−1} + α_n) i ± (2α_{i+1} + . . . + 2α_{n−1} + α_n),

kotorye vmeste s ±β obrazu¸t sistemu tipa B_2. Sledovatel~no, l¸baØ obrazu¸waØ x_β(ζ), α ∈ Φ_s, ζ ∈ R, gruppy E(Φ, R) zavedomo kommutiruet so vsemi obrazu¸wimi E(Φ_l, R, A), za iskl¸qeniem obrazu¸wih vida z_{±α}(ξ, η), z_{±(2β+α)}(ξ, η), gde α – dlinnyæ

46 N. A. VAVILOV, A. K. STAVROVA koren~, raspoloßennyæ pod uglom 3π/4 k β. S drugoæ storony, l¸baØ obrazu¸waØ x_β(ζ), α ∈ Φ_l, ζ ∈ R, kommutiruet so vsemi obrazu¸wimi E(Φ_l, R, A), za iskl¸qeniem z_{±β} (ξ, η).

˚sno, qto esli fflement g ∈ [H, E(Φ, R)] ∩ E(Φ_l, R, A) ne soderßitsØ v polnoæ kongruffnc-podgruppe C(Φ, R, B), to est~

[g, E(Φ, R)] ⩽̸ E(Φ, R, B), to moßno naæti taku¸ obrazu¸wu¸ x_β(ζ), β ∈ Φ, ζ ∈ R fflementarnoæ gruppy, qto [g, x_β(ζ)] ∈ E(Φ, R, A) \ E(Φ, R, B). Privedennye vyxe rassußdeniØ pokazyva¸t, qto na samom dele

[g, x_β(ζ)] ∈ E(Δ, R, A) dlØ nekotoroæ podsistemy korneæ Δ ⊆ Φ ti-

pa B_2. Dalee, poskol~ku rk Φ ⩾ 3, moßno sqitat~, qto [g, x_β(ζ)] ∈

E(Δ^′, R, A) dlØ nekotoroæ podsistemy korneæ Δ^′ ⊆ Φ tipa C_3.

No togda sil~naØ strukturnaØ teorema v G(C_3, R) vleqet, qto

[H, E(Φ, R)] soderßit dlinnyæ kornevoæ fflement x_α(ξ) dlØ neko-

torogo ξ ∈ A \ B.

6. Dal~neæxie redukcii i otkrytye voprosy

Zametim, qto v rabotah Abe i Sudzuki [18]–[21], [23, 50] privedeno soverxenno porazitel~noe dokazatel~stvo, ne ispol~zu¸- wee ni redukci¸ po urovn¸, ni paraboliqesku¸ redukci¸. Ono osnovano na redukcii k bol~xoæ kletke.

Tehniqeskim Ødrom dokazatel~stva v rabotah [18]–[21], [23] ØvlØetsØ sledu¸wiæ rezul~tat, [20], lemma 3.4. Napomnim, qto vs¸du predpolagaetsØ, qto rk(Φ) ⩾ 2.

Teorema 4. Pust~ H – podgruppa gruppy Xevalle G(Φ, R), nor-

malizuemaØ fflementarnoæ podgruppoæ E(Φ, R). Pust~ α – prostoæ koren~, ne ortogonal~nyæ k maksimal~nomu korn¸. Esli H soderßit matricu g = x_α(ξ)uhv ∈ U T V ∩ H, gde u = ∏ x_β(∗), β ∈ Φ^+, β ≠ α, i h ∈ T , v ∈ V , to x_α(ξ) ∈ H.

V sluqae, kogda kol~co R polulokal~no, kaßdyæ fflement gruppy Xevalle soprØßen s fflementom, leßawim v glavnoæ kletke. V obwem sluqae ffto, koneqno, neverno.

Odnako, tot fakt, qto podradikal~nye fflementy sami leßat v bol~xoæ kletke, slußit kl¸qom k faktorizacii po radikalu. Faktiqeski ona dokazana ewe v rabotah Abe i Sudzuki [20,

OPISANIE NORMAL^NYH PODGRUPP 47 23], hotØ bukval~no tak tam ne formulirovalas~, a sprØtana v dokazatel~stvah. Qerez J = J(R) zdes~ oboznaqaetsØ radikal Dßekobsona kol~ca R.

Teorema 5. Esli opisanie podgrupp, normalizuemyh fflementar-

noæ podgruppoæ, standartno v gruppe Xevalle G(Φ, R/J), to ono standartno v G(Φ, R).

Dokazatel~stvo v rabotah Abe i Sudzuki opiraetsØ na sformulirovannu¸ vyxe (trudnu¸!) teoremu 4. V rabote Stepanova [16] dlØ sluqaØ GL_n privedeno sovsem prostoe dokazatel~stvo fftogo fakta, teorema 4.6. V deæstvitel~nosti v dokazatel~stve Stepanova ispol~zuetsØ tol~ko to, qto n ⩾ sr(R, J) + 1. Ewe odno, gorazdo bolee sloßnoe dokazatel~stvo qastnogo sluqaØ fftogo rezul~tata pozße opublikoval Petequk [45].

V sluqae GL_n sledu¸waØ redukciØ dlØ zadaqi opisaniØ normal~nyh podgrupp predloßena v rabote Vaserxteæna [53], pritom v neskol~ko bolee obweæ situacii (osnovnoe kol~co tam ne predpolagaetsØ kommutativnym, rassmatriva¸tsØ lokalizacii v maksimal~nyh idealah kakogo-to central~nogo podkol~ca). OsnovnaØ ideØ dokazatel~stva voshodit k rabotam Kvillena i Suslina po probleme Serra, v osobennosti [17]. Pri nekotoryh dopolnitel~nyh predpoloßeniØh sledu¸wiæ rezul~tat dokazan v rabote Vaserxteæna [55], a v obwem sluqae – v rabotah Abe [19–21].

Teorema 6. Esli opisanie podgrupp, normalizuemyh fflementar-

noæ podgruppoæ, standartno v gruppe Xevalle G(Φ, R_M ), M ∈ Max(R), a gruppa E(Φ, R) soverxenna, to ono standartno v G(Φ, R). Sformuliruem teper~ neskol~ko dal~neæxih zadaq, tesneæxim obrazom svØzannyh s soderßaniem nastoØweæ raboty. Sledu¸waØ zadaqa polnost~¸ rexena tol~ko dlØ polnoæ lineænoæ gruppy GL(n, R). Daße dlØ drugih klassiqeskih grupp ime¸tsØ lix~ qastiqnye rezul~taty, skaßem, na stabil~nom urovne [65].

Problema 1. Opisat~ podgruppy G(Φ, R), normalizuemye otno-

sitel~noæ fflementarnoæ gruppoæ E(Φ, R, A).

Standartnyæ otvet na fftu zadaqu v sluqae sistem s prostymi svØzØmi formuliruetsØ sledu¸wim obrazom. DlØ l¸boæ takoæ

48 N. A. VAVILOV, A. K. STAVROVA podgruppy H suwestvuet ideal I ⊴ R takoæ, qto E(Φ, R, A^mI) ⩽ H ⩽ C(Φ, R, I) dlØ nekotorogo m. �tot ideal I edinstvenen s toqnost~¸ do nekotorogo estestvennogo otnoxeniØ ffkvivalentnosti ♦_A, [43, 26, 27]. Naibolee vaßnyæ tehniqeskiæ aspekt fftoæ zadaqi sostoit v nahoßdenii naimen~xego vozmoßnogo m takogo, qto ffti vkl¸- qeniØ vypolneny dlØ vseh podgrupp H. Naprimer, dlØ GL_n¿_3 v 1973–1989 godah m posledovatel~no prinimalo sledu¸wie znaqeniØ: m = 7 [64], m = 6 [54], m = 5 [58], m = 4 [56], i s teh por ne uluqxalos~.

Ispol~zovannaØ v dokazatel~stve lemma 6 – ffto tak nazyvaemaØ vtoraØ standartnaØ kommutacionnaØ formula. S ispol~- zovaniem metoda razloßeniØ unipotentov [49] v rabote pervogo avtora i AlekseØ Stepanova [11] dlØ sluqaØ GL_n dokazana sledu¸waØ kommutacionnaØ formula s dvumØ parametrami: [E(n, R, A), GL(n, R, B)] = [E(n, R, A), E(n, R, B)]. �ta formula odnovremenno obobwaet obe obyqnye standartnye kommutacionnye formuly, v kotoryh libo A, libo B ravno R. Problema 2. Dokazat~ standartnu¸ kommutacionnu¸ formulu [E(Φ, R, A), G(Φ, R, B)] = [E(Φ, R, A), E(Φ, R, B)]. dlØ vseh klassiqeskih grupp i grupp Xevalle.

Sledu¸waØ zadaqa sobstvenno i poslußila motivirovkoæ nastoØweæ raboty. V nastoØwee vremØ pervyæ avtor i Aleksandr Luzgarev rabota¸t nad analogom osnovnoæ lemmy raboty [6] dlØ fftogo sluqaØ.

Problema 3. Provesti A2-dokazatel~stvo dlØ gruppy Xevalle

tipa E_8.

Otliqie fftogo sluqaØ ot sluqaev, rassmotrennyh v [6] i [9] (sm. takße [7, 61, 62]), sostoit v tom, qto u gruppy G(E_8, R) net mikrovesovyh predstavleniæ i ona ne ØvlØetsØ skruqivaniem gruppy, ime¸weæ takoe predstavlenie.

V zakl¸qenie avtory blagodarØt Viktora Petrova za pomow~ v rabote nad nastoØweæ stat~eæ.

OPISANIE NORMAL^NYH PODGRUPP 49

Literatura

1. �. Abe, Avtomorfizmy grupp Xevalle nad kommutativnymi kol~cami.

– Algebra i Analiz 5, No. 2 (1993), 74–90. 2. H. Bass, AlgebraiqeskaØ K-teoriØ. Mir, M. (1973).

3. A. Borel~, Svoæstva i lineænye predstavleniØ grupp Xevalle. — V kn.:

Seminar po algebraiqeskim gruppam, Mir, M. (1973). 9–59. 4. N. Burbaki, Gruppy i algebry Li, Glavy IV–VI. M. (1972), 1–334. 5. N. A. Vavilov, VyqisleniØ v iskl¸qitel~nyh gruppah. — Vestnik Samarskogo un-ta 33 (2007).

6. N. A. Vavilov, M. R. Gavriloviq, A2-dokazatel~stvo strukturnyh teorem dlØ grupp Xevalle tipov E_6 i E_7. — Algebra i Analiz 16, No. 4 (2004), 54–87.

7. N. A. Vavilov, M. R. Gavriloviq, S. I. Nikolenko, Stroenie grupp Xevalle: dokazatel~stvo iz Knigi. — Zap. nauqn. semin. POMI 330 (2006), 36–76.

8. N. A. Vavilov, A. ı. Luzgarev, Normalizator gruppy Xevalle tipa E6.

— Algebra i Analiz 19, No. 5 (2007), 35–62.

9. N. A. Vavilov, S. I. Nikolenko, A2-dokazatel~stvo strukturnyh teorem dlØ gruppy Xevalle tipa F_4. — Algebra i Analiz 20 (2008).

10. N. A. Vavilov, E. B. Plotkin, A. V. Stepanov, VyqisleniØ v gruppah Xevalle nad kommutativnymi kol~cami. — Dokl. AN SSSR 40, No. 1 (1990), 145–147.

11. N. A. Vavilov, A. V. Stepanov, StandartnaØ kommutacionnaØ formula.

— Vestn. SPbGU (2007).

12. I. Z. Golubqik, O normal~nyh delitelØh lineænyh i unitarnyh grupp nad associativnym kol~com. — Prostranstva nad algebrami i nekotorye voprosy teorii seteæ, Ufa (1985), 122–142.

13. I. Z. Golubqik, Gruppy tipa Li nad P I-kol~cami. — Fund. i prikladn.

mat. 3, No. 2 (1997), 399–424.

14. V. G. Kazakeviq, A. K. Stavrova, Podgruppy, normalizuemye kommutantom podgruppy Levi. — Zap. nauqn. semin. POMI 319 (2004), 199–215.

15. R. Steænberg, Lekcii o gruppah Xevalle. Mir, M. (1975). 16. A. V. Stepanov, O normal~nom stroenii polnoæ lineænoæ gruppy nad kol~- com. — Zap. nauqn. semin. POMI 236 (1997), 166–182.

17. A. A. Suslin, O strukture special~noæ lineænoæ gruppy nad kol~com mnogoqlenov. — Izv. AN SSSR, Ser. Mat. 141, No. 2 (1977), 235–253.

18. E. Abe, Chevalley groups over local rings. — Tôhoku Math. J. (2) 21, No. 3 (1969),

474–494.

19. E. Abe, Chevalley groups over commutative rings. — Proc. Conf. Radical Theory

(Sendai, 1988), Uchida Rokakuho, Tokyo (1989), 1–23.

20. E. Abe, Normal subgroups of Chevalley groups over commutative rings. — Con-

temp. Math. 83 (1989), 1–17.

21. E. Abe, Chevalley groups over commutative rings: normal subgroups and auto-

morphisms. — Contemp. Math. 184 (1995), 13–23.

22. E. Abe, J. Hurley, Centers of Chevalley groups over commutative rings. — Comm.

Algebra 16, No. 1 (1988), 57–74.

50 N. A. VAVILOV, A. K. STAVROVA

23. E. Abe, K. Suzuki, On normal subgroups of Chevalley groups over commutative

rings. — Tôhoku Math. J. 28, No. 1 (1976), 185–198.

24. H. Azad, M. Barry, G. M. Seitz, On the structure of parabolic subgroups. — Comm.

Algebra 18 (1990), 551–562.

25. A. Bak, The stable structure of quadratic modules. Thesis, Columbia Univ. (1969). 26. A. Bak, Subgroups of the general linear group normalized by relative elementary

groups. — Lecture Notes Math., Springer, Berlin, vol. 967 (1982), 1–22.

27. A. Bak, Nonabelian K-theory: The nilpotent class of K1 and general stability. —

K-Theory 4 (1991), 363–397.

28. A. Bak, R. Hazrat, N. Vavilov, Localization-completion, application to relative

classical-like groups. — J. Pure Appl. Algebra (2008).

29. A. Bak, N. Vavilov, Normality for elementary subgroup functors. — Math. Proc.

Cambridge Philos. Soc. 118, No. 1 (1995), 35–47.

30. A. Bak, N. Vavilov, Structure of hyperbolic unitary groups I. Elementary subgroups.

— Algebra Colloquium 7, No. 2 (2000), 159–196.

31. A. Bak, N. Vavilov, Structure of hyperbolic unitary groups II. Normal subgroups.

— Algebra Colloquium.

32. H. Bass, K-theory and stable algebra. — Inst. Hautes^´Etudes Sci. Publ. Math.

No. 22 (1964), 5–60.

33. H. Bass, Unitary algebraic K-theory. — Lecture Notes Math., Springer, Berlin,

vol. 343 (1973), 57–265.

34. R. Carter, Simple groups of Lie type. Pure Appl. Math., vol. 28, John Wiley,

London et al. (1972).

35. D. L. Costa, G. E. Keller, The E(2, A) sections of SL(2, A). — Ann. of Math. 134,

No. 1 (1991), 159–188.

36. D. L. Costa, G. E. Keller, Radix redux: normal subgroups of symplectic groups. —

J. Reine Angew. Math. 427, No. 1 (1991), 51–105.

37. D. L. Costa, G. E. Keller, On the normal subgroups of G2(A). — Trans. Amer.

Math. Soc. 351, No. 12 (1999), 5051–5088.

38. M. Demazure, A. Grothendieck, Schémas en groupes. I, II, III. — Lecture Notes

Math. Springer, Berlin (1971), vol. 151, 1–564; vol. 152, 1–654; vol. 153, 1–529.

39. A. J. Hahn, O. T. O’Meara, The classical groups and K-theory. Grundlehren Math.

Wiss., vol. 291, Springer-Verlag, Berlin et al. (1989).

40. R. Hazrat, Dimension theory and non-stable K1 of quadratic module. — K-Theory 27 (2002), 293–327.

41. R. Hazrat, N. Vavilov, K1 of Chevalley groups are nilpotent. – J. Pure Appl. Al-

gebra 179 (2003), 99–116.

42. R. Hazrat, N. Vavilov, Bak’s work on lower K-theory of rings (to appear). 43. Li Fuan, Liu Mulan, Generalized sandwich theorem. — K-Theory 1 (1987), 171–

184.

44. H. Matsumoto, Sur les sous-groupes arithmétiques des groupes semi-simples

déployés. — Ann. Sci. École Norm. Sup. (4) 2 (1969), 1–62.

45. V. M. Petechuk, Stability structure of linear group over rings. — Mat. Studii 16,

No. 1 (2001), 13–24.

46. G. E. Roehrle, On the structure of parabolic subgroups in algebraic groups. — J.

Algebra 157, No. 1 (1993), 80–115.

OPISANIE NORMAL^NYH PODGRUPP 51 47. A. Stavrova, Normal structure of maximal parabolic subgroups in Chevalley groups

over rings. — Preprint POMI 10–07.2007, accepted to Algebra Colloquium.

48. M. R. Stein, Generators, relations and coverings of Chevalley groups over com-

mutative rings. — Amer. J. Math. 93, No. 4 (1971), 965–1004.

49. A. Stepanov, N. Vavilov, Decomposition of transvections: a theme with variations.

— K-Theory 19 (2000), 109–153.

50. K. Suzuki, On normal subgroups of twisted Chevalley groups over local rings. —

Sci. Rep. Tokyo Kyoiku Daigaku 13 (1977), 237–249.

51. K. Suzuki, Normality of the elementary subgroups of twisted Chevalley groups over

commutative rings. — J. Algebra 175, No. 3 (1995), 526–536.

52. G. Taddei, Normalité des groupes élémentaire dans les groupes de Chevalley sur

un anneau. — Contemp. Math. 55, Part II (1986), 693–710.

53. L. N. Vaserstein, On the normal subgroups of the GLn of a ring. — Lecture Notes

Math., Springer, Berlin, vol. 854 (1981), 454–465.

54. L. N. Vaserstein, The subnormal structure of general linear groups. — Math. Proc.

Cambridge Phil. Soc. 99 (1986), 425–431.

55. L. N. Vaserstein, On normal subgroups of Chevalley groups over commutative

rings. — Tôhoku Math. J. (2) 36, No. 5 (1986), 219–230.

56. L. N. Vaserstein, The subnormal structure of general linear groups over rings. —

Math. Proc. Cambridge Phil. Soc. 108, No. 2 (1990), 219–229.

57. L. N. Vaserstein, You Hong, Normal subgroups of classical groups over rings. —

J. Pure Appl. Algebra 105, No. 1 (1995), 93–106.

58. N. Vavilov, A note on the subnormal structure of general linear groups. — Math.

Proc. Cambridge Phil. Soc. 107, No. 2 (1990), 193–196.

59. N. Vavilov, Structure of Chevalley groups over commutative rings. — Proc. Conf.

Nonassociative Algebras and Related Topics (Hiroshima, 1990), World Sci. Publ., London et al. (1991), 219–335.

60. N. Vavilov, A third look at weight diagrams. — Rendiconti del Rend. Sem. Mat.

Univ. Padova 204, No. 1 (2000), 201–250.

61. N. Vavilov, An A3-proof of structure theorems for Chevalley groups of types E6

and E7. — Intern. J. Algebra Comput. 17, No. 5–6 (2007), 1283–1298.

62. N. Vavilov, Structure of exceptional groups over rings. — Proc. 3rd Intern.

Congress Algebra and Combinatorics (Beijing and Xian, 2007) (to appear).

63. N. A. Vavilov, E. B. Plotkin, Chevalley groups over commutative rings. I. Elemen-

tary calculations. — Acta Appl. Math. 45 (1996), 73–115.

64. J. S. Wilson, The normal and subnormal structure of general linear groups. —

Proc. Cambridge Philos. Soc. 71 (1972), 163–177.

65. Zhang, Zuhong, Stable sandwich classification theorem for classical-like groups. —

Math. Proc. Cambridge Phil. Soc. (2007) (to appear).

Vavilov N. A., Stavrova A. K. Basic reductions for the description of normal subgroups.

Classification of subgroups in a Chevalley group G(Φ, R) over a commutative ring R, normalised by the elementary subgroup E(Φ, R), is well

52 N. A. VAVILOV, A. K. STAVROVA known. However, for exceptional groups one cannot find in the available literature neither the parabolic reduction, nor the level reduction. This is due to the fact that the Abe–Suzuki–Vaserstein proof relied on localisation and reduction modulo Jacobson radical. Recently for the groups of types E_6, E_7 and F_4 the first-named author, M. Gavrilovich and S. Nikolenko proposed an even more straightforward geometric approach to the proof of structure theorems, similar to the one used for classical cases. In the present work we give still simpler proofs of two key auxiliary results of the geometric approach. First, we carry through the parabolic reduction in full generality: for all parabolic subgroups of all Chevalley groups of rank ⩾ 2. At that we succeeded in avoiding any reference to the structure of internal Chevalley modules, or explicit calculations of the centralisers of unipotent elements. Second, we prove the level reduction, also for the most general situation of double levels, which arise for multiply-laced root systems.

Postupilo 10 i¸nØ 2007 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet