Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 349, 2007 g.

N. A. Vavilov

O PODGRUPPAH SIMPLEKTIQESKO` GRUPPY, SODERȷAWIH SUBSYSTEM SUBGROUP

V nastoØweæ rabote my poqti zaverxaem dokazatel~stvo opisaniØ podgrupp polnoæ simplektiqeskoæ gruppy, G(C_l, R) =

GSp(2l, R), soderßawih fflementarnu¸ podgruppu E(Δ, R) regu-

lØrno vloßennoæ poluprostoæ podgruppy, gde Δ – podsistema korneæ v C_l.

Vvedenie

Qtoby sformulirovat~ osnovnoæ rezul~tat nastoØweæ raboty, napomnim osnovnye otnosØwiesØ k delu oboznaqeniØ, podrobnee sm. §2.

Pust~ R – kommutativnoe kol~co, G = GL(n, R) – polnaØ lineænaØ gruppa stepeni n nad R, E(n, R) – ee fflementarnaØ podgruppa. V dal~neæxem n = 2l, my rabotaem s polnoæ simplektiqeskoæ gruppoæ Γ = GSp(2l, R) i oboznaqaem qerez Ep(2l, R) ee fflementarnu¸ podgruppu, poroßdennu¸ fflementarnymi simplektiqeskimi transvekciØmi T_{ij}(ξ), dlØ vseh ξ ∈ R, i ≠ j, sm. §2. My rassmatrivaem giperboliqeskoe vloßenie h : GL(l, R) −→ GSp(2l, R), x → ( x 0 0 x^∗ ) , otveqa¸wee vloßeni¸ sistem korneæ A_{l−1} 6 C_l.

Nam budet udobno zanumerovat~ mnoßestvo indeksov sledu¸- wim obrazom: I = {1, . . . , l, −l, . . . , −1}. Pust~ ν – otnoxenie ffkvivalentnosti na I. Esli i i j ffkvivalentny otnositel~no ν, to my pixem i^ν∼ j ili prosto i ∼ j, esli Øsno, o kakoæ ffkvivalentnosti idet req~. V dal~neæxem my budem rassmatrivat~ tol~ko samosoprØßennye otnoxeniØ ffkvivalentnosti na mnoßestve I, t.e.

Avtor blagodarit proekty RFFI 01-01-00924 (SPbGU), 00-01-00441 (POMI RAN) i INTAS 00-566 za podderßku na zakl¸qitel~nom fftape raboty nad stat~eæ. 5

6 N. A. VAVILOV

takie, dlØ kotoryh iz togo, qto i ∼ j dlØ nekotoryh i, j ∈ I, sleduet, qto −i ∼ −j. DlØ samosoprØßennogo otnoxeniØ ffkvivalentnosti ν kaßdomu klassu ffkvivalentnosti C s predstavitelem i sootvetstvuet soprØßennyæ klass ffkvivalentnosti −C s predstavitelem −i. Takim obrazom, vse klassy ffkvivalentnosti razbiva¸tsØ na dva tipa: samosoprØßennye, dlØ kotoryh −C = C i nesamosoprØßennye, dlØ kotoryh −C ∩ C = ?. ˚sno, qto porØdki soprØßennyh klassov C i −C ravny, a porØdki vseh samosoprØßennyh klassov C = −C qetny. Pust~ C_1, −C_1, . . . , C_s, −C_s – vse nesamosoporØßennye klassy, a C_{s+1}, . . . , C_t – samosoprØßennye. Poloßim n_i = |C_i| dlØ 1 6 i 6 s i l_i = |C_i|/2 dlØ s + 1 6 i 6 t. Togda n_1 + . . . + n_s + l_{s+1} + . . . + l_t = l. Oboznaqim qerez h(ν) naimen~xiæ iz porØdkov klassov. Uslovie h(ν) > 3 oznaqaet, qto

n_1, . . . , n_s > 3 i l_{s+1}, . . . , l_t > 2.

S otnoxeniem ffkvivalentnosti ν estestvenno svØzany neskol~ko podgrupp v GSp(2l, R), v qastnosti, fflementarnaØ podgruppa E_Γ(ν) 6 Ep(2l, R), poroßdennaØ vsemi fflementarnymi simplektiqeskimi transvekciØmi vida T_{ij}(ξ), ξ ∈ R, i ∼ j, i ≠ j. Legko videt~, qto

E_Γ(ν) = E(n_1, R) × E(n_s, R) × Ep(2l_{s+1}, R) × . . . × Ep(2l_t, R),

gde gruppy E(l_i, R) rassmatriva¸tsØ v giperboliqeskih vloßeniØh. S toqki zreniØ teorii algebraiqeskih grupp ffto v toqnosti fflementarnaØ gruppa Xevalle E(Δ, R) dlØ podsistemy

Δ = A_n1_{−1} + . . . + A_{ns−1} + C_{ls}+1 + . . . + C_{lt} ,

uslovie h(ν) > 3 oznaqaet, qto rangi vseh slagaemyh zdes~ > 2.

Sledu¸wiæ rezul~tat dokazan v glave V dissertacii avtora [10] i anonsirovan bez dokazatel~stva v rabotah [11, 13, 73]. V stat~e [14] privedeny dokazatel~stva vseh ispol~zuemyh v nem vspomogatel~nyh rezul~tatov, no ne central~nyæ fragment izvleqeniØ fflementarnyh simplektiqeskih transvekciæ. ˚sno, qto my moßem poluqat~ nadgruppy E_Γ(ν), dobavlØØ kakie-to novye fflementarnye simplektiqeskie tranvekcii T_{ij} (ξ) i kakie-to fflementy, normalizu¸wie poluqivxu¸sØ podgruppu. V nastoØweæ rabote my poqti zaverxaem dokazatel~stvo sledu¸wego rezul~- tata, utverßda¸wego, qto pri h(ν) > 3 nikakih drugih soderßawih E_Γ(ν) podgrupp i ne suwestvuet.

PODGRUPPY SIMPLEKTIQESKO` GRUPPY 7

Teorema. Pust~ R – kommutativnoe kol~co takoe, qto 2 ∈ R^∗, ν

– samosoprØßennoe otnoxenie ffkvivalentnosti na mnoßestve indeksov I takoe, qto h(ν) > 3, a H – podgruppa polnoæ simplektiqeskoæ gruppy Γ = GSp(2l, R), soderßawaØ E_Γ(ν). Togda H normalizuet podgruppu, poroßdennu¸ vsemi fflementarnymi simplektiqeskimi transvekciØmi T_{ij}(ξ) ∈ H.

S tehniqeskoæ toqki zreniØ zdes~ utverßdaetsØ sledu¸wee: dlØ l¸bogo g ∈ H, l¸bogo x ∈ E_Γ(ν) i l¸byh i ≠ j fflementarnaØ simplektiqeskaØ transvekciØ T_{ij}((gxg^{−1})_{ij} ) prinadleßit H. �to to, qto v rabotah [5, 13, 73] nazyvaetsØ izvleqenie transvekciæ. Na vid ffto qut~ slabee, qem to, qto utverßdaetsØ v teoreme, no s uqetom togo, qto gruppa E_Γ(ν) soverxenna, ffto v toqnosti to ße samoe.

Esli vospol~zovat~sØ vvedennym Zenonom Boreviqem Øzykom setevyh podgrupp, sm. [1, 2, 5], ffta teorema oznaqaet v toqnosti, qto suwestvuet edinstvennaØ simplektiqeskaØ D-set~ idealov σ v R takaØ, qto

E_Γ(σ) 6 H 6 N_Γ(σ).

V deæstvitel~nosti, zdes~ my izloßim lix~ dokazatel~stvo fftogo rezul~tata pri dopolnitel~nom predpoloßenii, qto podgruppa H soderßit ne fflementarnu¸ podgruppu E_Γ(ν), a podgruppu ~E_Γ(ν), poroßdennu¸ E_Γ(ν) i vsemi dlinnymi kornevymi otraßeniØmi D_i(−1) = e−2e_{ii} −2e_{−i,−i}, 1 6 i 6 l. �to predpoloßenie avtomatiqeski vypolneno, naprimer, esli otnoxenie ffkvivalentnosti ν soderßit tol~ko samosoprØßennye klassy, inymi slovami, kogda

~E_Γ(ν) = E_Γ(ν) = Ep(2l_1, R) × . . . × Ep(2l_t, R).

Dokazatel~stvo fftoæ teoremy v polnoæ obwnosti, osnovannoe na ispol~zovanii korotkih kornevyh unipotentov, nastol~- ko tehniqeski sloßno, qto po priqinam, kotorye ob¨ØsnØ¸tsØ v §§1 i 6, v nastoØwee vremØ ego publikaciØ ne imeet nikakogo smysla, tak kak ono malo otliqaetsØ po dline ot nastoØwego okonqatel~nogo rezul~tata, v kotorom ne predpolagaetsØ obratimost~ 2, a otvet daetsØ ne v terminah idealov, a v terminah formennyh idealov.

Zametim, kstati, qto formal~no ffta teorema ØvlØetsØ novoæ daße dlØ polØ, hotØ, koneqno, v fftom sluqae ona legko vyteka-

8 N. A. VAVILOV

et iz rezul~tatov Franca Timmesfel~da i Ani Xtaænbah po geometrii abstraktnyh kornevyh podgrupp [67–70, 62].

§1. Anamnez

Napomnim, qto dlØ polnoæ lineænoæ gruppy GL(n, R) nad kommutativnym kol~com R analogiqnyæ rezul~tat s toæ ße ocenkoæ

h(ν) > 3 dokazan v rabotah Zenona Boreviqa i avtora [4–6]. V

rabotah teh ße avtorov, IgorØ Golubqika i AlekseØ Stepanova [3, 8, 9, 26, 28, 45, 64, 65, 73] moßno naæti drugie dokazatel~- stva fftogo rezul~tata i nekommutativnye obobweniØ. V rabotah [37, 38] Vladimir Koæbaev vyØsnil, kak modificiruetsØ otvet, esli dopustit~ zdes~ naliqie blokov razmera 2 (razumeetsØ, dlØ fftogo sluqaØ analogiqnyæ rezul~tat moßno poluqit~ lix~ dlØ nul~mernyh i nekotoryh oqen~ special~nyh odnomernyh kolec).

S drugoæ storony, analogiqnyæ rezul~tat dlØ raswepimoæ ortogonal~noæ gruppy SO(n, R), takße v predpoloßenii 2 ∈ R^∗, – i pri qut~ bolee sil~nyh predpoloßeniØh otnositel~no ν, zavedomo vypolnennyh, esli h(ν) > 5, – takße anonsirovan v [11, 13, 73] i polnost~¸ dokazan v rabotah avtora [12, 16]. Dopolnitel~nye ograniqeniØ na ν v ortogonal~nom sluqae svØzany s iskl¸qitel~nym povedeniem ortogonal~nyh grupp malen~kih rangov: sistema D_2 privodima, a B_3 i D_4 skruqiva¸tsØ do G_2, s qem svØzano naliqie v fftih sluqaØh iskl¸qitel~nyh nadgrupp tipa G_2 i B_3 u podgrupp E(3, R) < SO(7, R) i E(4, R) < SO(8, R) v giperboliqeskih vloßeniØh. Vproqem, dlØ nadgrupp GL(3, R) i

GL(4, R) ffti iskl¸qeniØ ne voznika¸t [40].

Lix~ sovsem nedavno v rabote [27] nadgruppy v iskl¸qitel~- nyh sluqaØh byli opisany dlØ proizvol~nogo kommutativnogo kol~ca. Iz fftogo opisaniØ, v qastnosti, vytekaet, qto v sluqae polØ ffti iskl¸qeniØ ØvlØ¸tsØ po suwestvu edinstvennymi. S drugoæ storony, uße dlØ nadgrupp E(4, R) v giperboliqeskom vloßenii polnyæ otvet nastol~ko sloßen, qto pytat~sØ formulirovat~ ego v obwem sluqae ne imeet nikakogo smysla – formulirovka budet dlinnee, qem dokazatel~stvo.

NastoØwaØ rabota vosproizvodit qast~ §§1, 4 i 5 glavy V dissertacii avtora [10], otnosØwu¸sØ k simplektiqeskoæ gruppe. Kak uße upominalos~, osnovnoæ rezul~tat fftoæ glavy, teorema 10, byl anonsirovan v [11, 13, 73], no ego polnoe dokazatel~- stvo dlØ simplektiqeskogo sluqaØ nikogda ne publikovalos~ –

PODGRUPPY SIMPLEKTIQESKO` GRUPPY 9

i seæqas Ø postara¸s~ ob¨Øsnit~, poqemu.

V moment napisaniØ teksta [10] Ø raspolagal qetyr~mØ razliqnymi dokazatel~stvami teoremy (ili qut~ bolee slabyh rezul~tatov). �ti dokazatel~stva byli osnovany na vyqisleniØh s qetyr~mØ razliqnymi tipami fflementov, a imenno, • dlinnymi kornevymi unipotentami gT_{i,−i}(ξ)g^{−1}, • korotkimi kornevymi unipotentami gT_{ij} (ξ)g^{−1}, i ≠ ±j, • dlinnymi kornevymi invol¸ciØmi gD_i(−1)g^{−1}, • korotkimi kornevymi invol¸ciØmi gD_{ij} (−1)g^{−1}, i ≠ ±j, gde g ∈ GSp(2l, R). Odnako, ni odno iz fftih dokazatel~stv ne kazalos~ mne v to vremØ vpolne udovletvoritel~nym po sledu¸wim priqinam.

• Dokazatel~stvo, ispol~zu¸wee dlinnye kornevye unipotenty, povtorØ¸wee dokazatel~stvo iz [5], ne ispol~zuet predpoloßeniØ 2 ∈ R^∗, no ono rabotaet lix~ dlØ razbieniØ na samosoprØßennye klassy. V sluqae nesamosoprØßennyh klassov gruppa

E_Γ(ν) ne poroßdaetsØ soderßawimisØ v neæ dlinnymi kornevy-

mi unipotentami, tak qto oboætis~ tol~ko imi v dokazatel~stve prosto nevozmoßno.

• Dokazatel~stvo, ispol~zu¸wee korotkie kornevye unipotenty, podraßa¸wee vyqisleniØm iz [5] v simplektiqeskom sluqae, bylo edinstvennym dokazatel~stvom, kotoroe dokazyvalo sformulirovannu¸ vyxe teoremu v polnoæ obwnosti. Odnako, pervonaqal~naØ versiØ fftogo dokazatel~stva byla nastol~ko tehniqna, qto menØ travmirovala ideØ napisaniØ neskol~kih desØtkov stranic standartnyh vyqisleniæ v vide, prigodnom dlØ publikacii. Tol~ko pozße Ø zametil, qto primenenie kratnogo kommutirovaniØ delaet vtoru¸ polovinu dokazatel~stva iz [5] vovse ne nußnoæ, tak kak sravnivaØ vkl¸qeniØ, dokazannye v pervoæ qasti, dlØ samoæ matricy g ∈ H s takimi ße vkl¸qeniØmi dlØ vsevozmoßnyh kornevyh fflementov gt_{ij} (ξ)g^{−1} ∈ H, my moßem poluqit~ vse neobhodimye vkl¸qeniØ. DlØ GL_n ffto bolee civilizovannoe dokazatel~stvo izloßeno v [73] i [64]. DlØ drugih klassiqeskih grupp ffta ideØ pozvolila sokratit~ pervonaqal~noe dokazatel~stvo raza v qetyre, dlØ SO_n ffto v toqnosti dokazatel~stvo, izloßennoe v §4 raboty [16].

• SoderßaweesØ v [10] dokazatel~stvo, ispol~zu¸wee dlinnye kornevye invol¸cii, kotoroe my vosproizvodim v nastoØweæ

10 N. A. VAVILOV

stat~e, rabotaet v predpoloßenii, qto H soderßit ne tol~ko podgruppu E_Γ(ν), a kaku¸-to soderßawu¸ ee podgruppu, poroßdennu¸ dlinnymi kornevymi invol¸ciØmi – sama E_Γ(ν) poroßdaetsØ imi tol~ko dlØ razbieniØ na samosoprØßennye bloki. Odnako, daße v fftom sluqae ono ispol~zuet uslovie 2 ∈ R^∗, kotoroe kak raz v fftom sluqae ØvlØetsØ izlixnim!

• Dokazatel~stvo, ispol~zu¸wee korotkie kornevye invol¸- cii, poqti tak ße sloßno tehniqeski, kak i dokazatel~stvo, ispol~zu¸wee korotkie kornevye unipotenty, i snova samym suwestvennym obrazom ispol~zuet uslovie 2 ∈ R^∗ daße v teh sluqaØh, kogda ono ØvlØetsØ izlixnim.

V to vremØ Ø sqital, qto predpoloßenie 2 ∈ R^∗ v dokazatel~- stve teoremy v moeæ dissertacii svØzano ne s suwestvom dela, a s metodom dokazatel~stva. Poskol~ku snØt~ ego v obwem sluqae ne udavalos~, a publikovat~ dlinnoe dokazatel~stvo togo, qto mne kazalos~ nezakonqennym rezul~tatom, ne hotelos~, Ø opublikoval v [14] obwu¸ dlØ vseh qetyreh podhodov qast~ dokazatel~stva, ne zavisØwu¸ ot usloviØ 2 ∈ R^∗, i nadolgo poterØl interes k fftoæ zadaqe.

Mnogo pozße, uße v kontekste teorii Baka [47, 48, 52, 56] Ø zametil, qto predpoloßenie 2 ∈ R^∗ zdes~ svØzano ne s metodom dokazatel~stva, a s suwestvom dela, esli formulirovat~ standartnyæ otvet v toæ forme, kak Ø ffto delal v 1980-e gody. A imenno, v sluqae, kogda 2 /∈ R^∗ pri l¸bom h(ν) suwestvu¸t oqevidnye kontr-primery k standartnomu opisani¸ i faktiqeski takie primery byli privedeny v rabote Abe i Sudzuki [46].

Vot takoæ primer. Pust~ I E R – ideal kol~ca R. Oboznaqim qerez I_2 – R-podmodul~, poroßdennyæ ξ^2 i 2ξ dlØ vseh ξ ∈ I. S toqki zreniØ teorii Baka I_2 – ffto v toqnosti minimal~nyæ otnositel~nyæ formennyæ parametr Γ_{min}. Rassmotrim podgruppu H, poroßdennu¸ H = ⟨ T_{ij} (ξ), ξ ∈ R, i ≠ ±j, ε_i = ε_j ; T_{ij} (ξ), ξ ∈ I, i ≠ ±j, ε_i = −ε_j ; T_{i,−i}(ξ), ξ ∈ I_2, i = 1, . . . , −1 ⟩ . �ta podgruppa soderßit E(l, R) v giperboliqeskom vloßenii, no pri I_2 ≠ I ne ØvlØetsØ standartnoæ. RazumeetsØ, v [46] privodilsØ kontr-primer k standartnomu opisani¸ normal~nyh podgrupp

PODGRUPPY SIMPLEKTIQESKO` GRUPPY 11

i pofftomu rassmatrivalas~ ne ffta podgruppa, a normal~noe zamykanie ⟨T_{ij} (ξ), ξ ∈ I, i ≠ ±j⟩ v Ep(2l, R), no sut~ ot fftogo ne menØetsØ. Ewe bolee surovye otkloneniØ ot standartnosti voznika¸t, esli rassmatrivat~ bloki razmera 2, sm. [37, 38, 54].

Poskol~ku polnyæ perenos fftoæ teoremy na unitarnye gruppy predstavlØet soboæ bol~xu¸ samostoØtel~nu¸ zadaqu, Ø rexil opublikovat~ dokazatel~stvo dlØ simplektiqeskogo sluqaØ as is, primerno v tom vide, kak ono izloßeno v [10]. Tem samym, nasto- ØwaØ rabota zaverxaet publikaci¸ polnyh dokazatel~stv vseh rezul~tatov [10] – ne proxlo i 20 let!

§2. SimplektiqeskaØ gruppa

V nastoØwem paragrafe my korotko napomnim osnovnye oboznaqeniØ, otnosØwiesØ neposredstvenno k simplektiqeskomu sluqa¸, vse nußnye nam rezul~taty, otnosØwiesØ k fftomu sluqa¸, moßno naæti v [13, 22, 24, 39, 41, 54, 55, 66, 71, 74]. Simplektiqeskie gruppy ØvlØ¸tsØ odnosvØznymi gruppami Xevalle tipa C_l i s fftoæ toqki zreniØ obsußda¸tsØ v interesu¸wih nas aspektah, naprimer, v [7, 72, 73]. S drugoæ storony, simplektiqeskie gruppy voznika¸t kak ves~ma special~nyæ primer bakovskih giperboliqeskih unitarnyh grupp U^λ(2l, R, Λ) nad formennym kol~com (R, Λ), poluqa¸wiæsØ v sluqae, kogda invol¸ciØ na R trivial~na, λ = −1, a Λ = Λ_{max}, pofftomu k nim primenimy vse rezul~taty rabot [29–36, 47, 48, 52, 53, 57, 61], priqem dokazatel~stva dlØ simplektiqeskih grupp obyqno trebu¸t lix~ nebol~xoæ qasti vyqisleniæ, neobhodimyh v obwem sluqae.

Pust~ R – kommutativnoe kol~co, R^∗ – ego mul~tiplikativnaØ gruppa, G = GL(n, K) – polnaØ lineænaØ gruppa stepeni n nad R. Kak obyqno, dlØ matricy a ∈ G qerez a_{ij} oboznaqaetsØ ee kofffficient, stoØwiæ na meste (i, j), t.e. a = (a_{ij}), 1 6 i, j 6 n. Qerez a^{−1} = (a^′_{ij} ) oboznaqaetsØ obratnaØ k a matrica, a qerez

a^t – transponirovannaØ. Kak obyqno, e – ediniqnaØ matrica po-

rØdka n, a e_{ij} – standartnaØ matriqnaØ edinica, t.e. matrica, u kotoroæ v pozicii (i, j) stoit 1 i nuli vo vseh ostal~nyh poziciØh. �lementarnymi trasvekciØmi v G nazyva¸tsØ matricy vida t_{ij}(ξ) = e + ξe_{ij}, ξ ∈ R, i ≠ j. Podgruppa v G, poroßdennaØ vsemi fflementarnymi transvekciØmi, nazyvaetsØ fflementarnoæ podgruppoæ i oboznaqaetsØ E(n, R).

12 N. A. VAVILOV

V nastoØweæ stat~e my vsegda imeem delo so sluqaem qetnogo n = 2l. Nam budet udobno sleduØ Rodßeru Karteru zanumerovat~ stroki i stolbcy matric iz G sledu¸wim obrazom:

1, . . . , l, −l, . . . , −1. V dal~neæxem qerez ε_i oboznaqaetsØ znak in-

deksa i. Takim obrazom, ε_i = +1, esli i = 1, . . . , l i ε_i = −1 v protivnom sluqae. Toqno takaØ ße numeraciØ primenØetsØ ko vsem drugim vstreqa¸wimsØ ob¨ektam. Tak, bazis modulØ V = R^{2l} numeruetsØ kak e_1, . . . , e_l, e_{−l}, . . . , e_{−1}, a bazis modulØ V^∗ =^{2l}R – kak e^1, . . . , e^l, e^{−l}, . . . , e^{−1}. Oboznaqim qerez sdiag(λ_1, . . . , λ_n) matricu, u kotoroæ na poboqnoæ diagonali v napravlenii s Severo-Vostoka na ıgo- Zapad stoØt λ_1, . . . , λ_n i nuli vo vseh ostal~nyh mestah, i poloßim F = F_n = sdiag(1, . . . , 1, −1, . . . , −1), gde kak koliqestvo 1, tak i koliqestvo −1 ravnØetsØ l. Inaqe govorØ, fflementy matricy F = (F_{ij}) opredelØ¸tsØ usloviem F_{ij} = ε_iδ_{i,−j} .

Opredelim na V simplektiqeskoe skalØrnoe proizvedenie B s matriceæ Grama F = F_{2l} posredstvom B(e_i, e_j) = ε_iδ_{i,−j}. Po opredeleni¸ simplektiqeskaØ gruppa Γ = Sp(2l, R) sostoit iz teh matric g iz polnoæ lineænoæ gruppy GL(V ) = GL(2l, R), kotorye sohranØ¸t skalØrnoe proizvedenie, B(gu, gv) = B(u, v). Inymi slovami, matrica g = (g_{ij}) ∈ SL(2l, R) v tom i tol~ko tom sluqae prinadleßit Sp(2l, R), kogda gF g^t = F ili, qto to ße samoe, kogda g^′_{ij} = ε_iε_j g_{−j,−i} dlØ vseh i, j = 1, . . . , −1, S toqki zreniØ teorii algebraiqeskih grupp gruppa Sp(2l, R) ØvlØetsØ gruppoæ Xevalle tipa C_l (teorema Ri).

Krome obyqnyh simplektiqeskih grupp rassmatriva¸tsØ takße polnye simplektiqeskie gruppy GSp(2l, R), sohranØ¸wie formu B v smysle podobiØ, B(gu, gv) = λB(u, v). Inaqe govorØ, matricy iz GSp(2l, R) udovletvorØ¸t sootnoxeni¸ gF g^t = λF dlØ podhodØwego mul~tiplikatora λ = λ(g) ∈ R^∗. Takim obrazom, dlØ matriqnyh fflementov matric iz gruppy GSp(2l, R) vypolnØetsØ sledu¸wee uslovie: λ(g)g^′_{ij} = ε_iε_j g_{−j,−i} dlØ vseh i, j = 1, . . . , −1, Kak obyqno, (fflementarnoæ) simplektiqeskoæ transvekcieæ nazyvaetsØ odna iz matric T_{ij}(ξ), ξ ∈ R, i ≠ j, vida T_{ij}(ξ) = T_{−j,−i}(−ξ) = e + ξe_{ij} − ε_iε_j ξe_{−j,−i}, i ≠ ±j,

PODGRUPPY SIMPLEKTIQESKO` GRUPPY 13

ili vida T_{i,−i}(ξ) = e + ξe_{i,−i}, j = −i. S toqki zreniØ teorii grupp Xevalle ffti fflementy ØvlØ¸tsØ, sootvetstvenno, korotkimi i dlinnymi (fflementarnymi) kornevymi fflementami gruppy Γ.

SootnoxeniØ meßdu simplektiqeskimi transvekciØmi ØvlØ- ¸tsØ qastnymi sluqaØmi kommutacionnoæ formuly Xevalle (sm., naprimer [44]), v Øvnom vide oni privedeny, naprimer, v [13, 22, 41]. Osnovnu¸ rol~ v nastoØweæ rabote igraet fflementarnaØ simplektiqeskaØ gruppa Ep(2l, R), t.e. podgruppa v Γ, poroßdennaØ vsemi fflementarnymi simplektiqeskimi transvekci- Ømi vida T_{ij}(ξ), ξ ∈ R, i ≠ j.

Mnogie rassußdeniØ nastoØweæ stat~i samym suwestvennym obrazom zavisØt ot sledu¸wih utverßdeniæ. Pervye iz nih legko vyteka¸t iz kommutacionnoæ formuly Xevalle i klassiqeski izvestny. Drugie dva – normal~nost~ fflementarnoæ podgruppy ili, qto to ße samoe, ee nezavisimost~ ot vybora bazisa – ffto sootvetstvenno teorema Suslina v lineænom sluqae i teorema Kopeæko—Taddei v simplektiqeskom [39, 66] (sm. takße [52, 55, 58, 64, 71, 72] po povodu drugih dokazatel~stv i dal~- neæxih ssylok).

• Pust~ R – kommutativnoe kol~co, a n > 3. Togda fflementarnaØ gruppa E(n, R) soverxenna.

• Pust~ R – kommutativnoe kol~co, a l > 2, priqem dlØ

l = 2 predpoloßim dopolnitel~no, qto u R net poleæ vyqetov

iz 2-h fflementov. Togda fflementarnaØ simplektiqeskaØ gruppa

Ep(2l, R) soverxenna.

• Pust~ R – kommutativnoe kol~co, a n > 3. Togda fflementarnaØ gruppa E(n, R) normal~na v GL(n, R).

• Pust~ R – kommutativnoe kol~co. Togda dlØ l¸bogo l > 2 fflementarnaØ gruppa Ep(2l, R) normal~na v GSp(2l, R). Imenno neobhodimost~ ispol~zovat~ ffti fakty (i vyqisleniØ, voznika¸wie pri ih dokazatel~stve!) ob¨ØsnØet ograniqeniØ na razmer blokov v naxeæ teoreme.

Oboznaqim qerez W = W (C_l) ∼= Oct_l gruppu VeælØ gruppy Γ. Pust~, kak vsegda, n = 2l, a indeksy zanumerovany kak obyqno:

1, . . . , l, −l, . . . , −1. Napomnim, qto oktaffdral~naØ gruppa Oct_l, so-

stoit iz vseh perestanovok iz simmetriqeskoæ gruppy S_{2l}, kom-

14 N. A. VAVILOV

mutiru¸wih so smenoæ znaka, t.e. takih, qto w(−i) = −w(i) dlØ vseh i. DlØ perestanovki w ∈ W my budem toæ ße bukvoæ oboznaqat~ i l¸bu¸ simplektiqesku¸ monomial~nu¸ matricu vida ∑ λ_ie_{w(i),i}, gde λ_i ∈ R^∗.

Privodimoe v nastoØweæ rabote dokazatel~stvo osnovano na ispol~zovanii soderßawihsØ v Ep(2l, R) poluprostyh fflementov. A imenno, dlØ l¸byh i = 1, . . . , −1, ε ∈ R^∗, my oboznaqaem qerez

D_i(ε) dlinnyæ poluprostoæ kornevoæ fflement D_i(ε) = d_{i,−i}(ε) = e + (ε − 1)e_{ii} + (ε^{−1} − 1)e_{−i,−i}, Esli, krome togo, i ≠ ±j, to D_{ij} (ε) oboznaqaet korotkiæ poluprostoæ kornevoæ fflement D_{ij} (ε) = e + (ε − 1)e_{ii} + (ε^{−1} − 1)e_{jj} + (ε^{−1} − 1)e_{−i,−i} + (ε − 1)e_{−j,−j}. Kak oqen~ horoxo izvestno, matricy D_i(ε) i D_{ij} (ε) vyraßa¸tsØ kak proizvedeniØ fflementarnyh simplektiqeskih transvekciæ i, tem samym, prinadleßat Ep(2l, R).

Kak pravilo, my ispol~zuem tol~ko dlinnye kornevye invol¸cii D_i(−1) i korotkie kornevye invol¸cii D_{ij}(−1).

§3. Vspomogatel~nye utverßdeniØ

V nastoØwem paragrafe my soberem neskol~ko vspomogatel~- nyh utverßdeniæ, kotorye libo proverØ¸tsØ beshitrostnym vyqisleniem, libo rutinny, v tom smysle, qto dokazatel~stva analogiqnyh utverßdeniæ desØtki raz vstreqalis~ v literature. My prodolßaem predpolagat~, qto R – kommutativnoe kol~co takoe, qto 2 ∈ R^∗, a Γ = GSp(2l, R). Sledu¸wee utverßdenie – ffto predloßenie 1 raboty [14].

Lemma 1. DlØ l¸boæ podgruppy H v Γ, soderßaweæ gruppu EΓ(ν)

dlØ takogo samosoprØßennogo otnoxeniØ ffkvivalentnosti ν na I, qto h(ν) > 2, suwestvuet edinstvennaØ naibol~xaØ simplektiqeskaØ set~ σ takaØ, qto E_Γ(σ) 6 H.

Dostatoqno poloßit~ σ_{ij} = R pri i ∼ j i σ_{ij} = {ξ ∈ R | T_{ij}(ξ) ∈ H}, pri i ≁ j. Standartnye vyqisleniØ, ne ispol~zu¸wie niqego, krome kommutacionnoæ formuly Xevalle, pokazyva¸t, qto vse σ_{ij} ØvlØ¸tsØ idealami v R. Zametim, vproqem, qto dlØ sluqaØ i = −j pri fftom prihoditsØ ispol~zovat~ fflementy T_{ik}(1/2). ˚vnym obrazom vse ffti vyqisleniØ privedeny v §7 raboty [14].

PODGRUPPY SIMPLEKTIQESKO` GRUPPY 15

To, qto poluqa¸waØsØ pri fftom sistema idealov deæstvitel~no ØvlØetsØ set~¸, v gorazdo bol~xeæ obwnosti dokazano v [7]. Konkretno dlØ simplektiqeskoæ gruppy ffto vyqislenie vosproizvedeno v [14], pri fftom dokazatel~stva vkl¸qeniæ σ_{ij}σ_{j,−i} 6 σ_{i,−i} i σ_{ij}σ_{j,−j} 6 σ_{i,−j} takße ispol~zu¸t obratimost~ 2. Obratite vnimanie, qto dlØ razbieniæ na samosoprØßennye klassy zdes~

σ_{i,−i} = R dlØ vseh i, tak qto dlØ fftogo sluqaØ utverßdenie lemmy

vypolnØetsØ i bez predpoloßeniØ 2 ∈ R^∗.

Sledu¸wee utverßdenie – ffto predloßenie 2 raboty [14].

Lemma 2. Pust~ σ = (σij) i τ = τij – dve simplektiqeskie seti

idealov nad R, priqem h(σ) > 3. DlØ togo, qtoby dlØ matricy g = (g_{ij}) ∈ Γ s obratnoæ matriceæ g^{−1} = (g^′_{ij}) vypolnØlos~ vkl¸qenie gΓ(σ)g^{−1} 6 Γ(τ ), neobhodimo i dostatoqno, qtoby dlØ l¸bogo nabora indeksov i, j, r, s vypolnØlos~ vkl¸qenie g_{ir}σ_{rs}g^′_{rs} ⊆ zτ_{ij}. �ti usloviØ dlØ vseh naborov indeksov ffkvivalentny tem ße usloviØm dlØ teh naborov, v kotoryh r ≠ ±s.

Takße i ffta lemma dokazyvaetsØ prØmym matriqnym vyqisleniem, vse osnovnye momenty kotorogo mnogokratno vstreqalis~ v literature. DlØ simplektiqeskoæ gruppy vse detali Øvnym obrazom propisany v [14].

L¸boæ fflement gruppy Sp(2l, R), soprØßennyæ s D_i(−1), nazyvaetsØ dlinnoæ kornevoæ invol¸cieæ, a soprØßennyæ s D_{ij} (−1) – korotkoæ kornevoæ invol¸cieæ. Naibolee vaßnymi primerami kornevyh invol¸ciæ, s toqki zreniØ dal~neæxego, ØvlØ¸tsØ

D_i(−1)T_{ih}(ξ), h ≠ ±i, i D_{ij} (−1)T_{ih}(ξ), h ≠ ±i, ±j. Kornevye in-

vol¸cii v simplektiqeskom sluqae oblada¸t toqno takimi ße svoæstvami, kak kornevye unipotenty v ortogonal~nom.

Rol~ kornevyh invol¸ciæ opredelØetsØ tem, qto oni poroßda¸t podgruppy E_Γ(σ). Sledu¸wie dva utverßdeniØ igra¸t tu ße rol~, qto lemma 3 v rabote [16].

Lemma 3. Pri h(σ) > 3 gruppa EΓ(σ) poroßdaetsØ soderßawi-

misØ v neæ korotkimi kornevymi unipotentami.

Dokazatel~stvo. V samom dele, pust~ ξ ∈ σi,−i. Voz~mem j > i,

j ≠ ±i. Togda T_{i,−i}(ξ) = [T_{ij}(1/2), T_{j,−i}(ξ)], priqem oba korotkih

kornevyh unipotenta v pravoæ qasti prinadleßat E_Γ(σ).

16 N. A. VAVILOV

Lemma 4. Pri h(σ) > 3 gruppa^~EΓ(σ) poroßdaetsØ soderßawi-

misØ v Γ(σ) dlinnymi kornevymi invol¸ciØmi.

Dokazatel~stvo. Tak kak proizvedenie dlinnyh kornevyh in-

vol¸ciæ D_i(−1) i D_i(−1)T_{ij} (ξ), ξ ∈ σ_{ij}, j ≠ ±i, est~ korotkiæ kornevoæ fflement T_{ij}(ξ), to podgruppa, poroßdennaØ vsemi leßawimi v Γ(σ) dlinnymi kornevymi invol¸ciØmi, soderßit vse leßawie v Γ(σ) korotkie kornevye fflementy, a vmeste s tem, po predyduweæ lemme, i gruppu E_Γ(σ).

Ustanovim nekotorye prosteæxie zavisimosti meßdu matriqnymi kofffficientami kornevyh invol¸ciæ. Sledu¸wie rezul~- taty, ØvlØ¸wiesØ analogami lemm 8–10 raboty [16], proverØ- ¸tsØ neposredstvennym vyqisleniem. V nih b oboznaqaet proizvol~nu¸ kornevu¸ invol¸ci¸ v Sp(2l, R), dlinnu¸ ili korotku¸.

Lemma 5. Pri vseh i ≠ j imeet mesto ravenstvo bij = εiεj b−j,−i.

V qastnosti, b_{i,−i} = 0.

Dokazatel~stvo. PervaØ formula vytekaet iz togo, qto korne-

vaØ invol¸ciØ deæstvitel~no ØvlØetsØ invol¸cieæ, a vtoraØ poluqaetsØ iz ravenstva b_{i,−i} = −b_{i,−i} i obratimosti 2.

Lemma 6. DlØ l¸bogo dlinnogo otraßeniØ b i l¸byh qetyreh po-

parno razliqnyh indeksov i, j, h, k imeet mesto ravenstvo b_{ih}b_{jk} − b_{ik}b_{jh} = −ε_hε_j b_{i,−j}b_{−h,k} = ε_kε_j b_{i,−j}b_{−k,h}. Lemma 7. DlØ l¸bogo dlinnogo otraßeniØ b i l¸byh treh popar-

no razliqnyh indeksov i, j, h imeet mesto ravenstvo b_{ij} = b_{ij}b_{hh} − b_{ih}b_{hj} − b_{i,−h}b_{−h,j}. §4. Izvleqenie kornevyh unipotentov

V nastoØwem paragrafe my ustanavlivaem neskol~ko tehniqeskih utverßdeniæ ob izvleqenii transvekciæ v podgruppe

H > EΓ(ν). Sledu¸wie dve lemmy proverØ¸tsØ neposredstven-

nym vyqisleniem, priqem vyqisleniem, analogiqnym tem, kotorye desØtki raz provodilis~ v rabotah [1–18]. �to v toqnosti lemmy 2 i 3 raboty [14], i my ne budem vosproizvodit~ ih dokazatel~stva, kotorye, k tomu ße, niqem ne otliqa¸tsØ ot dokazatel~stv lemm 4 i 5 raboty [12].

PODGRUPPY SIMPLEKTIQESKO` GRUPPY 17

Lemma 8. Pust~ h(ν) > 3, a v matrice g ∈ H imeem gij = δij dlØ

vseh i ≠ −r, j ≠ r. Togda g_{ir} ∈ σ_{ir} dlØ vseh i.

Lemma 9. Pust~ h(ν) > 3, a v matrice g ∈ H stroka s nome-

rom r sovpadaet s sootvetstvu¸weæ strokoæ ediniqnoæ matricy, t.e. g_{rj} = δ_{rj} dlØ vseh j. Togda g_{is} ∈ σ_{is} dlØ vseh i ≠ −r i vseh s ∼ r, s ≠ r. Sformuliruem teper~ dva kl¸qevyh tehniqeskih utverßdeniØ ob izvleqenii simplektiqeskih transvekciæ, sm. [14], lemma 4 i lemma 5. Rassmatrivaemye v nih klassy fflementov mogut na pervyæ vzglØd pokazat~sØ nadumannymi, odnako v deæstvitel~- nosti req~ zdes~ idet o dvuh sluqaØh paraboliqeskoæ redukcii, tak qto ffti lemmy estestvenno voznika¸t kak v privedennom niße dokazatel~stve teoremy, osnovannom na ispol~zovanii otraßeniæ, tak i v dokazatel~stvah, ispol~zu¸wih kornevye unipotenty. V fftih lemmah my rassmatrivaem podgruppu H > E_Γ(ν) i oboznaqaem qerez σ associirovannu¸ s neæ set~, postroennu¸ v lemme 1. DlØ l¸byh dvuh indeksov p ≠ ±q opredelim podgruppu Y_{pq} = {g ∈ GSp(2l, R) | g_{ij} = δ_{ij}, i ≠ p, −q, j ≠ q, −p}. Analogiqno, dlØ l¸byh treh ffkvivalentnyh indeksov h, p, q takih, qto indeksy ±h, ±p, ±q poparno razliqny, opredelim podgruppu Y_{hpq} = {g ∈ GSp(2l, R) | g_{ij} = δ_{ij} , i ≠ h, −p, −q, j ≠ −h, p, q, g_{hh} = 1, g_{−p,h} = g_{−q,h} = 0}. Izobrazim dlØ primera podgruppu Y_{−1,2} 6 GSp(6, R) i Y_{−1,2,3} 6

GSp(8, R)

Y_{−1,2} =

∗ ∗ 0 0 0 0 ∗ ∗ 0 0 0 0 ∗ ∗ 1 0 0 0 ∗ ∗ 0 1 0 0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ,

18 N. A. VAVILOV

Y_{−1,2,3} =

∗ ∗ ∗ 0 0 0 0 0 ∗ ∗ ∗ 0 0 0 0 0 ∗ ∗ ∗ 0 0 0 0 0 ∗ ∗ ∗ 1 0 0 0 0 ∗ ∗ ∗ 0 1 0 0 0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 0 1 Kak uße otmeqalos~, sledu¸wie dve bolee special~nye lemmy takße dokazany v [14]. Odnako, tak kak stat~Ø [14] ne perevodilas~ na angliæskiæ, a dokazatel~stva tehniqeski uße zametno sloßnee, qem dokazatel~stva lemm 3–9, my vosproizvedem zdes~ vse neobhodimye vyqisleniØ^1.

Lemma 10. Pust~ h(ν) > 3, a matrica g ∈ H ∩ Ypq dlØ nekotoryh

p ≠ ±q. Togda g_{hp} ∈ σ_{hp} dlØ vseh h.

Dokazatel~stvo. Fiksiruem vnaqale nekotoroe h ≁ q, vyberem

k ∼ h, k ≠ ±h, i rassmotrim kommutator b = [a^{−1}, T_{kh}(1)]. PrØ-

mym vyqisleniem, ispol~zu¸wim simplektiqnost~ matricy a, moßno proverit~, qto b = T_{kq}(a_{hq} )T_{k,−p}(a_{h,−p})T_{ph}(a_{hk})T_{−q,h}(a_{−q,k}). Esli v klasse, v kotorom leßit q, naædetsØ takoe s, qto s ≠ ±p, ±q, to k matrice c = [b, T_{qs}(1)] = T_{ks}(a_{hq} )T_{−h,s}(±a_{−q,k}) moßno primenit~ lemmu 8 i zakl¸qit~, qto a_{hq} ∈ σ_{ks} = σ_{hq} . RazumeetsØ, toqno tak ße rassmatrivaetsØ i sluqaæ, kogda v klasse, v kotorom leßit h, naædetsØ fflement, otliqnyæ ot ±h, ±k.

DlØ zaverxeniØ analiza sluqaØ h ≁ q nam nußno ewe rassmotret~ situaci¸, kogda klass q sostoit rovno iz qetyreh fflementov ±q, ±p, a klass h sostoit rovno iz qetyreh fflementov

1Krome togo, v dokazatel~stve lemmy 4 raboty [14] po nedosmotru propuwen pervyæ abzac i v lemmah 4 i 5 vs¸du ne pereqerknuty znaki ¸, tak qto vosstanovit~ proizvedennye tam vyqisleniØ, ne obrawaØs~ k [10] ili ne proizvodØ detal~nogo analiza dokazatel~stva lemmy 8 raboty [12], vse ravno nevozmoßno. Pro melkie opeqatki, tipa prevraweniØ pri vpisyvanii formul ot ruki koe-gde h v k, a p v q, ne govorim. Zdes~ vse ffti opeqatki ispravleny.

PODGRUPPY SIMPLEKTIQESKO` GRUPPY 19

±h, ±k. V ortogonal~nom sluqae rascepit~ transvekcii T_{kq}(a_{hq} )

i T_{ph}(a_{hk}) bylo nevozmoßno, iz-za suwestvovaniØ iskl¸qitel~- nogo vloßeniØ Spin(7, R) −→ SO(8, R), no v simplektiqeskom sluqae v naxem rasporØßenii poØvlØ¸tsØ dopolnitel~nye korni. Rassmotrim kommutator c = [b, T_{q,−q}(1)] ∈ H. ˚sno, qto c = T_{k,−q}(a_{hq})T_{−h,−q} (a_{−q,k})T_{k,−k}(∗)T_{−h,h}(∗), i tak kak −k ∼ k, −h ∼ h, to vmeste s tem gruppe H prinadleßit i matrica d = T_{k,−q}(a_{hq} )T_{−h,−q} (a_{−q,k}). Ostalos~ prokommutirovat~ d s T_{−k,k}(1), qtoby ubedit~sØ v tom, qto T_{−h,−q}(a_{hq} )T_{−q,q} (∗) prinadleßit H. Tak kak −q ∼ q, to a_{hq} ∈ σ_{−h,−q} = σ_{hq}, qto zakanqivaet dokazatel~stvo lemmy dlØ sluqaØ h ≁ q.

Pust~, nakonec, h ∼ −q. �to znaqit, qto klass, v kotorom leßit q, nesamosoprØßen. Pust~ s – kakoæ-nibud~ indeks iz fftogo klassa, otliqnyæ ot q, −p. Esli −p ∼ q, to dokazyvat~ neqego, dostatoqno prosto umnoßit~ a sleva na T_{qs}(−a_{sq} )T_{−p,s}(−a_{s,−p}), posle qego s-Ø stroka matricy a sovpadaet s s-æ strokoæ ediniqnoæ matricy, i my moßem soslat~sØ na lemmu 9. Pust~ pofftomu

−q ≁ p. V fftom sluqae, umnoßaØ a sleva na T_{ps}(−a_{ps}) i sprava

na T_{sq}(−a_{sq}), moßno sqitat~, qto a_{ps} = a_{sq} = 0. Teper~ rassmotrenie matricy b = aT_{sq}(1)a^{−1}T_{sq}(ξ) ∈ H privodit k vkl¸qeni- Øm a_{−q,s} ∈ σ_{−q,s} i a_{s,−p} ∈ σ_{s,−p}. Ostalos~ umnoßit~ a sleva na

T_{−q,s}(−a_{−q,s}) i sprava na T_{s,−p}(−a_{s,−p}), qtoby poluqit~ matricu,

v kotoroæ s-Ø stroka i s-æ stolbec sovpada¸t s sootvetstvu¸- wimi strokoæ i stolbcom ediniqnoæ matricy, i primenit~ k poluqivxeæsØ matrice lemmu 9. �to zaverxaet dokazatel~stvo lemmy.

Lemma 11. Pust~ h(ν) > 3, g ∈ H ∩ Yhpq . Togda gip, giq ∈ σih dlØ

vseh i ∼ h.

Dokazatel~stvo. Esli h, p, q prinadleßat samosoprØßennomu

klassu, to dokazyvat~ neqego, tak kak my moßem prosto soslat~- sØ na lemmu 9. Pust~ pofftomu ffti indeksy leßat v nesamosoprØßennom klasse. Zametim, preßde vsego, qto po lemme 9 imeem

a_{s,−h} ∈ σ_{s,−h} dlØ vseh s ∼ h, s ≠ h. Esli naædetsØ takoe s ∼ h, qto s ≠ h, p, q, to polagaØ b = aT_{sp}(−a_{sp})T_{sq}(−a_{sq})T_{s,−h}(−a_{s,−h}) ∈ H, my naædem matricu b ∈ H, u kotoroæ s-Ø stroka takaØ ße, kak s-Ø stroka ediniqnoæ matricy. Po lemme 9 imeem b_{ip}, b_{iq} ∈ σ_{ih}. Tak kak b_{ip} = a_{ip}, b_{iq} = a_{iq} pri i ∼ h, i ≠ −p, −q, to a_{ip}, a_{iq} ∈ σ_{ih} dlØ

20 N. A. VAVILOV

vseh takih i. Teper~, otbrasyvaØ iz b_{−p,p}, b_{−p,q}, b_{−q,p}, b_{−q,q} te slagaemye, pro kotorye uße izvestno, qto oni prinadleßat σ_{−h,h}, poluqaem, qto i a_{−p,p}, a_{−p,q}, a_{−q,p}, a_{−q,q} ∈ σ_{−h,h}. Budem pofftomu sqitat~, qto klass, kotoromu prinadleßit h, sostoit rovno iz treh fflementov h, p, q. UmnoßaØ a sprava na matricu T_{hp}(−a_{hp})T_{hq} (−a_{hq} )T_{h,−q} (−a_{h,−q} )T_{h,−p}(−a_{h,−p}), kotoraØ prinadleßit H po lemme 9, my moßem sqitat~, qto v matrice a vse fflementy a_{hj}, j = ±p, ±q, nulevye. Zametim teper~, qto podmatrica matricy a, stoØwaØ na pereseqenii strok i stolbcov s nomerami p, q, obratima, tak qto ee stroki i stolbcy unimodulØrny. Rassmotrim teper~ kornevoæ unipotent

b = aT_{pq}(1)a^{−1} ∈ H. Tak kak a_{hp} = a_{h,−q} = 0, to b_{hj} = δ_{hj} dlØ

vseh j, i, sledovatel~no, my moßem primenit~ k matrice c lemmu 9 i zakl¸qit~, qto b_{ip}, b_{iq} ∈ σ_{i,−h}. Esli i ≁ h i i ≠ −p, −q, to b_{ip} = a_{ip}a^′_{qp}, b_{iq} = a_{ip}a^′_{qq} . Tak kak stroka (a^′_{qp}, a^′_{qq}) unimodulØrna, to a_{ip} ∈ σ_{ih}. Teper~ vyqislenie fflementov b_{−p,q}, b_{−p,p}, b_{−q,q} pokazyvaet, qto a_{−p,p}a^′_{qq} ± a_{−q,p}a^′_{qp}, a_{−p,p}a^′_{qp} ± a_{−q,p}a^′_{qq} ∈ σ_{−p,p}. Sravnenie pervogo i tret~ego iz fftih fflementov pokazyvaet, qto

a_{−p,p}(a^′_{qq} )^2 ∈ σ_{−p,p}. Ostalos~ vspomnit~, qto a_{−p,p} ∈ σ_{−p,p}, a vme-

ste s tem, koneqno, i a_{−q,p} ∈ σ_{−q,p}. RassmatrivaØ vmesto b kornevoæ unipotent c = aT_{pq}(1)a^{−1} ∈ H, my toqno tak ße dokaßem, qto

a_{iq} ∈ σ_{iq} dlØ vseh i ∼ h, qto i zaverxaet dokazatel~stvo lemmy.

§5. Dokazatel~stvo teoremy

Sledu¸wie dve lemmy ØvlØ¸tsØ analogom lemmy 14 raboty [16]. Kak i tam, oni predstavlØ¸t soboæ duxu vsego dokazatel~- stva. Posle fftogo teorema dlØ nadgrupp ~E_Γ(σ) poluqaetsØ uße qisto formal~nymi manipulØciØmi.

Lemma 12. Pust~ h(ν) > 3 i b – dlinnoe kornevoe otraßenie,

soderßaweesØ v gruppe H > E_Γ(ν). Pust~, dalee, h, p, q – tri ffkvivalentnyh indeksa takih, qto vse xest~ indeksov ±h, ±p, ±q razliqny. Togda dlØ l¸byh α, β ∈ R takih, qto αb_{ph} + βb_{qh} = 0 spravedlivy vkl¸qeniØ b_{ih}α, b_{ih}β ∈ σ_{ih}.

Dokazatel~stvo. Kak i v dokazatel~stve lemmy 9 raboty [12]

rassmotrim korotkiæ kornevoæ unipotent c = bT_{hp}(α)T_{hq} (β)b^{−1},

PODGRUPPY SIMPLEKTIQESKO` GRUPPY 21

prinadleßawiæ H vmeste s b (razumeetsØ, v ortogonal~nom sluqae fftot kornevoæ unipotent byl dlinnym). Neposredstvennoe vyqislenie, ispol~zu¸wee lemmu 8, pokazyvaet, qto c_{ij} = δ_{ij} dlØ

i ≠ h, −p, −q i j ≠ −h, p, q. Takim obrazom, my moßem primenit~

k c lemmu 4 i zakl¸qit~, qto c_{ip}, c_{iq} ∈ σ_{ih}. Ostalos~ zametit~, qto c_{ip} = αb_{ih}, c_{iq} = βb_{ih}.

PredyduwaØ lemma daet nam sposob izvleqeniØ transvekciæ v sluqae, kogda libo klass, kotoromu prinadleßit h, nesamosoprØßen, libo on soprØßen i soderßit po kraæneæ mere 6 fflementov. Nam ostaetsØ ewe rassmotret~ sluqaæ, kogda fftot klass soderßit rovno 4 fflementa.

Lemma 13. Pust~ b – dlinnoe kornevoe otraßenie, soderßawe-

esØ v gruppe H > E_Γ(ν), i {±h, ±p} – klass ffkvivalentnosti ν. Togda dlØ l¸byh α, β ∈ R takih, qto αb_{ph} + βb_{−p,h} = 0 spravedlivy vkl¸qeniØ b_{ih}α, b_{ih}β ∈ σ_{ih}. Dokazatel~stvo. Po analogii s predyduweæ lemmoæ rassmo-

trim prinadleßawiæ H unipotent c = bT_{hp}(α)T_{h,−p}(β)b^{−1}. Snova takoe ße vyqislenie pokazyvaet, qto c_{ij} = δ_{ij} dlØ vseh i ≠ h, ±p i vseh j ≠ −h, ±p, a c_{−h,j} = δ_{−h,j} voobwe dlØ vseh j (v tom qisle i dlØ j = −h, ±p). Takim obrazom, my moßem primenit~ k c lemmu 3 i zakl¸qit~, qto c_{ip}, c_{i,−p} ∈ σ_{ih}. Ostalos~ zametit~, qto c_{ip} = αb_{ih}, c_{i,−p} = βb_{ih}. V dal~neæxem my budem primenØt~ ffti lemmy v sluqae α = b_{qh} i β = −b_{ph}, priqem v lemme 11 zdes~ q = −p. Teper~ u nas vse gotovo, qtoby zaverxit~ dokazatel~stvo teoremy.

Dokazatel~stvo teoremy. Pust~ a – nekotoraØ matrica iz H.

Zafiksiruem proizvol~nye r ≠ ±s i rassmotrim dlinnu¸ kornevu¸ invol¸ci¸ b = aD_r (−1)T_{rs}(ξ)a^{−1}. Naxeæ blißaæxeæ cel~¸ ØvlØetsØ dokazatel~stvo togo, qto b ∈ Γ(σ). V samom dele, fiksiruem indeksy i ≁ j. Esli hotØ by odin iz nih, skaßem j, leßit v klasse, soderßawem ewe dva fflementa p, q takih, qto vse fflementy ±j, ±p, ±q razliqny, to primeniv lemmu 10 my moßem zakl¸qit~, qto b_{ih}b_{ph}, b_{ih}b_{qh} ∈ σ_{ih}. Esli oba fflementa i i j leßat v qetyrehfflementnyh klassah, to pust~, skaßem, p ∼ j takovo, qto p ≠ ±j. Togda primenØØ lemmu 11, my moßem zakl¸qit~, qto b_{ih}b_{ph}, b_{ih}b_{−p,h} ∈ σ_{ih}.

22 N. A. VAVILOV

Rassmotrim teper~ dlinnu¸ kornevu¸ invol¸ci¸ c(ζ) = bD_j (−1)T_{jp}(ζ)b^{−1}. Po tol~ko qto dokazannomu c(ζ)_{ip}c(ζ)_{jp} ∈ σ_{ip}. PrØmoe vyqislenie pokazyvaet, qto c(ζ)_{ip} = ζ(b_{ij} + b_{ip}b_{pj} ) − 2b_{ip}(1 − b_{jj}), c(ζ)_{jp} = ζ(b_{jj} + b_{pp} − ξ + b_{jp}b_{pj}) − 2b_{jj}b_{jp}. VzØv zdes~ posledovatel~no ζ = 0, 1, 2 i vspomniv, qto b_{ij}b_{pj} ,

b_{ip}b_{jp} ∈ σ_{ij} = σ_{ip}, my poluqim, qto (b_{ij} + b_{ip}b_{pj} )(b_{jj} + b_{pp} − 1) ∈ σ_{ij}. Zapisav teper~ takoe ße vkl¸qenie dlØ matricy c(ζ) s zamenoæ j na p, snova polagaØ tam posledovatel~no ζ = 0, 1, 2 i uqityvaØ, qto b_{ij}b_{pj} ∈ σ_{ij}, my vidim, qto

(b_{ij} + b_{ip}b_{pj})(1 + b_{pj} (b_{jj} + b_{pp})) ∈ σ_{ij}.

Sravnenie s predyduwim vkl¸qeniem pokazyvaet, qto b_{ij} + b_{ip}b_{pj}(1 + b_{pj}) ∈ σ_{ij}. Snova podstavlØØ s¸da c(ζ) s zamenoæ j na p i polagaØ v poluqivxemsØ vkl¸qenii posledovatel~no ζ = 0, 1, 2, poluqim, qto b_{ij} + b_{ip}b_{pj} ∈ σ_{ij}. Analogiqnye rassmotreniØ dlØ dlinnoæ kornevoæ invol¸cii d(ζ) = bD_p(−1)T_{pj} (ζ)b^{−1} dadut nam vkl¸qenie b_{ip} + b_{ij}b_{jp} ∈ σ_{ij}, otkuda b_{ij} + b_{ip}b_{pj} ≡ b_{ij} − b_{ij}b_{jp}b_{pj} ≡ b_{ij} (mod σ_{ij}), qto i zakanqivaet dokazatel~stvo vkl¸qeniæ b_{ij} ∈ σ_{ij} dlØ vseh

i ≠ −j. Poskol~ku b_{i,−i} = 0 po lemme 7, to b ∈ Γ(σ).

Teper~ utverßdenie teoremy dlØ nadgrupp ~E_Γ(σ) momental~no vytekaet iz lemmy 6.

PODGRUPPY SIMPLEKTIQESKO` GRUPPY 23

§6. Prognoz

NastoØwaØ rabota vmeste s rabotami [15–17] v osnovnom zaverxaet publikaci¸ dokazatel~stv teh iz rezul~tatov doktorskoæ dissertacii avtora [10], kotorye ostavalis~ neopublikovannymi s konca 80-h godov. RazumeetsØ, za proxedxie posle poluqeniØ predstavlennogo zdes~ dokazatel~stva 20 let toqka zreniØ na to, qto sleduet sqitat~ estestvennoæ obwnost~¸ dlØ fftih rezul~tatov, izmenilas~. Seæqas Øsno, qto ih nußno bylo s samogo naqala dokazyvat~ ne v kontekste klassiqeskih grupp Xevalle, a v kontekste unitarnyh grupp nad formennymi kol~- cami (=general quadratic groups) i sootvetstvu¸wim obrazom modificirovat~ ponØtie standartnosti. Inymi slovami, vse otvety s samogo naqala sleduet formulirovat~ ne v terminah idealov, a v terminah formennyh idealov!

Pri fftom, v qastnosti, poluqa¸t estestvennoe ob¨Øsnenie vse fenomeny, svØzannye s neobratimost~¸ 2. RazumeetsØ, v predpoloßenii 2 ∈ R^∗ formennyæ ideal (I, Γ) formennogo kol~ca (R, Λ) polnost~¸ opredelØetsØ idealom I kol~ca R, tak kak v fftom sluqae avtomatiqeski Γ = I ∩ Λ. Imenno pofftomu avtoru v 1980-e gody udalos~ forsirovat~ standartnye otvety dlØ klassiqeskih grupp v terminah idealov cenoæ ne otveqa¸wego suti dela dopolnitel~nogo predpoloßeniØ 2 ∈ R^∗.

PredstavlØetsØ v vysxeæ stepeni pravdopodobnym, qto v nastoØwiæ moment my nakonec-to raspolagaem vsemi ideØmi i instrumentami, neobhodimymi dlØ togo, qtoby – cenoæ dopolnitel~nyh usiliæ, vozmoßno dovol~no znaqitel~nyh, no v osnovnom qisto tehniqeskih – perenesti s raswepimyh klassiqeskih grupp na unitarnye gruppy nad formennymi kol~cami i na iskl¸qitel~nye gruppy vse naliqnye rezul~taty o nadgruppah torov i subsystem subgroups. �to mnenie osnovano na sledu¸wih nedavnih prodvißeniØh.

• Vo-pervyh, napisannye za poslednie neskol~ko let raboty Viktora Petrova, AlekseØ Stepanova, Hon ı i avtora [23–25, 43, 61, 63–65, 74] pereveli zadaqi opisaniØ nadgrupp poluprostyh grupp v klassiqeskih gruppah nad kol~cami na soverxenno drugoæ tehnologiqeskiæ uroven~. Delo v tom, qto v fftih rabotah geometriqeskie metody polnost~¸ sovmeweny s lokalizacionnymi, v pervu¸ oqered~ s metodom lokalizacii-popolneniØ. �to daet principial~no drugoæ uroven~ svobody pri provedenii do-

24 N. A. VAVILOV

kazatel~stv v (poqti) kommutativnom sluqae. Dal~neæxie ssylki, otnosØwiesØ k geometriqeskim metodam, moßno naæti v [64, 19–21], a k lokalizacionnym – v [58, 59, 65]. S drugoæ storony, raboty Baka po teorii razmernosti [49, 51, 57, 59] otkryva¸t put~ k xirokim nekommutativnym obobweniØm lokalizacionnyh metodov, kotorye edinoobrazno ohvatyva¸t vse ime¸wiesØ rezul~taty, bez predpoloßeniæ kommutativnosti, usloviØ Ore i t.d.

• Vo-vtoryh, dlØ analogiqnoæ zadaqi ob opisanii nadgrupp raswepimyh maksimal~nyh torov perehod k bakovskim unitarnym gruppam v osnovnom prodelan Elizavetoæ Dybkovoæ v rabotah [29–36], po kraæneæ mere dlØ qetnyh grupp. DlØ polnogo perenosa na fftot sluqaæ vseh prexestvu¸wih rezul~tatov, otnosivxihsØ k rasxirennym raswepimym klassiqeskim gruppam, ostaetsØ lix~ provesti faktorizaci¸ po radikalu. Pri vseh tehniqeskih sloßnostØh, voznika¸wih v unitarnom sluqae, ffto predstavlØetsØ dostatoqno rutinnym meropriØtiem. Drugoæ vaßneæxeæ zadaqeæ zdes~ ØvlØetsØ obobwenie na neqetnye unitarnye gruppy (skaßem, v opredelenii Petrova [42] ili Baka— Morimoto [50]).

• V-tret~ih, v rabotah Mihaila Gavriloviqa, SergeØ Nikolenko i avtora [19–21] byl predloßen novyæ geometriqeskiæ podhod k vyqisleniØm v iskl¸qitel~nyh gruppah, kotoryæ pozvolØet provodit~ dlØ nih toqno takie ße dokazatel~stva, qto dlØ klassiqeskih grupp, s temi ße ocenkami na rangi podsistem, v kotoryh leßat ispol~zuemye unipotentnye fflementy. Na urovne K_1, v qastnosti, v zadaqah opisaniØ nadgrupp poluprostyh podgrupp, fftot metod trebuet lix~ vozmoßnosti vloßit~ kaßdyæ koren~ v podsistemu tipa A_2. Poka nam udalos~ prorabotat~ vse detali fftogo podhoda tol~ko dlØ grupp tipov E_6,

E_7 i F_4, no my uvereny, qto v dal~neæxem fftot metod udastsØ

perenesti i na sluqaæ E_8.

S uqetom fftogo moßno prognozirovat~, qto polnoe rexenie sledu¸wih dvuh zadaq moßet byt~ poluqeno v samoe blißaæxee vremØ.

Problema 1. Opisat~ nadgruppy EΓ(ν) v giperboliqeskoæ uni-

tarnoæ gruppe Γ = GU(2l, R, Λ) nad poqti kommutativnym formennym kol~com (R, Λ).

PODGRUPPY SIMPLEKTIQESKO` GRUPPY 25

Sozdanie rabota¸wih podhodov k rexeni¸ sledu¸weæ zadaqi dlØ iskl¸qitel~nyh grupp bylo odnoæ iz celeæ razvitiØ novogo geometriqeskogo metoda vyqisleniæ v iskl¸qitel~nyh gruppah v rabotah [19–21] i glavnoæ motivirovkoæ razrabotki metoda lokalizacii-popolneniØ v zadaqah o nadgruppah poluprostyh grupp v rabote [65].

Problema 2. Opisat~ nadgruppy fflementarnoæ gruppy E(Δ, R),

Δ ⊆ Φ, v gruppe Xevalle G(Φ, R), v predpoloßenii, qto Δ^⊥ = ∅ i vse neprivodimye komponenty podsistemy Δ ime¸t rang > 2.

Metod razloßeniØ unipotentov daval vozmoßnost~ poluqat~ rezul~taty takogo tipa tol~ko pri soverxenno nerealistiqnyh ocenkah na rangi neprivodimyh komponent, napodobie > 5.

Literatura

1. Z. I. Boreviq, Opisanie podgrupp polnoæ lineænoæ gruppy, soderßawih gruppu diagonal~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. LOMI 64 (1976), 12–29.

2. Z. I. Boreviq, N. A. Vavilov, Podgruppy polnoæ lineænoæ gruppy nad polulokal~nym kol~com, soderßawie gruppu diagonal~nyh matric. — Tr. Mat. in-ta AN SSSR 148 (1978), 43–57.

3. Z. I. Boreviq, N. A. Vavilov, Raspoloßenie podgrupp, soderßawih gruppu kletoqno diagonal~nyh matric, v polnoæ lineænoæ gruppe nad kol~com. — Matematika. Izv. VUZ’ov. ˝ 11 (1982), 12–16.

4. Z. I. Boreviq, N. A. Vavilov, O podgruppah polnoæ lineænoæ gruppy nad kommutativnym kol~com. — Dokl. AN SSSR 267, ˝ 4 (1982), 777–778.

5. Z. I. Boreviq, N. A. Vavilov, Raspoloßenie podgrupp v polnoæ lineænoæ gruppe nad kommutativnym kol~com. — Tr. Mat. in-ta AN SSSR 165 (1984), 24–42.

6. Z. I. Boreviq, N. A. Vavilov, V. Narkeviq, O podgruppah polnoæ lineænoæ gruppy nad dedekindovym kol~com. — Zap. nauqn. semin. LOMI 94 (1979), 13–20.

7. N. A. Vavilov, O paraboliqeskih podgruppah grupp Xevalle nad polulokal~nym kol~com. — Zap. nauqn. semin. LOMI 75 (1978), 43–58.

8. N. A. Vavilov, O podgruppah polnoæ lineænoæ gruppy nad polulokal~nym kol~com, soderßawih gruppu diagonal~nyh matric. — Vestn. Leningr. un-ta. ˝ 1 (1981), 10–15.

9. N. A. Vavilov, Podgruppy polnoæ lineænoæ gruppy nad polulokal~nym kol~com, soderßawie gruppu kletoqno-diagonal~nyh matric. — Vestn. Leningr. un-ta. ˝ 1 (1983), 16–21.

10. N. A. Vavilov, Podgruppy raswepimyh klassiqeskih grupp. Dokt. Diss., Leningr. Gos. Un-t, 1987, s. 1–334.

11. N. A. Vavilov, Stroenie raswepimyh klassiqeskih grupp nad kommutativnym kol~com. — Dokl. AN SSSR, 299, ˝ 6 (1988), 1300–1303.

26 N. A. VAVILOV

12. N. A. Vavilov, O podgruppah raswepimyh ortogonal~nyh grupp nad kol~- com. — Sib. Mat. ȷurn. 29, ˝ 4 (1988), 31–43.

13. N. A. Vavilov, O podgruppah raswepimyh klassiqeskih grupp. — Tr. Mat.

in-ta AN SSSR 183 (1990), 29–41.

14. N. A. Vavilov, O podgruppah polnoæ simplektiqeskoæ gruppy nad kommutativnym kol~com. — V kn.: Kol~ca i Moduli. Predel~nye Teoremy Teorii VeroØtnosteæ. ˝ 3, 16–38, Izd-vo SPbGU, 1993.

15. N. A. Vavilov, O podgruppah raswepimyh ortogonal~nyh grupp. II. — Zap.

nauqn. semin. POMI 265 (1999), 42–63.

16. N. A. Vavilov, Podgruppy raswepimyh ortogonal~nyh grupp nad kommutativnym kol~com. — Zap. nauqn. semin. POMI 281 (2001), 35–59.

17. N. A. Vavilov, O podgruppah spinornoæ gruppy, soderßawih raswepimyæ maksimal~nyæ tor. II. — Zap. nauqn. semin. POMI 289 (2002), 37–56.

18. N. A. Vavilov, Podgruppy gruppy SLn nad polulokal~nym kol~com. — Zap. nauqn. semin. POMI 343 (2007), 33–53.

19. N. A. Vavilov, M. R. Gavriloviq, A_2-dokazatel~stvo strukturnyh teorem dlØ grupp Xevalle tipov E_6 i E_7. — Algebra i Analiz 16, ˝ 4 (2004), 54–87.

20. N. A. Vavilov, M. R. Gavriloviq, S. I. Nikolenko, Stroenie grupp Xevalle: dokazatel~stvo iz Knigi. — Zap. nauqn. sem. POMI 330 (2006), 36–76.

21. N. A. Vavilov, S. I. Nikolenko, A_2-dokazatel~stvo strukturnyh teorem dlØ gruppy Xevalle tipa F_4. — Algebra i Analiz 20 (2008).

22. N. A. Vavilov, E. V. Dybkova, Podgruppy polnoæ simplektiqeskoæ gruppy, soderßawie gruppu diagonal~nyh matric. I, II. — Zap. nauqn. semin. LOMI 103 (1980), 31–47; 132 (1983), 44–56.

23. N. A. Vavilov, V. A. Petrov, O nadgruppah EO(2l, R). — Zap. nauq. semin. POMI 272 (2000), 68–85.

24. N. A. Vavilov, V. A. Petrov, O nadgruppah Ep(2l, R). — Algebra i Analiz 15, ˝ 3 (2003), 72–114.

25. N. A. Vavilov, V. A. Petrov, O nadgruppah EO(n, R). — Algebra i Analiz 19, ˝ 2 (2007), 10–51.

26. N. A. Vavilov, A. V. Stepanov, O podgruppah polnoæ lineænoæ gruppy nad kol~com, udovletvorØ¸wim usloviØm stabil~nosti. — Matematika. Izv. VUZ’ov. ˝ 10 (1989), 19–25.

27. N. A. Vavilov, E. A. Filippova, Nadgruppy Al�_1 v giperboliqeskom vloßenii. — (gotovitsØ k peqati).

28. I. Z. Golubqik, O podgruppah polnoæ lineænoæ gruppy nad associativnym kol~com. — Uspehi mat. nauk 39, ˝ 1 (1984), 125–126.

29. E. V. Dybkova, O setevyh podgruppah giperboliqeskih unitarnyh grupp.

— Algebra i Analiz 9, ˝ 4 (1997), 87–96.

30. E. V. Dybkova, Naddiagonal~nye podgruppy giperboliqeskoæ unitarnoæ gruppy dlØ horoxego formennogo kol~ca nad polem. — Zap. nauqn. semin. POMI 236 (1997), 87–96.

31. E. V. Dybkova, Formennye seti i rexetka naddiagonal~nyh podgrupp v simplektiqeskoæ gruppe nad polem harakteristiki 2. — Algebra i Analiz 10, ˝ 4 (1998), 113–129.

PODGRUPPY SIMPLEKTIQESKO` GRUPPY 27

32. E. V. Dybkova, O naddiagonal~nyh podgruppah giperboliqeskoæ unitarnoæ gruppy nad nekommutativnym telom. — Zap. nauqn. semin. POMI 289 (2002), 154–206.

33. E. V. Dybkova, Naddiagonal~nye podgruppy giperboliqeskoæ unitarnoæ gruppy dlØ horoxego formennogo kol~ca nad nekommutativnym telom. — Zap. nauqn. semin. POMI 305 (2003), 121–135.

34. E. V. Dybkova, Teorema Boreviqa dlØ giperboliqeskoæ unitarnoæ gruppy nad nekommutativnym telom. — Zap. nauqn. semin. POMI 321 (2005), 136–167.

35. E. V. Dybkova, Podgruppy giperboliqeskih unitarnyh grupp. Dokt. Diss.

SPb Gos. Un-t, 2006, s. 1–182.

36. E. V. Dybkova, Nadgruppy diagonal~noæ gruppy v giperboliqeskoæ unitarnoæ gruppe nad prostym artinovym kol~com. I. — Zap. nauqn. semin. POMI 338 (2006), 155–172.

37. V. A. Koæbaev, O podgruppah polnoæ lineænoæ gruppy, soderßawih gruppu fflementarnyh kletoqno-diagonal~nyh matric. — Vestn. Leningr. un-ta. ˝ 13 (1982), 33–40.

38. V. A. Koæbaev, Podgruppy polnoæ lineænoæ gruppy nad koneqnym polem, soderßawie gruppu fflementarnyh kletoqno-diagonal~nyh matric. — V kn.: Strukturnye svoæstva grupp. Ordßonikidze, Severo-Osetinskiæ un-t, 1982, s. 6–12.

39. V. I. Kopeæko, StabilizaciØ simplektiqeskih grupp nad kol~com mnogoqlenov. — Mat. Sb. 106, ˝ 1 (1978), 94–107.

40. A. Khatib, O podgruppah raswepimoæ ortogonal~noæ gruppy nad kommutativnym kol~com. — V kn.: Kol~ca i moduli. Predel~nye teoremy Teorii VeroØtnosteæ. No. 3. Izd-vo SPbGU, 1993, s. 74–86.

41. O. T. O’Mira, Lekcii o simplektiqeskih gruppah. M., Mir, 1979. 42. V. A. Petrov, Neqetnye unitarnye gruppy. — Zap. nauqn. semin. POMI 305 (2003), 195–225.

43. V. A. Petrov, Nadgruppy klassiqeskih grupp. Kand. Diss., SPb Gos. Un-t, 2005, s. 1–129.

44. R. Steænberg, Lekcii o gruppah Xevalle. M., Mir, 1973. 45. A. V. Stepanov, UsloviØ stabil~nosti v teorii lineænyh grupp nad kol~- cami. Kand. Diss., Leningr. Gos. Un-t, 1987, s. 1–112.

46. E. Abe, K. Suzuki, On normal subgroups of Chevalley groups over commutative rings. — Tôhoku Math. J. 28 no. 1 (1976), 185–198.

47. A. Bak, The stable structure of quadratic modules. Thesis, Columbia Univ., 1969. 48. A. Bak, K-theory of forms. vol. 98, Princeton, N.J., Princeton Univ. Press, 1981. 49. A. Bak, Lectures on dimension theory, group valued functors, and nonstable K-theory. Buenos Aires, 1995.

50. A. Bak, M. Morimoto, Equivariant surgery with middle-dimensional singular sets.

I. — Forum Math. 8 no. 3 (1996), 267–302.

51. A. Bak, A. Stepanov, Dimension theory and nonstable K-theory for net groups.

— Rend. Sem. Mat. Univ. Padova 106 (2001), 207–253.

52. A. Bak, N. Vavilov, Structure of hyperbolic unitary groups I. Elementary subgroups. — Algebra Colloq. 7 no. 2 (2000), 159–196.

28 N. A. VAVILOV

53. H. Bass, Unitary algebraic K-theory. — Springer Lecture Notes Math. 343 (1973), 57–265.

54. D. Costa, G. Keller, Radix redux: normal subgroups of symplectic groups. — J.

reine angew. Math. 427 (1992), 51–105.

55. F. Grünewald, J. Mennicke, L. N. Vaserstein, On symplectic groups over polynomial rings. — Math. Z. 206 no. 1 (1991), 35–56.

56. A. Hahn, O. T.O’Meara, The classical groups and K-theory. Berlin et al., Springer, 1989.

57. R. Hazrat, Dimension theory and nonstable K1 of quadratic module. — K-Theory

27 (2002), 293–327.

58. R. Hazrat, N. A. Vavilov, K1 of Chevalley groups are nilpotent. — J. Pure Appl.

Algebra 179 (2003), 99–116.

59. R. Hazrat, N. A. Vavilov, Bak’s work on K-theory of rings. — (to appear). 60. Li Fuan, The structure of symplectic group over arbitrary commutative rings. — Acta Math. Sinica, New Series 3 no. 3 (1987), 247–255.

61. V. A. Petrov, Overgroups of unitary groups. — K-Theory 29 (2003), 147–174. 62. A. I. Steinbach, Subgroups of classical groups generated by transvections or Siegel transvections. I, II. — Geom. Dedic. 68 no. 3 (1997), 281–322; 323–357.

63. A. Stepanov, Nonstandard subgroups between En(R) and GLn(A). — Algebra Colloquium 10 no. 3 (2004), 321–334.

64. A. Stepanov, N. Vavilov, Decomposition of transvections: a theme with variations.

— K-Theory 19 (2000), 109–153.

65. A. Stepanov, N. Vavilov, You Hong, Overgroups of semi-simple subgroups via localisation-completion (to appear).

66. G. Taddei, Invariance du sous-groupe symplectique élémentaire dans le groupe symplectique sur un anneau. — C. R. Acad. Sci Paris, Sér I 295 no. 2 (1982), 47–50.

67. F. Timmesfeld, Groups generated by k-transvections. — Invent. Math. 100 no. 1 (1990), 167–206.

68. F. Timmesfeld, Groups generated by k-root subgroups. — Invent. Math. 106 no. 3 (1991), 575–666.

69. F. Timmesfeld, Groups generated by k-root subgroups: a survey. — Groups, combinatorics & geometry (Durham – 1990). Cambridge Univ. Press, 1992, pp. 183–204.

70. F. Timmesfeld, Abstract root subgroups and quadratic actions. With an appendix by A. E. Zalesskii. — Adv. Math. 142 no. 1 (1999), 1–150.

71. L. N. Vaserstein, Normal subgroups of symplectic groups over rings. — K-Theory

2 no. 5 (1989), 647–673.

72. N. Vavilov, Structure of Chevalley groups over commutative rings. — Proc. Conf.

Non-Associative Algebras and Related Topics (Hiroshima – 1990). London et al., World Scientific, 1991, pp. 219–335.

73. N. Vavilov, Intermediate subgroups in Chevalley groups. — Proc. Conf. Groups of Lie type and their Geometries (Como – 1993). Cambridge Univ. Press, 1995, pp. 233–280.

74. You Hong, Overgroups of symplectic group in linear group over commutative rings. — J. Algebra 282 no. 1 (2004), 23–32.

PODGRUPPY SIMPLEKTIQESKO` GRUPPY 29 Vavilov N. A. On subgroups of symplectic group containing a subsystem subgroup.

Let Γ = GSp(2l, R) be the general symplectic group of rank l over a commutative ring R such, that 2 ∈ R^∗, and ν be a symmetric equivalence relation on the index set {1, . . . , l, −l, . . . , 1}, all of whose classes contain at least 3 elements. In the present paper we prove that if a subgroup H of Γ contains the group E_Γ(ν) of elementary block diagonal matrices of type ν, then H normalises the subgroup generated by all elementary symplectic transvections T_{ij} (ξ) ∈ H. Combined with the previous results, this completely describes overgroups of subsystem subgroups in this case. Similar results for subgroups of GL(n, R) were established by Z.I.Borewicz and the author in early 1980-ies, while for GSp(2l, R) and GO(n, R) they have been announced by the author in late 1980-ies, but the complete proof for the symplectic case has not been published before.

Postupilo 20 i¸nØ 2007 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet