Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 348, 2007 g.

A. P. Weglova

ZADAQA NE`MANA DL˚ POLULINE`NOGO �LLIPTIQESKOGO URAVNENI˚ V TONKOM CILINDRE.

REXENI˚ S NAIMEN^XE` �NERGIE`

1. Postanovka zadaqi

Pust~ n > 3. Rassmotrim v ograniqennoæ oblasti Q ⊂ R^n so strogo lipxicevoæ graniceæ ∂Q zadaqu o nahoßdenii toqnoæ konstanty v teoreme vloßeniØ W^1_2 (Q) → L^q(Q): inf u∈W 12 (Q), u≠0 ‖∇u‖^2_{,Q} + ‖u‖^2_{,Q} ‖u‖^2_{q,Q} . (1.1)

Kak izvestno, ffkstremal~ otnoxeniØ (1.1) posle domnoßeniØ na podhodØwu¸ konstantu daet rexenie s naimen~xeæ ffnergieæ dlØ kraevoæ zadaqi { −Δu + u = |u|^{q−2}u v Q ∂u ∂n = 0 na ∂Q.

Pri q 6 2 iz neravenstva Gel~dera sleduet, qto ffkstremum v (1.1) dostigaetsØ na postoØnnoæ funkcii. Pofftomu dalee predpolagaetsØ, qto q > 2.

Vvedem normirovku oblasti Q, to est~ zamenu Q → εQ. Togda moßno sqitat~, qto meas Q = 1, i izuqat~ zavisimost~ ffkstremali privedennoæ ffkstremal~noæ zadaqi inf u∈W 12 (Q), u≠0 ‖∇u‖^2_{,Q} + ε^2‖u‖^2_{,Q} ‖u‖^2_{q,Q} = μ^2_{ε,q} (1.2)

ot parametra ε.

Rabota podderßana grantom NX.8336.2006.1 i grantom RFFI 05-01- 01063. 272

ZADAQA NE`MANA 273

Oboznaqim 2^∗ =^{2n}_{n−2} predel~nyæ pokazatel~ vloßeniØ Soboleva. V [1] bylo pokazano, qto na intervale q ∈ (2; 2^∗] opredelena funkciØ ε = ^ε(q) takaØ, qto pri ε > ^ε(q) postoØnnaØ funkciØ ne daet global~nogo minimuma funkcionalu (1.2), a pri ε 6 ^ε(q) – daet. FunkciØ ^ε(q) nepreryvna, poloßitel~na, strogo ubyvaet i ^ε(q) → ∞ pri q ↓ 2. Takße v [1] dokazano, qto postoØnnaØ funkciØ daet lokal~nyæ ffkstremum v (1.2) pri ε 6 ε_{kp}(q) ≡ √_{λN ,Q} q−2 , gde λ_{N ,Q} – pervoe poloßitel~noe sobstvennoe qislo zadaqi Neæmana { −Δu = λu v Q ∂u ∂n = 0 na ∂Q

(1.3)

i ne daet lokal~nogo ffkstremuma pri ε > ε_{kp}(q).

Oqevidno, qto ^ε(q) 6 ε_{kp}(q). V [2, 3] dokazano, qto v odnomernom sluqae ^ε(q) ≡ ε_{kp}(q). Odnako, kak pokazano v [1], v mnogomernom sluqae dlØ asimmetriqnoæ oblasti obwego poloßeniØ

^ε(q) < ε_{kp}(q) dlØ vseh 2 < q 6 2^∗. Bolee togo, daße dlØ kuba

pri q blizkih k 2^∗ ^ε(q) < ε_{kp}(q). Naxa cel~ – dokazat~, qto esli oblast~ Q – dostatoqno tonkiæ cilindr, to ^ε(q) ≡ ε_{kp}(q).

A imenno, pust~ Ω – ograniqennaØ oblast~ v R^{n−1} so strogo lipxicevoæ graniceæ, meas Ω = 1. Oboznaqim Q_d = d^1n Ω × ( 0; d^{− n−1}n ) cilindr s osnovaniem d^1n Ω, gde d ∈ (0; 1). Budem izuqat~ svoæstva ffkstremali (1.2) v oblasti Q_d.

Snaqala vyqislim ε_{kp} dlØ cilindra Q_d. Netrudno videt~, qto kraevaØ zadaqa (1.3) dopuskaet razdelenie peremennyh i

λ_{N ,Qd} = min { d^{2(n−1)n} π^2; d^{− 2n} λ_{N ,Ω} } , gde λ_{N ,Ω} – pervoe poloßitel~- noe sobstvennoe qislo zadaqi Neæmana dlØ operatora Laplasa v Ω. To est~, pri d 6 √_{λN ,Ω} π imeem λ_{N ,Qd} = d^{2(n−1)}n π^2, qto daet ε_{kp}(q) = πd^{n−1n} √ q − 2 . (1.4)

Dalee vezde budem sqitat~ d 6 min { 1; √_{λN ,Ω} π } . Posle zameny peremennyh v Ω i na otrezke ffkstremal~naØ zadaqa (1.2) primet vid

274 A. P. WEGLOVA

inf u∈W 12 (Q), u≠0 Q–_{,q,d}(u)

≡ inf ∫ Q ( 1 d^2

|u_x|^2 + |u_y|^2 + ¶^2|u|^2 ) dz · ∫ Q |u|^qdz − 2_q

= d^{− 2(n−1)n} μ^2_{ε,q} ≡ μ^2–_{,q,d}, gde ¶ = ε · d^{− n−1n} (1.5)

i Q = Ω × (0; 1). Peremennye v Q my oboznaqaem z = (x; y), x ∈ Ω,

y ∈ (0; 1).

Iz (1.4) i (1.5) sleduet, qto pri

¶ 6 ¶kp(q) =^π√_{q − 2} (1.6)

postoØnnaØ funkciØ daet lokal~nyæ ffkstremum funkcionalu Q–_{,q,d}. Rassmotrim ewe odnomernu¸ zadaqu inf v∈W 12 (0;1), v≠0 ~Q–_{,q} (v) ≡ inf 1∫ 0 ( |v^′|^2 + ¶^2|v|^2 ) dy · 1∫ 0 |v|^qdy − 2_q = ~μ^2–_{,q}.

�ta zadaqa byla issledovana v [2, 3]. Izvestno, qto minimiziru¸waØ funkciØ (oboznaqim ee v) poloßitel~na na [0; 1]. Ne umalØØ obwnosti, budem sqitat~, qto ‖v‖_{q,(0;1)} = 1.

Opredelim vspomogatel~nye funkcionaly J–_{,q,d}(u) = ∫ Q ( 1 d^2

|u_x|^2 + |u_y|^2 + ¶^2|u|^2 ) dz − ~μ^2–_{,q} ∫ Q |u|^qdz 2/q

i ~J–_{,q} (v) = 1∫ 0 ( |v^′|^2 + ¶^2|v|^2 ) dy − ~μ^2–_{,q} 1∫ 0 |v|^qdy 2/q .

ZADAQA NE`MANA 275

Po opredeleni¸ ~J–_{,q} (v) > 0 dlØ vseh v ∈ W^1_2 (0; 1).

Oqevidno, J–_{,q,d}(v) = 0, i na “odnomernyh” funkciØh (to est~ funkciØh, zavisØwih tol~ko ot y) znaqeniØ funkcionala J–_{,q,d} sovpada¸t so znaqeniØmi funkcionala ~J–_{,q} . Pofftomu minimaæzer funkcionala Q–_{,q,d} ØvlØetsØ “odnomernoæ” funkcieæ togda i tol~ko togda, kogda funkcional J–_{,q,d} neotricatelen na W^1_2 (Q).

V §2 my dokaßem, qto pri dostatoqno malyh d funkciØ v daet

lokal~nyæ minimum funkcionalu Q–,q,d. V §3 budet dokazano,

qto pri ¶ 6 ¶_{kp}(q) ffta funkciØ (kak pokazano v [3], v fftom sluqae v ≡ 1) daet funkcionalu Q–_{,q,d} ne tol~ko lokal~nyæ, no i glo-

bal~nyæ minimum. �to i budet oznaqat~, qto esli d dostatoqno

malo, to dlØ funkcionala (1.2) v oblasti Q_d ^ε(q) ≡ ε_{kp}(q).

V §4. sobrany vspomogatel~nye predloßeniØ.

Zameqanie. Poskol~ku W^1_2 (Q) vkladyvaetsØ v L2∗ (Q), to ‖u‖_2∗_{,Q} 6 c(n, Ω)‖u‖_W 1_{2 (Q)}. Oboznaqim c_∗(n, Ω) = max{c; 1}. Iz neravenstva Gel~dera sleduet, qto ‖u‖_{q,Q} 6 c_∗‖u‖_W 1_{2 (Q)} dlØ l¸bogo q ∈ (2; 2^∗].

Dalee vse konstanty, ne zavisØwie ot ¶, q i d, budem oboznaqat~ c s indeksom. �ti konstanty mogut zaviset~ ot n i Ω.

2. Lokal~noe issledovanie Teorema 2.1. Pust~ q ∈ (2; 2^∗], ¶ > 0. DlØ l¸boæ pary (q, ¶) su-

westvuet d_{kp}(n, Ω, q, ¶) takoe, qto dlØ vseh d 6 d_{kp} minimaæzer v “odnomernogo” funkcionala ~Q–_{,q} daet lokal~nyæ minimum funkcionalu Q–_{,q,d}.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku J–,q,d(v) = 0, dostatoqno dokazat~,

qto J–_{,q,d} (v + h) > 0, esli d 6 d_{kp} i ‖h‖_W 1_{2 (Q)} dostatoqno mala.

SleduØ [2], razloßim prirawenie h(x, y) v summu dvuh slagaemyh: h(x, y) = h_1(y) + g(x, y), gde h_1(y) = ∫ Ω h(x, y)dx, a funkciØ g udovletvorØet uslovi¸ ∫ Ω g(x, y)dx = 0 dlØ vseh y ∈ [0; 1]. (2.1)

276 A. P. WEGLOVA

Oqevidno, qto ‖h‖^2_W 1_{2 (Q)} = ‖h_1‖^2_W 1_{2 (Q)} + ‖g‖^2_W 1_{2 (Q)}, pofftomu

‖h_1‖_W 1_{2 (0;1)} ≡ ‖h_1‖_W 1_{2 (Q)} 6 ‖h‖_W 1_{2 (Q)}; ‖g‖_W 1_{2 (Q)} 6 ‖h‖_W 1_{2 (Q)}. (2.2)

Krome togo, v silu (2.1) dlØ funkcii g spravedlivo neravenstvo Puankare ∫ Ω |g|^2dx 6 1 λ_{N ,Ω} ∫ Ω |g_x|^2dx dlØ vseh y ∈ [0; 1]. (2.3)

Ispol~zuØ razloßenie funkcii h, zapixem v(y) + h(x, y) = v(y) + h_1(y) + g(x, y). Oboznaqim

w(y) = v(y) + h_1(y). (2.4)

Preobrazuem J–_{,q,d}(v + h) sledu¸wim obrazom: J–_{,q,d}(v + h) = J–_{,q,d}(w + g) = ∫ Q ( 1 d^2

|g_x|^2 + |w_y + g_y|^2 + ¶^2|w + g|^2 ) dz − ~μ^2–_{,q} ∫ Q |w + g|^q dz 2/q

= ∫ Q ( 1 d^2

|g_x|^2 + |g_y|^2 + ¶^2|g|^2 ) dz

+ 1∫ 0 ( |w_y|^2 + ¶^2|w|^2 ) dy − ~μ^2–_{,q} ∫ Q |w + g|^qdz 2/q . (2.5)

Lemma 2.1. Pust~ w > 0 na [0; 1]. Togda J–_{,q,d}(w + g) > ~J–_{,q} (w) + ‖g_y‖^2_{,q} + ‖g_x‖^2_{,Q} × [ 1 d^2 − ( ~μ^2–_{,q} (q − 1) sup v^{q−2} − ¶^2 ) + λ_{N ,Ω} (2.6)

−c_1 ~μ^2–_{,q} (q − 2) ( sup w ‖w‖_{q,Q} ) 4_{n−2} inf v^{q−2∗} − c_2 ~μ^2–_{,q} (q − 2)‖w‖^{2−q}_{q,Q} · R(g, w) ] ,

ZADAQA NE`MANA 277 gde

R(g, w) = inf w^{q−2− 2}n ‖∇g‖^{2n}_{2,Q} pri 2 < q 6 2 +^2_n ;

‖∇g‖^{q−2}_{2,Q} pri 2 +^2_n < q 6 3; sup w^{q−3}‖∇g‖_{2,Q} + ‖∇g‖^{q−2}_{2,Q} pri 3 < q 6 2^∗. (2.7)

Dokazatel~stvo. Neobhodimo ocenit~ I =^∫_Q |w+g|^qdz. DlØ fftogo

podyntegral~nu¸ funkci¸ razloßim po formule Teælora. Passmotrim tri sluqaØ: q ∈ ( 2; 2+^2_n ] , q ∈ ( 2+^2_n ; 3 ] ili q ∈ (3; 2^∗]. Esli

2^∗ 6 3, to vtoroæ i tretiæ sluqaæ ob¨edinØ¸tsØ i q ∈ ( 2+^2_n ; 2^∗ ] . Zametim, qto pri vseh n > 3 verno 2+^2_n < 2^∗, pofftomu vse normy, voznika¸wie v dal~neæxem, koneqny.

Pervyæ sluqaæ. 2 < q 6 2+^2_n . Poskol~ku funkciØ w otdelena

ot nulØ, vospol~zuemsØ predloßeniem 4.1. Imeem |w + g|^q 6 w^q + qw^{q−1}g + q(q − 1) 2 w^{q−2}g^2 + c_3(q − 2)w^{q−2− 2n} |g|^{2+ 2n} .

Togda

I 6 ‖w‖^q_{,(0;1)} +^{q(q − 1)}_2^∫ Q w^{q−2}g^2dz + c_3(q − 2) inf w^{q−2− 2n} ∫ Q |g|^{2+ 2n} dz. (2.8) Ocenim posledniæ integral s pomow~¸ (4.1). Dalee vozvedem (2.8) v stepen~^2_q < 1 i vospol~zuemsØ neravenstvom (1 + τ )^{2/q} 6

1 +^2_q · τ . Poluqim

I^{2q} 6 ‖w‖^2_{q,Q} + (q − 1) ∫ Q ( w ‖w‖_{q,Q} )_{q−2} g^2dz

+ c_2(q − 2) inf w^{q−2− 2n} ‖w‖^{2−q}_{q,Q} ‖∇g‖^{2n}_{2,Q} · ‖g_x‖^2_{,Q}. (2.9) Vtoroæ sluqaæ. 2 +^2_n < q 6 3. Togda, primenØØ predloßenie

4.1, imeem |w + g|^q 6 w^q + qw^{q−1}g +^{q(q−1)}_2 w^{q−2}g^2 + c_3(q − 2)|g|^q i, analogiqno pervomu sluqa¸,

I^{2q} 6 ‖w‖^2_{q,Q} + (q − 1) ∫ Q ( w ‖w‖_{q,Q} )_{q−2} g^2dz + c_2(q − 2)‖w‖^{2−q}_{q,Q} ‖∇g‖^{q−2}_{2,Q} · ‖g_x‖^2_{,Q}. (2.10)

278 A. P. WEGLOVA

Tretiæ sluqaæ. 3 < q 6 2^∗. Po formule Teælora |w+g|^q 6 w^q +qw^{q−1}g+ q(q − 1) 2 w^{q−2}g^2+ q(q − 1)(q − 2) 6 (w+τ g)^{q−3}|g|^3, τ ∈ (0; 1). Oboznaqim Q_1 = {x : |g(x)| < w(x)} i Q_2 = Q \ Q_1, togda I = ∫ Q1 |w + g|^qdz + ∫ Q2 |w + g|^qdz

6^∫

Q1 ( w^q + qw^{q−1}g + q(q − 1) 2 w^{q−2}g^2 +

(2w)^{q−3}q(q − 1) 6 (q − 2)|g|^3 ) dz

+ ∫ Q2 ( w^q + qw^{q−1}g + q(q − 1) 2 w^{q−2}g^2 +

2^{q−3}q(q − 1) 6 (q − 2)|g|^q ) dz

6 ‖w‖^q_{,Q} +^{q(q − 1)}_2^∫ Q w^{q−2}g^2dz

+ 2^{q−3}q(q − 1) 6 (q − 2) ∫ Q (w^{q−3}|g|^3 + |g|^q)dz. VozvodØ v stepen~^2_q < 1 i pol~zuØs~ neravenstvom (1 + τ )^{2/q} 6

1 +^2_q · τ , poluqaem

I^{2q} 6 ‖w‖^2_{q,Q} + (q − 1) ∫ Q ( w ‖w‖_{q,Q} )_{q−2} g^2dz

+ 2^{q−3}(q − 1) 3 (q − 2)‖w‖^{2−q}_{q,Q} ∫ Q (w^{q−3}|g|^3 + |g|^q)dz. PrimenØØ k poslednemu integralu (4.1), poluqim

I^{2q} 6 ‖w‖^2_{q,Q} + (q − 1) ∫ Q ( w ‖w‖_{q,Q} )_{q−2} g^2dz

+ c_2(q − 2)‖w‖^{2−q}_{q,Q} ( sup w^{q−3}‖∇g‖_{2,Q} + ‖∇g‖^{q−2}_{2,Q} ) ‖g_x‖^2_{,Q}. (2.11)

ZADAQA NE`MANA 279

PodstavlØØ, v zavisimosti ot q, (2.9), (2.10) ili (2.11) v (2.5), imeem J–_{,q,d}(w + g) > ~J–_{,q} (w) + 1 d^2 ‖g_x‖^2_{,Q} + ‖g_y‖^2_{,Q} − ∫ Q ( ~μ^2–_{,q} (q − 1)v^{q−2} − ¶^2 ) +|g|^2dz

− ~μ^2–_{,q} (q − 1) ∫ Q

(( w ‖w‖_{q,Q} )_{q−2} − v^{q−2} ) + g^2dz − c_2(q − 2)~μ^2–_{,q} ‖w‖^{2−q}_{q,Q} · ‖g_x‖^2_{,Q} · R(g, w), (2.12) gde R(g, w) opredeleno v (2.7).

Ispol~zuØ (2.3), ocenim vtoroæ integral v (2.12) tak:

(q − 1) 1∫ 0 (( w ‖w‖_{q,Q} )_{q−2} − v^{q−2} ) + ∫ Ω g^2dx dy 6^{q − 1}_{λN ,Ω} · (( sup w ‖w‖_{q,Q} )_{q−2} − inf v^{q−2} ) + ‖g_x‖^2_{,Q}.

Zametim, qto^{sup w}_{‖w‖q,Q·inf v} > 1. Poskol~ku q−2 6 2^∗ −2 =^4_{n−2} , to dlØ proizvol~nogo τ > 1 est~ neravenstvo τ^{q−2} − 1 6^{(q−2)(n−2)}_4 τ^{4n−2} . A znaqit, q − 1 λ_{N ,Ω} (( sup w ‖w‖_{q,Q} )_{q−2} − inf v^{q−2} )

6^{2∗ − 1}_{λN ,Ω} (( sup w ‖w‖_{q,Q} · inf v )_{q−2} − 1 ) inf v^{q−2}

6 c1(q − 2)^{( sup w} ‖w‖_{q,Q} · inf v ) 4_{n−2} inf v^{q−2}

= c_1(q − 2) ( sup w ‖w‖_{q,Q} ) 4_{n−2} inf v^{q−2∗} .

280 A. P. WEGLOVA

Takim obrazom

(q − 1) ∫ Q

(( w ‖w‖_{q,Q} )_{q−2} − v^{q−2} ) + g^2dz 6 c1(q − 2)^{( sup w}_{‖w‖q,Q}^) 4_{n−} 2 inf v^{q−2∗} ‖g_x‖^2_{,Q}. (2.13)

Analogiqno, v silu (2.3) ∫ Q ( ~μ^2–_{,q}(q −1)v^{q−2} −¶^2 ) +|g|^2dz 6 (~μ^2–_{,q} (q − 1) sup v^{q−2} − ¶^2)_+ λ_{N ,Ω} ‖g_x‖^2_{,Q}. (2.14) PodstavlØØ (2.13) i (2.14) v (2.12), poluqaem (2.6). � Prodolßim dokazatel~stvo teoremy.

Izvestno, qto W^1_2 (0; 1) vkladyvaetsØ v L_∞(0; 1), i (sm., naprimer, [1, §4]) sup_{(0;1)} h_1 6^1√_{th(1)} ‖h_1‖_W 1_{2 (0;1)} 6^7_6 ‖h_1‖_W 1_{2 (0;1)}. Togda pri ‖h‖_W 1_{2 (Q)} < θ(q, ¶) :=^3_7 inf_{(0;1)} v iz (2.2) i (2.4) sleduet

inf_Q w ≡ inf_{(0;1)} w >^1_2 inf_{(0;1)} v, to est~ funkciØ w otdelena ot nulØ.

Krome togo,

‖h_1‖_W 1_{2 (0;1)} = ‖h_1‖_W 1_{2 (Q)} < θ; ‖∇g‖_{2,Q} < θ;

‖w‖_{q,Q} ≡ ‖w‖_{q,(0;1)} > inf_{(0;1)} w > 1 2 inf v i sup_Q w ≡ sup_{(0;1)} w 6 sup v + sup_{(0;1)} h_1 6 sup v + 7 6 θ = sup v + 1 2 inf v.

PodstavlØØ poluqennye ocenki v (2.7) i uprowaØ, imeem R(g, w) 6 { inf v_{q−2} pri 2 < q 6 3; 2 (_{sup v}

inf v + 1 )_{q−3} · inf v^{q−2} pri q > 3.

Togda (2.6) prevrawaetsØ v

J–_{,q,d}(v + h) = J–_{,q,d}(w + g) > ~J–_{,q} (w) + ‖g_y‖^2_{,Q} + ‖g_x‖^2_{,Q}×

ZADAQA NE`MANA 281 × [ 1 d^2 − ( ~μ^2–_{,q} (q − 1) sup v^{q−2} − ¶^2 ) + λ_{N ,Ω} − c_1 ~μ^2–_{,q} (q − 2) ( 2 sup v

inf v + 1 ) 4_{n−2} inf v^{q−2∗}

− 2^{q−2}c_2 ~μ^2–_{,q} (q − 2) · ~R(v) ] , gde ~R(v) =

{ 1 pri 2 < q 6 3 2 (_{sup v}

inf v + 1 )_{q−3} pri q > 3.

Sledovatel~no, pri ‖h‖_W 1_{2 (Q)} < θ(q, ¶)

J–_{,q,d}(v + h) > ~J–_{,q} (w) + ‖g_y‖^2_{,Q} + [ 1 d^2 − K(n, Ω, q, ¶) ] · ‖g_x‖^2_{,Q}. Poskol~ku ~J–_{,q} (w) > 0, pri d^{−2} < K(n, Ω, ¶, q) vypolneno J–_{,q,d}(v+

h) > 0. Sledovatel~no, funkciØ v daet lokal~nyæ minimum funk-

cionalam J–_{,q,d} i Q–_{,q,d} pri vseh d < d_{kp} := K^{− 1}2 (n, Ω, ¶, q). �

3. Sluqaæ ε 6 εkp

Dokaßem, qto dlØ dostatoqno malyh d grafiki funkciæ ^ε(q) i ε_{kp}(q) sovpada¸t. V silu (1.5) ffto ravnosil~no tomu, qto pri ¶_{kp}(q) =^π√_{q−2} postoØnnaØ funkciØ ØvlØetsØ global~nym minimaæzerom funkcionala Q–_{,q,d} dlØ vseh dostatoqno malyh d. Dal~xe vezde budem sqitat~ ¶ = ¶_{kp}(q).

Kak ukazyvalos~ v §1, pri ¶ =^π√_{q−2} imeem v ≡ 1, pofftomu

~μ–_{,q} = ¶. Togda

~μ^2–_{,q} · (q − 2) = ¶^2(q − 2) = π^2. (3.1)

Oboznaqim u global~nyæ minimaæzer funkcionala Q–_{,q,d}. Zametim, qto esli u – minimaæzer Q–_{,q,d}, to |u| takße minimaæzer, pofftomu moßno sqitat~ u > 0. Togda v silu neravenstva Harnaka [4, teorema 1.1] funkciØ u poloßitel~na v Q. Ne umalØØ obwnosti, ‖u‖_{q,Q} = 1. Togda funkciØ u ØvlØetsØ poloßitel~nym obobwennym rexeniem zadaqi { −^1_{d2} u_{xx} − u_{yy} + ¶^2u = μ^2–_{,q,d}u^{q−1} v Q ∂u ∂n = 0 na ∂Q,

(3.2)

282 A. P. WEGLOVA

to est~ udovletvorØet integral~nomu toßdestvu ∫ Q ( 1 d^2 u^x h_x + u_yh_y + ¶^2uh ) dz = μ^2–_{,q,d} ∫ Q u^{q−1}h dz (3.3)

dlØ l¸boæ funkcii h ∈ W^1_2 (Q).

Zametim, qto Q–_{,q,d1} (u) > Q–_{,q,d2} (u), esli 0 < d_1 < d_2, i ravenstvo vozmoßno tol~ko esli u_x ≡ 0. Sledovatel~no, esli dlØ nekotorogo d_0 konstanta minimiziruet funkcional Q–_{,q,d0} , to ona minimiziruet i funcional Q–_{,q,d} dlØ vseh d 6 d_0.

DlØ dokazatel~stva osnovnogo rezul~tata nam potrebu¸tsØ razliqnye ravnomernye po q i d apriornye ocenki funkcii u. Snaqala dokaßem suwestvovanie takoæ ocenki dlØ ‖u‖_W 1_{2 (Q)}.

Lemma 3.1. Pust~ q ∈ (2; 2^∗]. Togda

‖u‖_W 1_{2 (Q)} 6 M_0,

gde konstanta M_0 = M_0(n, Ω) ne zavisit ot q i d.

Dokazatel~stvo. Tak kak Q–,q,d(u) 6 Q–,q,d(v), to 1 d^2

‖u_x‖^2_{,Q} + ‖u_y‖^2_{,Q} + ¶^2‖u‖^2_{,Q} 6 ¶^2, (3.4)

i, sledovatel~no,

‖u‖^2_{,Q} 6 1, ‖∇u‖^2_{,Q} 6 ¶^2 = π^2 q − 2 . (3.5)

Pri 2 +^2_n < q 6 2^∗ ¶^2 <^{nπ2}_2 , i iz (3.5) nemedlenno sleduet utverßdenie lemmy.

Pust~ 2 < q 6 2 +^2_n . Togda iz predloßeniØ 4.3 sleduet

1 = ‖u‖^{2αqn}_{q,Q} 6 c^{α(q−2)}_∗ ‖u‖^{α(q−2)}_W 1_{2 (Q)} · ‖u‖^2_{,Q}. (3.6)

Vvidu (3.5) imeem ‖u‖^2_W 1_{2 (Q)} 6^{π2}_{q−2} + 1, i (3.6) daet ‖u‖^2_{,Q} > c^{α(2−q)}_∗ ( π^2 q − 2 + 1 )_{α(2−q)/2} > 1 −^{α(q − 2)}_2 ln^{( π2}_{q − 2} + 1^) − α(q − 2) ln c∗.

ZADAQA NE`MANA 283

Podstavim fftu ocenku v (3.4). Poluqim 1 d^2

‖u_x‖^2_{,Q} + ‖u_y‖^2_{,Q}

+¶^2 ( 1 − α(q − 2) 2 ln ( π^2 q − 2 + 1 ) − α(q − 2) ln c_∗ ) 6 ¶^2.

Ots¸da, s uqetom (3.1) i ‖u‖^2_{,Q} 6 1,

‖u‖^2_W 1_{2 (Q)} 6 1d_2 ‖u_x‖^2_{,Q} + ‖u_y‖^2_{,Q} + ‖u‖^2_{,Q}

6^{απ2}_2 ln^{( π2}_{q − 2} + 1^) + απ^2 ln c∗ + 1. (3.7)

Oboznaqim c_0 = απ^2 ln c_∗ + 1. Oqevidno, qto c_0 > 1. Rassmotrim posledovatel~nost~ {C_j}^∞_{j=0}, opredelennu¸ sledu¸wim obrazom:

C_0 = π^2 q − 2 + 1; C_j = απ^2 2 ln C_{j−1} + c_0.

Togda (3.7) primet vid ‖u‖^2_W 1_{2 (Q)} 6^{απ2}_2 ln C_0 + c_0 = C_1. Podstavim fftu ocenku v (3.6), poluqim

‖u‖^2_{,Q} > c^{α(2−q)}_∗ C^{α(2−q)2}_1 > 1 − α(q − 2)2 ln C_1 − α(q − 2) ln c_∗.

Ots¸da, analogiqno vyvodu (3.7),

‖u‖^2_W 1_{2 (Q)} 6 απ^2 2 ln C_1 + c_0 = C_2.

PovtorØØ ffti rassußdeniØ, imeem ‖u‖^2_W 1_{2 (Q)} 6 C_j dlØ l¸bogo j ∈ N. Rassmotrim funkci¸ f(x) =^x_2 −^{απ2}_2 ln x − c_0. Tak kak c_0 > 1, funkciØ f imeet na intervale (1; +∞) edinstvennyæ koren~

~m^2 = ~m^2(n, Ω, α). Takim obrazom, esli C_{j−1} > ~m^2, to C_j <^1_2 C_{j−1}.

Pofftomu libo C_1 6 ~m^2, libo suwestvuet j_0 ∈ N takoe, qto C_{j0−1} >

~m^2, a C_{j0} 6 ~m^2. Ots¸da sleduet, qto

‖u‖^2_W 1_{2 (Q)} 6 C_{j0} 6 ~m^2.

284 A. P. WEGLOVA

Oqevidno, qto zavisimost~ ~m ot α nepreryvnaØ. Tak kak ( 1 − 2 2^∗

)_{−1} 6

α 6^(1 −^{2+2/n}_2∗^{)−1}, to suwestvuet takoe M0(n, Ω), ne zavi-

sØwee ot α (a potomu ot q i d), qto ~m 6 M_0 dlØ vseh 2 < q 6 2+^2_n . Takim obrazom, ‖u‖_W 1_{2 (Q)} 6 ~m 6 M_0. � Nam takße potrebuetsØ ravnomernaØ ocenka sup u pri vseh q ∈

(2; 2^∗] i inf u pri q ∈ (2; 2 + 2/n]. Snaqala ocenim supremum i

infimum pri q ∈ (2; 2 + 2/n].

Lemma 3.2. Pust~ q ∈ (2; 2 + 2/n]. Togda

sup u 6 M_1, gde konstanta M_1 = M_1(n, Ω) ne zavisit ot q i d.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim sup u = M . Vospol~zuemsØ metodom

Mozera (sm., napr., [5, gl. IX, §5]). Voz~mem h = u^β, β > 0, i podstavim v integral~noe toßdestvo (3.3). Preobrazovav, poluqim β ∫ Q u^{β−1}|∇u|^2dz 6 (μ^2–_{,q,d}M^{q−2} − ¶^2) ∫ Q u^{β+1}dz

6 ¶^2(M^{q−2} − 1)^∫ Q u^{β+1}dz. (3.8)

Poslednee neravenstvo verno, tak kak μ^2–_{,q,d} 6 ¶^2. Oboznaqim v = u^{β+1}2 , togda (3.8) prevrawaetsØ v β ( 2 β + 1

)_2 ‖∇v‖^2_{,Q} 6 ¶^2(M^{q−2} − 1)‖v‖^2_{,Q}. Po teoreme vloßeniØ ‖∇v‖^2_{,Q} > c^{−2}_∗ ‖v‖^2∗_{,Q} − ‖v‖^2_{,Q}, togda c^{−2}_∗ β ( 2 β + 1

)_2

‖v‖^2∗_{,Q} 6 ( ¶2(M^{q−2} − 1) + β ( 2 β + 1

)_2) ‖v‖^2_{,Q}. Vozvedem ffto neravenstvo v stepen~ (β + 1)^{−1}, poluqim ‖u‖_{χp,Q} 6 [ c^2_∗p^2¶^2 4β (M^{q−2} − 1) + 1 ]_{1/p} ‖u‖_{p,Q} 6 6^{( c2∗}_{p − 1}^{)1/p} p^{2/p}¶^{2/p}(M^{q−2} − 1)^{1/p}‖u‖p,Q, (3.9)

ZADAQA NE`MANA 285

gde χ =^n_{n−2} , p = β + 1.

DlØ nekotorogo p_0 > 1 opredelim p_s = χ^sp_0, s = 0, 1, 2, . . . Togda, primenØØ (3.9), imeem M = ‖u‖_{+∞,Q} 6^{( c2∗}_{p0 − 1}^)

1_p 0 P_{χ−s} χ^{1p}0 P_{sχ−s ¶ 2p0} P_{χ−s (M q−2 − 1) 1p0} P_{χ−s ‖u‖p0,Q.} Tak kak^{+∞} ∑ s=0 χ^{−s} =^n_2 i^{+∞} ∑ s=0 sχ^{−s} =^{n(n−2)}_4 , to okonqatel~no

M 6 c5(p0, n, Ω)¶^{2· n2p}0 (M^{q−2} − 1)^{n2p}0 ‖u‖p_0,Q. (3.10)

Zametim, qto poka vse rassußdeniØ spravedlivy dlØ q ∈ (2; 2^∗].

Teper~ ispol~zuem uslovie q ∈ (2; 2+2/n]. Tak kak 0 < q−2 6^2_n , to M^{q−2} − 1 6^n_2 · M^{2/n}(q − 2). Togda, pri p_0 = 2, iz (3.10) sleduet

M 6 c6(n, Ω)[¶^2(q − 2)]^n4 M^12 ,

to est~, s uqetom (3.1),

sup u = M 6 π^nc^2_6 =: M_1(n, Ω). �

Zameqanie 3.1. Iz lemmy 3.2 sleduet, qto pri q ∈ (2; 2 + 2/n]

0 6 ¶^2 − μ^2_{–,q,d} 6^{nπ2M 2/n1}_2 . (3.11)

Ocenka snizu oqevidna, poskol~ku ¶^2 − μ^2–_{,q,d} = ~μ^2–_{,q} − μ^2–_{,q,d} > 0.

DlØ poluqeniØ ocenki sverhu zametim, qto uravnenie (3.2) v toqke maksimuma funkcii u daet ¶^2 6 μ^2–_{,q,d}(sup u)^{q−2} 6 μ^2–_{,q,d} ·

(1 +^n_2 · (sup u)^{2/n}(q − 2)). Tak kak μ^2–_{,q,d}(q − 2) 6 ¶^2(q − 2) = π^2, to

¶2 − μ^2–_{,q,d} 6^{nπ2(sup u)2/n}_2 6^{nπ2M2/n1}_2 .

Lemma 3.3. Pust~ q ∈ (2; 2 + 2/n]. Togda

inf u > m_0,

gde konstanta m_0 = m_0(n, Ω) ne zavisit ot q i d.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim inf u = m. Esli m >^1_2 , to utver-

ßdenie lemmy trivial~no. Dalee budem sqitat~, qto m <^1_2 .

286 A. P. WEGLOVA

Vnov~ vospol~zuemsØ metodom Mozera. Pereædem ot cilinda Q obratno k cilindru Q_d. Oboznaqim ~u(ξ) = u(d^{1/n}x, d^{−(n−1)/n}y),

ξ ∈ Q_d. Oqevidno, inf_{Qd} ~u = inf_Q u = m. Krome togo, funkciØ ~u udo-

vletvorØet integral~nomu toßdestvu ∫ Q_d ( ⟨∇~u; ∇h⟩ + ε^2 ~uh ) dξ = μ^2_{ε,q} ∫ Q_d ~u^{q−1}h dξ (3.12) dlØ l¸boæ funkcii h ∈ W^1_2 (Q_d).

Pust~ ξ_0 – proizvol~naØ toqka cilindra Q_d. Podstavim v (3.12) probnu¸ funkci¸ h = ~u^{−1}ζ^2, gde sreza¸waØ funkciØ ζ udovletvorØet usloviØm

ζ ≡ 1 v xare B_r(ξ_0); supp ζ ⊂ B_{2r}(ξ_0); |∇ζ| 6 2 r . Poluqim ∫ Q_d ( − |∇~u|^2 ~u^2 ζ^2 + 2⟨∇ζ; ∇

~u⟩ ζ~u + ε^2ζ^2 ) dξ = μ^2_{ε,q} ∫ Q_d ~u^{q−2}ζ^2dξ; ∫ Q_d |∇~u|^2 ~u^2

ζ^2dξ 6 (ε^2 − μ^2_{ε,q}m^{q−2}) ∫ Q_d ζ^2dξ + 2 ∫ Q_d ⟨∇ζ; ∇~u⟩ ζ ~u dξ; 1 2 ∫ Q_d |∇~u|^2 ~u^2 ζ^2dξ 6 ( ε^2 − μ^2_{ε,q}m^{q−2} + 2 ) ∫ Q_d ( ζ^2 + |∇ζ|^2 ) dξ. Zametim, qto m^{q−2} > 1 + (q − 2) ln m. Togda, s uqetom d < 1 i (3.11), imeem

ε^2 − μ^2_{ε,q}m^{q−2} = d^{2(n−1)n} (¶^2 − μ^2–_{,q,d}m^{q−2}) 6 ¶^2 − μ^2–_{,q,d} ( 1 + (q − 2) ln m ) 6^{nπ2M 2/n1}_2 + π^2 ln(1/m) i ∫ Q_d∩B_r (ξ0) |∇~u|^2 ~u^2 dξ 6 c^7 ln(1/m) ∫ Q_d∩B2_r (ξ0) ( ζ^2 + |∇ζ|^2 ) dξ. Oboznaqim v_1 = ln ~u. Togda iz predyduwego neravenstva ∫ Q_d∩B_r (ξ0) |∇v_1|^2dξ 6 c_8 ln(1/m) · r^{n−2}. (3.13)

ZADAQA NE`MANA 287

dlØ l¸bogo r > 0. Ocenka (3.13) pozvolØet vospol~zovat~sØ lemmoæ Dßona-Nirenberga [6]. Soglasno fftoæ lemme, suwestvu¸t takie dve konstanty c_9(n) i c_{10}(n, Ω), qto ∫ Q_d exp ( p · |v_1 − v̄_1| ) dξ 6 c9 · meas Qd = c9, gde p = c_{10} ln^{− 12} (1/m), a v̄_1 – srednee znaqenie funkcii v_1 na cilindre Q_d. Togda ∫ Q_d exp ( p(v_1 − v̄_1) ) dξ · ∫ Q_d exp ( −p(v_1 − v̄_1) ) dξ 6 c^2_9; ∫ Q_d e^{pv1} dξ · ∫ Q_d e^{−pv1} dξ 6 c^2_9,

sledovatel~no, ∫ Q_d ~u^pdξ · ∫ Q_d ~u^{−p}dξ 6 c^2_9.

VozvrawaØs~ obratno k cilindru Q, imeem ∫ Q u^pdz · ∫ Q u^{−p}dz 6 c^2_9, p = c_{10} ln^{− 12} (1/m). (3.14)

Teper~, analogiqno dokazatel~stvu lemmy 3.2, podstavim v integral~noe toßdestvo (3.3) probnu¸ funkci¸ h = u^β, β < −1. Poluqim neravenstvo ∫ Q u^{β−1}|∇u|^2dz 6 1 |β| (¶^2 − μ^2–_{,q,d}m^{q−2}) ∫ Q u^{β+1}dz

6 c11 ln(1/m)^∫ Q u^{β+1}dz.

To est~

(_2 β+1 )_2 ‖∇v‖^2_{,Q} 6 c_{11} ln(1/m)‖v‖^2_{,Q}, gde v = u^{β+1}2 . Togda

c^{−2}_∗ ( 2 β + 1

)_2

‖v‖^2∗_{,Q} 6 ( c_{11} ln(1/m) + ( 2 β + 1

)_2) ‖v‖^2_{,Q}.

288 A. P. WEGLOVA

Vozvedem ffto neravenstvo v stepen~ (β + 1)^{−1} < 0, poluqim ‖u‖_{χp,Q} > [ c^2_∗c_{11} ln(1/m)|p|^2 4 + 1 ]_{1/p} ‖u‖_{p,Q} > c^{1/p}_{12} |p|^{2/p} ln^{1/p}(1/m)‖u‖p,Q, (3.15) gde χ =^n_{n−2} , p = β + 1 < 0, a pod normoæ ponimaetsØ vyraßenie ‖u‖_{p,Q} = ( ∫ Q u^pdxdy )_{1/p} . Neravenstvo (3.15) my budem iterirovat~. DlØ p, opredelennogo v (3.14), poloßim p_s = χ^s ·(−p), s = 0, 1, 2, . . . Togda iz (3.15) poluqaem m = ‖u‖_{−∞,Q} > c^{− 1p} P_{χ−s} 12 χ^{− 1p} P^{sχ−s} ( ln(1/m)

)_− 1_p P_χ−s ‖u‖_{−p,Q}. Tak kak^{+∞} ∑ s=0 χ^{−s} =^n_2 i^{+∞} ∑ s=0 sχ^{−s} =^{n(n−2)}_4 , to okonqatel~no m > c13(n, Ω)^{− n2p (}ln(1/m)^{)− n2p} ‖u‖−p,Q. Zametim, qto iz (3.14) sleduet ‖u‖_{−p,Q} > c^{−2/p}_9 ‖u‖_{p,Q}, pofftomu m ( ln(1/m)

) n_{2p}

> c^{− n2p}_{13} c^{− 2p}_9 ‖u‖p,Q. (3.16)

Esli p > q, to ‖u‖_{p,Q} > ‖u‖_{q,Q} = 1 i (3.16) daet m ( ln(1/m)

) n_{2p}

>^(c13c^{4n}_9^{)− n2p} .

Esli ße p < q, to 1 = ‖u‖_{q,Q} 6 ‖u‖^{p/q}_{p,Q} · M^{(q−p)/q}_1 , to est~ ‖u‖_{p,Q} > M^{1−q/p} 1 . PodstavlØØ fftu ocenku v (3.16), imeem m ( ln(1/m)

) n_{2p}

> M1 ·^(c13c^{4n}_9 M^{2qn}_1^{)− n2p} >^(c13c^{4n}_9 M^{2n (2+ 2n )}_1^{)−} n 2p . V l¸bom sluqae, dlØ pokazatelØ summiruemosti p, opredelennogo v (3.14), spravedlivo neravenstvo m ( ln(1/m)

) n_{2p}

> c^{− n2p}_{14} (n, Ω). (3.17)

ZADAQA NE`MANA 289

Oboznaqim t = ln(1/m). Togda p = c_{10}/ √ t, i (3.17) prevrawaetsØ v e^{−t}(c_{14}t)^n √ t 2c10 > 1, ili n √ t ln(c14t) 2c10 − t > 0. Poslednee neravenstvo

vypolneno tol~ko esli t 6 t_0(n, c_{10}, c_{14}), to est~ (3.17) vypolneno tol~ko pri m > m_0(n, Ω) := e^{−t0} . Sledovatel~no, pri q ∈ (2; 2 +

2/n] imeem inf u > m_0(n, Ω). �

Lemmy 3.2 i 3.3 da¸t neobhodimye ocenki v sluqae “malyh” q. Teper~ rassmotrim sluqaæ “bol~xih” q. Poskol~ku pri q = 2^∗ kompaktnost~ vloßeniØ W^1_2 (Q) v L_2∗ (Q) otsutstvuet, neobhodimo dokazat~ suwestvovanie minimaæzera.

Lemma 3.4. Pust~ q = 2^∗. Suwestvuet d0 = d0(n, Ω) takoe, qto

pri d 6 d_0 dlØ l¸bogo ε 6 ε_{kp}(2^∗) infimum v (1.2) dostigaetsØ.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim normirovannu¸ v L2∗ (Qd) mini-

miziru¸wu¸ funkcional (1.2) posledovatel~nost~ u_k. Ne umalØØ obwnosti, moßno sqitat~, qto u_k ⇁ u v W^1_2 (Q_d). Doslovno povtorØØ dokazatel~stvo teoremy 2.2 [7], poluqaem al~ternativu: libo u_k → u v W^1_2 (Q_d), libo u = 0 i |u_k|^q ⇁ δ(ξ − ξ_0),

|∇u_k|^2 ⇁ μ^2_{ε,q}δ(ξ − ξ_0) v prostranstve mer na Q_d, priqem ξ_0 ∈ ∂Q_d.

Vo vtorom sluqae, domnoßaØ funkcii u_k na podhodØwu¸ srezku s dostatoqno malym nositelem, legko ubedit~sØ, qto μ^2_{ε,q} > 0 ne zavisit ot ε i d. V to ße vremØ znaqenie funkcionala (1.2) na postoØnnoæ funkcii ravno ε^2 6 ε^2_{kp} =^{π2(n−2)}_4 · d^{2(n−1)}n . Pofftomu pri dostatoqno malyh d vtoroæ sluqaæ nevozmoßen. �

Zameqanie 3.2. Iz dokazatel~stva lemmy 3.4 sleduet, qto pri

q = 2^∗, ¶ = ¶_{kp}(2^∗) i d 6 d_0 iz l¸boæ normirovannoæ v L_2∗ (Q)

minimiziru¸weæ funkcional Q–_{,2}∗_{,d} posledovatel~nosti moßno vybrat~ podposledovatel~nost~, kotoraØ shoditsØ v W^1_2 (Q).

Lemma 3.5. Pust~ q ∈ (2 + 2/n; 2^∗], d 6 d0. Togda u ∈ L∞(Q), bolee

togo, sup u 6 c_{15}(n) · s(u, τ_∗), (3.18)

gde τ_∗ = τ_∗(n, Ω) budet opredeleno niße, a s(u, τ_∗) opredeleno v predloßenii 4.4.

Dokazatel~stvo. Vospol~zuemsØ metodom, predloßennym v [5,

gl.II, §5]. Voz~mem v kaqestve probnoæ funkcii v (3.3) h_s =

290 A. P. WEGLOVA max{u − s; 0}, s = s(u, τ_∗). Poluqim ∫ Q_s ( 1 d^2

u^2_x + u^2_y + ¶^2(u − s)^2 ) dz

= μ^2–_{,q,d} ∫ Q_s u^qdz − s ∫ Q_s ( μ^2–_{,q,d}u^{q−1} + ¶^2(u − s) ) dz, gde Q_s = { z ∈ Q : u(z) > s } . VyqerkivaØ oqevidno otricatel~- noe slagaemoe, imeem ∫ Q_s ( 1 d^2 u 2 x + u^2_y + ¶^2(u − s)^2 ) dz 6 μ^2_{–,q,d}‖u‖^q_{,Qs} 6 ¶^2‖u‖^q_{,Qs} , otkuda s uqetom 1 <^{(n−2)π2}_4 6 ¶^2 <^{nπ2}_2 , d < 1 poluqaem

‖u‖^q_{,Qs} > 1_{¶2} ‖u − s‖^2_W 1_{2 (Qs)} > 2 nπ^2 ‖u − s‖^2_W 1_{2 (Qs)}. (3.19) S drugoæ storony, ‖u‖^q_{,Qs} 6 ( ‖u − s‖_{q,Qs} + s(meas Q_s)^{1/q} )_q

6 2^q‖u − s‖^{q−2}_{q,Qs} · ‖u − s‖^2_{q,Qs} + 2^qs^q · meas Qs 6
6 2^{2∗} ‖u − s‖^{2/n}_{q,Qs} · ‖u − s‖^2_{q,Qs} + 2^{2∗} s^{2∗} · meas Qs.

Poslednee neravenstvo verno, tak kak ‖u−s‖_{q,Qs} 6 1. Bolee togo, ‖u − s‖_{q,Qs} 6 ‖u − s‖_2∗_{,Qs} (meas Q_s)^{1/q−1/2∗} 6 ‖u − s‖_2∗_{,Qs} . Pofftomu iz opredeleniØ s(u, τ_∗) i teoremy vloßeniØ imeem ‖u‖^q_{,Qs} 6 2^{2∗} τ^{2/n}_∗ · ‖u − s‖^2_{q,Qs} + 2^{2∗} s^{2∗} · meas Q_s

6 2^{2∗} c^2_∗τ^{2/n}∗ · ‖u − s‖^2_W 1_{2 (Qs)} + 2^{2∗} s^{2∗} · meas Qs. (3.20)

Pust~ τ_∗ takovo, qto

2^{2∗} c^2_∗τ^{2/n}∗ 6 1 nπ^2 . (3.21)

ZADAQA NE`MANA 291

Togda, podstavlØØ (3.20) v (3.19), poluqaem

‖u − s‖_W 1_{2 (Qs)} 6 ( 2^{2∗} nπ^2 )_{1/2} s^{2∗ /2}(meas Q_s)^{1/2}. (3.22)

Pofftomu ∫ Q_s (u − s)dxdy 6 ‖u − s‖_2∗_{,Qs} (meas Q_s)^{1−1/2∗}

6 c∗‖u − s‖_W 1_{2 (Qs)}(meas Qs)^{1−1/2∗} 6
       6 c16 · s^{2∗ /2}(meas Qs)^{3/2−1/2∗} , (3.23)

gde c_{16}(n, Ω) = 2^{2∗/2}c_∗π √ n. Rassmotrim funkci¸ f(s) = ∫ Q_s (u − s)dxdy. Po svoæstvam inte-

grala Lebega f(s) = − ∞∫ s (τ − s)d(meas Q_τ ) = ∞∫ s meas Q_τ dτ, to est~ dlØ p.v. s f^′(s) = − meas Q_s. Pofftomu (3.23) ravnosil~no

f(s) 6 c_{16}s^{2∗/2}(−f^′(s))^{3/2−1/2∗} ; −f^′(s)(f(s))^{− 2·2∗3·2∗−2} > c^{− 2·2} ∗ 3·2^∗ −2 16 s^{− 2∗ ·2∗3·2∗−2} . Prointegriruem poslednee neravenstvo po promeßutku [s; sup u]. Poluqim −(f(s))^{2∗−23·2∗−2} 6 c^{− 2·2} ∗ 3·2^∗−2 16 2^∗ − 1 ( (sup u)^{− (2}

∗ −1)(2^∗ −2) 3·2^∗−2 − s− (2^∗ −1)(2^∗ −2) 3·2^∗−2 ) ; (sup u)^{− (2}

∗ −1)(2^∗ −2) 3·2^∗−2 > s− (2^∗ −1)(2^∗ −2) 3·2^∗−2 −(2∗−1)c 2·2^∗ 3·2^∗−2

16 (f(s))^{2∗ −23·2∗−2} . (3.24)

Poloßim teper~

τ_∗(n, Ω) = (2 · 2^∗ − 2)^{−3·2∗ +22∗−2} c^{− 2·2} ∗ 2^∗ −2

16 (c_∗M_0)^{1−2∗} ,

gde M_0(n, Ω) opredelena v lemme 3.1. Oqevidno, qto τ_∗ < 1 6 ‖u‖_2∗_{,Q}, sledovatel~no s(u, τ_∗) suwestvuet. PrØmym vyqisleniem nesloßno ubedit~sØ, qto τ_∗ udovletvorØet (3.21). Dalee, f(s)s^{2∗ −1} 6 ‖u − s‖_2∗_{,Qs} · ( s(meas Q_s)^{1/2∗}

)_2∗_{−1}

292 A. P. WEGLOVA 6 ‖u − s‖2∗,Q_s · ‖u‖^{2∗−1}_2∗_{,Qs} 6 τ∗(c∗M0)^{2∗−1}, (3.25) poskol~ku po teoreme vloßeniØ i lemme 3.1 ‖u‖_2∗_{,Qs} 6 c_∗M_0. PodstavlØØ (3.25) v (3.24), poluqaem

(sup u)^{− (2∗ −1)(2∗ −2)}

3·2^∗−2 > 1 2 s^{− (2∗−1)(2∗ −2)} 3·2^∗−2 , to est~ sup u 6 c_{15}(n) · s(u, τ_∗). �

Kak ukazano v dokazatel~stve lemmy 3.2, neravenstvo (3.10) spravedlivo i pri q ∈ (2 + 2/n; 2^∗]. Priqem v fftom sluqae ¶^2 6 nπ2 2 , to est~ M 6 c5(p0, n, Ω)^{(nπ2}_2^) n 2p0 M^{(q−2)n2p0} ‖u‖_{p0,Q}. Voz~mem p_0 = 2^∗ i vospol~zuemsØ teoremoæ vloßeniØ i lemmoæ 3.1. Poluqim

M 6 c5^{( nπ2}_2^) n−2 4 M^{q−22∗ −2} ‖u‖_2∗_{,Q} 6 c_5c_∗M_0 ( nπ^2 2 )^{n−2}_4 · M^{q−22∗−2} . Sledovatel~no, pri vseh q ∈ (2 + 2/n; 2^∗) est~ ravnomernaØ po d ocenka

(sup u)^{2∗−q} 6 c_{17}(n, Ω). (3.26)

Rassmotrim podrobnee sluqaæ q = 2^∗. Poskol~ku my ne moßem garantirovat~ edinstvennost~ minimaæzera funkcionala Q–_{,2}∗_{,d} i ne imeem Øvnoæ ocenki supremuma, to pokaßem, qto pri kaßdom d qisla s(u, τ_∗) ograniqeny po u.

Lemma 3.6. Pust~ q = 2^∗, d 6 d0. Togda suwestvuet qislo S =

S(τ_∗, d) takoe, qto dlØ l¸bogo minimaæzera u funkcionala Q–_{,2}∗_{,d} vypolneno s(u, τ_∗) 6 S.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim obratnoe. Pust~ {uk}^∞_{k=1} normi-

rovannaØ v L_2∗ (Q) posledovatel~nost~ minimaæzerov funkcionala Q–_{,2}∗_{,d} takaØ, qto s(u_k, τ_∗) → +∞. Ne umalØØ obwnosti, budem sqitat~, qto s(u_k, τ_∗) vozrasta¸t. Soglasno zameqani¸ 3.2, moßno vybrat~ taku¸ podposledovatel~nost~ {u_k′ }, qto u_k′ → u v

W^1_2 (Q), a sledovatel~no i v L_2∗ (Q), qto protivoreqit predloße-

ni¸ 4.4. �

ZADAQA NE`MANA 293

Lemma 3.7. Pust~ q ∈ (2 + 2/n; 2^∗], d 6 d0(n). Togda pri kaßdom

znaqenii d minimaæzery Q–_{,q,d} ravnomerno ograniqeny po q.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim obratnoe. V silu (3.26) i (3.18)

ffto oznaqaet, qto suwestvuet posledovatel~nost~ q_k ↑ 2^∗ takaØ, qto s(u_k, τ_∗) → +∞, gde u_k – minimaæzer funkcionala Q–_{(qk ),qk ,d}. Ne umalØØ obwnosti, budem sqitat~, qto s(u_k, τ_∗) vozrasta¸t.

Oboznaqim ¶(q_k) = ¶_k, ¶(2^∗) = ¶_∗. Minimaæzer funkcionala

Q–_{∗ ,2}∗_{,d} oboznaqim u_∗.

Snaqala pokaßem, qto lim k→+∞ μ^2–_{k,qk,d} = μ^2–_{∗ ,2}∗_{,d}. (3.27)

Zametim, qto esli q_{k1} < q_{k2}, to ¶_{k1} > ¶_{k2} . Sledovatel~no, dlØ l¸boæ funkcii u ∈ W^1_2 (Q) Q–_{k1 ,qk1 ,d}(u) > Q–_{k1 ,qk2 ,d}(u) > Q–_{k2 ,qk2 ,d}(u), to est~ posledovatel~nost~ μ–_{k ,qk,d} ne vozrastaet. Dopustim lim k→+∞ μ^2–_{k,qk ,d} = μ^2_∗ = μ^2–_{∗,2}∗_{,d} + σ, σ > 0.

Togda Q–_{k,qk,d} ( u_∗ ) = d^{−2}‖(u_∗)_x‖^2_{,Q} + ‖(u_∗)_y‖^2_{,Q} + ¶^2_k‖u_∗‖^2_{,Q} ‖u_∗‖^2_{qk,Q} =

= d^{−2}‖(u_∗)_x‖^2_{,Q} + ‖(u_∗)_y‖^2_{,Q} + ¶^2_∗‖u_∗‖^2_{,Q} ‖u_∗‖^2_{qk,Q} + ( ¶ 2 k − ¶^2_∗ ) ‖u_∗‖^2_{,Q} ‖u_∗‖^2_{qk,Q} = = ‖u_∗‖^{−2}_{qk,Q} ( CalQ–_{∗,2}∗_{,d} ( u_∗ ) + (_{¶2} k − ¶^2_∗ ) ‖u_∗‖^2_{,Q} ) = = ‖u_∗‖^{−2}_{qk,Q} ( μ^2–_{∗,2}∗_{,d} + (_{¶2} k − ¶^2_∗ ) ‖u_∗‖^2_{,Q} ) → μ^2–_{∗ ,2}∗_{,d},

poskol~ku ‖u_∗‖_{qk,Q} → ‖u_∗‖_2∗_{,Q} = 1 i ¶_k → ¶_∗. Sledovatel~- no Q–_{k,qk,d}(u_∗) < μ^2_∗ − σ/2 pri dostatoqno bol~xih k. Znaqit

μ^2–_{k ,qk,d} < μ^2_∗ − σ/2, qto protivoreqit opredeleni¸ μ^2_∗, i (3.27)

dokazano.

Rassmotrim normirovannu¸ v L_2∗ (Q) posledovatel~nost~

û_k = u^k‖u_k‖_{2∗,Q} .

294 A. P. WEGLOVA

Pokaßem, qto û_k ØvlØetsØ minimiziru¸weæ posledovatel~nost~¸ dlØ funkcionala Q–_{∗,2}∗_{,d}. Deæstvitel~no, po opredeleni¸ Q–_{∗ ,2}∗_{,d} ( û_k ) = d^{−2}‖(û_k)_x‖^2_{,Q} + ‖(û_k)_y‖^2_{,Q} + ¶^2_∗‖û_k‖^2_{,Q} 6

6 d^{−2}‖(ûk)x‖^2_{,Q} + ‖(ûk)y‖^2_{,Q} + ¶^2_k‖ûk‖^2_{,Q} = Q–_{k,qk ,d} ( û_k ) · ‖û_k‖^2_{qk,Q} = μ^2–_{k ,qk,d} · ‖û_k‖^2_{qk,Q} 6 6 μ^2_{–k ,qk,d} · ‖ûk‖^2∗_{,Q} = μ^2_{–k ,qk,d} → μ^2_{–∗,2}∗_{,d} v silu (3.27). S drugoæ storony Q–_{∗ ,2}∗_{,d} ( û_k

) > μ^2_{–∗,2}∗_{,d}. Sledo-

vatel~no, po lemme o sßatoæ posledovatel~nosti Q–_{∗,2}∗_{,d} ( û_k ) → μ^2–_{∗ ,2}∗_{,d}. Togda, soglasno zameqani¸ 3.2, perehodØ k podposledo-

vatel~nosti, moßno sqitat~ û_k′ → u_∗ v W^1_2 (Q) i (po teoreme vloßeniØ) v L_2∗ (Q).

Bolee togo, v silu teoremy vloßeniØ i lemmy 3.1 qislovaØ posledovatel~nost~ ‖u_k′ ‖_2∗_{,Q} ograniqena. PerehodØ k podposledovatel~nosti, moßno sqitat~, qto ‖u_k′′ ‖_2∗_{,Q} → λ. Togda, po opredeleni¸ u_k′′ = û_k′′ · ‖u_k′′ ‖_2∗_{,Q} → λu_∗ v L_2∗ (Q), i s(u_k′′ , τ_∗) ograniqeny v silu predloßeniØ 4.4. Poluqennoe protivoreqie dokazyvaet lemmu. �

Teper~ dokaßem, qto sup u ograniqen takße po d.

Lemma 3.8. Pust~ q ∈ (2 + 2/n; 2^∗], d 6 d0. Togda

sup u 6 M_2

gde konstanta M_2 = M_2(n, Ω) ne zavisit ot q i d.

Dokazatel~stvo. Opredelim dlØ kaßdogo d ∈ (0; d0] qislo q(d)

kak znaqenie q ∈ (2 + 2/n; 2^∗], pri kotorom supremum minimaæzera funkcionala Q–_{,q,d} prinimaet maksimal~noe znaqenie. �to opredelenie korrektno v silu lemmy 3.7.

Predpoloßim obratnoe. Poskol~ku sup u zavisit ot d nepreryvno, to suwestvuet posledovatel~nost~ d_k ↓ 0 takaØ, qto dlØ minimaæzerov u_k funkcionalov Q–_{(q(dk )),q(dk ),dk} vypolneno s(u_k, τ_∗) → +∞. Ne umalØØ obwnosti, moßno sqitat~, qto s(u_k, τ_∗) vozrasta¸t.

Oboznaqim ¶_k = ¶(q(d_k)) i q_k = q(d_k). Po opredeleni¸ 1 d^2_k

‖(u_k)_x‖^2_{,Q} + ‖(u_k)_y‖^2_{,Q} + ¶^2_k‖u_k‖^2_{,Q} 6 ¶^2_k 6 nπ^2 2 ,

ZADAQA NE`MANA 295

otkuda ‖(u_k)_x‖^2_{,Q} 6^{d2k nπ2}_2 → 0. Krome togo, po lemme 3.1 posledovatel~nost~ u_k ograniqena v W^1_2 (Q). Togda, perehodØ k podposledovatel~nosti, imeem u_k ⇁ u v W^1_2 (Q) i (u_k)_x → 0 v L_2(Q). Takim obrazom, u_x ≡ 0, to est~ funkciØ u – “odnomernaØ”.

Opredelim funkcii

v_k(y) = ∫ Ω u_k(x, y)dx. Ispol~zuØ predloßenie 4.2 i lemmu 3.1, vyvodim

‖u_k − u‖_2∗_{,Q} 6 ‖u_k − v_k‖_2∗_{,Q} + ‖v_k − u‖_2∗_{,Q}

6 c4‖∇(uk − vk)‖^{1−2/2∗}_{2,Q} · ‖(uk)x‖^{2/2∗}_{2,Q} + ‖vk − u‖2∗,Q 6

  6 c4(2M0)^{1−2/2∗} · ‖(uk)x‖^{2/2∗}_{2,Q} + ‖vk − u‖2∗,Q. (3.28)

Oqevidno, qto v_k ⇁ u v W^1_2 (0; 1) i po teoreme vloßeniØ v_k → u v L_2∗ (0; 1). Tak kak ffto “odnomernye” funkcii, to v_k → u i v L_2∗ (Q). S uqetom (u_k)_x → 0 v L_2(Q), iz (3.28) sleduet u_k → u v L_2∗ (Q). No togda, soglasno predloßeni¸ 4.4 qisla s(u_k, τ_∗) ograniqeny, qto protivoreqit naxemu predpoloßeni¸. �

Lemmy 3.1–3.8 obespeqiva¸t suwestvovanie vseh neobhodimyh ocenok. Sformuliruem i dokaßem osnovnoæ rezul~tat.

Teorema 3.1. Pust~ n > 3. Togda dlØ l¸boæ strogo lipxicevoæ

oblasti Ω suwestvuet ^d(Ω, n) takoe, qto pri vseh d < ^d imeem ^ε(q) ≡ ε_{kp}(q), q ∈ (2; 2^∗].

Dokazatel~stvo. Pust~ d 6 d0. Togda global~nyæ minimaæzer

(1.2) suwestvuet pri vseh q ∈ (2; 2^∗], a utverßdenie teoremy ravnosil~no tomu, qto pri ¶ = ¶_{kp} =^π√_{q−2} minimaæzer funkcionala Q–_{,q,d} – postoØnnaØ funkciØ. Predstavim fftot minimaæzer v vide u(x, y) = 1 + h(x, y) = w(y) + g(x, y), gde w(y) = ∫ Ω u(x, y)dx poloßitel~na, i funkciØ g udovletvorØet uslovi¸ (2.1).

Togda moßno primenit~ lemmu 2.1. S uqetom (3.1), (2.6) moßno uprostit~ tak: J–_{,q,d}(u) = J–_{,q,d}(w + g) > ~J–_{,q} (w) + ‖g_y‖^2_{,q} + ‖g_x‖^2_{,Q}×

296 A. P. WEGLOVA × [ 1 d^2 − π^2 λ_{N ,Ω} − c_1π^2 ( sup w ‖w‖_{q,Q} ) 4_{n−2} − c_2π^2‖w‖^{2−q}_{q,Q} · R(g, w) ] , (3.29)

gde R(g, w) opredeleno v (2.7).

Soglasno lemmam 3.1, 3.2 i 3.8

‖∇g‖_{2,Q} 6 ‖∇u‖_{2,Q} 6 M_0; sup w 6 sup u 6 M := max{M_1, M_2}.

(3.30) Krome togo, po neravenstvu Gel~dera ‖w‖_{q,Q} = ‖w‖_{q,(0;1)} = 1∫ 0 ∫ Ω u(x, y)dx q dy 1/q

>

1∫ 0 ∫ Ω u(x, y)dxdy = ‖u‖_{1,Q} i 1 = ‖u‖^q_{,Q} 6 sup u^{q−1}‖u‖_{1,Q}. To est~

‖w‖_{q,Q} > sup u^{1−q} > sup u^{1−2∗} > M^{1−2∗} . (3.31)

PodstavlØØ (3.30) i (3.31) v (3.29), poluqaem

J–_{,q,d}(u) > ~J–_{,q} (w) + ‖g_y‖^2_{,q} + ‖g_x‖^2_{,Q}× × [ 1 d^2 − π^2 λ_{N ,Ω} − c_1π^2M^{2∗(2∗−2)} − c_2π^2M^{(2∗−1)(2∗−2)} · R(g, w) ] . (3.32)

Po lemme 3.3 pri q ∈ (2; 2 + 2/n] inf w > inf u > m_0. Ispol~zuØ (3.30), moßno ocenit~ R(g, w) sledu¸wim obrazom: R(g, w) 6 m^{− 2n}_0 M^{2n}_0 pri 2 < q 6 2 +^2_n ; M_0 pri 2 +^2_n < q 6 3; 2M^{2∗−2}_0 pri q > 3.

To est~ pri vseh q ∈ (2; 2^∗] ocenka (3.32) imeet vid

J–_{,q,d}(u) > ~J–_{,q} (w) + ‖g_y‖^2_{,Q} + ( 1 d^2

− c_{18}(n, Ω) ) ‖g_x‖^2_{,Q}. Togda pri d < (c_{18} + 1)^{− 12}

J–_{,q,d} (u) > ~J–_{,q} (w) + ‖g_y‖^2_{,Q} + ‖g_x‖^2_{,Q}.

ZADAQA NE`MANA 297

S drugoæ storony, poskol~ku funkciØ u minimiziruet funkcional Q–_{,q,d}, imeem J–_{,q,d}(u) 6 J–_{,q,d}(1) = 0. Sledovatel~no,

∇g ≡ 0 i ~J–_{,q} (w) = 0. Pervoe, vvidu usloviØ (2.1), oznaqaet g ≡ 0. Krome togo, v [3] dokazano, qto ~J–_{,q} (w) = 0 ravnosil~-

no w = const. S uqetom normirovki funkcii u, poluqaem w = 1, to est~ u = w + g = 1.

Takim obrazom, pri ¶ = ¶_{kp} i d < min { (c_{18} + 1)^{− 1}2 , d_0 } := ^d(n, Ω) global~nyæ minimaæzer funkcionala Q–_{,q,d} – postoØn-

naØ funkciØ. To est~, pri d < ^d(n, Ω) dlØ funkcionala (1.2) na cilindre Q_d imeem ^ε(q) ≡ ε_{kp}(q). �

4. Vspomogatel~nye utverßdeniØ Predloßenie 4.1. Pust~ q ∈ (2; 3]. Togda dlØ τ ∈ R imeet mesto

neravenstvo

|1 + τ |^q 6 1 + qτ + q(q − 1) 2 τ^2 + c_3(q − 2)|τ |^r,

gde r = max{2 +^2_n ; q} i konstanta c_3 ne zavisit ot q.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim funkci¸ ft(τ ) = |1 + τ |^t ln |1 + τ |,

t ∈ (2; q). Tak kak lim_{τ→−1} f_t(τ ) = 0, doopredelim funkci¸ f_t nulem

pri τ = −1.

Esli |τ | < 1/2, to f_t(τ ) = (1 + τ )^t ln(1 + τ ) = (1 + tτ +^{t(t−1)}_2 τ^2 +

O(τ^3))(τ −^1_2 τ^2 + O(τ^3)) = τ +^{2t−1}_2 τ^2 + O(τ^3) 6 τ +^{2t−1}_2 τ^2 + c_3|τ |^r,

tak kak r 6 3. Pofftomu q∫ 2 f_t(τ )dt 6 q∫ 2 ( τ + 2t − 1 2 τ^2 + c_3|τ |^r ) dt, otkuda poluqaem nußnoe nam neravenstvo pri |τ | < 1/2.

Esli |τ | > 1/2 i q ∈ (2;^{r+2}_2 ), to f_t(τ ) 6 τ +^{2t−1}_2 τ^2 + c_3|τ |^r i konstanta c_3 ne zavisit ot t, tak kak t otdeleno ot r. Dal~neæxie rassußdeniØ analogiqny predyduwemu sluqa¸.

Esli ße |τ | > 1/2 i q ∈ [^{r+2}_2 ; 3], to utverßdenie oqevidno. �

Predloßenie 4.2. Pust~ p ∈ (2, 2^∗]. DlØ l¸boæ funkcii g ∈

W^1_2 (Q), udovletvorØ¸weæ uslovi¸ (2.1), spravedlivo neravenstvo ‖g‖^p_{,Q} 6 c_4‖∇g‖^{p−2}_{2,Q} · ‖g_x‖^2_{,Q}, (4.1)

298 A. P. WEGLOVA

gde c_4 = c_4(n, Ω) ne zavisit ot p.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim dva sluqaØ. Esli n > 4, to obo-

znaqim p̂ =^{2(n−1)}_{n−3} . Togda W^1_2 (Ω) vkladyvaetsØ v L_{p̂}(Ω) nepreryvno. S uqetom (2.3), ffto oznaqaet ∫ Ω |g|^{p̂}dx 2/p̂ 6 c19(n, Ω)^∫ Ω |g_x|^2dx. IntegriruØ po y, poluqaem 1∫ 0 ∫ Ω |g|^{p̂}dx 2/p̂ dy 6 c19‖gx‖^2_{,Q}. (4.2) Takße zametim, qto^{(2∗−2)p̂}_{p̂−2} =^{2(n−1)}_{n−2} – predel~nyæ pokazatel~ vloßeniØ na seqenie Ω cilindra Q. Pofftomu pri p.v. y ∈ (0; 1) imeem ∫ Ω |g|^{(p−2)p̂p̂−2} dx p̂−2 p̂

6

∫ Ω |g|^{(2∗−2)p̂p̂−2} dx p̂−2 (2^∗ −2)p̂ ·(p−2)

6 c^{p−2}_{20} (n, Ω)‖∇g‖^{p−2}_{2,Q} . (4.3)

S drugoæ storony, po neravenstvu Gel~dera 1∫ 0 ∫ Ω |g|^pdxdy 6 1∫ 0 ∫ Ω |g|^{p̂}dx 2/p̂ ∫ Ω |g|^{(p−2)p̂p̂−2} dx p̂−2 p̂ dy. PodstavlØØ (4.2) i (4.3), poluqaem ‖g‖^p_{,Q} = 1∫ 0 ∫ Ω |g|^pdx 6 c_4(n, Ω)‖∇g‖^{p−2}_{2,Q} · ‖g_x‖^2_{,Q}, gde c_4 = c^{2∗−2}_{20} · c_{19} ne zavisit ot p.

Esli n = 3, to, sleduØ [8, gl. III], pri kaßdom fiksirovannom

y ∈ (0; 1) rassmotrim “toqnu¸ funkci¸” funkcii g(·, y): M_{0,s}g(x, y)

ZADAQA NE`MANA 299

= sup_B ( inf { A > 0 : mes({z ∈ B : |g(z, y)| > A}) 6 s · mes(B) }) , gde parametr s ∈ (0; 1), a supremum beretsØ po vsem xaram B, leßawim v Ω i soderßawim toqku x. Oqevidno, qto

‖M_{0,s}g(·, y)‖_{∞,Ω} 6 c_{24}(s)‖g(·, y)‖_{BMO,Ω}. Prostranstvo W^1_2 (Ω) ne-

preryvno vkladyvaetsØ v BM O(Ω), pofftomu ‖M_{0,s}g(·, y)‖_{∞,Ω} 6 c_{21}(s)‖g(·, y)‖_{BMO,Ω} 6 c22(s, Ω)‖g(·, y)‖_W 1_{2 (Ω)} 6 c23(s, Ω)‖gx(·, y)‖2,Ω, gde poslednee neravenstvo verno v silu (2.3).

S drugoæ storony, po teoreme 3 [8, gl. III] dlØ nekotorogo 0 < s < 1 ‖g‖_2∗_{,Ω} 6 c_{24}(s, Ω)‖M_{0,s}g(·, y)‖_2∗_{,Ω}. (4.4)

Togda, pri fiksirovannom s, dlØ kotorogo vypolneno (4.4), poluqaem ‖g(·, y)‖^p_{,Ω} 6 ‖g(·, y)‖^p_2∗_{,Ω} 6 c^p_{24}‖M_{0,s}g(·, y)‖^p_2∗_{,Ω}

 6 c^p_{24}‖M0,sg(·, y)‖^2_{∞,Ω} · ‖M0,sg(·, y)‖^{p−2}_2∗_{−2,Ω}

6 c^p_{24} · c^2_3 · ‖gx(·, y)‖^2_{,Ω} · ‖M0,sg(·, y)‖^{p−2}_2∗_{−2,Ω}.

Po lemme 1 [8, gl. III] imeem ‖M_{0,s}g(·, y)‖_2∗_{−2,Ω} 6 c_{25}(Ω)‖g(·, y)‖_2∗_{−2,Ω}. Zametim, qto 2^∗ − 2 = 4 – predel~nyæ pokazatel~ vloßeniØ na seqenie Ω cilindra Q, a znaqit ‖g(·, y)‖_2∗_{−2,Ω} 6 c_{26}(Ω)‖∇g‖_{2,Q}. Okonqatel~no, ‖g(·, y)‖^p_{,Ω} 6 c_4(n, Ω)‖∇g‖^{p−2}_{2,Q} · ‖g_x(·, y)‖^2_{,Ω}, gde c_4 = c^{2∗}_{24} ·c^2_3·c^{2∗−2}_{25} ·c^{2∗−2}_{26} ne zavisit ot p. IntegriruØ poslednee neravenstvo po y, poluqaem (4.1). �

Predloßenie 4.3. Pust~ 2 < q 6 2 + 2/n. Oboznaqim α = ( 1 −^q_{2∗} )_{−1} . Togda dlØ l¸boæ funkcii u ∈ W^1_2 (Q) imeet mesto neravenstvo ‖u‖^{2αqn}_{q,Q} 6 c^{α(q−2)}_∗ ‖u‖^{α(q−2)}_{W 12 (Q)} · ‖u‖^2_{,Q}.

300 A. P. WEGLOVA

Dokazatel~stvo. Po neravenstvu Gel~dera ‖u‖_{q,Q} 6 ‖u‖ (q−2)n 2q 2^∗,Q · ‖u‖ 1− (^{q−}2)^n2_q 2,Q . PrimenØØ teoremu vloßeniØ, imeem ‖u‖^q_{,Q} 6 c^{(q−2)n2}_∗ ‖u‖^{(q−2)n2}_{W 12 (Q)} · ‖u‖^{2q−(q−2)n2}_{2,Q} . VozvedØ ffto neravenstvo v stepen~^4_{2q−(q−2)n} =^{2α}_n , poluqaem

utverßdenie lemmy. �

Predloßenie 4.4. Pust~ u ∈ L2∗ (Q) – poloßitel~naØ funkciØ,

0 < τ < ‖u‖_2∗_{,Q}. Opredelim qislo s(u, τ ) iz usloviØ ‖u − s‖_2∗_{,Qs} = τ, gde Q_s = { z ∈ Q : u(z) > s } (takoe s(u, τ ) suwestvuet v silu

absol¸tnoæ nepreryvnosti integrala Lebega).

Pust~ u_k ∈ L_2∗ (Q) – poloßitel~nye funkcii i s(u_k, τ ) – voz-

rasta¸waØ posledovatel~nost~. Togda, esli u_k → u v L_2∗ (Q), to

posledovatel~nost~ s(u_k, τ ) ograniqena.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim p = 2^∗. Dokaßem ffto utverßdenie

ot protivnogo. Pust~ s_k := s(u_k, τ ) → +∞. Poskol~ku u ∈ L_p(Q), to ∫ Q_{sk} u^pdz → 0. (4.5)

S drugoæ storony ∫ Q_{sk} u^pdz > ∫ Q_{sk} (u^p − u^p_k)dz + ∫ Q_{sk} (u^p_k − s^p_k)dz. Pokaßem, qto pervyæ integral stremitsØ k nul¸, a vtoroæ net. Poskol~ku na mnoßestve Q_{sk} u_k > s_k, to ∫ Q_{sk} (u^p_k − s^p_k)dz > ∫ Q_{sk} (u_k − s_k)^pdz = τ^p.

S drugoæ storony | | | | | | | ∫ Q_{sk} (u^p − u^p_k)dz | | | | | | |

6^∫

Q |u^p − u^p_k|dz 6 c_{27} ∫ Q |u − u_k|(u^{p−1} + u^{p−1}_k )dz 6

ZADAQA NE`MANA 301 6 c27‖u − uk‖p,Q · ∫ Q (u^{p−1} + u^{p−1}_k )^{pp−1} dz

1− 1_p

                             6

6 2c27‖u − uk‖p,Q^(‖u‖^p_{,Q} + ‖uk‖^p_{,Q}^{)1− 1p} 6 c28(u)‖u − uk‖p,Q → 0.

Takim obrazom, ∫ Q_{sk} u^pdz ne stremitsØ k nul¸, qto protivoreqit

(4.5). To est~ s_k – ograniqennaØ posledovatel~nost~. �

˚ priznatel~na A. I. Nazarovu za postanovku zadaqi i obsußdenie raboty, a takße S. V. KislØkovu za ukazanie na knigu [8].

Literatura

1. A. I. Nazarov, A. P. Weglova, O nekotoryh svoæstvah ffkstremali v variacionnoæ zadaqe, poroßdennoæ teoremoæ vloßeniØ Soboleva. — Problemy mat. analiza, Novosibirsk, T.RoßkovskaØ, vyp. 27 (2004), 109– 136.

2. A. I. Nazarov, O toqnoæ konstante v odnomernoæ teoreme vloßeniØ. — Problemy mat. analiza, Novosibirsk, NauqnaØ kniga, vyp. 19 (1999), 149–163.

3. A. I. Nazarov, O toqnyh konstantah v odnomernyh teoremah vloßeniØ proizvol~nogo porØdka. — Voprosy sovremennoæ teorii approksimacii. Izd. SPbGU (2004), 146–158.

4. N. Trudinger, On Harnack type inequalities and their application to quasilinear elliptic equations. — Comm. in Pure and Appl. Math. 20 (1967), 721–747.

5. O. A. LadyßenskaØ, N. N. Ural~ceva, Lineænye i kvazilineænye uravneniØ fflliptiqeskogo tipa. Izd. 2, Nauka, M. (1973).

6. F. John, L. Nirenberg, On functions of bounded mean oscillation. — Comm. on

Pure and Appl. Math., 14, No. 2 (1961), 415–426.

7. P. L. Lions, F. Pacella, and M. Tricarico, Best constant in Sobolev inequalities for functions vanishimg on some part of the boundary and related questions. — Indiana Univ. Math. J., 37, No. 2 (1998), 301–324.

8. J.-O. Strömberg, A. Torchinsky, Weighted Hardy Spaces. Lecture Notes in Math-

ematics, 1381, Springer-Verlag, New York (1989).

Scheglova A. P. The Neumann problem for semilinear elliptic equation in thin cylinder. The least energy solutions.

We prove that the least energy solution of the boundary value problem { −Δu + u = |u|^{q−2}u in Q ∂u ∂n = 0 on ∂Q

302 A. P. WEGLOVA is a constant for all q ∈ (2; 2^∗] if Q ⊂ R^n (n > 3) is a sufficiently thin cylinder.

Postupilo 10 sentØbrØ 2007 g.

SPbG�TU