Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 348, 2007 g.

S. A. Nazarov

O SGUWENII TOQEQNOGO SPEKTRA NA NEPRERYVNOM V ZADAQAH LINE`NO` TEORII VOLN NA POVERHNOSTI IDEAL^NO` ȷIDKOSTI

1. Postanovka zadaqi i formulirovka rezul~tatov

Pust~ Σ – oblast~ na ploskosti R^2 ∋ x^′ = (x_2, x_3), ograniqennaØ otrezkom γ = {x^′ : x_3 = 0, |x_2| < l} dlinoæ 2l > 0 i zamknutoæ prostoæ gladkoæ dugoæ Γ, kotoraØ soedinØet toqki (±l, 0) vnutri poluploskosti R^2_− = {x^′ : x_3 < 0} i vstreqaetsØ v fftih toqkah s otrezkom γ pod uglami α_± ∈ (0, π) (sm. ris. 1). Vvedem trehmernyæ cilindr Π = R × Σ ∋ x = (x_1, x^′) i ograniqennu¸ oblast~

Θ_ε ⊂ Π, harakterizu¸wu¸sØ malym poloßitel~nym parametrom

ε. Poverhnost~ ∂Θ_ε kusoqno gladkaØ, t.e. na neæ mogut byt~ koniqeskie toqki i rebra, gladkie zamknutye ili pereseka¸wiesØ, odnako oblast~ Ξ_ε = Π \ Θ_ε predstavima v vide ob¨edineniØ koneqnogo qisla oblasteæ s lipxicevymi granicami. Poverhnost~

∂Θ_ε zavisit ot parametra proizvol~nym obrazom, v qastnosti,

moßet imet~ obwie uqastki s ∂Π. Edinstvennoe predpoloßenie: v Ξ_ε imeetsØ tonkaØ oblast~ – “plastina”

Ω_ε = {x = (y_1, y_2, z) : y = (y_1, y_2) ∈ ω,

z ∈ Υ_ε(y) := (−εh(y), 0)}, (1.1)

u kotoroæ nißnee slaboiskrivlennoe osnovanie ω_ε = {x : y ∈

ω, z = −εh(y)} leßit na poverhnosti ∂Θ_ε, a verhnee – na gori-

zontal~noæ poverhnosti Λ := R × γ. V pravoæ qasti (1.1) ω – nepustoe otkrytoe, ne obØzatel~no svØznoe mnoßestvo na ploskosti R^2 ∋ y, a h – gladkaØ funkciØ na zamykanii ω = ω ∪ ∂ω mnoßestva ω. Podqerknem, qto udobno ispol~zovat~ raznye oboznaqeniØ (x_1, x^′) i (y, z) dlØ odnoæ toæ ße dekartovoæ sistemy

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (proekt 07–01–00476). 98

O SGUWENII TOQEQNOGO SPEKTRA 99

Ris. 1. Seqenie kanala.

koordinat x, priqem pervoe sootnositsØ s cilindrom Π, a vtoroe – s plastinoæ Ω_ε.

V oblasti Ξ_ε rassmotrim spektral~nu¸ zadaqu lineænoæ teorii voln na poverhnosti ideal~noæ ßidkosti (sm., naprimer, [1, gl. 1]):

−Δ_xΨ_ε(x) = 0, x ∈ Ξ_ε, (1.2)

∂_z Φ_ε(x) = λ_εΦ_ε(x), x ∈ Λ_ε := Λ \ ∂Θ_ε, (1.3)

∂_nΦ_ε(x) = 0, x ∈ ∂Ξ_ε \ Λ. (1.4)

Zdes~ Φ_ε – potencial skorosteæ, λ_ε – spektral~nyæ parametr (v mehaniqeskoæ postanovke on proporcionalen kvadratu qastoty garmoniqeskih kolebaniæ sistemy), Δ_x – laplasian, a ∂_n – proizvodnaØ vdol~ vnexneæ normali k poverhnosti ∂Ξ_ε, priqem

∂_n = ∂_z na gorizontal~noæ polose Λ, na kotoroæ postavleno spek-

tral~noe kraevoe uslovie Steklova (1.3). RazumeetsØ, kraevoe uslovie Neæmana (1.4) zadano v teh toqkah x ∈ ∂Ξ_ε \ Λ, gde normal~ n opredelena korrektno, t.e. poqti vs¸du na poverhnosti blagodarØ ee lipxicevosti. Pri ukazannoæ interpretacii spektral~noæ zadaqi Steklova (1.2)–(1.4) opisannaØ geometriØ sootvetstvuet, naprimer, dvum ob¨ektam, shematiqeski izobraßennym na ris. 2 i 3: kateru na podvodnyh kryl~Øh i pritoplennomu konteæneru s ploskoæ kryxkoæ. Ploskie kartinki vosproizvodØt tol~ko popereqnye seqeniØ, a punktirnaØ liniØ otraßaet prodol~nu¸ ploskost~ simmetrii {x : x_2 = 0}, kotoraØ vovse ne obØzatel~na v §2 i pervoæ polovine §3, no igraet rexa¸wu¸ rol~ v rassußdeniØh iz vtoroæ poloviny §3 i vsego §4. Otmetim, qto na ris. 2 izobraßeno plava¸wee, a na ris. 3 – pogrußennoe telo.

100 S. A. NAZAROV

Ris. 2. Kater na podvodnyh kryl~Øh.

Ris. 3. Pritoplennyæ konteæner.

Vvidu irregulØrnosteæ granicy korrektnaØ formulirovka zadaqi (1.3)–(1.4) apelliruet k integral~nomu toßdestvu [2]

(∇_xΦ_ε, ∇_xΨ)_{Ξε} = λ_ε(Φ_ε, Ψ)_{Λε} , Ψ ∈ H^1(Ξ_ε), (1.5)

gde ∇_x – gradient, ( , )_Ξ – skalØrnoe proizvedenie v prostranstve Lebega L_2(Ξ), skalØrnom ili vektornom i obyqno vewestvennom, a H^1(Ξ_ε) – prostranstvo Soboleva. �to prostranstvo, snabßennoe specifiqeskim skalØrnym proizvedeniem

⟨Φ, Ψ⟩ = (∇_xΦ, ∇_xΨ)_{Ξε} + (Φ, Ψ)_{Λε} , (1.6)

oboznaqim H_ε. �kvivalentnaØ formulirovka variacionnoæ zadaqi kak abstraktnogo uravneniØ v gil~bertovom prostranstve H_ε

K_εΦ_ε = μ_εΦ_ε (1.7)

operiruet s novym spektral~nym parametrom

μ_ε = (1 + λ_ε)^{−1} (1.8)

O SGUWENII TOQEQNOGO SPEKTRA 101 i operatorom K_ε v H_ε, opredelennym formuloæ

⟨K_εΦ, Ψ⟩ = (Φ, Ψ)_{Λε} , Φ, Ψ ∈ H_ε, (1.9)

i ØvlØ¸wimsØ poloßitel~nym, nepreryvnym i simmetriqeskim, a znaqit, samosoprØßennym. Iz-za neograniqennosti poverhnosti Λ_ε operator K_ε ne moßet byt~ kompaktnym. Krome togo, u nego beskoneqnomernoe Ødro 0 H^1(Ξ_ε; Λ) = {Φ ∈ H^1(Ξ_ε) : Φ(x) = 0, x ∈ Λ_ε}. (1.10)

SvØz~ (1.8) spektral~nyh parametrov peredaet svoæstva spektra operatora K_ε spektru zadaqi (1.2)–(1.4). Edinstvennoe iskl¸- qenie – Ødro (1.10), kotoroe otsutstvuet u zadaqi (1.2)–(1.4), tak kak toqke μ = 0 otveqaet beskoneqno udalennaØ toqka λ.

V §3 budet provereno sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 1.1. Nepreryvnyæ spektr operatora Kε pokryvaet seg-

ment [0, 1] : = {μ ∈ C : Im μ = 0, Re μ ∈ [0, 1]}, a ostal~naØ qast~ C \[0, 1] kompleksnoæ ploskosti C predstavlØet soboæ rezol~ventnoe pole operatora K_ε.

Ewe odno utverßdenie, dokazannoe v §3, imeet delo so sußeniem K^±_ε operatora K_ε na podprostranstvo H^±_ε funkciæ, neqetnyh otnositel~no peremennoæ x_2,

H^±_ε = {Φ ∈ H_ε : Φ(x_1, −x_2, x_3) = −Φ(x_1, x_2, x_3)}, (1.11)

i, razumeetsØ, predpolagaet simmetri¸ oblasti Ξ_ε otnositel~- no vertikal~noæ ploskosti {x : x_2 = 0}, a imenno,

Ξ_ε = {x ∈ R^3 : (x_1, −x_2, x_3) ∈ Ξ_ε}. (1.12)

Teorema 1.2. Suwestvuet porog μΣ ∈ (0, 1), kotoryæ zavisit

tol~ko ot popereqnogo seqeniØ Σ kanala Π i dlØ kotorogo poluotrezok (μ_Σ, 1] na vewestvennoæ osi soderßit diskretnyæ spektr operatora K^±_ε v gil~bertovom prostranstve (1.11). Segment [0, μ_Σ] pokryt nepreryvnym spektrom, a mnoßestvo C \[0, 1] prinadleßit rezol~ventnomu pol¸ operatora K^±_ε .

˚sno, qto l¸boe sobstvennoe qislo operatora K^±_ε prinadleßit toqeqnomu spektru operatora K_ε, kotoryæ po teoreme 1.1 leßit na nepreryvnom.

102 S. A. NAZAROV

Perehod k podprostranstvu (1.11) ravnosilen pereformulirovke zadaqi (1.2)–(1.4) na polovine oblasti Ξ_ε, naprimer, pravoæ Ξ^+_ε = {x ∈ Ξ_ε : x_2 > 0} (sr. ris. 2 i 3), i dobavleni¸ kraevyh usloviæ Dirihle

Φ^+_ε (x) = 0, x ∈ ξ_ε, (1.13)

na obrazovannoæ iskusstvenno poverhnosti ξ_ε = {x ∈ Ξ_ε : x_2 = 0}.

Neqetnoe prodolßenie sobstvennoæ funkcii Φ^+_ε ∈^0H^1(Ξ^+_ε ; ξ_ε) useqennoæ zadaqi v Ξ^+_ε na oblast~ Ξ_ε ØvlØetsØ sobstvennoæ funkcieæ ishodnoæ zadaqi (1.2)–(1.4), otveqa¸weæ tomu ße sobstvennomu qislu λ_ε = λ^+_ε .

Priem postanovki iskusstvennyh kraevyh usloviæ na ploskosti geometriqeskoæ simmetrii dlØ umen~xeniØ nepreryvnogo spektra byl vpervye predloßen v rabote [3], gde bylo pokazano suwestvovanie toqeqnogo spektra na nepreryvnom dlØ uravneniØ Gel~mgol~ca s kraevymi usloviØmi Neæmana v polose s simmetriqnym otverstiem. �tot ße priem i ego varianty primenØlis~ v stat~Øh [4] i [5] dlØ ploskoæ i prostranstvennoæ zadaq ob uprugih volnovodah. V §4 teoremy 1.1 i 1.2 ispol~zu¸tsØ dlØ proverki sledu¸wego fakta

Teorema 1.3. DlØ l¸byh qisel, natural~nogo J ∈ N := {1, 2, 3, . . .}

i poloßitel~nogo d, naædetsØ takaØ veliqina ε(J, d) > 0, qto pri ε ∈ (0, ε(J, d)] na segmente [(1 + d)^{−1}, 1] nepreryvnogo spektra operatora K_ε naædetsØ po kraæneæ mere J razliqnyh sobstvennyh qisel fftogo operatora.

V soglasii s formuloæ (1.8) teorema 1.3 dostavlØet ne menee J sobstvennyh funkciæ Φ^{(j)}ε ∈ H_ε zadaqi (1.2)–(1.4), otveqa¸- wih ee sobstvennym qislam λ^{(j)}ε ∈ (0, d], j = 1, . . . , N (ε); inymi slovami, N (ε) > J. Takie sobstvennye funkcii ffksponencial~- no zatuha¸t na beskoneqnosti (sm. konec §3) i pofftomu oblada- ¸t koneqnoæ ffnergieæ. Oni nazyva¸tsØ “lovuxeqnymi modami”

(trapped modes), dopuska¸t raznoobraznye fiziqeskie interpre-

tacii i oznaqa¸t poter¸ odnoznaqnoæ razreximosti neodnorodnoæ kraevoæ zadaqi (1.2)–(1.4), dopolnennoæ podhodØwimi usloviØmi izluqeniØ (sm., naprimer, [1]).

V obzore [6] priveden dostatoqno polnyæ spisok literatury po teoremam suwestvovaniØ i edinstvennosti v teorii poverhnostnyh voln i primeram konkretnym lovuxeqnyh mod. Dopolnim fftot spisok ssylkami na priznak [7, 8] i kriteriæ [9,

O SGUWENII TOQEQNOGO SPEKTRA 103 10] poØvleniØ ffksponencial~no zatuha¸wih rexeniæ formal~no samosoprØßennyh kraevyh zadaq v oblastØh s cilindriqeskimi vyhodami na beskoneqnost~, k kotorym svodØtsØ praktiqeski vse zadaqi difrakcii. Podqerknem, qto upomØnutyæ kriteriæ prigoden dlØ strogo obosnovannoæ qislennoæ realizacii algoritma poiska rexeniæ s koneqnoæ ffnergieæ.

Vse izvestnye avtoru primery needinstvennosti rexeniæ v lineænoæ teorii poverhnostnyh voln ime¸t delo s konkretnymi geometriqeskimi formami i odinoqnymi lovuxeqnymi modami. V fftom otnoxenii teorema 1.3 stoit osobnØkom: ona pozvolØet na skol~ ugodno korotkiæ segment [0, d] nepreryvnogo spektra variacionnoæ zadaqi (1.5) ili, qto to ße, kraevoæ zadaqi (1.2)– (1.4) “posadit~” l¸boe koliqestvo sobstvennyh qisel, ne pred¨- ØvlØØ odnovremenno nikakih global~nyh trebovaniæ k forme tela – oblast~ Θ_ε \ Ω_ε moßet byt~ proizvol~noæ. Sam rezul~tat vyvoditsØ po standartnoæ sheme [3] posle issledovaniØ vspomogatel~noæ spektral~noæ zadaqi Steklova na tonkoæ plastine (1.1) so smexannymi kraevymi usloviØmi

−Δ_xu_ε(x) = 0, x ∈ Ω_ε, (1.14)

∂_zu_ε(y, 0) = σ_εu_ε(y, 0), y ∈ ω, ∂_nu_ε(x) = 0, x ∈ ω_ε, (1.15) u_ε(y, z) = 0, y ∈ ∂ω, z ∈ Υ_ε(y). (1.16) V §2 pri pomowi procedur postroeniØ i obosnovaniØ asimptotiki rexeniæ fflliptiqeskih kraevyh usloviæ v tonkih oblastØh (sm. [11, 12], a takße [13] i dr.) vyvedena predel~naØ (ε = 0) spektral~naØ zadaqa Dirihle −∇_y · h(y)∇_y w(y) = βw(y), y ∈ ω, w(y) = 0, y ∈ ∂ω, (1.17) gde ∇_y = (∂/∂y_1, ∂/∂y_2), a toqkoæ oboznaqeno skalØrnoe proizvedenie v R^2, t.e. ∇_y· = div, i ustanovleno sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 1.4. Pust~ k – natural~noe qislo i β^{(k)} – qlen posledo-

vatel~nosti

0 < β^{(1)} 6 β^{(2)} 6 · · · 6 β^{(k−1)} < β^{(k)} =

= β^{(k+}–^{k −1)} < β^{(k+}–^{k )} 6 · · · → +∞ (1.18)

sobstvennyh qisel zadaqi (1.17), t.e. ee ¶_k-kratnoe sobstvennoe qislo. Suwestvu¸t takie veliqiny ε_k > 0 i c_k > 0, qto pri ε ∈

104 S. A. NAZAROV

(0, ε_k] v posledovatel~nosti

0 < σ^{(1)}_ε 6 σ^{(2)}_ε 6 · · · 6 σ^{(q)}_ε 6 · · · → +∞ (1.19)

sobstvennyh qisel zadaqi (1.14)–(1.16) naædutsØ fflementy σ^{(p)}ε , . . . , σ^{(p+}–^{k −1)} ε , udovletvorØ¸wie neravenstvu

|σ^{(q)}_ε − εβ^{(k)}| 6 c_kε^2. (1.20)

Zameqanie 1.1. Pervye sobstvennye qisla β^{(1)} i σ^{(1)}ε ne obØza-

tel~no prostye, tak kak mnoßestvo ω ne predpolagaetsØ svØznym.

�

Formula (1.20) pokazyvaet, qto spektry v semeæstve zadaq (1.14)–(1.16) sguwa¸tsØ k naqalu koordinat pri ε → +0. Vvidu usloviæ Dirihle (1.16) na bokovoæ poverhnosti plastiny takoæ ße rezul~tat veren i dlØ zadaq (1.14)–(1.16) i (1.17) v oblastØh

Ω^+_ε = {x ∈ Ω_ε : x_2 > 0} i ω^+ = {y ∈ ω : y_2 > 0} sootvetstven-

no. Teper~ dokazatel~stvo teoremy 1.3 poluqaetsØ primeneniem maksiminimal~nogo principa (sm. [14, teorema 10.2.2]) i privleqeniem probnyh funkciæ, poluqennyh podhodØwim prodolßeniem sobstvennyh funkciæ zadaqi Steklova s mnoßestva Ω^+_ε na vs¸ oblast~ Ξ_ε (podrobnosti sm. v §4).

Osnovnoe vnimanie v rabote udelØetsØ teoreme 1.3, ustanovlennoæ, v qastnosti, pri pomowi asimptotiqeskogo analiza zadaqi Steklova (1.14)–(1.15) v tonkoæ oblasti. Meßdu tem, razvivaemyæ podhod pozvolØet identificirovat~ lovuxeqnye mody i bez predpoloßeniØ o malosti parametra ε v formule (1.1) – ob fftom req~ idet v konce §4.

2. Asimptotika sobstvennyh qisel zadaqi Steklova v tonkoæ oblasti

DlØ rexeniæ spektral~noæ zadaqi (1.14)–(1.16) primem standartnye asimptotiqeskie anzacy (sr. stat~i [11, 12] i monografi¸ [13, gl. 7])

σ_ε = εβ + . . . , (2.1)

u_ε(x) = w(y) + ε^2w_2(y, ζ) + . . . . (2.2)

Zdes~ β i w, w_2 – qislo i funkcii, podleßawie opredeleni¸, a ζ = ε^{−1}z ∈ Υ_1(y) – “bystraØ” peremennaØ. V silu opredeleniØ (1.1) tonkoæ plastiny Ω_ε normal~ n na ee nißnem osnovanii

O SGUWENII TOQEQNOGO SPEKTRA 105 imeet vid n(ε, y) = ( 1 + ε^2|∇_yh(y)|^2 )_{−1/2} (−ε∇_y h(y), −1). Takim obrazom, differencial~nye operatory dopuska¸t raswepleniØ

Δ_x = ε^{−2}∂^2_ζ + Δ_y v Ω_ε, ∂_n = −ε^{−1}∂_ζ − ε∇_yh(y) · ∇_y + . . . na ω_ε, (2.3)

gde ∂_ζ = ∂/∂ζ, a mnogotoqiem oboznaqeny mladxie qleny, nesuwestvennye v formal~nom asimptotiqeskom analize.

Podstavim razloßeniØ (2.1)–(2.3) v uravnenie (1.14) i kraevye usloviØ (1.15), posle qego soberem kofffficienty pri odinakovyh stepenØh malogo parametra i poluqim sledu¸wie zadaqi Neæmana dlØ obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ na otrezke Υ_1(y) = (−h(y), 0):

−∂^2_ζ w(y) = 0, ζ ∈ Υ_1(y), ∂_ζ w(y) = 0, ζ = −h(y), 0; (2.4)

−∂^2_ζ w_2(y, ζ) = Δ_yw(y), ζ ∈ Υ_1(y), ∂_ζ w_2(y, 0) = βw(y), −∂_ζ w_2(y, −h(y)) = ∇_yh(y) · ∇_yw(y). (2.5)

SootnoxeniØ (2.4) vypolneny, tak kak funkciØ w ne zavisit ot bystroæ peremennoæ ζ. Uslovie razreximosti zadaqi (2.5) 0 = 0∫ −h(y) Δ_yw(y) dζ + βw(y) + ∇_yh(y) · ∇_yw(y) =

= h(y)Δ_y w(y) + ∇_yh(y) · ∇_yw(y) + βw(y) = ∇_y · h(y)∇_yw(y) + βw(y) prinima¸t vid differencial~nogo uravneniØ iz spektral~noæ zadaqi (1.17). Podqerknem, qto mnoßitel~ ε byl vveden v pravu¸ qast~ (2.1) imenno dlØ togo, qtoby glavnyæ qlen nevØzki, poroßdennoæ slagaemym σ_εu_ε iz usloviØ Steklova (1.15), poØvilsØ kak raz vo vspomogatel~noæ zadaqe (2.5) dlØ popravoqnogo qlena ε^2w_2 asimptotiqeskogo anzaca (2.2).

BlagodarØ uslovi¸ Dirihle v zadaqe (1.17) funkciØ (2.2) ostavlØet prenebreßimo malu¸ nevØzku v kraevom uslovii (1.16) na bokovoæ poverhnosti plastiny Ω_ε. Itak, esli β i w – sobstvennye qislo i funkciØ zadaqi (1.17), to moßno opredelit~ i slagaemoe ε^2w_2(y, ζ) v asimptotiqeskom anzace (2.2). Na

106 S. A. NAZAROV fftom formal~noe postroenie glavnyh asimptotiqeskih qlenov rexeniØ zadaqi (1.14)–(1.16) zakanqivaetsØ.

Spektral~naØ zadaqa (1.17) imeet posledovatel~nost~ (1.18) sobstvennyh qisel β^{(k)}, a sootvetstvu¸wie sobstvennye funkcii

w^{(k)} moßno podqinit~ usloviØm ortogonal~nosti i normirovki

(h∇_yw^{(k)}, ∇_yw^{(j)})_ω + (w^{(k)}, w^{(j)})_ω = δ_{j,k}, j, k ∈ N; (2.6)

pri fftom δ_{j,k} – simvol Kronekera.

DlØ obosnovaniØ postroennoæ asimptotiki vospol~zuemsØ klassiqeskim rezul~tatom, izvestnym kak “lemma o poqti sobstvennyh znaqeniØh i vektorah” – ee dokazatel~stvo moßno naæti v rabote [15] (sm. takße knigu [14]).

Lemma 2.1. Pust~ K – kompaktnyæ samosoprØßennyæ opera-

tor v gil~bertovom prostranstve H so skalØrnym proizvedeniem ⟨ , ⟩_H . Esli fflement U ∈ H i veliqina t ∈ R_+ = (0, +∞) takovy, qto ‖U ; H‖ = 1, ‖KU − tU ; H‖ = δ < t, to naædetsØ sobstvennoe qislo τ^{(k)} operatora K, udovletvorØ¸- wee neravenstvu |t − τ^{(k)}| 6 δ. Bolee togo, pri l¸bom ^δ ∈ (δ, t) suwestvu¸t kofffficienty a_k, pri kotoryh vypolneno sootnoxenie ‖u − ∑ a_ku^{(k)}; H‖ 6 2δ/^δ, gde summirovanie rasprostraneno na vse sobstvennye qisla operatora K iz segmenta [t − ^δ, t + ^δ], a sootvetstvu¸wie sobstvennye vektory u^{(k)} ∈ H i kofffficienty a_k podqineny usloviØm ⟨u^{(k)}, u^{(j)}⟩_H = δ_{j,k} i ∑ |a_k|^2 = 1.

Pod H = H_ε budem ponimat~ podprostranstvo funkciæ u_ε ∈

H^1(Ω_ε), vydelennoe kraevym usloviem (1.16), priqem ⟨u, v⟩_{Hε} = (∇_xu, ∇_xv)_{Ωε} + ε(u(·, 0), v(·, 0))_ω (2.7) i v(·, 0) – sled funkcii v na verhnem osnovanii plastiny (1.1). Operator K = K_ε vvedem formuloæ ⟨K_εu, v⟩_{Hε} = (u(·, 0), v(·, 0))_ω. (2.8)

O SGUWENII TOQEQNOGO SPEKTRA 107 BlagodarØ kompaktnosti vloßeniØ H^1(Ω_ε) ⊂ L_2(∂Ω_ε) on obladaet svoæstvami, zatrebovannymi v lemme 2.1. Pomimo beskoneqnomernogo Ødra, sostoØwego iz funkciæ v ∈ H_ε, obrawa¸wihsØ v nul~ na verhnem osnovanii plastiny, operator K_ε imeet sobstvennye qisla

τ^{(q)} = (ε + σ^{(q)}_ε )^{−1}, (2.9)

gde σ^{(q)}ε – sobstvennye qisla (1.19) zadaqi (1.14)–(1.16).

Pust~ β^{(k)} – ¶_k-kratnoe qislo zadaqi Dirihle (1.17) (sm. sredn¸¸ qast~ formuly (1.18)). V kaqestve ¶_k ffkzemplØrov priblißennyh rexeniæ {t^{(p)}, U^{p)}} abstraktnogo spektral~nogo uravneniØ K_εu = τ u voz~mem pary

t^{(p)} = ε^{−1}(1 + β^{(k)})^{−1}, U^{(p)}(x) = ‖w^{(p)}; H_ε‖^{−1}w^{(p)}(y); (2.10)

zdes~ p = k, . . ., k + ¶_k − 1. Poskol~ku funkcii U^{(p)} ne zavisØt ot bystroæ peremennoæ ζ, pri uqete formul (2.7), (2.6) i (1.1) nahodim, qto

‖w^{(p)}; H_ε‖ = ε^{1/2}, ⟨U^{(p)}, U^{(q)}⟩_{Hε} = δ_{p,q} , p, q = k, . . . , k + ¶_k − 1. (2.11) Pri pomowi sootnoxeniæ (2.10), (2.12) i (2.8) vyqislim veliqiny δ, figuriru¸wie v lemme 2.1, a imenno,

δ := ‖K_εU^{(p)} − t^{(p)}U^{(p)}; H_ε‖ =

= ε^{−3/2}(1 + β^{(k)})^{−1} sup_{...} | |⟨ε(1 + β^{(k)})Kεw^{(p)} − w^{(p)}, W ⟩H_ε | | = (2.12)

= ε^{−3/2}(1 + β^{(k)})^{−1} sup_{...} | |εβ^{(k)}(w^{(p)}, W (·, 0))ω − (∇yw^{(p)}, ∇yW )Ω_ε | | = = ε^{−1/2}(1 + β^{(k)})^{−1} sup_{...} | | ( h∇_yw^{(p)}, ∇_yW ) ω − β^{(k)}(w^{(p)}, W (·, 0))_ω | | . Zdes~ mnogotoqie zamenØet vyskazyvanie “W ∈ H_ε : ‖W ; H_ε‖ = 1”, a qertoæ oboznaqena procedura vyqisleniØ srednego po otrezku Υ_ε(y), t.e.

Z(y) = ε^{−1}h(y)^{−1} 0∫ −εh(y) Z(y, z)dz. (2.13)

108 S. A. NAZAROV

Lemma 2.2. Spravedlivy ocenki

‖W (·, 0) − W ; L_2(ω)‖ 6 cε^{1/2}‖∂_zW ; L_2(Ω_ε)‖,

‖∇_yW − ∇_yW ; L_2(ω)‖ 6 cε^{1/2}‖∂_zW ; L_2(Ω_ε)‖,

(2.14)

v kotoryh postoØnnye ne zavisØt ot funkcii W ∈ H^1(Ω_ε) i parametra ε ∈ (0, 1].

Dokazatel~stvo. ImeØ v vidu okonqatel~noe zamykanie po so-

bolevskoæ norme v H^1(Ω_ε), budem obrawat~sØ s W kak s gladkoæ funkcieæ. PrimenØØ formulu N~¸tona–Leæbnica W (y, 0) − W (y, z) = 0∫ z ∂_zW (y, z) dz, (2.15)

obnarußivaem, qto | W (y, 0) − W (y) |_2 = 1 ε^2h(y)^2 | | 0∫ εh(y) 0∫ z ∂_zW (y, z) dz dz | |^2 6 6^| 0∫ −εh(y) |∂_zW (y, z)| dz | |^2 6 cε ∫ Υ_ε (y) |∂_zW (y, z)|^2 dz. (2.16)

DlØ proverki pervogo sootnoxeniØ (2.14) ostalos~ prointegrirovat~ neravenstvo (2.16) (bez sredneæ ego qasti) po oblasti ω ∋ y. Soglasno pravilu differencirovaniØ integralov s peremennymi predelami imeem ∇_yW (y) − ∇_yW (y) = h(y)^{−1}∇_yh(y) ( W (y, −εh(y)) − W (y) ) . Analogiqnye (2.15), (2.16) vykladki pokazyva¸t, qto ‖W (·, −εh(·)) − W ; L_2(ω)‖ 6 c ε^{1/2}‖∂_zW ; L_2(Ω_ε)‖. Vtoroe sootnoxenie (2.14) stalo oqevidnym. � Poskol~ku v zadaqe (1.17) sobstvennye qislo β^{(k)} i funkciØ

w^{(p)} ∈^0H^1(ω; ∂ω) (sr. opredelenie (1.10)) udovletvorØ¸t inte-

gral~nomu toßdestvu [2] ( h∇_yw^{(p)}, ∇_yW ) ω = β^{(k)} ( w^{(p)}, W ) ω , W ∈^0H^1(ω; ∂ω). (2.17)

O SGUWENII TOQEQNOGO SPEKTRA 109 Lemma 2.2 ustanavlivaet, qto vyraßenie (2.12) ne prevoshodit veliqiny δ_k, zavisØweæ ot nomera k, no ne ot parametra ε ∈ (0, 1]. Takim obrazom, po lemme 2.1 naædetsØ sobstvennoe qislo (2.9) operatora K_ε, udovletvorØ¸wee sootnoxeni¸ | |τ^{(q)}_ε − ε^{−1}(1 + β^{(k)})^{−1} | | = = | |(ε + σ^{(q)}_ε )^{−1} − ε^{−1}(1 + β^{(k)})^{−1} | | 6 δk. (2.18)

Ots¸da pri malom ε ∈ (0, ε_k] vytekaet neravenstvo (1.20) s mnoßitelem c_k, zavisØwim ot veliqin δ_k i β^{(k)}. V samom dele, ffkvivalentnoe (2.18) sootnoxenie

|σ^{(q)}_ε − εβ^{(k)}| 6 δ_kε(1 + β^{(k)})(ε + σ^{(q)}) (2.19)

v sluqae ε 6 ε_k = [2δ_k(1 + β^{(k)})]^{−1} obespeqivaet ocenku

σ^{(q)}_ε 6 ε ( 1 − δ_kε(1 + β^{(k)}) )_{−1} ( β^{(k)} + δ_kε^2(1 + β^{(k)}) ) , pozvolØ¸wu¸ nußnym obrazom obrabotat~ posledniæ somnoßitel~ v (2.19).

Ostalos~ ubedit~sØ v tom, qto neravenstvu (2.18) udovletvorØ¸t po kraæneæ mere ¶_k fflementov posledovatel~nosti (1.19). S fftoæ cel~¸ vospol~zuemsØ vtoroæ qast~¸ lemmy 2.1, poloßiv

^δ = T δ_k, gde T – ne zavisØwee ot parametra ε, no bol~xoe polo-

ßitel~noe qislo. Otmetim, qto trebovanie ^δ ∈ (δ, t) v lemme 2.1 razve lix~ umen~xaet verhn¸¸ granicu ε_k > 0 dlØ parametra ε, poskol~ku t^{(p)} = O(ε^{−1}). Pri p = k, . . ., k + ¶_k − 1 naædutsØ takie kofffficienty a^p_j s nomerami j = N (ε), . . . , N (ε) + X(ε) − 1, qto ‖ ‖U^{(p)} − N(ε)+X(ε)−1 ∑ j=N(ε) a^p_j u^{(j)}_ε ; H ‖ ‖ 6 2^{δk}_{^δ} =^2_T . (2.20)

Zdes~ τ^{(N(ε))}ε , . . . , τ^{(N(ε)+X(ε)−1)} ε – spisok vseh sobstvennyh qisel operatora K_ε, udovletvorØ¸wih neravenstvu | |τ^{(j)}_ε − ε^{−1}(1 + β^{(k)})^{−1} | | 6 T δk, (2.21)

a sootvetstvu¸wie sobstvennye funkcii u^{(j)}ε ∈ H_ε podqineny usloviØm ortogonal~nosti i normirovki

⟨u^{(j)}_ε , u^{(k)}_ε ⟩_{Hε} = δ_{j,k}. (2.22)

110 S. A. NAZAROV Napomnim, qto stolbcy kofffficientov

a^p = ( a^p_{N(ε)}, . . . , a^p_{N(ε)+X(ε)−1} ) ime¸t ediniqnu¸ dlinu. V silu trebovaniØ (2.22) imeem ‖ ‖ N(ε)+X(ε)−1 ∑ j=N(ε) a^p_j u^{(j)}_ε ; H ‖ ‖ = 1. Pereqislennye formuly vmeste s (2.11) pokazyva¸t, qto δ_{p,q} = ⟨ U^{(p)}, U^{(q)} ⟩ H_ε + ⟨ U^{(p)} − S^{(p)}, U^{(q)} ⟩ H_ε + + ⟨ S^{(p)}, U^{(q)} − S^{(p)} ⟩ H_ε + ⟨ S^{(p)}, S^{(q)} ⟩ H_ε =

= A_{p,q} + N(ε)+X(ε)−1 ∑ j=N(ε) a^p_j a^q_j , ‖A_{p,q}‖ 6 4T^{−1}; zdes~ p, q = k, . . . , k + ¶_k − 1 i S^{(p)} – summa po j iz-pod znaka normy v levoæ qasti (2.20). Takim obrazom, stolbcy a^k, . . . , a^{k+}–^{−1} ∈

RX(ε) “poqti ortonormirovany”, t.e. pri dostatoqno malom 4T −1

oni okazyva¸tsØ lineæno nezavisimy i, znaqit, X(ε) > ¶_k. Poskol~ku neravenstvo (2.21) malo qem otliqaetsØ ot neravenstva (2.18), privedxego k ocenke (1.20), teorema 1.4 dokazana.

Zameqanie 2.1 Utverßdenie teoremy 1.4 okazyvaetsØ dostatoq-

nym dlØ presleduemyh celeæ, odnako ne ØvlØetsØ polnym: v nem ne ukazano, qto neravenstvu (1.20) udovletvorØ¸t sobstvennye qisla σ^{(k)}ε , . . . , σ^{(k+}–^{k−1)} ε i nikakie drugie iz posledovatel~nosti (1.19). V knige [13, gl. 7] razrabotan metod prØmogo i obratnogo svedeniæ, pozvolØ¸wiæ ubedit~sØ v spravedlivosti upomØnutogo fakta i, bolee togo, poluqit~ ocenki asimptotiqeskih ostatkov v razloßeniØh sobstvennyh qisel i funkciæ s maßorantami, v kotoryh Øvno vydelena zavisimost~ ot sobstvennogo qisla β^{(k)}, ego kratnosti ¶_k i drugih atributov predel~nogo spektra (1.18). �tot metod byl primenen v rabotah [16–18] i goditsØ dlØ issledovaniØ zadaqi (1.14)–(1.16), odnako vvidu izlixneæ gromozdkosti zdes~ ne vosproizvoditsØ. Podqerknem, qto daße isqerpyva¸wiæ spisok sobstvennyh qisel operatora

O SGUWENII TOQEQNOGO SPEKTRA 111

K_ε ne pozvolØet sudit~ ob istinnom koliqestve fflementov to-

qeqnogo spektra operatora K_ε na poluintervale ((1 + d)^{−1}, 1] hotØ by potomu, qto fftot operator moßet, voobwe govorØ, imet~ sobstvennye funkcii, qetnye po peremennoæ x_2. Avtor ne znaet ograniqeniæ na dannye zadaqi, pri kotoryh slova “po kraæneæ mere” v formulirovke teoremy 2.2 moßno zamenit~ slovom “toqno”. �

Zakonqim izuqenie spektra zadaqi Steklova v tonkoæ oblasti prostym utverßdeniem o shodimosti normirovannyh sobstvennyh qisel i funkciæ. Pri pomowi izvestnogo priema (sm., naprimer, [19]) iz fftogo utverßdeniØ vyvoditsØ fakt, obsußdavxiæsØ v zameqanii 2.1, no osta¸wiæsØ bez primeneniØ v §4.

Predloßenie 2.1. Pust~ σ^{(q)}ε i u^{(q)}ε – sobstvennoe qislo s za-

fiksirovannym nomerom i sootvetstvu¸waØ sobstvennaØ funkciØ zadaqi (1.14)–(1.16), normirovannaØ formulami (2.22) i (2.7). Togda ime¸t mesto shodimosti

ε^{−1/2}u^{(q)}_ε → w slabo v^0H^1(ω; ∂ω) i sil~no v L_2(ω), (2.23)

ε^{−1}σ^{(q)}_ε → β pri ε → +0, (2.24)

priqem β – sobstvennoe qislo zadaqi (1.17), w – sootvetstvu¸- waØ sobstvennaØ funkciØ, normirovannaØ usloviem (2.6), a qertoæ oboznaqena procedura vyqisleniØ srednego (2.13).

Dokazatel~stvo. Pust~ ε ∈ (0, ε^{(q)}], gde ε^{(q)} = min{ε1, . . . , εq} > 0.

Po teoreme 1.4 v c_kε-okrestnosti sobstvennogo qisla β^{(k)} naædetsØ ne menee ¶_k normirovannyh sobstvennyh qisel ε^{−1}σ^{(p)}ε . Takim obrazom, zavedomo spravedlivo sootnoxenie

ε^{−1}σ^{(q)}_ε 6 β^{(q)} + c^{(q)}ε 6 C^{(q)} := β^{(q)} + c^{(q)}ε^{(q)},

c^{(q)} = min{c_1, . . . , c_q} > 0, (2.25)

i pofftomu suwestvuet beskoneqno malaØ posledovatel~nost~ znaqeniæ parametra ε, vdol~ kotoroæ realizuetsØ shodimost~ (2.24).

V integral~noe toßdestvo [2]

(∇_xu^{(q)}_ε , ∇_xv)_{Ωε} = σ^{(q)}_ε (u^{(q)}_ε (·, 0), v(·, 0))_ω, v ∈ H_ε, (2.26)

112 S. A. NAZAROV obslußiva¸wee zadaqu (1.14)–(1.16), podstavim probnu¸ funk-

ci¸ v ∈^0H^1(ω; ∂ω), ne zavisØwu¸ ot popereqnoæ peremennoæ. Rassmotrim funkci¸

Ω_1 ∋ (y, ζ) → u^{(q)}_ε (y, ζ) = ε^{1/2}u^{(q)}_ε (y, εζ), (2.27)

dlØ kotoroæ vvidu normirovki (2.22), (2.7) spravedlivo ravenstvo

ε^{−2}‖∂_zu^{(q)}_ε ; L_2(Ω_1)‖^2 + ‖∇_yu^{(q)}_ε ; L_2(Ω_1)‖^2 + ‖u^{(q)}_ε (·, 0); L_2(ω)‖^2 = 1.

Sledovatel~no, vdol~ nekotoroæ beskoneqno maloæ posledovatel~nosti znaqeniæ parametra ε (ee moßno sqitat~ toæ ße, qto i ranee dlØ shodimosti (2.24)) verny vyskazyvaniØ

u^{(q)}_ε → w slabo v H^1(Ω1) i sil~no v L2(Ω1),

∂_ζ u^{(q)}_ε → 0 sil~no v L_2(Ω_1).

Takim obrazom, funkciØ w ∈^0H^1(ω; ∂ω) ne zavisit ot peremennoæ ζ, i soglasno opredeleni¸ (2.27) imeem

u^{(q)}ε = h^{−1} 0∫ −h u^{(q)}_ε dζ → w slabo v H^1(ω) i sil~no v L2(ω).

Krome togo, blagodarØ kompaktnosti vloßeniØ H^1(Ω_1) ⊂ L_2(∂Ω_1) obnarußivaem, qto

u^{(q)}_ε (·, 0) → w sil~no v L2(ω).

Sledovatel~no, toßdestvo (2.26), perepisannoe v vide

(∇_yu^{(q)}_ε , ∇_yv)_{Ω1} = ε^{−1}σ^{(q)}_ε (u^{(q)}_ε (·, 0), v)_ω,

dopuskaet predel~nyæ perehod ε → +0 i prevrawaetsØ v analogiqnoe (2.22) integral~noe toßdestvo

(h∇_yw, ∇_yv)_ω = β(w, v)_ω , v ∈^0H^1(ω), (2.28)

obslußiva¸wee zadaqu (1.17). Nakonec, v silu ravenstv (2.26), (2.21) i (2.28) spravedlivo sootnoxenie

1 = ‖∇_xu^{(q)}_ε ; L_2(Ω_ε)‖^2 + ε‖u^{(q)}_ε (·, 0); L_2(ω)‖^2 =

O SGUWENII TOQEQNOGO SPEKTRA 113

= (σ^{(q)}_ε + ε)‖u^{(q)}_ε (·, 0); L_2(ω)‖^2 =

= (ε^{−1}σ^{(q)}_ε + 1)‖u^{(q)}_ε (·, 0); L_2(ω)‖^2 → (β + 1)‖w; L_2(ω)‖^2 =

= ‖h^{1/2}∇_yw; L_2(ω)‖^2‖ + ‖w; L_2(ω)‖^2.

Itak, β – sobstvennoe qislo, a w – normirovannaØ sobstvennaØ funkciØ zadaqi (1.17). OstaetsØ zametit~, qto vvidu edinstvennosti slabogo predela shodimosti (2.23) i (2.24) ime¸t mesto pri l¸boæ beskoneqno maloæ posledovatel~nosti znaqeniæ parametra ε.

3. Spektr zadaqi Steklova v beskoneqnoæ oblasti

TeoriØ fflliptiqeskih kraevyh zadaq v oblastØh s cilindriqeskimi vyhodami na beskoneqnost~ postroena v polnoæ mere (sm. kl¸qevye raboty [20–23], a takße, naprimer, monografi¸ [24]). Primenim rezul~taty i metody fftoæ teorii dlØ izuqeniØ svoæstv operatora K_ε, opredelennogo formuloæ (1.9) i postavlennogo v §1 v sootvetstvie spektral~noæ zadaqe (1.2)–(1.4).

Snaqala rassmotrim vspomogatel~nu¸ (model~nu¸) zadaqu na seqenii Σ cilindra Π, a imenno,

−Δ_x0φ(x^′) = η^2φ(x^′), x^′ ∈ Σ, ∂_nφ(x^′) = λφ(x^′), x^′ ∈ γ, ∂_nφ(x^′) = 0, x^′ ∈ Γ. (3.1)

Zdes~ λ – nekotoroe fiksirovannoe qislo, neotricatel~noe, a η – spektral~nyæ parametr, t.e. operator zadaqi (3.1) sleduet ponimat~ kak polinomial~nyæ (kvadratiqnyæ) puqok.

Pust~ A(λ) – neograniqennyæ operator v prostranstve L_2(Σ), associirovannyæ [14, gl. 10] s bilineænoæ formoæ

Q(φ, ψ; λ) = (∇_yφ, ∇_yψ)_Σ − λ(φ, ψ)_γ . (3.2)

Forma (3.2) simmetriqna, poluograniqena snizu i zamknuta, tak kak pri dostatoqno bol~xoæ postoØnnoæ c_λ > 0 summu

Q(φ, ψ; λ) + c_λ(φ, ψ)_Σ moßno vzØt~ v kaqestve skalØrnogo proiz-

vedeniØ v prostranstve H^1(Σ) blagodarØ sledovomu neravenstvu [2], vyraßa¸wemu kompaktnost~ vloßeniØ H^1(Σ) ⊂ L_2(γ),

‖φ; L_2(γ)‖ 6 t‖φ; H^1(Σ)‖ + C(t)‖φ; L_2(Σ)‖; (3.3)

zdes~ t – proizvol~noe poloßitel~noe qislo, a mnoßitel~ C(t) neograniqenno vozrastaet pri t → +0. Soglasno teoreme 10.1.2

114 S. A. NAZAROV [14] operator A(λ) samosoprØßen. Ego oblast~¸ opredeleniØ

D(A(λ)) slußit vesovoæ klass V^{2,0}_1 (Σ), poroßdennyæ stupenqa-

toæ vesovoæ normoæ (sm., naprimer, stat~i [25, 26] i [23])

‖φ; V^{2,0}_1 (Σ)‖ = = ( ‖φ; L_2(Σ)‖^2 + ‖∇_x0φ; L_2(Σ)‖^2 + ‖ρ∇^2_x0φ; L_2(Σ)‖^2 )_{1/2} , (3.4)

gde ρ(x^′) – rasstoØnie ot toqki x^′ do blißaæxeæ iz uglovyh toqek (±l, 0) na duge ∂Σ, a ∇^k_x0φ – sovokupnost~ vseh proizvodnyh funkcii φ porØdka k. Vloßenie H^1(Σ) ⊂ L_2(γ) kompaktno, a znaqit, po teoreme 10.1.5 [14] spektr operatora A(λ) diskreten. Poskol~ku Q(1, 1; λ) < 0 pri poloßitel~nom λ, teorema 10.2.1 [14] garantiruet, qto pervoe sobstvennoe qislo α_0(λ) operatora A(λ), ØvlØ¸weesØ nißneæ gran~¸ ego spektra, otricatel~no. Oboznaqim φ_0(·; λ) ∈ V^{2,0}_1 (Σ) ⊂ H^1(Σ) sootvetstvu¸wu¸ sobstvennu¸ funkci¸. Pri λ = 0 poloßim α_0(0) = 0, φ_0(x^′; 0) = 1.

Qisla η^±_0 (λ) = ±i|α_0(λ)|^{1/2}, gde i – mnimaØ edinica, ØvlØetsØ sobstvennymi dlØ puqka (3.1), i im otveqaet sobstvennaØ funkciØ φ_0(·; λ). Netrudno ubedit~sØ v tom, qto funkciØ

Π ∋ x → Φ^±(x^′; λ) = exp(η^±_0 (λ) x_1)φ_0(x^′) (3.5)

ØvlØetsØ garmoniqeskoæ i udovletvorØet uslovi¸ Steklova (1.3) na gorizontal~noæ poverhnosti Λ, a takße odnorodnomu uslovi¸ Neæmana na “dne i stenkah” R× Γ kanala Π. Pri λ = 0 algebraiqeskaØ kratnost~ sobstvennogo qisla η = 0 ravna dvum i pomimo sobstvennogo φ_0(x^′; 0) = 1 imeetsØ prisoedinennyæ vektor (funkciØ) φ_1(x^′; 0) = 0, kotorye poroßda¸t dva analogiqnyh (3.5) rexeniØ odnorodnoæ zadaqi v cilindre Π, a imenno,

Φ^0(x; 0) = 1, Φ^1(x; 0) = x_1. (3.6)

Dokazatel~stvo teoremy 1. Esli λε ∈ C \ R+, to po lemme

Laksa–Mil~grama integral~noe toßdestvo [2]

(∇_xΦ_ε, ∇_xΨ)_{Ξε} − λ_ε(Φ_ε, Ψ)_{Λε} = F_ε(Ψ), Ψ ∈ H_ε,

obslußiva¸wee neodnorodnu¸ zadaqu (1.2)–(1.4), imeet edinstvennoe rexenie Φ_ε ∈ H^1(Ξ_ε) dlØ l¸bogo funkcionala F_ε ∈ H^∗_ε na gil~bertovom prostranstve H^1(Ξ_ε), i dlØ fftogo rexeniØ verna ocenka ‖Φ_ε; H_ε‖ 6 C_ε‖F_ε; H^∗_ε‖.

O SGUWENII TOQEQNOGO SPEKTRA 115 �ti fakty vyteka¸t iz izvestnogo neravenstva (sm., naprimer, [2])

‖Ψ; L_2(Ξ_ε)‖ 6 c_ε(‖∇_xΨ; L_2(Ξ_ε)‖ + ‖Ψ; L_2(Λ_ε)‖).

Pri uqete zameny spektral~nogo parametra (1.8) oni pozvolØ- ¸t zakl¸qit~, qto rezol~ventnoe pole operatora K_ε iz formul (1.9) i (1.7) pokryvaet mnoßestvo C \ [0, 1] ∋ μ. DlØ kaßdoæ toqki μ ∈ (0, 1] postroim singulØrnu¸ posledovatel~nost~ VeælØ. Poskol~ku u operatora K_ε imeetsØ beskoneqnomernoe Ødro, privedennye nabl¸deniØ i ob¨Øvlennyæ rezul~tat oznaqa¸t, qto segment [0, 1] predstavlØet soboæ suwestvennyæ spektr operatora K_ε.

Pust~ μ ∈ (0, 1]. V sootvetstvii s formuloæ (1.8) zafiksiruem qislo λ = μ^{−1} − 1 > 0, i dalee ne budem ukazyvat~ ego v oboznaqeniØh atributov model~noæ spektral~noæ zadaqi (3.1). Rassmotrim funkcii

Ψ^m(x) = χ_m(x_1)b_mΦ(x), Φ(x) = cos (|η_0|x_1) φ(x^′), (3.7)

gde b_m – nekotorye qisla,

χ_m(x_1) = χ ( x_1 2π|η_0| − 2^m ) χ ( 2^{m+1} − 1 − x_1 2π|η_0| ) , (3.8)

a χ(x_1) – fftalonnaØ srezka, ravnaØ nul¸ pri x_1 6 0 i edinice pri x_1 > 1. FunkciØ Φ est~ vewestvennaØ qast~ funkcii (3.5) ili sama pervaØ funkciØ (3.6) pri λ = 0. Na cilindre

Π_m = { x ∈ Π : 2^m + 1 < (2π|η_0|)^{−1}x_1 < 2^{m+1} − 1 } , (3.9)

srezka χ_m ravna edinice. Natural~noe qislo m > 2 voz~mem nastol~ko bol~xim, qtoby nositel~ funkcii Φ^m ne peresekalsØ s mnoßestvom Θ_ε. Togda v silu formul (1.6) i (3.7) imeem

⟨Φ^m, Φ^m⟩ > ‖∇_xΦ^m; L_2(Π_m)‖^2 + ‖Φ^m; L_2(Λ ∩ Π_m)‖^2 =

= b^2_m 2π|η0|(2^m+1−1) ∫ 2π|η0|(2^m+1) { ∫ Σ ( ( |∇_x0φ_0(x^′)|^2 [cos(|η_0|x_1)]^2 +

+|φ_0(x^′)|^2|η_0|^2 [sin(|η_0|x_1)]^2 ) dx^′+

116 S. A. NAZAROV + ∫ γ |φ_0(x^′)|^2 [cos(|η_0|x_1)]^2 dx_1 } dx_1 = b^2_m2π|η_0|(2^m − 2^{m−1} − 1)× ( ‖∇_x0φ_0; L_2(Σ)‖^2 + |η_0|^2‖φ_0; L_2(Σ)‖^2 + ‖φ_0; L_2(γ)‖^2 ) . (3.10)

Kofffficient b_m = O(2^{−m/2}) podberem tak, qtoby pravaØ qast~ (3.10) stala ravnoæ edinice. Soglasno opredeleniØm (3.7) i (3.8) vypolneno sootnoxenie

⟨Φ^m, Φ^m⟩ − 1 = b^2_m(B_0 + B_1), (3.11)

gde veliqiny B_0 i B_1, poluqa¸wiesØ v rezul~tate vyqisleniØ norm na cilindrah { x ∈ Π : (2π|η_0|)^{−1}x_1 ∈ (2^m, 2^m + 1) } i { x ∈ Π : (2π|η_0|)^{−1}x_1 ∈ (2^{m+1} − 1, 2^{m+1}) } fiksirovannoæ vysoty (vysota cilindra (3.9) uveliqivaetsØ pri m → ∞), zavisØt ot fftalonnoæ srezki χ i ot sobstvennogo qisla η_0, no ne ot indeksa m. Poskol~ku b_m – beskoneqno malaØ pri m → +∞ i nositeli funkciæ Φ_m i Φ_n ne pereseka¸tsØ pri

m ≠ n, iz formul (3.10) i (3.11) vyvodim, qto normy ‖Φ^m; H_ε‖

ravnomerno ograniqeny i otdeleny ot nulØ, priqem posledovatel~nost~ {Φ_m} shoditsØ k nul¸ slabo v H_ε pri m → +∞. Krome togo, imeem

‖K_εΦ_m − μΦ_m; H^1(Ξ_ε)‖ = sup_{...} |⟨K_εΦ^m − μΦ^m, Ψ⟩| =

= μb_m sup_{...} |(∇_x(χ_mΦ), ∇_xΨ)_{Ξε} − λ(χ_mΦ, Ψ)_{Λε} | = = μb_m sup_{...} | |(∇xΦ, ∇x(χmΨ))Π − λ(Φ, χmΨ)Λ_ε + +(Φ∇_xχ_m, ∇_xΨ)_Π − (∇_xΦ, Ψ∇_xχ_m)_Π | |; (3.12)

zdes~ mnogotoqie oznaqaet “Ψ ∈ H_ε : ‖Ψ; H_ε‖ = 1”. Raznost~ pervyh dvuh skalØrnyh proizvedeniæ v pravoæ qasti (3.12) obrawa- ¸tsØ v nul~, tak kak Φ – rexenie odnorodnoæ zadaqi (1.2)–(1.4) v cilindre Π (prinØli vo vnimanie analogiqnoe (1.5) integral~- noe toßdestvo v Π s probnoæ funkcieæ χ_mΨ, ime¸weæ kompaktnyæ nositel~). Poskol~ku proizvodnye sreza¸weæ funkcii χ_m

O SGUWENII TOQEQNOGO SPEKTRA 117 otliqny ot nulØ tol~ko na ob¨edinenii dvuh cilindrov vysotoæ

2π|η_0|, moduli tret~ego i qetvertogo skalØrnyh proizvedeniæ

sprava v (3.12) ne prevoshodØt veliqiny c‖Ψ; H_ε‖ = const. Sledovatel~no, vyraßenie (3.12) okazyvaetsØ beskoneqno malym pri

m → +∞, a funkcii Φ^m deæstvitel~no obrazu¸t singulØrnu¸

posledovatel~nost~ VeælØ dlØ operatora K_ε v toqke μ. Inymi slovami, ffta toqka prinadleßit suwestvennomu spektru operatora. Ee prinadleßnost~ nepreryvnomu spektru poØsnØetsØ v zameqanii 3.1. Teorema 1.1 dokazana. �

Dokazatel~stvo teoremy 1.2 sleduet toæ ße sheme, no imeet dva otliqiØ: vyqislenie poroga μ_Σ i proverka diskretnosti spektra na poluotrezke (μ_Σ, 1]. Spektral~nu¸ zadaqu Steklova, sußennu¸ na podoblast~ Ξ^+_ε i snabßennu¸ iskusstvennym kraevym usloviem Dirihle na special~no obrazovannoæ poverhnosti

ξ_ε, dalee imenuem zadaqeæ (1.2)–(1.4), (1.13) na mnoßestve Ξ^+_ε .

Analogiqnoe oboznaqenie ispol~zuetsØ dlØ spektral~noæ zadaqi (3.1) na polovine Σ^+ = {x^′ ∈ Σ : x_2 > 0} seqeniØ, dopolnennoæ iskusstvennym kraevym usloviem

φ(x^′) = 0, x^′ ∈ Σ, x_2 = 0. (3.13)

S zadaqeæ (3.1), (3.13) na oblasti Σ^+ svØßem neograniqennyæ operator A^±(λ) i formu Q^±(·, ·; λ), poluqennye sußeniem oblasteæ opredeleniØ operatora A(λ) i formy Q(·, ·; λ) (sm. sootnoxeniØ (3.2)) na lineænye podprostranstva neqetnyh otnositel~no peremennoæ x_2 funkciæ. Oboznaqim λ_Σ i φ_Σ pervoe sobstvennoe qislo i sootvetstvu¸wu¸ sobstvennu¸ funkci¸ zadaqi Steklo- va −Δ_x0φ(x^′) = 0, x ∈ Σ^+, ∂_nφ(x^′) = λφ(x^′), x^′ ∈ γ ∩ ∂Σ^+,

∂_nφ(x^′) = 0, x ∈ Γ ∩ ∂ Σ, φ(x^′) = 0, x ∈ ∂Σ^+ ∩ Σ.

(3.14)

Vvidu usloviØ Dirihle na qasti granicy ∂Σ^+ ffto sobstvennoe qislo poloßitel~no. V sootvetstvii so svØz~¸ (1.8) spektral~- nyh parametrov poloßim μ_Σ = (1 + λ_Σ)^{−1} i ubedimsØ v tom, qto

μ_Σ – iskomyæ porog.

Esli λ < λ_Σ, to forma Q^±(·, ·; λ) poloßitel~no opredelena,

118 S. A. NAZAROV tak kak vypolneny neravenstva

‖φ; L_2(γ ∩ ∂Σ^+)‖^2 6 λ^{−1}_Σ ‖∇_xφ; L_2(Σ^+)‖^2,

‖φ; L_2(Σ^+)‖^2 6 c_Σ‖∇_xφ; L_2(Σ^+)‖^2,

‖∇_xφ; L_2(Σ^+)‖^2 − λ‖φ; L_2(γ ∩ ∂Σ^+)‖^2 >

> (1 − λ^{−1}_Σ λ)‖∇xφ; L2(Σ^+)‖^2 > c^{−1}_Σ (1 − λ^{−1}_Σ λ)‖φ; L2(Σ^+)‖^2.

(3.15)

Pri λ > λ_Σ ffta forma lix~ poluograniqena snizu iz-za sootnoxeniØ

Q^+(φ_Σ, φ_Σ; λ) = (1 − λ^{−1}_Σ λ)‖∇_xφ_Σ; L_2(Σ^+)‖^2 < 0.

Sledovatel~no, takie ße konstrukcii, kak i v dokazatel~stve teoremy 1.1, demonstriru¸t, qto v kaßdoæ toqke μ ∈ (0, μ_Σ] imeetsØ singulØrnaØ posledovatel~nost~ VeælØ dlØ operatora K^±_ε , t.e. ukazannyæ poluinterval leßit na nepreryvnom spektre.

Pri λ ∈ [0, λ_Σ) ili, qto to ße, pri μ ∈ (μ_Σ, 1] u puqka (3.1), (3.13) v oblasti Σ^′ net sobstvennyh qisel na mnimoæ osi (potomu, qto vse sobstvennye qisla operatora A^±(λ) poloßitel~ny). Obwie rezul~taty teorii kraevyh zadaq v oblastØh s cilindriqeskimi vyhodami na beskoneqnost~ (sm. raboty [20, 23], a takße knigu [24, gl. 5]) ustanavliva¸t fredgol~movost~ operatora zadaqi (1.2)–(1.4), (1.13) na mnoßestve Ξ^+_ε . �to nabl¸denie garantiruet diskretnost~ spektra operatora K_ε na poluintervale (μ_Σ, 1] i tem samym zaverxaet dokazatel~stvo teoremy 1.2.

�

DlØ udobstva qitatelØ privedem fflementarnoe dokazatel~- stvo upomØnutogo v predyduwem abzace fakta, kotoroe osnovano na tr¸ke, predloßennom v rabote [27], i poputno proverim ffks-

ponencial~noe zatuhanie sobstvennyh funkciæ Φ_ε ∈^0H^1(Σ^+_ε ; ξ_ε) zadaqi Steklova. Vproqem, poslednee svoæstvo takße vytekaet iz obwih rezul~tatov nazvannoæ teorii.

Rassmotrim vspomogatel~nu¸ variacionnu¸ zadaqu

(∇_xv, ∇_xw)_Ξ+_ε − λ ( (v, w)_Λ+_ε − M (v, w)_Ξ+_{ε (L)} ) = F (w), w ∈^0H^1(Ξ^+_ε ; ξ_ε), (3.16) gde Λ^+_ε = {x ∈ Λ_ε : x_2 > 0}, Ξ^+_ε (L) = Ξ_ε(L) ∩ Ξ^+_ε

O SGUWENII TOQEQNOGO SPEKTRA 119 i Ξ_ε(L) = {x ∈ Ξ_ε : |x_1| < L},

M – poloßitel~noe qislo, podleßawee dal~neæxemu opredeleni¸, a dlina L zafiksirovana tak, qto Θ_ε ⊂ {x ∈ Π : |x_1| < L}. S integral~nym toßdestvom (3.16) svØßem operator K^±_ε (L, M ) na podprostranstve (1.11), kotoryæ zadan analogiqnoæ (1.9) formuloæ ⟨ K^±_ε (L, M )Φ, Ψ ⟩ = (Φ, Ψ)_{Λε} − M (Φ, Ψ)_{Ξε(L)}.

BlagodarØ kompaktnosti vloßeniØ H^±_ε ⊂ L_2(Ξ_ε(L)) raznost~

K^±_ε − K^±_ε (L, M ) okazyvaetsØ kompaktnym operatorom v H^±_ε pri

l¸byh L i M , a znaqit, otsutstvie spektra operatora K^±_ε (L, M ) na poluintervale (μ_Σ, 1] vleqet za soboæ diskretnost~ spektra operatora K^±_ε na fftom ße poluintervale.

Obobwim postanovku zadaqi (3.16). S fftoæ cel~¸ vvedem vesovoæ klass H^±_ε (β), poroßdennyæ vesovym mnoßitelem

R_β(x) = exp ( β(1 + x^2_1)^{1/2} ) . (3.17)

Imenno, prostranstvo H^±_ε (β) sostoit iz teh funkciæ v ∈ H^1_{loc}(Ξ_ε), kotorye neqetny otnositel~no peremennoæ x_2 i oblada¸t koneqnoæ normoæ ‖R_βv; H^±‖.

Esli β > 0, to funkciØ v ∈ H^±_ε (β) ffksponencial~no zatuhaet na beskoneqnosti, no pri β < 0 prostranstvo H^±_ε (β) vkl¸qaet v sebØ funkcii s ffksponencial~nym rostom pri x_1 → ±∞. ˚sno, qto H^±_ε (0) = H^±_ε i R^2_βw ∈ H^±_ε (−β) dlØ w ∈ H^±_ε (β).

Pod obobwennym rexeniem zadaqi (3.16) v klasse H^±_β s pravoæ qast~¸ F ∈ H^±_ε (−β)^∗ (lineænye funkcionaly na gil~bertovom prostranstve H^±_ε (−β)) ponimaem funkci¸ v_β ∈ H^±_ε (β), udovletvorØ¸wu¸ integral~nomu toßdestvu

(∇_xv_β , ∇_x(R^2_βw))_Ξ+_ε − λ ( (v_β, R^2_βw)_Λ+ − M (v_β , R^2_βw)_Ξ+_{ε (L)} ) = = F (R^2_βw), w ∈ H^±_ε (β). (3.18)

�to toßdestvo formal~no poluqeno iz toßdestva (3.16) zamenoæ

w → R^2_β w probnoæ funkcii, a pod (·, ·)_Ξ podrazumevaetsØ rasxi-

renie skalØrnogo proizvedeniØ v prostranstve Lebega L_2(Ξ) do dvoæstvennosti meßdu podhodØwimi vesovymi prostranstvami – v fftom smysle vse slagaemye v (3.18) opredeleny korrektno, tak kak R^2_β w ∈ H^±_ε (−β) (sm. predyduwiæ abzac).

120 S. A. NAZAROV

Predloßenie 3.1. Suwestvu¸t takie poloßitel~nye qisla M

i B, qto pri |β| < B zadaqa (3.15) s pravoæ qast~¸ F ∈ H^±_ε (−β)^∗ dopuskaet edinstvennoe rexenie v_β ∈ H^±_ε (β) i dlØ nego verna ocen- ka ‖v_β; H^±_ε (β)‖ 6 c‖F ; H^±_ε (−β)^∗‖, priqem postoØnnaØ c zavisit ot parametrov λ ∈ [0, λ_Σ), M i ε, no ne ot funkcionala F .

Dokazatel~stvo. Poloßim V = Rβvβ , W = Rβw i pri pomowi

nesloßnyh preobrazovaniæ (neskol~kih kommutirovaniæ differencial~nogo operatora ∇_x s vesovym mnoßitelem (3.17)) preobrazuem pervoe slagaemoe iz levoæ qasti (3.18) k sledu¸wemu vidu:

I(V, W ) = (R_β ∇_xv_β , ∇_xW )_Ξ+_ε + (R_β ∇_xv_β , W R^{−1}_β ∇_xR_β )_Ξ+_ε =

= (∇_xV, ∇_xW )_Ξ+_ε − (V R^{−1}_β ∇_xR_β , ∇_xW )_Ξ+_ε + (3.19)

+(∇_xV, W R^{−1}_β ∇_xR_β )_Σ+_ε − (V R^{−1}_β ∇_xR_β, W R^{−1}_β ∇_xR_β )_Ξ+_ε .

BlagodarØ lemme Laksa–Mil~grama teper~ dostatoqno ubedit~- sØ v spravedlivosti ocenki

‖∇_xV ; L_2(Ξ^+_ε )‖^2 6

6 c^(I(V, V ) − λ^((V, V )_Λ+ − M (V, V )_Ξ+_{ε (L)}^{))} . (3.20)

Zametim, qto pri W = V vtoroe i tret~e slagaemye v pravoæ qasti (3.19) vzaimno sokrawa¸tsØ vvidu vewestvennosti vseh funkciæ. Krome togo, vypolneno sootnoxenie |∇_xR_β (x)| 6 βR_β (x). V silu neravenstv (3.15) na seqenii Σ^+ imeem

‖∇_xV ; L_2(Ξ^+_ε \ Ξ^+_ε (L))‖^2 − ‖V R^{−1}_β ∇_xR_β; L_2(Ξ^+_ε \ Ξ^+_ε (L))‖^2−

−λ‖V ; L_2(Λ^+_ε \Ξ^+_ε (L))‖^2 > (1−λ^{−1}_Σ λ)‖∇_xV ; L_2(Ξ^+_ε \Ξ^+_ε (L))‖^2− (3.21)

−β^2‖V ; L_2(Ξ^+_ε \ Ξ^+_ε (L))‖^2 > (1 − λ^{−1}_Σ λ − c_Σβ^2)‖∇_xV ; L_2(Ξ^+_ε \ Ξ^+_ε (L))‖^2.

Pri malom β^2 kofffficient pri kvadrate normy sprava ostaetsØ poloßitel~nym, tak kak λ < λ_Σ. Ewe raz vospol~zuemsØ variantom sledovogo neravenstva (sm., naprimer, [2] i sr. s (3.3))

‖V ; L_2(Λ^+_ε ∩ ∂Ξ^+_ε (L))‖^2 6 t‖∇_xV ; L_2(Ξ^+_ε (L))‖^2 + C(t)‖V ; L_2(Ξ^+_ε (L))‖^2,

O SGUWENII TOQEQNOGO SPEKTRA 121 s proizvol~nym poloßitel~nym t. V rezul~tate pri uslovii

M > C(t) nahodim, qto

‖∇_xV ; L_2(Ξ^+_ε (L))‖^2 − ‖V R^{−1}_β ∇_xR_β; L_2(Ξ^+_ε (L))‖^2−

−λ(‖V ; L_2(Λ^+_ε ∩ Ξ^+_ε (L))‖^2 − M ‖V ; L_2(Ξ^+_ε (L))‖^2) > (3.22)

> (1 − λt − c(Ξ^+_ε (L))β^2)‖∇xV ; L2(Ξ^+_ε (L))‖^2,

gde c(Ξ^+_ε (L)) – postoØnnaØ v neravenstve Fridrihsa

‖V ; L_2(Ξ^+_ε (L))‖^2 6 c(Ξ^+_ε (L))‖∇_xV ; L_2(Ξ^+_ε (L))‖^2,

V ∈^0H^1 ( Ξ^+_ε (L); ξ_ε ∩ ∂Ξ^+_ε (L) ) . Kofffficient pri kvadrate normy ‖∇_xV ; L_2(Ξ^+_ε (L))‖ v pravoæ qasti (3.22) poloßitelen pri malyh t i β^2.

Ocenka (3.20) vytekaet iz proverennyh sootnoxeniæ (3.21) i (3.22). Predloßenie 3.1 dokazano. �

Esli F ∈ H^±_ε (−β)^∗ pri nekotorom poloßitel~nom pokazatele β, to, razumeetsØ, F ∈ H^±_ε . Poskol~ku lineal C^∞_0 (Ξ^+ε \ ξ_ε) beskoneqno differenciruemyh funkciæ s kompaktnymi nositelØmi ploten v prostranstve H^±_ε (β) s l¸bym vesovym pokazatelem β, v sluqae β > 0 rexenie v_β ∈ H^±_ε (β) ⊂ H^±_ε zadaqi (3.18) udovletvorØet integral~nomu toßdestvu (3.16) i sovpadaet s ego rexeniem v v silu edinstvennosti poslednego (predloßenie 3.1 pri β = 0). Inymi slovami, rexenie zadaqi (3.16) s pravoæ qast~¸ F ∈ H^±_ε (−β)^∗ ⊂ (H^±_ε )^∗, β > 0, ffksponencial~no zatuhaet na beskoneqnosti. �to svoæstvo prisuwe i sobstvennoæ funkcii Φ^+_ε zadaqi (1.2)–(1.4), (1.13) v oblasti Ξ^+_ε , otveqa¸weæ sobstvennomu qislu λ^+_ε ∈ [0, λ_Σ), tak kak ona udovletvorØet toßdestvu (3.16) s parametrom λ = λ^+_ε i funkcionalom

w → F (w) = λ^+_ε M (v, w)_Ξ+_{ε (L)},

prinadleßawim prostranstvu H^±_ε (−β)^∗ pri l¸bom β vvidu ograniqennosti mnoßestva integrirovaniØ.

Zameqanie 3.1. Zafiksiruem parametr λε. Uße upominavxaØ-

sØ teoriØ fflliptiqeskih kraevyh zadaq v oblastØh s cilindriqeskimi vyhodami na beskoneqnost~ ustanavlivaet fredgol~movost~ operatora: H_ε(β) → H_ε(β)^∗ zadaqi (1.2)–(1.4) v oblasti

122 S. A. NAZAROV

Ξ_ε pri vseh znaqeniØh vesovogo indeksa β, za iskl¸qeniem sqet-

nogo nabora zapretnyh indeksov β = −Re η, gde η – sobstvennoe qislo puqka (3.1) na seqenii Σ. To ße verno i dlØ operatora: H_ε(β) → H_ε(β)^∗ zadaqi (1.2)–(1.4), (1.13) v oblasti Ξ^+_ε , sootnesennoæ s puqkom (3.1), (3.13) na polovine Σ^+ seqeniØ Σ. �ti fakty, v qastnosti, oznaqa¸t, qto pri nekotoryh otricatel~nyh indeksah β Ødra nazvannyh operatorov koneqnomerny. Kak i v rassußdeniØh predxestvu¸wih zameqani¸, Ødra operatorov pri β = 0 vkl¸qeny v analogiqnye Ødra pri β < 0, t.e. takße ime¸t koneqnye razmernosti. Sledovatel~no, toqke

μ = (1 + λ)^{−1} suwestvennogo spektra operatora K_ε otveqaet ko-

neqnomernoe podprostranstvo ker (K_ε − μ), a znaqit, ffta toqka leßit na nepreryvnom spektre. �

4. Svoæstvo koncentracii toqeqnogo spektra

Dokazatel~stvo teoremy 1.3 osnovano na primenenii maksiminimal~nogo principa (sm. [14, teorema 10.2.2]) k operatoru −K^±_ε (so znakom minus), kotoryæ ostaetsØ poluograniqennym snizu. Po teoreme 1.2 spektr fftogo operatora raspolagaetsØ na segmente [−1, 0] i okazyvaetsØ diskretnym na poluintervale [−1, −μ_Σ). Qerez −μ^{(1)}ε , . . . , −μ^{(N(ε))}ε oboznaqim vse sobstvennye qisla operatora −K^±_ε na upomØnutom poluintervale, kotorye uporØdoqim po neubyvani¸; poka ne iskl¸qen sluqaæ N (ε) = 0. Maksiminimal~nyæ princip garantiruet, qto

−μ^{(n)}_ε = max_{En⊂H}�_ε inf_{Φ∈En\{0}} ⟨−K^±_ε Φ, Φ⟩ ⟨Φ, Φ⟩ . (4.1)

Zdes~ n = 1, . . ., N (ε) i E_n – lineænye podprostranstva v H^±_ε s korazmernost~¸ n − 1 (t.e. dim(H^±_ε ⊖ E_n) = n − 1 i, v qastnosti,

E_1 = H^±_ε ).

Pri naliqii simmetrii (1.12) moßno, ne ograniqivaØ obwnosti, predpoloßit~, qto mnoßestva Ω_ε i ω soderßatsØ sootvetstvenno v Ξ^+_ε i Λ^+_ε (sr. tekst v konce §1). L¸boe podprostranstvo

E_n soderßit kaku¸-libo netrivial~nu¸ lineænu¸ kombinaci¸

Φ = a_1u^{(1)}_ε + · · · + a_nu^{(n)}_ε (4.2)

sobstvennyh funkciæ zadaqi (1.14)–(1.16), prodolßennyh nulem s plastiny Ω_ε na vs¸ oblast~ Ξ^+_ε . V silu sootnoxeniæ (1.6),

O SGUWENII TOQEQNOGO SPEKTRA 123 (1.9) i (2.26) imeem

‖∇_xu^{(q)}_ε ; L_2(Ξ^+_ε )‖^2 = σ^{(q)}_ε ‖u^{(q)}_ε ; L_2(Λ^+_ε )‖^2,

(4.3)

⟨−K^±_ε Φ, Φ⟩ ⟨Φ, Φ⟩ = − 2 n∑ q=1 a^2_q ‖u^{(q)}_ε ; L_2(Λ^+_ε )‖^2

2 n∑ q=1 a^2_q (σ^{(q)}_ε + 1)‖u^{(q)}_ε ; L_2(Λ^+_ε )‖^2

6 −^1_{1 + σ(n)ε} .

Sledovatel~no, ocenivaØ infimum v (4.1) sverhu pri pomowi formul (4.2), (4.3) i (2.22), (2.7), nahodim, qto

−μ^{(n)}_ε 6 −(1 + σ^{(n)}_ε )^{−1},

a znaqit, blagodarØ neravenstvu (2.25), obespeqennomu teoremoæ 1.4, poluqaem ocenku

μ^{(n)}_ε > (1 + σ^{(n)}_ε )^{−1} > (1 + εβ^{(n)} + c^{(n)}ε^2)^{−1}. (4.4)

Pust~ teper~ J i d – qisla iz formulirovki teoremy 1.3 i

ε^{(J)} = min{ε_1, . . . , ε_J }, gde ε_k – qisla iz teoremy 1.4. Vyberem

verhn¸¸ granicu ε(J, d) izmeneniØ parametra nastol~ko maloæ, qto ε(J, d) 6 ε^{(J)} i ε(J, d)β^{(j)} +c^{(j)}ε(J, d)^2 < d pri j = 1, . . ., J. Togda teorema 10.2.2 [14] vmeste s ocenkoæ (4.4) ustanavliva¸t, qto na poluintervale ((1 + d)^{−1}, 1] raspoloßeno ne menee J sobstvennyh qisel operatora K^±_ε , t.e. N (ε) > J. Kak uße poØsnØlos~ v §1 ffti qisla osta¸tsØ sobstvennymi dlØ operatora K_ε. Teorema 1.3. dokazana. �

Rassmotrim paru konkretnyh geometriqeskih tel (1.1), dopuska¸wih Øvnye formuly. Predpoloßim, qto v opredelenii (1.1)

ε = 1, h(y) = h = const i ω – prØmougol~nik {y : 0 < y_i < a_i, i = 1, 2}, t.e. Ω = Ω_1 – parallelepiped razmerom a_1 × a_2 × h. V fftom

sluqae razdelenie peremennyh pozvolØet vyqislit~ pervoe sobstvennoe qislo zadaqi (1.14)–(1.16). Imenno,

λ^{(1)} = A exp(2Ah) − 1 exp(2Ah) + 1 , A = π √ a^{−2}_1 + a^{−2}_2 ,

124 S. A. NAZAROV a sootvetstvu¸waØ (nenormirovannaØ) sobstvennaØ funkciØ vyglØdit tak:

u^{(1)}(x) = sin ( πx_1 a_1 ) sin ( πx_2 a_2 ) ( exp(−Az) + exp(A(z + 2h)) ) . Esli okazalos~, qto λ^{(1)} strogo men~xe pervogo sobstvennogo qisla λ_Σ model~noæ zadaqi Steklova (3.14), takaØ ße argumentaciØ, kak i pri dokazatel~stve teoremy 1.3, obespeqivaet suwestvovanie sobstvennogo qisla zadaqi (1.2)–(1.4) na segmente [0, λ_Σ].

Pust~ seqenie Σ i ego polovina Σ_+ – prØmougol~niki {x^′ :

|x_2| < l, 0 > x_3 > −b} i {x^′ : 0 < x_2 < l, 0 > x_3 > −b} (vse predxe-

stvu¸wie rezul~taty sohranØ¸t silu pri kusoqno gladkoæ duge Γ – lix~ izmenØetsØ norma (3.4), opisyva¸waØ oblast~ opredeleniØ neograniqennogo operatora A(λ)). Togda

λ_Σ = B exp(2Bb) − 1 exp(2Bb) + 1 , B = π 2l . Otmetim, qto pri postoØnnyh l i a_1, a_2 vypolneny sootnoxeniØ

λ_Σ → B pri b → +∞, λ^{(1)} = A^2h + O(A^3h^2) pri h → +0.

Takim obrazom, uslovie λ^{(1)} < λ_Σ moßno sobl¸sti podgonkoæ geometriqeskih parametrov h i l, b. Opredeliv ostal~nye sobstvennye qisla zadaqi Steklova v parallelepipede Ω_1, netrudno ocenit~ snizu koliqestvo sobstvennyh qisel zadaqi (1.2)–(1.4) na segmente [0, λ_Σ].

Literatura

1. N. Kuznetsov, V. Maz’ya, B. Vainberg, Linear Water Waves. Cambridge: Cam-

bridge University Press, 2002.

2. O. A. LadyßenskaØ, Kraevye zadaqi matematiqeskoæ fiziki. Nauka, M., 1973.

3. D. V. Evans, M. Levitin, D. Vasil’ev, Existence theorems for trapped modes. —

J. Fluid Mech. 261 (1994), 21–31.

4. I. Roitberg, D. Vassiliev, T. Weidl, Edge resonance in an elastic semi-strip. —

Quart. J. Appl. Math., 51, No. 1 (1998), 1–13.

5. S. A. Nazarov, Lovuxeqnye mody dlØ cilindriqeskogo uprugogo volnovoda s dempfiru¸weæ prokladkoæ. — ȷurnal vyqisl. matem. i matem. fiz. 47 (2007) (prinØta k peqati).

O SGUWENII TOQEQNOGO SPEKTRA 125

6. C. M. Linton, P. McIver, Embedded trapped modes in water waves and acustics.

Preprint of Loughborough University, No. 06-24 (2004). (http://www.lboro.ac.

uk/departments/ma/research/preprints/papers06/06-24.pdf)

7. I. V. Kamockiæ, S. A. Nazarov, Anomalii Vuda i poverhnostnye volny v zadaqah rasseØniØ na periodiqeskoæ granice. 1. — Matem. sbornik 190,

No. 1 (1999), 109–138; 2. 190, No. 2 (1999), 43–70.

8. I. V. Kamockiæ, S. A. Nazarov, RasxirennaØ matrica rasseØniØ i ffksponencial~no zatuha¸wie rexeniØ fflliptiqeskoæ zadaqi v cilindriqeskoæ oblasti. — Zap. nauqn. semin. POMI RAN 264 (2000), 66–82.

9. S. A. Nazarov, Kriteriæ suwestvovaniØ zatuha¸wih rexeniæ v zadaqe o rezonatore s cilindriqeskim volnovodom. — Funkcional~nyæ analiz i ego priloßeniØ 40, No. 2 (2006), 20–32.

10. S. A. Nazarov, Iskusstvennye kraevye usloviØ dlØ poiska poverhnostnyh voln v zadaqe difrakcii na periodiqeskoæ granice. – ȷurnal vyqisl. matem. i matem. fiz. 46, No. 12 (2006), 2267–2278.

11. S. N. Leora, S. A. Nazarov, A. V. Proskura, Vyvod predel~nyh uravneniæ dlØ fflliptiqeskih kraevyh zadaq v tonkih oblastØh pri pomowi �VM. — ȷurnal vyqislitel~noæ matem. i matem. fiziki 26, No. 7 (1986), 1032–1048.

12. S. A. Nazarov, ObwaØ shema osredneniØ samosoprØßennyh fflliptiqeskih sistem v mnogomernyh oblastØh, v tom qisle tonkih. — Algebra i analiz 7, No. 5 (1995), 1–92.

13. S. A. Nazarov, AsimptotiqeskaØ teoriØ tonkih plastin i sterßneæ.

Ponißenie razmernosti i integral~nye ocenki. Novosibirsk: NauqnaØ kniga, 2001.

14. I. X. Birman, M. Z. SolomØk, Spektral~naØ teoriØ samosoprØßennyh operatorov v gil~bertovom prostranstve. Izd-vo Leningr.un–ta, L., 1980.

15. M. I. Vixik, L. A. L¸sternik, RegulØrnoe vyroßdenie i pograniqnyæ sloæ dlØ lineænyh differencial~nyh uravneniæ s malym parametrom. — Uspehi matem. nauk 12, No. 5 (1957), 3–122.

16. S. A. Nazarov, Ravnomernye ocenki ostatkov v asimptotiqeskih razloßeniØh rexeniæ zadaqi o sobstvennyh kolebaniØh p~ezofflektriqeskoæ plastiny. — Problemy matem. analiza 25, Novosibirsk: Nauqn. kniga (2003), 99–188.

17. M. Lobo, S. A. Nazarov, E. Perez, Eigen-oscillations of contrasting non-

homogeneous bodies: asymptotic and uniform estimates for eigenvalues. — IMA J. of Applied Mathematics 70 (2005), 419–458.

18. D. Gomez, M. Lobo, S. A. Nazarov, E. Perez, Spectral stiff problems in domains

surrounded by thin bands: Asymptotic and uniform estimates for eigenvalues. — J. Math. Pures Appl. 85 (2006), 598–632.

19. O. A. Oleænik, G. A. Iosifian, A. S. Xamaev, Matematiqeskie zadaqi teorii sil~no neodnorodnyh sred. Izd-vo MGU. M., 1990.

20. V. A. Kondrat~ev, Kraevye zadaqi dlØ fflliptiqeskih uravneniæ v oblastØh s koniqeskimi ili uglovymi toqkami. Trudy Moskovsk. matem. obwestva 16 (1963), 219–292.

126 S. A. NAZAROV

21. V. G. Maz~Ø, B. A. Plamenevskiæ, O kofffficientah v asimptotike rexeniæ fflliptiqeskih kraevyh zadaq v oblasti s koniqeskimi toqkami. — Math. Nachr. 76 (1977), 29–60.

22. V. G. Maz~Ø, B. A. Plamenevskiæ, Ocenki v Lp i v klassah Gel~dera i princip maksimuma Miranda–Agmona dlØ rexeniæ fflliptiqeskih kraevyh zadaq v oblastØh s osobymi toqkami na granice. — Math. Nachr. 77 (1977), 25–82.

23. S. A. Nazarov, Polinomial~noe svoæstvo samosoprØßennyh fflliptiqeskih kraevyh zadaq i algebraiqeskoe opisanie ih atributov. — Uspehi matem. nauk. 54, No. 5 (1999), S. 77–142.

24. S. A. Nazarov, B. A. Plamenevskiæ, �lliptiqeskie zadaqi v oblastØh s kusoqno gladkoæ graniceæ. Nauka, M., 1991.

25 S. A. Nazarov, SamosoprØßennye rasxireniØ operatora zadaqi Dirihle v vesovyh funkcional~nyh prostranstvah. — Matem. sbornik. 137, No. 2 (1988), 224–241.

26. S. A. Nazarov, Asimptotiqeskie usloviØ v toqkah, samosoprØßennye rasxireniØ operatorov i metod srawivaemyh asimptotiqeskih razloßeniæ. Trudy Sankt-Peterburg. matem. o-va 5 (1996), 112–183.

27. S. A. Nazarov, Asimptotika po malomu parametru rexeniØ fflliptiqeskoæ po Agranoviqu–Vixiku kraevoæ zadaqi v oblasti s koniqeskoæ toqkoæ. — Problemy matem. analiza. Vyp. 7. L.: izd-vo LGU (1979), 146– 167.

Nazarov S. A. On the concentration of the point spectrum on the continuous one in problems of the linearized theory of water-waves.

For the linearized theory of water-waves, we find out families of submersed or surface-piercing bodies in an infinite three-dimensional channel which depend on the small parameter ε > 0 and have the following property: For any positive d and integer J, there exists ε(d, J) > 0 such that, for ε ∈ (0, ε(d, J)], the segment [0, d] of the continuous spectrum of the problem contains at least J eigenvalues. These eigenvalues are associated with trapped modes, i.e., solutions of the homogeneous problem which decay exponentially at infinity and possess a finite energy.

Postupilo 5 noØbrØ 2007 g.

IPMax RAN

E-mail: serna@snark.ipme.ru, srgnazarov@yahoo.co.uk