Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 347, 2007 g.

A. V. Sokolov

FAKTORIZACI˚ NELINE`NO` SUPERSIMMETRII V ODNOMERNO` KVANTOVO` MEHANIKE II: DOKAZATEL^STVA TEOREM O PRIVODIMOSTI

1. Vvedenie

V fftoæ rabote daetsØ strogiæ analiz faktorizacii nelineænoæ supersimmetriqnoæ (SUSI) kvantovoæ mehaniki [1–8] na vewestvenno-neprivodimye fflementy SUSI algebry, iz kotoryh moßet byt~ postroena l¸baØ polinomial~naØ SUSI algebra [9], esli ispol~zovat~ cepnu¸ (lestniqnu¸) konstrukci¸ [11–14]. S toqki zreniØ (poqti) izospektral~nyh preobrazovaniæ tipa Krama–Darbu [15–18], req~ idet o faktorizacii spleta¸wih operatorov na operatornye somnoßiteli pervogo libo vtorogo porØdka po proizvodnym s nesingulØrnymi vewestvennymi kofffficientami takoæ, qto vse promeßutoqnye gamil~toniany ime¸t nesingulØrnye vewestvennye potencialy. Ranee predpoloßenie o suwestvovanii takoæ faktorizacii bylo sdelano v [19, 20].

V [21] byla vyskazana gipoteza o vozmoßnosti odet~ (domnoßit~) operator spletaniØ polinomom ot gamil~toniana, sohraniv tu ße paru (poqti) izospektral~nyh gamil~tonianov, tak, qtoby dlØ poluqennogo operatora moßno bylo osuwestvit~ lestniqnu¸ faktorizaci¸ na nesingulØrnye vewestvennye bloki pervogo porØdka po proizvodnym. V dannoæ qasti raboty naædeny usloviØ dlØ realizacii takoæ programmy. �ta qast~ prodolßaet issledovanie, naqatoe v [22], i zdes~ dokazany dva utverßdeniØ, sformulirovannye v [22], o privodimosti (poqti) izospektral~nyh preobrazovaniæ k cepnoæ posledovatel~nosti neprivodimyh blokov pervogo libo vtorogo porØdka po proizvodnym:

1) utverßdenie (teorema 2) o privodimosti neminimizirue-

Rabota byla podderßana grantom RFFI 06-01-00186-a. 214

FAKTORIZACI˚ NELINE`NO` SUPERSIMMETRII 215 mogo [22] operatora spletaniØ s vewestvennym spektrom matri-

cy S [22], domnoßennogo na podhodØwiæ polinom gamil~toniana,

k operatoram spletaniØ pervogo porØdka;

2) utverßdenie (teorema 3) o privodimosti neminimiziruemogo operatora spletaniØ, matrica S kotorogo moßet imet~ ne tol~ko vewestvennye, no i kompleksnye sobstvennye qisla, k operatoram spletaniØ pervogo porØdka i neprivodimym operatoram spletaniØ vtorogo porØdka I, II i III roda [21, 22].

Niße budet ispol~zovat~sØ klass K potencialov V (x) takih, qto:

1) V (x) – vewestvennoznaqnaØ funkciØ iz C^∞R;

2) suwestvu¸t R_0 > 0 i ε > 0 (R_0 i ε zavisØt ot V (x)) takie, qto dlØ l¸bogo |x| ¿ R_0 imeet mesto neravenstvo V (x) ¿ ε;

3) funkcii (^x∫ ±R0 √ |V (x_1)|dx_1 )_2( |V^′(x)|^2 |V (x)|^3 + |V^{′′}(x)| |V (x)|^2 ) (1) ograniqeny sootvetstvenno pri x ¿ R_0 i x 6 −R_0.

Krome togo, zdes~ budut obsußdat~sØ normiruemost~ libo nenormiruemost~ funkciæ na +∞ i/ili na −∞, a takße formal~- nye prisoedinennye funkcii, kotorye opredelØ¸tsØ sledu¸wim obrazom.

FunkciØ f(x) nazyvaetsØ normiruemoæ na +∞ (na −∞), esli suwestvuet vewestvennoe R_+ (R_−) takoe, qto +∞∫ R+ |f(x)|^2 dx < +∞ (^{R−}∫ −∞ |f(x)|^2 dx < +∞ ) . (2)

V protivnom sluqae f(x) nazyvaetsØ nenormiruemoæ na +∞ (na −∞.) FunkciØ ψ_{n,i}(x) nazyvaetsØ formal~noæ prisoedinennoæ funkcieæ i-go porØdka gamil~toniana h dlØ spektral~nogo qisla λ_n, esli (h − λ_n)^{i+1}ψ_{n,i} ≡ 0, (h − λ_n)^iψ_{n,i} ≡ 0, gde slovo “formal~nyæ” podqerkivaet, qto ffta funkciØ ne obØzatel~no normiruema (ne obØzatel~no prinadleßit L_2(R)). V

216 A. V. SOKOLOV qastnosti, prisoedinennaØ funkciØ nulevogo porØdka ψ_{n,0} ØvlØetsØ formal~noæ sobstvennoæ funkcieæ h (ne obØzatel~no normiruemym rexeniem odnorodnogo uravneniØ Xrœdingera).

Stat~Ø postroena sledu¸wim obrazom. Snaqala privoditsØ rØd utverßdeniæ, proØsnØ¸wih osnovnye svoæstva gamil~tonianov s potencialami iz klassa K i posvØwœnnyh zamknutosti (invariantnosti) klassa K pri spletaniØh, asimptotikam formal~nyh prisoedinœnnyh funkciæ, svoæstvam posledovatel~nosti formal~nyh prisoedinœnnyh funkciæ pri deæstvii na neœ operatorom spletaniØ, spektral~nym svoæstvam spletaemyh gamil~tonianov. Zatem dokazyva¸tsØ vspomogatel~nye lemmy o privodimosti operatorov, spleta¸wih gamil~toniany s potencialami iz klassa K. I nakonec, izlaga¸tsØ osnovnye utverßdeniØ (teoremy 2 i 3) o privodimosti ukazannyh operatorov spletaniØ.

2. Osnovnye svoæstva gamil~tonianov s potencialami iz klassa K

Dokazatel~stva vseh privodimyh v fftom razdele lemm, krome lemmy 6, i teoremy 1 privedeny v [23, 24].

2.1. Zamknutost~ klassa potencialov K pri spletaniØh

Zamknutost~ (invariantnost~) klassa potencialov K pri spletaniØh sleduet iz lemmy 1.

Lemma 1. Pust~: (1) h^+ = −∂^2 + V1(x), ∂ ≡ d/dx, V1(x) ∈ K; (2)

h^− = −∂^2 + V_2(x), potencial V_2(x) ØvlØetsØ vewestvennym i prinadleßit CR; (3) q^−_N h^+ = h^−q^−_N , gde q^−_N – differencial~nyæ operator N -go porØdka s kofffficientami iz C^2R; (4) l¸boe sobstvennoe qislo matricy S operatora q^−_N udovletvorØet odnomu iz usloviæ: libo λ 6 0 libo Im λ ≠ 0.

Togda: (1) V_2(x) ∈ K; (2) kofffficienty q^−_N prinadleßat C^∞R; (3) h^+q^+_N = q^+_N h^−, gde q^+_N = (q^−_N )^t, priqœm kofffficienty q^+_N takße prinadleßat C^∞R.

2.2. Asimptotiki formal~nyh prisoedinœnnyh funkciæ

Asimptotiqeskoe povedenie formal~nyh prisoedinœnnyh funkciæ gamil~toniana h s potencialom iz K opisyvaet

Lemma 2. Pust~: (1) h = −∂^2 + V (x), V (x) ∈ K; (2) λ ∈ C i libo

λ 6 0 libo Im λ ≠ 0; (3) vetvi funkciæ^√V (x) − λ i^{4√}V (x) − λ

FAKTORIZACI˚ NELINE`NO` SUPERSIMMETRII 217 odnoznaqno opredeleny pri |x| ¿ R_0 usloviem | arg[V (x) − λ]| < π; (4)^1 ξ_{↑↓}(x) = ±^x ∫ ±R0 √ |V (x_1)| dx_1, ξ_{↑↓}(x; λ) = ± x∫ ±R0 √ V (x_1) − λ dx_1, η_{↑↓}(x) = ± x∫ ±R0 dx_1/ √ |V (x_1)|.

Togda suwestvu¸t sqœtnye posledovatel~nosti: φ_{n,↑↓}(x) formal~nyh prisoedinœnnyh funkciæ h dlØ spektral~nogo qisla λ, normiruemyh na ±∞, i ^φ_{n,↑↓}(x) formal~nyh prisoedinœnnyh funkciæ, nenormiruemyh na ±∞, takie qto: hφ_{0,↑↓} = λφ_{0,↑↓}, (h − λ)φ_{n,↑↓} = φ_{n−1,↑↓}, n ¿ 1, (3) h ^φ_{0,↑↓} = λ ^φ_{0,↑↓}, (h − λ) ^φ_{n,↑↓} = ^φ_{n−1,↑↓}, n ¿ 1; (4) esli ±^{±∞} ∫ ±R0 dx_1/ √ |V (x_1)| < +∞, to pri x → ±∞, φ_{n,↑↓}(x) = (5) 1 n!^4 √ V (x) − λ ( ± 1 2 x∫ ±∞ dx_1 √ V (x_1) − λ )_n e^{−ξ↑↓ (x;λ)} [ 1 + O ( 1 ξ_{↑↓}(x) )] ,

^φ_{n,↑↓}(x) = (6) 1 n!^4 √ V (x) − λ ( ∓ 1 2 x∫ ±∞ dx_1 √ V (x_1) − λ )_n e^{ξ↑↓ (x;λ)} [ 1 + O ( 1 ξ_{↑↓}(x) )] ,

φ^′_{n,↑↓}(x) = (7) ∓ 1 n! 4√ V (x) − λ ( ± 1 2 x∫ ±∞ dx_1 √ V (x_1) − λ )_n e^{−ξ↑↓ (x;λ)} [ 1 + O ( 1 ξ_{↑↓}(x) )]

i esli ±^{±∞} ∫ ±R0 dx_1/ √ |V (x_1)| = +∞, to φ_{n,↑↓}(x) = (8) 1 n!^4 √ V (x) − λ ( ± 1 2 x∫ ±R0 dx_1 √ V (x_1) − λ )_n e^{−ξ↑↓ (x;λ)} [ 1 + O ( ln η_{↑↓}(x) η_{↑↓}(x) )] ,

1Zdes~ i niße znaqku ↑ (↓) sootvetstvu¸t verhnie (nißnie) znaki v pravyh qastØh.

218 A. V. SOKOLOV ^φ_{n,↑↓}(x) = (9) 1 n!^4 √ V (x) − λ ( ∓ 1 2 x∫ ±R0 dx_1 √ V (x_1) − λ )_n e^{ξ↑↓ (x;λ)} [ 1 + O ( ln η_{↑↓}(x) η_{↑↓}(x) )] ,

φ^′_{n,↑↓}(x) = (10) ∓ 1 n! 4√ V (x)−λ ( ± 1 2 x∫ ±R0 dx_1 √ V (x_1) − λ )_n e^{−ξ↑↓ (x;λ)} [ 1 + O ( ln η_{↑↓}(x) η_{↑↓}(x) )] . Sledstvie 1. Esli V (x) ∈ K i Im λ ≠ 0, to s uqœtom (5) i (7) ((8)

i (10))^2 lim x→±∞ [φ^′_{0,↑↓}(x)φ^∗_{0,↑↓}(x) − φ_{0,↑↓}(x)φ^{′∗}_{0,↑↓}(x)] = lim x→±∞ { e^{−2Re ξ↑↓ (x;λ)} [ ∓ 4√ V (x) − λ 4√ V (x) − λ^∗ (1 + o(1))

± 4√ V (x) − λ^∗ 4√ V (x) − λ (1 + o(1)) ]} = 0. (11)

Takim obrazom, esli V (x) ∈ K i Im λ ≠ 0, to vronskian W funkcii iz ker (h − λ), normiruemoæ na odnoæ iz beskoneqnosteæ, (oboznaqim fftu funkci¸ φ) i soprØßœnnoæ funkcii stremitsØ k nul¸ na toæ ße beskoneqnosti i v silu monotonnosti iW (iW^′ = i(φ^{′′}φ^∗ −φφ^{′′∗}) = 2Im λ|φ|^2) ne imeet nuleæ. Otmetim, qto v obwem sluqae vopreki [25], ffto utverßdenie ne vsegda spravedlivo. Naprimer, u gamil~toniana h = −∂^2 − α^2e^{2βx} + 2αδe^{βx}, α ∈ R, β > 0, αδ > 0 dlØ spektral~nogo parametra λ = δ^2 −^{β2}_4 − iβδ suwestvuet formal~naØ sobstvennaØ funkciØ φ(x) = exp[i^α_β e^{βx} − (iδ +^β_2 )x], ffksponencial~no stremØwaØsØ k nul¸ pri x → +∞, no vronskian W (x) = φ^′(x)φ^∗(x) − φ(x)φ^{′∗}(x) = 2i(α − δe^{−βx}) 2DlØ togo, qtoby strogo dokazat~, qto privodimyæ niße predel raven nul¸, dostatoqno vospol~zovat~sØ pomimo privodimoæ niße cepoqki ravenstv vtorym punktom opredeleniØ K i poluqennoæ v [24] ocenkoæ

Rep_{V (x) − λ ¿ C˘}p_{|V (x)|, spravedlivoæ dlØ fiksirovannyh V (x) ∈ K i λ,}

udovletvorØ¸wego uslovi¸ λ ¿ 0 libo Im λ ≠ 0, pri nekotorom C˘ > 0 i l¸bom |x| ¿ R0.

FAKTORIZACI˚ NELINE`NO` SUPERSIMMETRII 219 pri x → +∞ ne stremitsØ k nul¸ i imeet koren~.

Sledstvie 2. V usloviØh lemmy 2 l¸baØ formal~naØ prisoedinœn-

naØ funkciØ n-go porØdka gamil~toniana h, normiruemaØ na ±∞, dlØ spektral~nogo qisla λ takogo, qto libo λ 6 0 libo Im λ ≠ 0, moßet byt~ predstavlena v vide n∑ j=0 a_{j,↑↓}φ_{j,↑↓}(x), a_{j,↑↓} = Const, a_{n,↑↓} ≠ 0, (12) a l¸baØ prisoedinœnnaØ funkciØ n-go porØdka gamil~toniana h, nenormiruemaØ na ±∞, dlØ togo ße spektral~nogo qisla λ moßet byt~ predstavlena sledu¸wim obrazom: n∑ j=0 ( b_{j,↑↓}φ_{j,↑↓}(x) + c_{j,↑↓} ^φ_{j,↑↓}(x) ) , (13)

gde b_{j,↑↓}, c_{j,↑↓} = Const i libo b_{n,↑↓} ≠ 0 libo c_{n,↑↓} ≠ 0.

2.3. Deæstvie operatora spletaniØ na posledovatel~nost~ formal~nyh prisoedinœnnyh funkciæ

Svoæstva posledovatel~nosti formal~nyh prisoedinœnnyh funkciæ pri deæstvii na neœ operatorom spletaniØ opisyvaet

Lemma 3. Pust~: (1) vypolneny usloviØ lemmy 1; (2) φn(x), n = 0,

. . . , M – posledovatel~nost~ formal~nyh prisoedinœnnyh funkciæ h^+ dlØ spektral~nogo qisla λ:

h^+φ_0 = λφ_0, (h^+ − λ)φ_n = φ_{n−1}, n ¿ 1,

gde libo λ 6 0 libo Im λ ≠ 0. Togda:

(1) suwestvuet m takoe, qto 0 6 m 6 min{M + 1, N }, q^−_N φ_n ≡ 0, n < m i ψ_l = q^−_N φ_{m+l} , l = 0, . . . , M − m – posledovatel~nost~ formal~nyh prisoedinœnnyh funkciæ h^− dlØ spektral~nogo qisla λ:

h^−ψ_0 = λψ_0, (h^− − λ)ψ_l = ψ_{l−1}, l ¿ 1;

(2) esli funkciØ φ_n(x) pri zadannom 0 6 n 6 M normiruema na +∞ (na −∞), to q^−_N φ_n takße normiruema na +∞ (na −∞).

220 A. V. SOKOLOV

Sledstvie 3. Poskol~ku h^+ ØvlØetsØ operatorom spletaniØ dlØ

samogo sebØ i oba sobstvennyh qisla ego matricy S nulevye, postol~ku esli φ_n(x) normiruema na +∞ (na −∞), to φ_j (x), j = 0, . . . n − 1 takße normiruemy na +∞ (na −∞).

Sledstvie 4. Pust~ φ^−_{i,j}(x) – kanoniqeskiæ bazis v ker q^−_N , t.e. ma-

trica S operatora q^−_N imeet v fftom bazise kanoniqeskiæ vid: h^+φ^−_{i,0} = λ_iφ^−_{i,0}, (h^+ − λ_i)φ^−_{i,j} = φ^−_{i,j−1}, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , k_i − 1, n∑ i=1 k_i = N. Togda suwestvu¸t qisla k^+_{i↑} i k^+_{i↓} takie, qto 0 6 k^+_{i↑,↓} 6 k_i i dlØ l¸bogo i funkcii φ^−_{i,j}(x), j = 0, . . . , k^+_{i↑,↓} − 1 normiruemy na ±∞, a funkcii φ^−_{i,j}(x), j = k^+_{i↑,↓}, . . . , k_i − 1 nenormiruemy na ±∞. Nezavisimost~ qisel k^+_{i↑,↓} ot vybora kanoniqeskogo bazisa v tom sluqae, kogda q^−_N neminimiziruem, vytekaet iz nißesledu¸weæ lemmy 4.

Lemma 4. Esli v usloviØh lemmy 1 operator spletaniØ q^−_N ne-

minimiziruem, to l¸bye dve prinadleßawie ker q^−_N formal~nye prisoedinœnnye funkcii h^+ odnogo i togo ße porØdka dlØ odnogo i togo ße spektral~nogo qisla λ libo odnovremenno normiruemy na +∞ libo odnovremenno nenormiruemy na +∞. To ße spravedlivo i na −∞.

2.4. UtverßdeniØ o spektre spletaemyh gamil~tonianov

Nißesledu¸waØ lemma 5 pokazyvaet vzaimosvØz~ v povedenii na ±∞ fflementov kanoniqeskih bazisov vzaimno transponirovannyh operatorov spletaniØ.

Lemma 5. Pust~: (1) vypolneny usloviØ lemmy 1; (2) {φ^−_{i,j}} i

{φ^+_{i,j}} – kanoniqeskie bazisy ker q^−_N i ker q^+_N sootvetstvenno; (3) q^−_N neminimiziruem; (4) k_i – algebraiqeskaØ kratnost~ sobstvennogo qisla λ_i matricy S operatora q^−_N . Togda dlØ l¸byh i i j funkciØ φ^−_{i,j}(x) normiruema (nenormiruema) na +∞ togda i tol~ko togda,

FAKTORIZACI˚ NELINE`NO` SUPERSIMMETRII 221 kogda φ^+_{i,ki−j−1}(x) nenormiruema (normiruema) na +∞. To ße spravedlivo i na −∞.

Sledstvie 5. Nenormiruemoæ na obeih beskoneqnostØh sredi

funkciæ φ^−_{i,j}(x) (φ^+_{i,j}(x)) (s fiksirovannym i) moßet byt~ tol~ko φ^−_{i,ki−1}(x) (φ^+_{i,ki−1}(x)). Takim obrazom, s uqœtom sledstviØ 3 odno iz qisel k^+_{i↑,↓} (s fiksirovannym i) ne men~xe qem k_i − 1, a drugoe ne bol~xe 1. Sootvetstvenno funkcii φ^−_{i,j} (x) (φ^+_{i,j}(x)), j = 1, . . . , k_i − 2 na odnoæ iz beskoneqnosteæ (odnoæ i toæ ße dlØ l¸bogo j) normiruemy, a na drugoæ nenormiruemy. Pri fftom esli funkcii φ^−_{i,j}(x) normiruemy na +∞ (na −∞), to funkcii φ^+_{i,j}(x) normiruemy na −∞ (na +∞).

Sledstvie 6. Esli φ^−_{i,0}(x) (φ^+_{i,0}(x)) nenormiruema na obeih besko-

neqnostØh, to k_i = 1.

Sledstvie 7. Esli obe funkcii φ^−_{i,0}(x) i φ^+_{i,0}(x) normiruemy na

obeih beskoneqnostØh, to k_i ¿ 2.

Sledstvie 8. Esli Im λi ≠ 0, to funkcii φ^−_{i,j}(x) (φ^+_{i,j}(x)), j =

0, . . . k_i−1 s uqœtom sledstviØ 3 na odnoæ iz beskoneqnosteæ (odnoæ i toæ ße dlØ l¸bogo j) normiruemy, a na drugoæ nenormiruemy. Pri fftom, esli funkcii φ^−_{i,j} (x) normiruemy na +∞ (na −∞), to funkcii φ^+_{i,j}(x) normiruemy na −∞ (na +∞).

SvØz~ spektrov spletaemyh gamil~tonianov s povedeniem na ±∞ fflementov kanoniqeskogo bazisa Ødra operatora spletaniØ vyØvlØet

Teorema 1. Pust~: (1) vypolneny usloviØ lemmy 5; (2) ν±(λ) = 1,

esli λ – sobstvennoe qislo h^± i ν_±(λ) = 0 v protivnom sluqae; (3) n_±(λ) = n_0(λ) = 0, esli λ ne ØvlØetsØ sobstvennym qislom matri-

cy S operatora q^−_N , a v sluqae λ = λi (gde λi – odno iz sobstvennyh

qisel matricy S operatora q^−_N ) qislo n_±(λ_i) ravno koliqestvu normiruemyh na obeih beskoneqnostØh funkciæ sredi φ^∓_{i,j}(x), j = 0, . . . , k_i − 1 i n_0(λ_i) ravno qislu normiruemyh tol~ko na odnoæ iz beskoneqnosteæ funkciæ sredi φ^∓_{i,j}(x), j = 0, . . . , k_i − 1. Togda dlØ l¸bogo λ takogo, qto libo λ 6 0, libo Im λ ≠ 0 imeet mesto ravenstvo ν_+(λ) − n_+(λ) = ν_−(λ) − n_−(λ). (14)

222 A. V. SOKOLOV Bolee togo, esli dlØ nekotorogo λ vypolneno uslovie n_0(λ) > 0, to dlØ fftogo λ spravedlivy ravenstva

ν_+(λ) − n_+(λ) = ν_−(λ) − n_−(λ) = 0.

VzaimosvØz~ prinadleßnosti volnovoæ funkcii i ffnergii svØzannogo sostoØniØ gamil~toniana sootvetstvenno Ødru i spektru matricy S operatora spletaniØ raskryvaet

Lemma 6. V usloviØh lemmy 1 dlØ togo, qtoby volnovaØ funk-

ciØ svØzannogo sostoØniØ h^± prinadleßala ker q^∓_N , neobhodimo i dostatoqno, qtoby ffnergiØ fftogo svØzannogo sostoØniØ vhodila v spektr matricy S operatora q^∓_N .

Dokazatel~stvo. OgraniqimsØ dokazatel~stvom dlØ sluqaØ s

h^+ i q^−_N , t.k. sluqaæ s h^− i q^+_N rassmatrivaetsØ analogiqno.

Neobhodimost~. Pust~ h^+ imeet svØzannoe sostoØnie s ffnergieæ E, opisyvaemoe volnovoæ funkcieæ φ(x), priqœm q^−_N φ = 0. Pokaßem, qto E prinadleßit spektru matricy S operatora q^−_N . Deæstvitel~no, pust~ λ_i – sobstvennoe qislo matricy S operatora q^−_N – imeet kratnost~ k_i, i = 1, . . . , n tak, qto k_1+. . .+k_n = N . Togda, v silu teoremy 1 iz [22]

0 = q^+_N q^−_N φ = n∏ i=1 (h^+ − λ_i)^{ki} φ = n∏ i=1 (E − λ_i)^{ki} φ, (15)

otkuda i sleduet, qto E prinadleßit spektru matricy S operatora q^−_N .

Dostatoqnost~. Pust~ teper~ E prinadleßit spektru matri-

cy S operatora q^−_N . Pokaßem, qto q^−_N φ = 0. Pust~

q^−_N = p^−_M P (h^+), (16)

gde P (h^+) – mnogoqlen i p^−_M – neminimiziruemyæ operator, spleta¸wiæ h^+ i h^− (p^−_M h^+ = h^−p^−_M ). Esli E – koren~ P , to utverßenie dokazano. Pofftomu pereædœm k sluqa¸, kogda P (E) ≠ 0. Zametim, qto v fftom sluqae E prinadleßit spektru matricy

S operatora p^−_M , t.k. v silu teoremy 1 iz [22] spektr matricy S operatora q^−_N sovpadaet s kornØmi polinoma PN (h^+) = q^+_N q^−_N ,

spektr matricy S operatora p^−_M sovpadaet s kornØmi polinoma P_M (h^+) = p^+_M p^−_M , p^+_M = (p^−_M )^t i

P_N (h^+) = q^+_N q^−_N = P (h^+)p^+_M p^−_M P (h^+) = P^2(h^+)P_M (h^+). (17)

FAKTORIZACI˚ NELINE`NO` SUPERSIMMETRII 223 Pust~ q^−_N φ ≠ 0. Togda p^−_M φ ≠ 0 takße, t.k. v protivnom sluqae q^−_N φ = P (h^−)p^−_M φ = 0. V silu lemmy 3 p^−_M φ – sobstvennaØ funkciØ h^−, prinadleßawaØ ker p^+_M , t.k. p^+_M p^−_M φ = P_M (E)φ = 0. Poslednee protivoreqit utverßeni¸ (14) teoremy 1, t.k. v rassmatrivaemom sluqae ν_+(E) = ν_−(E) = 1 i v silu lemm 4 i 5 n_+(E) = 0, n_−(E) = 1 (n_±(E) v rassmatrivaemom sluqae sootvetstvu¸t p^−_M , a ne q^−_N ). Lemma 6 dokazana.

Sledstvie 9. DlØ togo, qtoby h^± imel svØzannoe sostoØnie na

urovne E = λ_i v silu lemm 5 i 6 neobhodimo i dostatoqno, qtoby funkciØ φ^+_{i,ki−1}(x) (φ^−_{i,ki−1}(x)) byla nenormiruemoæ na obeih beskoneqnostØh.

Sledstvie 10. Pust~ hotØ by odin iz kofffficientov q^∓_N ime-

et netrivial~nu¸ mnimu¸ qast~ i k^∓_N i p^∓_M – differencial~nye operatory s vewestvennymi kofffficientami takie, qto q^∓_N = k^∓_N + ip^∓_M . Togda (sm. [26]) operatory k^∓_N i p^∓_M spleta¸t te ße gamil~toniany, qto i q^∓_N . Pri fftom, poskol~ku volnovu¸ funkci¸ svØzannogo sostoØniØ vsegda moßno vybrat~ vewestvennoæ, postol~ku l¸baØ volnovaØ funkciØ svØzannogo sostoØniØ, prinadleßawaØ ker q^∓_N , prinadleßit i ker k^∓_N i ker p^∓_M . Sledovatel~no, l¸boe sobstvennoe qislo matricy S operatora q^∓_N , ØvlØ¸weesØ ffnergieæ svØzannogo sostoØniØ h^±, vhodit i v spektry matric S operatorov k^∓_N i p^∓_M .

3. Lemmy o qastiqnoæ privodimosti operatorov spletaniØ Lemma 7. Esli v usloviØh lemmy 5 operator spletaniØ q^−_N imeet

vewestvennye kofffficienty i Im λ_l ≠ 0, to q^−_N moßno predstavit~ v vide proizvedeniØ dvuh operatorov spletaniØ k^−_{N−2} i p^−_2 tak, qto: (1)

q^−_N = k^−_{N−2}p^−_2 , h_0p^−_2 = p^−_2 h^+, h^−k^−_{N−2} = k^−_{N−2}h_0, (18)

gde h_0 – gamil~tonian, potencial kotorogo prinadleßit K;

(2) p^−_2 – vewestvenno neprivodimyæ operator spletaniØ vtorogo porØdka I roda s vewestvennymi kofffficientami iz C^∞R, spektr matricy S kotorogo sostoit iz λ_l i λ^∗_l ;

(3) k^−_{N−2} – operator spletaniØ N − 2-go porØdka s vewestvennymi kofffficientami iz C^∞R.

224 A. V. SOKOLOV

Dokazatel~stvo. PrinimaØ vo vnimanie vewestvennost~ kofff-

ficientov q^−_N , budem bez ograniqeniØ obwnosti predpolagat~, qto bazis {φ^−_{i,j}} v Ødre q^−_N vybran tak, qto φ^−_{i,j} , otveqa¸wie vewestvennym λ_i, vewestvenny, a φ^−_{i,j} i φ^−_{k,j}, otveqa¸wie kompleksno soprØßœnnym qislam λ_i i λ_k = λ^∗_i , svØzany sootnoxeniem φ^−_{k,j} = φ^{−∗}_{i,j} . Ispol~zuØ opisannu¸ v lemme 1 iz [26] proceduru, q^−_N moßno predstavit~ v vide q^−_N = k^−_{N−2}p^−_2 , (19)

gde p^−_2 – differencial~nyæ operator vtorogo porØdka, bazis v Ødre kotorogo sostoit iz φ^−_{l,0}(x) i φ^{−∗}_{l,0} (x), a k^−_{N−2} – differencial~nyæ operator N −2-go porØdka, bazis v Ødre kotorogo sostoit iz p^−_2 φ^−_{i,j} krome p^−_2 φ^−_{l,0} = 0 i p^−_2 φ^{−∗}_{l,0} = 0. Pri fftom v silu ukazannoæ lemmy p^−_2 i k^−_{N−2} spleta¸t sootvetstvenno h^+ i h^− s nekotorym gamil~tonianom h_0 tak, qto vypolneny ravenstva (18).

Oboznaqim W_k(x) i W_p(x) vronskiany fflementov ukazannyh vyxe bazisov sootvetstvenno ker k^−_{N−2} i ker p^−_2 . Togda, v silu sootnoxeniØ (11) iz [22] potencial V_0(x) gamil~toniana h_0 svØzan s V_{1,2}(x) sootnoxeniØmi

V_0(x) = V_1(x) − 2[ln W_p(x)]^{′′}, V_2(x) = V_0(x) − 2[ln W_k(x)]^{′′}. (20)

V silu sledstviØ 8 funkciØ φ^−_{l,0}(x) normiruema na odnoæ iz beskoneqnosteæ. Pofftomu v silu sledstviØ 1 vronskian W_p(x) ne imeet nuleæ. Iz fftogo, a takße iz togo, qto φ^−_{l,0}(x) ∈ C^∞R, sleduet, qto V_0(x) (sm. (20)) i kofffficienty

p^−_2 = 1 W_p(x) | | | | | | φ^{−∗}_{l,0} (x) φ^{−′∗}_{l,0} (x) φ^{−′′∗}_{l,0} (x) φ^−_{l,0}(x) φ^{−′}_{l,0}(x) φ^{−′′}_{l,0} (x) 1 ∂ ∂^2

| | | | | | (21)

prinadleßat C^∞R. Pri fftom vewestvennost~ kofffficientov p^−_2 sleduet iz togo, qto soprØßenie fftih kofffficientov ravnosil~- no perestanovke dvuh strok v oboih opredelitelØh v (21), a vewestvennost~ V_0(x) sleduet iz (20) i iz togo, qto W_p(x), oqevidno, qisto mnimyæ. Prinadleßnost~ V_0(x) mnoßestvu K sleduet iz dokazannogo i iz lemmy 1.

FAKTORIZACI˚ NELINE`NO` SUPERSIMMETRII 225 Otsutstvie nuleæ u W_k(x) sleduet iz beskoneqnoæ gladkosti V_0(x) i V_2(x) i iz togo, qto obwee rexenie (20) imeet vid

W_k(x) = C_1 exp { C_2x + 1 2 x∫ 0 dx_1 x1∫ 0 dx_2 [V_0(x_2) − V_2(x_2)] } , gde C_1 ≠ 0 i C_2 – postoØnnye. BeskoneqnaØ gladkost~ kofffficientov k^−_{N−2} sleduet iz otsutstviØ u W_k(x) nuleæ, iz beskoneqnoæ gladkosti W_k(x) (kak vronskiana funkciæ iz C^∞R) i iz predstavleniØ k^−_{N−2} analogiqnogo (21). Vewestvennost~ kofffficientov k^−_{N−2} oqevidnym obrazom sleduet iz vewestvennosti kofffficientov q^−_N i p^−_2 . Lemma 7 dokazana.

Lemma 8. Esli v usloviØh lemmy 5, vo-pervyh, λM – naimen~xee

vewestvennoe sobstvennoe qislo matricy S operatora q^−_N i, vovtoryh, λ_M leßit niße ffnergii osnovnogo sostoØniØ h^−, to q^−_N moßno predstavit~ v vide proizvedeniØ dvuh operatorov spletaniØ k^−_{N−1} i p^−_1 tak, qto: (1)

q^−_N = k^−_{N−1}p^−_1 , h_0p^−_1 = p^−_1 h^+, h^−k^−_{N−1} = k^−_{N−1}h_0, (22)

gde h_0 – gamil~tonian, potencial kotorogo prinadleßit K;

(2) p^−_1 – operator spletaniØ pervogo porØdka s vewestvennymi kofffficientami iz C^∞R, matrica S kotorogo sostoit iz λ_M ;

(3) k^−_{N−1} – operator spletaniØ N − 1-go porØdka s kofffficientami iz C^∞R;

(4) esli λ_M ØvlØetsØ (ne ØvlØetsØ) ffnergieæ svØzannogo sosto- ØniØ h^+, to fflement bazisa ker p^−_1 normiruem na obeih (tol~ko na odnoæ iz) beskoneqnostØh(-eæ).

Esli kofffficienty q^−_N vewestvenny, to vewestvenny takße i kofffficienty k^−_{N−1}.

Dokazatel~stvo. V silu usloviØ i lemm 3 i 6 qislo λM leßit

ne vyxe ffnergii osnovnogo sostoØniØ h^+. FunkciØ φ^−_{M,0}(x) v silu usloviØ i lemmy 5 ne moßet byt~ nenormiremoæ na obeih beskoneqnostØh. No normiruemaØ hotØ by na odnoæ iz beskoneqnosteæ formal~naØ sobstvennaØ funkciØ h^+, otveqa¸waØ spektral~nomu qislu, leßawemu ne vyxe ffnergii osnovnogo sostoØniØ, ne moßet imet~ nuleæ i otliqaetsØ ot vewestvennoznaqnoæ funkcii

226 A. V. SOKOLOV (esli takoe otliqie voobwe imeetsØ) tol~ko postoØnnym somnoßitelem. Sledovatel~no, operator

p^−_1 = ∂ − φ^{−′}_{M,0} φ^−_{M,0} (23)

imeet vewestvennye kofffficienty iz C^∞R. �tot operator v sootvetstvi s opisannoæ v lemme 1 iz [26] proceduroæ moßet byt~ otfaktorizovan ot q^−_N tak, qto ime¸t mesto ravenstva (22), gde k^−_{N−1} – operator spletaniØ N − 1-go porØdka s kofffficientami iz C^∞R i h_0 – gamil~tonian, potencial kotorogo V_0(x) v silu sootnoxeniØ (11) iz [22] raven

V_0(x) = V_1(x) − 2[ln φ^−_{M,0}(x)]^{′′}. (24)

Vewestvennost~ i beskoneqnaØ glakost~ V_0(x) sledu¸t iz (24), iz otsutstviØ u φ^−_{M,0}(x) nuleæ, iz togo, qto V_1(x) ∈ K, a φ^−_{M0}(x) ∈ C^∞R i iz togo, qto φ^−_{M,0}(x) proporcional~na vewestvennoznaqnoæ funucii. Prinadleßnost~ V_0(x) mnoßestvu K sleduet iz dokazannogo i iz lemmy 1. Spravedlivost~ qetvœrtogo utverßdeniØ sleduet iz togo, qto φ^−_{M,0}(x) normiruema po kraæneæ mere na odnoæ iz beskoneqnosteæ i iz lemmy 6. Esli kofffficienty q^−_N vewestvenny, to vewestvennymi, oqevidno, ØvlØ¸tsØ i kofffficienty k^−_{N−1}. Lemma 8 dokazana.

Lemma 9. Pust~: (1) potencial gamil~toniana h^+ prinadleßit

K; potencial gamil~toniana h_1 vewestven i prinadleßit C^1R; potencial gamil~toniana h^− vewestven i prinadleßit CR;

(2) φ_0(x) – volnovaØ funkciØ osnovnogo sostoØniØ h^+ tak, qto

h^+φ_0 = E_{0+}φ_0, E_{0+} 6 0; (25)

gamil~toniany h^+ i h_1 spleta¸tsØ operatorom p^−_{11} = ∂ − φ^′_0/φ_0 tak, qto p^−_{11}h^+ = h_1p^−_{11}; (26)

(3) ψ(x) – normiremaØ tol~ko na odnoæ iz beskoneqnosteæ funkciØ iz ker (h_1 − λ), λ < E_{0+}; gamil~toniany h_1 i h^− spleta¸tsØ operatorom k^−_{11} = ∂ − ψ^′/ψ tak, qto

k^−_{11}h_1 = h^−k^−_{11}. (27)

FAKTORIZACI˚ NELINE`NO` SUPERSIMMETRII 227 Togda: (1) potencialy h^− i h_1 prinadleßat K; kofffficienty p^−_{11} i k^−_{11} vewestvenny i prinadleßat C^∞R;

(2) funkciØ (p^−_{11})^tψ ne imeet nuleæ i ØvlØetsØ normiruemym tol~ko na odnoæ iz beskoneqnosteæ (na toæ ße, qto i ψ) fflementom ker (h^+ − λ);

(3) operator

p^−_{12} = ∂ −

(p^+_{11}ψ)^′ p^+_{11}ψ

, p^+_{11} = (p^−_{11})^t (28)

imeet vewestvennye kofffficienty iz C^∞R i spletaet h^+ s gamil~tonianom h_2 = λ + p^−_{12}(q^−_{12})^t tak, qto

p^−_{12}h^+ = h_2p^−_{12}; (29)

potencial h_2 prinadleßit K; matrica S operatora p^−_{12} sostoit iz λ;

(4) p^−_{12}φ_0 ØvlØetsØ volnovoæ funkcieæ osnovnogo sostoØniØ h_2 s ffnergieæ E_{0+};

(5) operator

k^−_{12} = ∂ −

(p^−_{12}φ_0)^′ p^−_{12}φ_0

imeet vewestvennye kofffficienty iz C^∞Ri spletet h_2 s h^− tak, qto k^−_{12}h_2 = h^−k^−_{12}; (30)

matrica S operatora k^−_{12} sostoit iz E_{0+};

(6) imeet mesto ravenstvo

k^−_{11}p^−_{11} = k^−_{12}p^−_{12}. (31)

Spravedlivost~ lemmy 9 oqevidnym obrazom sleduet iz lemm 1 i 3, iz teoremy 1 iz [22], iz standartnoæ konstrukcii, opisyva- ¸weæ spletanie gamil~tonianov operatorami pervogo porØdka [1–8, 11–14, 21] i iz fflementarnyh svedeniæ o kornØh formal~- nyh sobstvennyh funkciæ gamil~toniana [27].

Lemma 10. Esli v usloviØh lemmy 1 porØdok N = 3, operator q^−_3

imeet vewestvennye kofffficienty i ØvlØetsØ neminimiziruemym i λ – naimen~xee vewestvennoe sobstvennoe qislo matricy

S operatora q^−_3 , to suwestvu¸t operatory spletaniØ pervogo po-

rØdka p^±_1 i k^±_1 i vtorogo porØdka p^±_2 i k^±_2 takie, qto:

228 A. V. SOKOLOV

(1) p^±_1 , k^±_1 , p^±_2 i k^±_2 ime¸t vewestvennye kofffficienty iz C^∞R; (2) p^+_1 = (p^−_1 )^t, k^+_1 = (k^−_1 )^t, p^+_2 = (p^−_2 )^t, k^+_2 = (k^−_2 )^t; (33)

(3) matricy S operatorov p^±_1 i k^±_1 sostoØt iz λ; (4) q^−_3 = k^−_2 p^−_1 = k^−_1 p^−_2 , q^+_3 = p^+_1 k^+_2 = p^+_2 k^+_1 , (34)

priqœm potencialy promeßutoqnyh gamil~tonianov, otveqa¸- wih fftim faktorizaciØm, prinadleßat K;

(5) esli algebraiqeskaØ kratnost~ λ v spektre matricy S operatora q^−_3 ravna 1, to dlØ togo, qtoby fflement bazisa ker p^−_1 byl normiruem (nenormiruem) na +∞ neobhodimo i dostatoqno, qtoby fflement bazisa ker k^−_1 byl normiruem (nenormiruem) na +∞; to ße spravelivo i na −∞; to ße spravedlivo dlØ p^+_1 i k^+_1 .

Dokazatel~stvo. Pervye qetyre utverßeniØ sledu¸t iz doka-

zannoæ v [22] teoremy 3 i iz lemmy 1. Pri dokazatel~stve pØtogo utverßdeniØ ograniqimsØ rassmotreniem tol~ko sluqaØ s p^−_1 , k^−_1 i s x → +∞, t.k. drugie sluqai rassmatriva¸tsØ analogiqno. Pust~ φ(x) – fflement bazisa ker p^−_1 . Togda, poskol~ku matrica S operatora p^−_1 sostoit iz λ, postol~ku h^+φ = λφ. Pust~ takße λ_1 i λ_2 – dva drugih sobstvennyh qisla matricy S operatora q^−_3 , a φ_1(x) i φ_2(x) – dva drgih fflementa kanoniqeskogo bazisa ker q^−_3 , priqœm po uslovi¸ λ ≠ λ_{1,2}. Poskol~ku q^−_3 = k^−_1 p^−_2 , q^−_3 φ = 0 i bazis v ker p^−_2 sostoit iz φ_1(x) i φ_2(x), postol~ku

ψ = p^−_2 φ ≢ 0 (35)

– fflement bazisa k^−_1 . S drugoæ storony, v silu teoremy 1 iz [22]

p^+_2 ψ = p^+_2 p^−_2 φ = (h^+ − λ_1)(h^+ − λ_2)φ = (λ − λ_1)(λ − λ_2)φ ≢ 0. (36)

Iz ravenstv (35), (36) i lemmy 3 sleduet, qto normiruemost~ φ(x) na +∞ ravnosil~na normiruemosti ψ(x) na +∞. Lemma 10 dokazana.

4. Teoremy o polnoæ privodimosti operatorov spletaniØ Teorema 2. Pust~: (1) h^+ = −∂^2 + V1(x), V1(x) ∈ K; potencial

V_2(x) gamil~toniana h^− vewestven i nepreryven;

FAKTORIZACI˚ NELINE`NO` SUPERSIMMETRII 229 (2) h^+ i h^− spleta¸tsØ neminimiziruemym differencial~nym operatorom N -go porØdka q^−_N s kofffficientami iz C^2Rtak, qto

q^−_N h^+ = h^−q^−_N ; (37)

(3) algebraiqeskaØ kratnost~ λ_i – i-go sobstvennogo qisla matricy S operatora q^−_N – ravna k_i, i = 1, . . ., n tak, qto k_1+· · ·+k_n = N ; vse qisla λ_i vewestvenny i udovletvorØ¸t neravenstvam 0 ¿ λ1 > λ2 > . . . > λn; (38) (4) Λ – spektr matricy S operatora q^−_N ;

(5) E_{i±}, i = 0, 1, 2, . . . – ffnergiØ i-go snizu svØzannogo sostoØniØ h^±; N^± – koliqestvo svØzannyh sostoØniæ h^±, ffnergii kotoryh vhodØt v Λ; N_± – koliqestvo svØzannyh sostoØniæ h^± s ffnergiØmi, ne prevoshodØwimi λ_1; (6) P_±(E) = ∏ E_{i±} <λ1,E_{i±}∉Λ (E_{i±} − E). (39)

Togda: (1) V_2(x) ∈ K; kofffficienty q^−_N prinadleßat C^∞Ri ØvlØ- ¸tsØ vewestvennymi; q^+_N = (q^−_N )^t imeet vewestvennye kofffficienty iz C^∞Ri spletaet h^+ i h^− tak, qto

h^+q^+_N = q^+_N h^−; (40)

(2) P_+(E) ≡ P_−(E); stepen~ P_±(E) ravna N_+ − N^+ = N_− − N^−; (3) operator q^∓_N P_±(h^±) spletaet h^+ i h^− i moßet byt~ predstavlen v vide proizvedeniØ N + N_+ + N_− − N^+ − N^− operatorov spletaniØ pervogo porØdka s vewestvennymi kofffficientami iz C^∞Rtak, qto:

(a) potencialy vseh promeßtoqnyh gamil~tonianov prinadleßat K;

(b) sobstvennoe qislo matricy S l-go (sprava) operatora v rassmatrivaemoæ faktorizacii ravno E_{l−1,±}, l = 1, . . . , N_± i fflement bazisa Ødra fftogo operatora normiruem na obeih beskoneqnostØh;

(v) sobstvennoe qislo matricy S l-go (sleva) operatora v rassmatrivaemoæ faktorizacii ravno E_{l−1,∓}, l = 1, . . . , N_∓ i fflement bazisa Ødra fftogo operatora nenormiruem na obeih beskoneqnostØh;

230 A. V. SOKOLOV

(g) mnoßestvo sobstvennyh qisel matric S operatorov s N_± + 1-go po N_± + N − N^+ − N^−-yæ (sprava) v rassmatrivaemoæ faktorizacii sovpadaet s^3 Λ\({E_{i+}}∪{E_{i−}}), priqœm sobstvennoe qislo matricy S operatora v fftoæ gruppe s uveliqeniem nomera operatora (sprava nalevo) ne ubyvaet; fflement bazisa Ødra l¸bogo operatora v fftoæ gruppe normiruem tol~ko na odnoæ iz beskoneqnosteæ.

Dokazatel~stvo. To, qto V2(x) ∈ K, kofffficienty q^±_N prinad-

leßat C^∞R i imeet mesto ravenstvo (40), sleduet iz lemmy 1. Vewestvennost~ kofffficientov q^±_N dokaßem niße.

DlØ okazatel~stva vtorogo utverßeniØ, oqevidno, dostatoqno pokazat~, qto esli E_{i±} < λ_1 i E_{i±} ∉ Λ, to suwestvuet E_{j∓} takoe, qto E_{j∓} = E_{i±}. Spravedlivost~ fftogo sleduet iz lemm 3 i 6. Takim obrazom, vtoroe utverßdenie dokazano.

To, qto operatory q^∓_N P_±(h^±) spleta¸t h^+ i h^− oqevidno. V ker (q^∓_N P_±(h^±)) v silu opredeleniØ P_± i lemmy 6 vhodØt volnovye funkcii N_± nißnih svØzannyh sostoØniæ h^±. Pri fftom, esli uqest~ neminimiziruemost~ q^∓_N , kanoniqeskiæ bazis v ker (q^∓_N P_±(h^±)) moßno vybrat~ tak, qtoby v nego vhodili vse ffti volnovye funkcii. Ispol~zuØ standartnu¸ proceduru, opisannu¸ v lemme 1 iz [26], ot q^∓_N P_±(h^±) moßno posledovatel~no sprava otweplØt~ operatory pervogo porØdka, bazis v Ødre kaßdogo iz kotoryh sostoit iz volnovoæ funkcii osnovnogo sosto- ØniØ h^± ili sootvetstvu¸wego promeßutoqnogo gamil~toniana. Pri fftom v vewestvennosti i beskoneqnoæ gladkosti kofffficientov otweplØemyh operatorov spletaniØ i v tom, qto potencialy promeßutoqnyh gamil~tonianov prinadleßat K, moßno legko ubedit~sØ po indukcii s pomow~¸ rassußdeniæ iz dokazatel~stva lemmy 8. Takim obrazom, utverßdenie 3(b) dokazano i poluqivxiæsØ v itoge promeßutoqnyæ gamil~tonian h^±_0 takov, qto ego osnovnoe sostoØnie leßit vyxe λ_1.

Oboznaqim k_∓ poluqivxiæsØ posle osuwestvleniØ ukazannoæ procedury ostatok ot q^∓_N P_±(h^±). �tot operator spletaet h^±_0 s h^∓ tak, qto k_∓h^±_0 = h^∓k_∓, h^±_0 k^t_∓ = k^t_∓h^∓. Takim obrazom, v silu

3V fftoæ formule sleduet uqityvat~ kratnost~ sobstvennyh qisel: esli λ vhodit v Λ s algebraiqeskoæ kratnost~¸ K1, v {Ei+} s kratnost~¸ K2 i v {Ei�} s kratnost~¸ K3 (K2 i K3, oqevidno, mogut prinimat~ lix~ znaqeniØ 0 i 1), to v Λ \ ({Ei+} ∪ {Ei�}) qislo λ vhodit s krtnost~¸ K1 −

K_2 − K_3, esli K_1 > K_2 + K_3, libo ne vhodit, esli K_1 6 K_2 + K_3.

FAKTORIZACI˚ NELINE`NO` SUPERSIMMETRII 231 lemmy 3 i otsutstviØ u h^∓_0 urovneæ ffnergii, leßawih ne vyxe λ_1, volnovye funkcii N_∓ nißnih sostoØniæ h^∓ vhodØt v ker k^t_∓. S drugoæ storony, v silu neminimiziruemosti q^∓_N , teoremy 2 iz [22] i opisannogo v lemme 1 iz [26] pravila preobrazovaniØ ßordanovoæ formy matricy S operatora spletaniØ pri otweplenii ot poslednego operatora spletaniØ pervogo porØdka, poluqaem, qto k_∓, a tem samym i k^t_∓ neminimiziremy. Sledovatel~no, volnovye funkcii N_∓ nißnih svØzannyh sostoØniæ h^∓ vhodØt v kanoniqeskiæ bazis ker k^t_∓. Ispol~zuØ tu ße proceduru otwepleniØ, qto i vyxe, a takße, uqityvaØ, qto proizvedenie fflementov bazisov ker (∂ −χ(x)) i ker (∂ −χ(x))^t ravno postoØnnoæ, ubeßdaemsØ v spravedlivosti utverßdeniØ 3(v).

Oboznaqim r_∓ ostatok ot k_∓ posle otwepleniØ operatorov, ukazannyh v utverßdenii 3(v). �tot operator snova (v silu upomØnutogo pravila preobrazovaniØ ßordanovoæ formy i teoremy 2 iz [22]) ØvlØetsØ neminimiziruemym. Iz fftogo, iz lemmy 8 i iz togo, qto r_∓ po postroeni¸ spleta¸t gamil~toniany, osnovnye sostoØniØ kotoryh leßat vyxe λ_1, sledu¸t utverßdeniØ 3(g) i 3(a).

Vewestvennost~ kofffficientov q^∓_N oqevidnym obrazom sleduet iz vewestvennosti kofffficientov vseh operatorov, vhodØwih v poluqennye faktorizacii q^∓_N P_±(h^±) i iz vewestvennosti kofffficientov P_±(h^±). Teorema 2 dokazana.

Teorema 3. Pust~: (1) h^+ = −∂^2 + V1(x), V1(x) ∈ K; potencial

V_2(x) gamil~toniana h^− vewestven i nepreryven;

(2) h^+ i h^− spleta¸tsØ neminimiziruemym differencial~nym operatorom N -go porØdka q^−_N s vewestvennymi kofffficientami iz C^2Rtak, qto q^−_N h^+ = h^−q^−_N ; (41)

(3) algebraiqeskaØ kratnost~ λ_i – i-go sobstvennogo qisla matricy S operatora q^−_N – ravna k_i, i = 1, . . . , n tak, qto k_1 + · · · + k_n = N ; sredi qisel λ_i imeetsØ M vewestvennyh i L par vzaimno kompleksno soprØßœnnyh tak, qto M + 2L = n; vewestvennym λ_i sootvetstvu¸¸t nomera i = 1, . . . , M , priqœm λ_i > λ_{i+1}, i = 1, . . . , M − 1; (4) esli λ_1 vewestvenno, to λ_1 6 0;

(5) E_{i±}, i = 0, 1, 2, . . . – ffnergiØ i-go snizu svØzannogo sostoØniØ h^±; K_± = max{i : λ_i > E_{0±}}, esli λ_1 > E_{0±}, i K_± = 0, esli λ_1 6 E_{0±}

232 A. V. SOKOLOV libo Im λ_1 ≠ 0.

Togda: (1) V_2(x) ∈ K; koffficienty q^−_N prinadleßat C^∞R; q^+_N = (q^−_N )^t imeet vewestvennye kofffficienty iz C^∞Ri spletaet h^+ i h^− tak, qto h^+q^+_N = q^+_N h^−; (42)

(2) q^∓_N moßno predstavit~ v vide proizvedeniØ vewestvenno neprivodimyh operatorov spletaniØ pervogo i vtorogo porØka s vewestvennymi kofffficientami iz C^∞Rtak, qto:

(a) potencialy vseh promeßutoqnyh gamil~tonianov prinadleßat K;

(b) pervye

J_1 = M+L∑ i=M+1 k_i (43)

operatorov sprava v rassmatrivaemoæ faktorizacii q^∓_N ime¸t porØdok 2 i ØvlØ¸tsØ vewestvenno neprivodimymi operatorami I roda; pri fftom moßno dobit~sØ togo, qtoby sootvetstvu¸wie fftim operatoram pary vzaimno soprØßœnnyh sobstvennyh qisel matricy S operatora q^−_N xli v proizvol~nom porØdke;

(v) vtoraØ (sprava) gruppa operatorov v rassmatrivaemoæ faktorizacii sostoit iz

J_{2∓} = N − 2J_1 − 2J_{3∓}, (44) gde J_{3∓} = [ 1 2 K_∓∑

i=1 k_i ] (45)

operatorov pervogo porØdka, priqœm

(i) v sluqae, kogda K_∓∑ i=1 k_i qœtna, sobstvennoe qislo matricy S

operatora q^−_N , sootvetstvu¸wee l-mu (sprava) iz fftih operatorov, ne prevoshodit sobstvennogo qisla, sootvetstvu¸wego l + 1- mu operatoru, l = 1, . . . , J_{2∓} − 1;

(ii) v sluqae, kogda K_∓∑ i=1 k_i neqœtna, sobstvennoe qislo matricy S

operatora q^−_N , sootvetstv¸wee l-mu (sprava) iz fftih operatorov, ne prevoshodit sobstvennogo qisla, sootvetstvu¸wego l + 1-mu

FAKTORIZACI˚ NELINE`NO` SUPERSIMMETRII 233 operatoru, l = 1, . . . , J_{2∓} − 2; sobstvennym qislom, sootvetstv¸- wim J_{2∓} − 1-mu operatoru, ØvlØetsØ λ_{K∓} , a sobstvennym qislom, sootvetstvu¸wim J_{2∓}-mu operatoru, ØvlØetsØ λ_{K∓ +1}, ravnoe v fftom sluqae E_{0∓};

(g) tret~Ø (sprava) i poslednØØ gruppa operatorov v rassmatrivaemoæ faktorizacii sostoit iz J_{3∓} vewestvenno neprivodimyh operatorov II i III roda, priqœm naibol~xee iz sobstvennyh qisel matricy S operatora q^−_N , sootvetstvu¸wih l-mu (sprava) iz fftih operatorov, ne prevoshodit naimen~xego iz sobstvennyh qisel matricy S operatora q^−_N , sootvetstvu¸wih l+1-mu iz fftih operatorov, l = 1, . . . , J_{3∓} − 1.

Zameqanie 1. Esli E0∓ ne ØvlØetsØ sobstvennym qislom ma-

tricy S operatora q^−_N , to^{K∓} ∑ i=1 k_i qœtna, t.k. v protivnom sluqae

sobstvennoe qislo q^∓_N q^±_N ≡ ∏_n i=1(h^∓ − λ_i)^{ki} na volnovoæ funkcii osnovnogo sostoØniØ h^∓ bylo by otricatel~nym.

Dokazatel~stvo. OgraniqimsØ dokazatel~stvom dlØ sluqaØ s

q^−_N , t.k. dokazatel~stvo dlØ sluqaØ s q^+_N analogiqno. Spravedlivost~ pervogo utverßdeniØ sleduet iz lemmy 1. Spravedlivost~ utverßdeniØ 2(b) sleduet iz lemmy 7. Spravedlivost~ utverßdeniØ 2(v) v qasti, otnosØweæsØ k operatoram spletaniØ, sobstvennye qisla matric S kotoryh leßat niße E_{0−}, sleduet iz lemmy 8. Iz lemm 7 i 8 sleduet takße prinadleßnost~ mnoßestvu K potencialov sootvetstvu¸weæ qasti promeßutoqnyh gamil~tonianov. Takim obrazom, dokazatel~stvo svedeno k sluqa¸ L = 0, λ_M = λ_n ¿ E_{0−}, qto i budet predpolagat~sØ niße.

Opixem snaqala osnovnu¸ ide¸ dal~neæxego dokazatel~stva. IdeØ sostoit v tom, qtoby vospol~zovat~sØ poluqennoæ v teoreme 2 faktorizacieæ operatora q^−_N P_+(h^+) na tri gruppy operatorov spletaniØ pervogo porØdka i s pomow~¸ posledovatel~nyh refaktorizaciæ (osuwestvlØemyh s pomow~¸ lemm 9 i 10) posledovatel~no perestavlØt~ kaßdyæ operator iz pravoæ gruppy s operatorami sredneæ gruppy do teh por, poka fftot operator (pri kaßdoæ refaktorizacii on, koneqno, budet izmenØt~sØ, no ego matrica S budet ostavat~sØ neizmennoæ) libo ne zaæmœt podhodØwee emu mesto v sredneæ gruppe (esli sobstvennoe qislo ego matricy S prinadleßit spektru matricy S operatora q^−_N ) libo ne proædœt sredn¸¸ gruppu naskvoz~. Parallel~no sleduet pe-

234 A. V. SOKOLOV restavlØt~ i operatory iz levoæ gruppy (sobstvennye qisla matric S kotoryh prinadleßat spektru matricy S operatora q^−_N ) s operatorami sredneæ gruppy do teh por, poka oni ne zaæmut podhodØwie im mesta. Pri fftom proxedxie naskvoz~ sredn¸¸ gruppu operatory iz pravoæ gruppy pri vstreqe s operatorami iz levoæ gruppy, ime¸wimi te ße matricy S, qto i peremewœnnye operatory, budut obrazovyvat~ raznosti sobstvennyh qisel i gamil~tonianov, davaØ vozmoßnost~ minimizirovat~ q^−_N P_+(h^+) do q^−_N i, tem samym, poluqit~ v itoge iskomu¸ faktorizaci¸ q^−_N .

Teper~ podrobnee. Budem posledovatel~no sverhu vniz perebirat~ vse urovni ffnergii supergamil~toniana H, leßawie ne vyxe λ_1. Rassmotrim snaqala sluqaæ s samym verhnim iz fftih urovneæ E_{max}. Esli E_{max} sovpadaet s odnim iz sobstvennyh qisel matricy S operatora q^−_N tak, qto E_{max} = λ_i, to postupim sledu¸wim obrazom.

(a) Esli E_{max} prinadleßit spektru h^+, to sootvetstvu¸wiæ E_{max} operator iz pravoæ gruppy faktorizacii iz teoremy 2 (on, oqevidno, ØvlØetsØ v pravoæ gruppe samym levym) s pomow~¸ lemmy 9 perestavlØem s operatorami sredneæ gruppy sprava nalevo do teh por, poka on ne budet perestavlen s samym levym iz operatorov, otveqa¸wih λ_{i+1}.

(b) Esli E_{max} ne prinadleßit spektru h^+, to sredi somnoßiteleæ pravoæ gruppy net somnoßitelØ, otveqa¸wego E_{max}, i sprava nalevo s somnoßitelØmi sredneæ gruppy ne perestavlØem niqego.

(v) Esli E_{max} prinadleßit spektru h^−, to sootvetstvu¸wiæ E_{max} operator levoæ gruppy (on, oqevidno, ØvlØetsØ v levoæ gruppe samym pravym) s pomow~¸ lemmy 10 perestavlØem s operatorami sredneæ gruppy sleva napravo do teh por, poka on ne budet perestavlen s samym pravym iz operatorov, otveqa¸wih λ_{i−1} (esli k_1 + · · · + k_{i−1} qœtno) libo do teh por, poka sosednim sprava ot nego ne okaßetsØ samyæ pravyæ iz operatorov, otveqa¸wih λ_{i−1} (esli k_1 + · · · + k_{i−1} neqœtno). Otmetim, qto pri kaßdoæ perestanovke v fftom sluqae dva operatora pervogo porØdka, byvxie do perestnovki sprava ot peremewaemogo operatora iz levoæ gruppy, okazyvaØs~ posle perestanovki s nim sleva ot nego, obrazu¸t vewestvenno neprivodimyæ operator vtorogo porØdka II ili III roda. �to ob¨ØsnØetsØ tem, qto oba sobstvennyh qisla matricy S fftogo operatora posle peresta-

FAKTORIZACI˚ NELINE`NO` SUPERSIMMETRII 235 novki okazyva¸tsØ vyxe ffnergii osnovnogo sostoØniØ (roßdaemogo peremewœnnym operatorom iz levoæ gruppy, t.k. fflement ego Ødra v silu teoremy 2 i lemmy 10 nenormiruem na obeih beskoneqnostØh) i sootvetstvenno fflementy kanoniqeskogo bazisa Ødra rassmatrivaemogo operatora, ØvlØ¸wiesØ formal~nymi sobstvennymi funkciØmi sootvetstvu¸wego promeßutoqnogo gamil~toniana, ne mogut ne imet~ nuleæ.

(g) Esli E_{max} ne prinadleßit spektru h^−, to sredi somnoßiteleæ levoæ gruppy net somnoßitelØ, otveqa¸wego E_{max}, i sleva napravo s somnoßitelØmi sredneæ gruppy ne perestavlØem niqego.

Rassmotrim teper~ sluqaæ, kogda E_{max} ne prinadleßit spektru matricy S operatora q^−_N . V fftom sluqae naædœtsØ i takoe, qto λ_i > E_{max} > λ_{i+1} (libo i = n = M i λ_i > E_{max}). Krome togo v fftom sluqae uroven~ E_{max} imeetsØ u oboih gamil~tonianov h^± (sm. vtoroe utverßenie teoremy 2) i, vo izbeßanie otricatel~- nosti antikommutatora superzarØdov na volnovoæ funkcii H s urovnØ E_{max}, vypolneno uslovie

k_1 + · · · + k_i — qœtno. (46)

V dannom sluqae samyæ levyæ iz somnoßiteleæ pravoæ gruppy sootvetstvuet E_{max}. �tot somnoßitel~ s pomow~¸ lemmy 9 perestavlØem s somnoßitelØmi sredneæ gruppy do teh por, poka ne budet soverxena perestanovka s samym levym iz somnoßiteleæ, sootvetstvu¸wih λ_{i+1}. Dalee perestanovki soverxa¸tsØ s pomow~¸ lemmy 10. Pri fftom peremewenie rassmatrivaemogo operatora iz pravoæ gruppy qerez vs¸ sredn¸¸ gruppu vozmoßno v silu usloviØ (46). Otmetim, qto pri kaßdoæ perestanovke s pomow~¸ lemmy 10 sprava ot protaskivaemogo operatora budut poluqat~sØ uße ne dva otdel~nyh operatora pervogo porØdka, a edinyæ vewestvenno neprivodimyæ operator II ili III roda. �to ob¨ØsnØetsØ tem, qto oba sobstvennyh qisla matricy

S poslednego operatora posle perestanovki okazyva¸tsØ vyxe

ffnergii osnovnogo sostoØniØ (roßdaemogo peremewœnnym operatorom iz pravoæ gruppy, t.k. fflement ego Ødra v silu teoremy 2 i lemm 9 i 10 normiruem na obeih beskoneqnostØh) i sootvetstvenno fflementy kanoniqeskogo bazisa Ødra rassmatrivaemogo operatora, ØvlØ¸wiesØ formal~nymi sobstvennymi funkciØmi sootvetstvu¸wego promeßutoqnogo gamil~toniana, ne mogut ne imet~ nuleæ.

236 A. V. SOKOLOV

Posle peremeweniØ qerez sredn¸¸ gruppu operator iz pravoæ gruppy okazyvaetsØ rØdom s operatorom spletaniØ iz levoæ gruppy, matrica S kotorogo imeet tot ße vid, qto i u peremewœnnogo operatora. Pri fftom proizvedenie dannyh operatorov, v silu teoremy 2 iz [22] i pravila preobrazovaniØ matricy S operatora spletaniØ pri otweplenii ot nego operatora spletaniØ pervogo porØdka (sm. dokazatel~stvo lemmy 1 v [26]), predstavlØet soboæ raznost~ E_{max} i promeßutoqnogo gamil~toniana. �ta raznost~ s pomow~¸ sootnoxeniæ spletaniØ moßet byt~ peremewena na granicu rassmatrivaemoæ faktorizacii i otweplena.

Dalee deæstvuem takim ße obrazom po indukcii. Pri fftom v itoge poluqaetsØ iskomaØ faktorizaciØ q^−_N . Teorema 3 dokazana.

˚ blagodar¸ A. A. Andrianova za mnogoqislennye obsußdeniØ i poleznye zameqaniØ.

Literatura

1. F. Cooper, B. Freedman, — Ann. Phys. (NY) 146 (1983), 262. 2. A. A. Andrianov, N. V. Borisov, M. V. Ioffe, — Pis~ma v ȷ�TF 39 (1984), 93; Phys. Lett. A 105 (1984), 19; TMF 61 (1984), 183.

3. B. Mielnik, — J. Math. Phys. 25 (1984), 3387. 4. M. M. Nieto, — Phys. Lett. B 145 (1984), 208.

5. D. J. C. Fernández, — Lett. Math. Phys. 8 (1984), 337 [physics/0006119]. 6. A. Lahiri, P. K. Roy, B. Bagchi, — Int. J. Mod. Phys. A 5 (1990), 1383. 7. F. Cooper, A. Khare, U. Sukhatme, — Phys. Rept. 251 (1995), 267. 8. V. G. Bagrov, B. F. Samsonov, — �QA˚ 28 (1997), 374. 9. A. A. Andrianov, M. V. Ioffe, V. P. Spiridonov, — Phys. Lett. A 174 (1993),

273.

10. A. A. Andrianov, F. Cannata, — J. Phys. A: Math. Gen. 37 (2004), 10297. 11. E. Schrödinger, — Proc. Roy. Irish Acad. A 47 (1941), 53 [physics/9910003]. 12. L. Infeld, T. E. Hull, — Rev. Mod. Phys. 23 (1951), 21.

13. A. A. Andrianov, N. V. Borisov, M. V. Ioffe, M. I. �ædes, — TMF 61 (1985), 17; Phys. Lett. A 109 (1985), 143.

14. C. V. Sukumar, — J. Phys. A: Math. Gen. 18 (1985), L57; 2917. 15. M. M. Crum, — Quart. J. Math. (Oxford) 6 (1955), 121 [physics/9908019]. 16. M. G. Kreæn, — DAN SSSR, 113 (1957), 970.

17. L. D. Faddeev, — UMN, 14 (1959), 57 [J. Math. Phys. 4 (1963), 72]. 18. V. B. Matveev, M. Salle, Darboux transformations and solitons. — Springer,

Berlin (1991).

19. A. A. Andrianov, F. Cannata, J.-P. Dedonder, M. V. Ioffe, — Int. J. Mod. Phys.

A 10 (1995), 2683.

20. B. F. Samsonov, – Phys. Lett. A 263 (1999), 274.

21. A. A. Andrianov, F. Cannata, — J. Phys. A: Math. Gen. 37 (2004), 10297.

FAKTORIZACI˚ NELINE`NO` SUPERSIMMETRII 237 22. A. A. Andrianov, A. V. Sokolov, — Zap. nauqn. semin. POMI 335 (2006), 22.

23. A. A. Andrianov, F. Cannata, A. V. Sokolov, — Nucl. Phys. B 773 [PM] (2007), 107; preprint (2006) math-ph/0610024.

24. A. V. Sokolov, — Nucl. Phys. B 773 [PM] (2007), 137; preprint (2006) math-

ph/0610022.

25. D. J. C. Fernández, R. Muñoz, and A. Ramos, — Phys. Lett. A 308 (2003), 11;

preprint (2002) quant-ph/0212026.

26. A. A. Andrianov, A. V. Sokolov, — Nucl. Phys. B 660 (2003), 25. 27. F. A. Berezin, M. A. Xubin, Uravnenie Xrœdingera. — Izd-vo MGU, M. (1983).

Sokolov A. V. Factorization of nonlinear supersymmetry in onedimensional quantum mechanics II: proofs of theorems on reducibility.

In this part we continue the investigation of factorization of supersymmetric transformations in one-dimensional Quantum Mechanics into chains of elementary Darboux transformations with nonsingular coefficients. The definition is given for the potential class invariant against Darboux–Crum transformations and, further on, a number of lemmas and theorems substantiating the conjectures set forth on reducibility of differential operators for spectral equivalence transformations is proven. The analysis in general case is performed with all necessary proofs.

Postupilo 2 i¸nØ 2006 g.

NII Fiziki im. V. A. Foka S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet