Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 347, 2007 g.

E. X. Gutxabax O KANONIQESKIH PEREMENNYH V INTEGRIRUEMYH MODEL˚H MAGNETIKOV

1. Vvedenie

V naibolee obwem sluqae vse izvestnye k nastoØwemu vremeni vpolne integriruemye fenomenologiqeskie modeli magnetikov (spinovye sistemy) moßno predstavit~ v vide:

S_t = F_0(x, y, S, S_x, S_y, S_{xx}, S_{yy}, S_{xy}, J, u, u_x, u_y, u_{xy}, α^2),

u_{xx} + α^2u_{yy} = R_0(S, S_x, S_y),

(1.1)

gde S = S(x, y, t) – vektor namagniqennosti, F_0(, ) – nekotoraØ vektor-funkciØ, u = u(x, y) – vspomogatel~noe pole, R_0(, ) – skalØrnaØ funkciØ, J – nabor konstant, harakterizu¸wih magnetik,

α^2 = ±1.

Bolee konkretno, funkciØ F_0, kak pravilo, imeet vid:

F_0 = S ∧ δF_{eff} δS + F_1, (1.2)

gde F_{eff} – funkcional svobodnoæ ffnergii kristalla (zdes~ i vs¸- du niße simvolom δ/δ my oboznaqaem variacionnu¸ proizvodnu¸), a pervoe slagaemoe v celom bylo vpervye vvedeno Landau i Lifxicem [1] dlØ opisaniØ obmennyh vzaimodeæstviæ.

Odnako, qasto predstavlenie (1.1)–(1.2) i svØzannye s nim sootnoxeniØ okazyva¸tsØ neudobnymi s toqki zreniØ rexeniØ razliqnyh zadaq. V svØzi s fftim prihoditsØ obrawat~sØ k bolee priemlemym formam uravneniæ (1.1), qto, v svo¸ oqered~, trebuet vvedeniØ novyh zavisimyh peremennyh.

Po-vidimomu, vpervye odna iz takih peremennyh – stereografiqeskaØ proekciØ – byla ispol~zovana v [2] dlØ postroeniØ instantonnyh rexeniæ v dvumernoæ O(3) – sigma-modeli (dvumernom stacionarnom ferromagnetike Geæzenberga). V dal~neæxem ona neodnokratno primenØlas~ v samyh raznoobraznyh situaci- Øh (sm., naprimer, [3–5]). 117

118 E. X. GUTXABAX

V dannoæ rabote na primere treh modeleæ magnetikov – defomirovannogo magnetika Geæzenberga, magnetika Landau– Lifxica i magnetika Iximori – my pokazyvaem konstruktivnost~ vvedeniØ sootvetstvu¸wih kanoniqeskih peremennyh, qto pozvolØet, v qastnosti, znaqitel~no uprostit~ nekotorye vyqisleniØ po sravneni¸ s ispol~zovaniem peremennoæ S i, qto bolee suwestvenno, vyØsnit~ rØd voprosov, vaßnyh kak v matematiqeskom, tak i fiziqeskom aspektah. Drugim obstoØtel~- stvom, takße svidetel~stvu¸wim v pol~zu perehoda k novym peremennym ØvlØetsØ to, qto v nih ffti modeli vkladyva¸tsØ v klass modeleæ, dopuska¸wih opredelennu¸ differencial~nogeometriqesku¸ interpretaci¸ i osobenno intensivno izuqaemyh v poslednee vremØ [6].

Model~ deformirovannogo magnetika Geæzenberga byla predloßena v [7], gde takße metodom obratnoæ zadaqi bylo poluqeno ee toqnoe rexenie na trivial~nom fone, i, krome togo, vyqisleny zakony sohraneniØ. Pri fftom bylo ustanovleno, qto l¸bye lokalizovannye v prostranstve vozmuweniØ rasplyva¸tsØ, t.e. rexeniØ okazyva¸tsØ neustoæqivymi. A v [8] i [9] byla ustanovlena kalibrovoqnaØ ffkvivalentnost~ fftoæ modeli i nelineænogo uravneniØ Xredingera s integral~noæ nelineænost~¸. Metod matriqnogo preobrazovaniØ Darbu byl primenen v rabote [10], v kotoroæ takße byli vyqisleny toqnye rexeniØ modeli na fone novyh spiral~no-logarifmiqeskih struktur.

Uravneni¸ Landau–Lifxica posvØwena obxirnaØ literatura. V qastnosti, laksovo predstavlenie dlØ nego (dlØ sluqaØ polnoæ anizotropii) vpervye bylo poluqeno v [11], gde takße byli naædeny zakony sohraneniØ, a v [12] – s pomow~¸ metoda odevaniØ – byli postroeny solitonnye rexeniØ. Gamil~tonovy aspekty fftogo uravneniØ podrobno rassmotreny v nedavneæ rabote [13].

Model~ magnetika Iximori rassmatrivalas~ vo mnogih rabotah. V qastnosti, v [14] metodami obratnoæ zadaqi i ∂ – odevaniØ byli poluqeny serii toqnyh rexeniæ, a v [15] i [16] k neæ primenØlos~ preobrazovanie Darbu, priqem v [16] – na fone spiral~nyh struktur. Otmetim ffdes~ takße vaßnu¸ rabotu [5], v kotoroæ byla dokazana kalibrovoqnaØ ffkvivalentnost~ modeli Iximori-II i voznika¸weæ v gidrodinamike modeli Dffvi– St¸artsona-II.

O KANONIQESKIH PEREMENNYH 119 Plan izloßeniØ nastoØweæ raboty sledu¸wiæ. V razdele 2 my rassmatrivaem model~ deformirovannogo magnetika Geæzenberga, vvodim kanoniqeskie peremennye, a takße ostanavlivaemsØ na voprose ustoæqivosti rexeniæ. V razdele 3 posle poluqeniØ uravneniØ Landau–Lifxica v terminah stereografiqeskoæ proekcii rassmatrivaetsØ stacionarnyæ variant fftogo uravneniØ. Nakonec, v razdele 4 posle obsußdeniØ fiziqeskoæ interpretacii modeli magnetika Iximori i vvedeniØ dvuh razliqnyh par kanoniqeskih peremennyh, a takße zapiseæ v ih terminah ishodnoæ modeli i gamil~toniana, my vyqislØem ego na nekotoryh izvestnyh prosteæxih rexeniØh. V Priloßenii my pred¨ØvlØem paru Laksa dlØ “rasxirennoæ” sistemy deformirovannogo magnetika Geæzenberga.

2. Uravnenie deformirovannogo magnetika Geæzenberga

(a) Kanoniqeskie peremennye.

Rassmotrim uravnenie odnomernogo deformirovannogo ferromagnetika Geæzenberga [7]^1:

S_t = S ∧ S_{xx} + 1 x S ∧ S_x, (2.1)

gde x = √ x^2_1 + x^2 > 0, x_1, x_2 – dekartovy koordinaty na plosko-

sti, S(x, t) = (S_1, S_2, S_3), |S| = 1.

Fazovoe prostranstvo fftogo uravneniØ poroßdeno naqal~nymi dannymi (S_1, S_2, S_3) s uqetom svØzi |S| = 1. Skobki Puassona kanoniqeskih peremennyh S_i modeli udovletvorØ¸t obyqnym sootnoxeniØm: {S_i(x), S_j(y)} = −ε_{ijk}S_k(x)δ(x − y), i, j, k = 1, 2.3, (2.2) gde ϵ_{ijk} – polnost~¸ antisimmetriqnyæ tenzor 3-go ranga. Pri fftom dlØ l¸byh dvuh funkcionalov F i G imeem {F, G} = − ∞∫ 0 ϵ_{ijk}S_k δF δS_i(x) δG δS_j (x) dx. (2.3)

1�to uravnenie moßno rassmatrivat~ kak cilindriqeski-simmetriq-nu¸ “redukci¸” (2 + 1)-mernogo neintegriruemogo uravneniØ Landau– Lifxica: St = S ∧ △S. SvØz~ poslednego s sistemoæ svØzannyh nelineænyh uravneniæ Xredingera v razmernosti (2 + 1) podrobno obsußdalas~ v [17].

120 E. X. GUTXABAX

S uqetom (2.2)–(2.3) uravnenie (2.1) moßet byt~ predstavleno v gamil~tonovoæ forme:

S_t = 1 x {H, S}, (2.4) gde H – gamil~tonian sistemy, ime¸wiæ vid H = 1 2 ∞∫ 0 xS^2_xdx. (2.5)

Vvedem novu¸ zavisimu¸ kompleksnoznaqnu¸ peremennu¸: w(x, t) = S_1 + iS_2 1 − S_3

, (2.6)

predstavlØ¸wu¸ soboæ (v kaßdyæ fiksirovannyæ moment vremeni t) stereografiqesku¸ proekci¸ sfery ediniqnogo radiusa na ploskost~, w : S^2 → C ∪ {∞}.

V terminah fftoæ proekcii uravnenie (2.1) primet vid: iw_t = w_{xx} − 2 w^2_xw 1 + |w|^2 + 1 x w_x, (2.7)

a sootvetstvu¸wie skobki Puassona poluqa¸tsØ iz (2.2)^2: {w(x), w(y)} = {w(x), w(y)} = 0, {w(x), w(y)} = − i 2 (1 + |w|^2)^2δ(x − y).

(2.8)

Skobka (2.3) pereædet v skobku {F, G} = − i 2 ∫ dx(1 + |w(x)|^2)^2 [ δF δw(x) δG δw(x) − δF δw(x) δG δw(x) ] , (2.9)

a ffvol¸ciØ sistemy budet opisyvat~sØ uravneniem iw_t = − 1 2x (1 + |w|^2)^2 δH δw(x) , (2.10)

2Pri vyvode sootnoxeniæ (2.8) ispol~zovalis~ skobki {S�(x), S�(y)} = 0, {S+(x), S3(y)} = −iS+(x)δ(x − y), {S+(x), S�(y)} = 2iS3(x)δ(x − y), gde S� = S_1 ± iS_2, a takße pravilo Leæbnica.

O KANONIQESKIH PEREMENNYH 121 s gamil~tonianom

H = 2 ∞∫ 0 x w_xw_x (1 + |w|^2)^2 dx. (2.11) Sleduet otmetit~, qto takße predstavlØet interes “kompleksnoe rasxirenie” (2.1) – sistema^3 ir_t = r_{xx} − 2r^2_xs 1 + rs + 1 x r_x, is_t = −s_{xx} + 2s^2_xr 1 + rs − 1 x s_x. (2.12)

Iz (2.8) imeem vyraßeniØ dlØ skobok Puassona peremennyh r i s: {r(x), s(y)} = −i(1 + rs)^2δ(x − y), {r(x), s(y)} = i(1 + rs)^2δ(x − y). (2.13)

Sistema (2.12), narØdu s uravneniem (2.7), ØvlØetsØ vpolne integriruemoæ (sm. Priloßenie) i gamil~tonovoæ s gamil~tonianom H = ∞∫ 0 x r_xs_x (1 + rs)^2 dx (2.14) i uravneniØmi dvißeniØ

r_t = 1 x {H, r}, s_t = − 1 x {H, s}, (2.15) kotorye sleduet rassmatrivat~ kak model~ svØzannoæ sistemy dvuh deformirovannyh magnetikov Geæzenberga. Skobki (2.13) mogut byt~ poluqeny iz vyraßeniØ dlØ simplektiqeskoæ 2- formy:

Φ = i ∞∫ 0 [ dr ∧ ds (1 + rs)^2 − dr ∧ ds (1 + rs)^2) ] dx, Φ = dφ, (2.16) gde φ = −i ∞∫ 0 [ ds s(1 + rs) − ds s(1 + rs)) ] dx, (2.17)

3Pri otsutstvii nelineænogo slagaemogo vtoroe uravnenie v (2.12) moßno interpretirovat~ kak svobodnoe uravnenie Xredingera s ffffektivnoæ massoæ. Togda, oqevidno, pervoe uravnenie poluqaetsØ s pomow~¸ operacii kompleksnogo soprØßeniØ ot vtorogo.

122 E. X. GUTXABAX priqem (2.16) i (2.17) sovpada¸t s sootvetstvu¸wimi vyraßeniØmi, poluqennymi v [18] dlØ standartnogo magnetika Geæzenberga.

Zametim, dalee, qto uravnenie (2.7) predstavlØet soboæ bigamil~tonovu sistemu: i ( w w ) t = G_1 (_{δH1} δw δH1 δw ) = G_2 (_{δH2} δw δH2 δw ) , (2.18)

gde H_1 = H (formula (2.11)). Vyraßenie dlØ vtorogo gamil~toniana H_2 imeet vid:

H_2 = −i ∞∫ 0 x w_xw − w_xw (1 + |w|^2)|w|^2 dx, (2.19) a G_1 = G_1(w, w), G_2 = G_2(w, w) – tak nazyvaemye gamil~tonovy operatory, priqem

G_1 = 1 x(1 + |w|^2)^2 ( 0 −1 −1 0 ) . (2.20)

Vyraßenie dlØ matriqnogo operatora G_2 izvlekaetsØ iz rezul~- tatov raboty [19], kasa¸wihsØ standartnogo magnetika Geæzenberga (ono okazyvaetsØ, k soßaleni¸, ves~ma gromozdkim i zdes~ my privodit~ ego ne budem, podqerknuv lix~, qto v ego matriqnyh fflementah soderßitsØ kak differencial~nyæ, tak i integral~nyæ operatory, t.e. prisutstvuet nelokal~nost~).

SootnoxeniØ (2.18)–(2.20) oznaqa¸t, qto operator rekursii uravneniØ (2.7) predstavlØetsØ (v predpoloßenii, qto det G_2 ≠ 0) kak

R = G_1G^{−1}_2 . (2.21)

Poskol~ku (2.7), kak i (2.1) ØvlØetsØ vpolne integriruemoæ sistemoæ, ono dopuskaet beskoneqnyæ nabor integralov dvißeniØ

{I_n}^∞_{n=1} [7], nahodØwihsØ v invol¸cii: {I_j, I_k} = 0. �to, v svo¸

oqered~, pozvolØet poluqit~ ierarhi¸ puassonovyh struktur:

I_n = RI_{n−1}, (2.22)

a takße ierarhi¸ vysxih uravneniæ modeli deformirovannogo magnetika Geæzenberga (j = 0, 1, . . . ; t_0 = t): iw_{tj} = R^jG_2 δH_2 δw . (2.23)

O KANONIQESKIH PEREMENNYH 123 (b). Ustoæqivost~ nekotoryh rexeniæ uravneniØ (2.7). Vvidu togo, qto uravnenie (2.7) Øvno soderßit nezavisimu¸ peremennu¸ x, to predstavlØet interes zadaqa ob ustoæqivosti ego stacionarnyh rexeniæ. DlØ fftogo poloßim w = w_{st} + ~w. LinearizuØ (2.7) vnaqale na trivial~nom fone w_{st} = 0, qto v terminah vektora namagniqennosti sootvetstvuet vektoru S = (0, 0, 1), poluqim: i ~w_t(x, t) = ~w_{xx}(x, t) + 1 x ~w_x(x, t). (2.24) Budem predpolagat~, qto (x > 0)

~w(x, 0) = ~w_0(x), ~w(0, t) = 0. (2.25)

Uravnenie (2.24) moßet byt~ rexeno metodom preobrazovaniØ Laplasa po t pri dopolnitel~nom predpoloßenii, qto | ~w(x, t)| <

M e^{s0t}, gde konstanta M > 0, a s_0 ≥ 0 – pokazatel~ rosta. Re-

xiv poluqa¸weesØ v fftom sluqae uravnenie i vypolniv obratnoe preobrazovanie, naædem: w(x, t) = 1 2πi a+i∞∫

a−i∞ e^{p t}[(C_0(x, p))J_0( √ −ip x)] dp, (2.26) gde J_0(.) – funkciØ BesselØ, C_0(x, p) = −i x∫ 0 e^− xR 0 Q(ξ) dξ [ x∫ 0 ~w_0(y) J_0( √ −ip y) e yR 0 Q(s) ds dy ] dx, (2.27)

Q(x) = 2 √ −ip (ln J_0( √ −ip x))_x + 1 x , Re a > 0, integrirovanie vedetsØ po l¸boæ prØmoæ Re p = a > s_0 > 0, a integral v (2.26) ponimaetsØ v smysle glavnogo znaqe-

niØ. Netrudno videt~, takße, qto logarifmiqeskie rashodimosti, voznika¸wie v ffksponentah pri integrirovanii na nißnem predele v (2.28), vzaimno uniqtoßa¸tsØ.

Iz (2.26) sleduet, qto pri fiksirovannom x funkciØ | ~w(x, t)| rastet pri uveliqenii t, i, sledovatel~no, kak i v [7], poluqaem neustoæqivost~ rexeniØ^4: proizvol~noe lokalizovannoe naqal~noe vozmuwenie sistemy so vremenem moßet neograniqenno vozrastat~.

4RazumeetsØ, zdes~ sleduet govorit~ o neustoæqivosti takogo linearizovannogo “neavtonomnogo” uravneniØ.

124 E. X. GUTXABAX

VyØsnim teper~ ustoæqivost~ stacionarnogo sostoØniØ w_{st} =

ie^{iθ(x)}, gde θ(x) = ln(x) + θ_0, θ_0 ∈ R – konstanta. Takoe rexenie

predstavlØet soboæ naædenu¸ v [10] tak nazyvaemu¸ spiral~nologarifmiqesku¸ strukturu: S = (sin θ, cos θ, 0)^5. LinearizuØ, kak i v predyduwem sluqae, uravnenie (2.26) na fftom fone, budem imet~: i ~w_t(x, t) = ~w_{xx}(x, t) + 1 x ~w_x − i e^{−iθ(x)} x^2

. (2.28)

�to uravnenie otliqaetsØ ot (2.24) lix~ naliqiem neodnorodnogo qlena. Pofftomu ego obwee rexenie budet summoæ (2.26) i qastnogo rexeniØ, otveqa¸wego neodnorodnosti. Sledovatel~- no, ono takße, kak i v sluqae trivial~nogo fona budet neustoæqivym.

Netrudno pokazat~, dalee, qto uravnenie (2.7) dopuskaet periodiqeskoe po t rexenie w(x, t) = W (x)e^{ikt}, gde k – vewestvennaØ postoØnnaØ, a kompleksnoznaqnaØ funkciØ W (x) ØvlØetsØ rexeniem (esli ono suwestvuet) uravneniØ^6: W_{xx} − 2W^2_x W 1 + |W |^2 + 1 x W_x + kW = 0, (2.29)

qto ill¸striruet nedostatoqnost~ issledovaniØ linearizovannoæ ustoæqivosti.

DlØ issledovaniØ nelineænoæ neustoæqivosti neobhodimo ispol~zovat~ bolee tonkie metody (sm., naprimer, [20], i citirovannu¸ tam literaturu).

3. Magnetik Landau–Lifxica

(a) Kanoniqeskie peremennye.

Polnost~¸ anizotropnaØ model~ magnetika Landau–Lifxica imeet vid^7 S_t = S ∧ S_{xx} + S ∧ JS, (3.1)

5Ispol~zuØ (2.11), legko proverit~, qto na fftom rexenii gamil~tonian logarifmiqeski rashoditsØ na oboih predelah, i, sledovatel~no, trebuet regulØrizacii.

6V otsutstvie nelineænogo slagaemogo zdes~ my imeem stacionarnoe uravnenie Xredingera s ffffektivnoæ massoæ i kulonovskim potencialom.

7Horoxo izvestno [21], qto ffta model~ ØvlØetsØ odnoæ iz naibolee obwih vpolne integriruemyh v klasse modeleæ, dopuska¸wih 2 × 2 predstavleniØ Laksa.

O KANONIQESKIH PEREMENNYH 125 gde J = diag (J_1, J_2, J_3) – diagonal~naØ 3 × 3 matrica, J_1, J_2, J_3 – konstanty anizotropii, J_1 < J_2 < J_3.

Gamil~tonian (3.1) zadaetsØ v vide: H = 1 2 ∞∫ −∞ (S^2_x − SJS)dx, (3.2)

ili, ispol~zuØ vvedennu¸ v (2.6) peremennu¸ w, v vide^8: H = ∞∫ −∞ (2(|w|2_x + α(w2 + w2) − γ|w|2) (1 + |w|^2)^2 − β ) dx, (3.3) gde α = J_2 − J_1 4 , β = J_3 4 , γ = J_3 −

J_1 + J_2 2 . (3.4)

S uqetom (2.9) ots¸da sleduet uravnenie dvißeniØ dlØ modeli magnetika Landau–Lifxica^9 iw_t = i{H, w} = − 1 2 (1 + |w|^2)^2 δH δw , (3.5)

ili^{10} iw_t = w_{xx} − 2 w(w^2_x + α) − αw^3 − γw 1 + |w|^2 − γw. (3.6) Rassmotrim odno iz vozmoßnyh sledstviæ takoæ zapisi. Vypolniv oqevidnye preobrazovaniØ, iz (3.6) budem imet~ sootnoxenie, soderßawee lix~ parametr α:

i(|w|^2)_t = (w_xw − ww_x)_x + 2 w^2w^2_x − w^2w_x^2 1 + |w|^2

+ 2α(w^2 − w^2). (3.7)

PolagaØ w = ρe^{iφ}, gde ρ = ρ(x, t), φ = φ(x, t), ρ, φ ∈ R, poluqaem:

(ρ^2)_t = 2(ρ^2ϕ_x)_x −

8ρ^3ρ_xϕ_x 1 + ρ^2

+ 4αρ^2 sin 2ϕ. (3.8)

8Zdes~ predpolagaetsØ medlennoe ubyvanie w, v bystroubyva¸wem sluqae v plotnost~ gamil~toniana neobhodimo dobavit~ veliqinu J3 = 4β.

9Zametim, qto, kak i v sluqae deformirovannogo magnetika Geæzenberga, dlØ (3.6) takße moßno poluqit~ sootvetstvu¸wee kompleksnoe rasxirenie (sm. [18]); zdes~ my na fftom ostanavlivat~sØ ne budem.

10VzØv kompleksnoe soprØßenie ot fftogo uravneniØ i prenebregaØ nelineænym slagaemym, poluqim nestacionarnoe uravnenie Xredingera s potencialom V = −γ = const.

126 E. X. GUTXABAX

VvodØ ewe peremennye R = ρ^2 i Q = 2ρ^2ϕ_x, naædem sledu¸wiæ “zakon sohraneniØ”:

R_t = Q_x − 2Q[ln(1 + R)]_x + 4αR sin (^x∫ −∞ Q R ) dx. (3.9) Osobenno prosto on vyglØdit pri α = 0, qto sootvetstvuet anizotropii tipa “legkaØ ploskost~”.

Analogiqno sootnoxeni¸ (2.18), dlØ (3.6) vvoditsØ bigamil~- tonova struktura s H_1 = H, zadavaemom formuloæ (3.3), gamil~- tonianom

H_2 = ∞∫ −∞ w_xw − w_xw (1 + |w|^2)|w|^2 dx, (3.10) i gamil~tonovymi operatorami

G_1 = 1 (1 + |w|^2)^2 ( 0 −1 −1 0 ) (3.11)

i G_2 (predstavlØ¸wim soboæ matriqnyæ integrodifferencial~nyæ operator [22]). Operator rekursii v terminah peremennyh w i w vyraßaetsØ kak

R = G_1G^{−1}_2 , (3.12)

i poroßdaet ierarhi¸ puassonovyh struktur vida (2.22) i vysxih uravneniæ Landau–Lifxica vida (3.5).

(b). Dispersionnoe sootnoxenie. Stacionarnoe uravnenie Landau–Lifxica.

LinearizuØ uravnenie, kompleksno soprØßennoe (3.6) i vybiraØ w = w(x, t) v vide w ∼ exp{i(kx − ωt)}, budem imet~:

ω = k^2 − γ, (3.13)

qto daet dispersionnoe sootnoxenie dlØ uravneniØ Landau– Lifxica (ono harakterno dlØ magnetikov s obmennym vzaimodeæstviem [23]). V fftom sluqae dlØ gruppovoæ skorosti imeem: v_g = ∂ω/∂k = 2k, a fazovaØ ravna v_{ph} = ω/k = k − γ/k (ona obrawaetsØ v beskoneqnost~ pri k = 0), t.e. v sisteme prisutstvuet dispersiØ. Pri fftom rasprostranenie volny namagniqennosti v ramkah dannoæ modeli vozmoßno pri uslovii

k^2 > γ = J_3 − (J_1 + J_2)/2 > 0.

O KANONIQESKIH PEREMENNYH 127 PolagaØ v (3.6) w = w(x − μt) = w(ξ), gde μ = const – skorost~ volny stacionarnogo profilØ, nahodim uravnenie^{11} w_{ξξ} + iμw_ξ − 2 w(w^2_ξ + α) − αw^3 − γw

1 + |w|^2

− γw = 0. (3.14)

Ots¸da netrudno poluqit~:

(w_ξw − w_ξ w)_ξ + iμ (|w|^2)_ξ − 2 w^2_ξ w^2 − w^2_ξ w^2

1 + |w|^2

+ 2α(w^2 − w^2) = 0. (3.15)

VzØv w(ξ) = ρ e^{iϕ}, gde ρ = ρ(ξ), ϕ = ϕ(ξ), ρ ∈ R_+, ϕ ∈ R, iz fftogo sootnoxeniØ imeem:

2(ρ^2)_ξϕ_ξ + 2ρ^2ϕ_{ξξ} + μ(ρ^2)_ξ − 8 ρ^3ρ_ξ ϕ_ξ 1 + ρ^2

+ 4α sin 2ϕ = 0. (3.16)

Pust~ μ ≠ 0. Togda, oqevidno, znaqeniØ ρ = const, ϕ = πn/2,

n = 0, ±1, ±2, ±3, udovletvorØ¸t (3.16). Pri ϕ = ϕ_0 = const po-

luqaem: ρ^2 = ρ^2_0−(4α/μ) sin (2ϕ_0)ξ, gde ρ_0 = const; pri ρ = ~ρ_0 = const (3.16) svoditsØ k uravneni¸ maØtnika: ϕ_{ξξ} + (2α/~ρ_0) sin (2ϕ) = 0 (vopros o suwestvovanii drugih rexeniæ ostaetsØ otkrytym).

Pust~ μ = 0, togda iz (3.16) sleduet:

(ρ^2)_ξ ρ^2 − 4ρρ_ξ 1 + ρ^2

= C_1, ϕ_{ξξ} + C_1ϕ_ξ + 2α sin 2ϕ = 0, (3.17)

gde C_1 – proizvol~naØ postoØnnaØ. Pervoe iz fftih uravneniæ legko integriruetsØ:

ρ_{1,2}(ξ) = 1 2 ( 1 ± √ 1 − 4e^{−2(C1ξ+C2)} ) e^{C1ξ+C2} , (3.18)

gde C_2 - ewe odna proizvol~naØ postoØnnaØ (predpolagaetsØ, qto

e^{−2(C1ξ+C2)} < 1/4), a vtoroe uravnenie, sovpada¸wee s uravne-

niem dinamiki maØtnika s treniem^{12}, dopuskaet, v qastnosti, rexeniØ vida ϕ = πn/2, n = 0, ±1, ±2, ±3.

Takim obrazom, v sluqae obwego poloßeniØ (polnoæ anizotropii) rexeniØ stacionarnogo uravneniØ Landau–Lifxica ime¸t

11Stacionarnye uravneniØ drugogo vida dlØ uravneniØ Landau–Lifxica, vkl¸qaØ vysxie, s poziciæ li-algebraiqeskogo podhoda byli rassmotreny v [24].

12V qastnom sluqae C1 = 0 ffto uravnenie, oqevidno, integriruetsØ v fflliptiqeskih funkciØh.

128 E. X. GUTXABAX ves~ma netrivial~nu¸ strukturu. Dal~neæxee ih izuqenie (ffto ße kasaetsØ i rassmotrennoæ v predyduwem razdele modeli deformirovannogo magnetika Geæzenberga) pozvolilo by rexit~ vaßnu¸ zadaqu teorii dinamiqeskih sistem – postroeniØ fazovogo portreta uravneniØ (3.14), a zatem i (3.6)^{13}.

4. Magnetik Iximori

(a) FiziqeskaØ i geometriqeskaØ interpretaciØ.

V terminah vektora namagniqennosti model~ magnetika Iximori imeet vid:

S_t = S ∧ (S_{xx} + α^2S_{yy}) + u_yS_x + u_xS_y, (4.1)

u_{xx} − α^2u_{yy} = −2α^2S(S_x ∧ S_y), (4.2)

gde S(x, y, t) = (S_1, S_2, S_3) – kak i v predyduwih modelØh – trehmernyæ vektor, |S| = 1, u = u(x, y, t) – vspomogatel~noe skalØrnoe vewestvennoznaqnoe pole, parametr α^2 prinimaet znaqeniØ ±1. Sluqaæ α^2 = 1 nazyvaetsØ model~¸ magnetika Iximori-I (MI-I), sluqaæ α^2 = −1 – model~¸ MI-II. Takim obrazom, s matematiqeskoæ toqki zreniØ kaßdyæ iz fftih sluqaev otveqaet raznym tipam uravneniæ (4.1) i (4.2).

HarakternaØ qerta modeli (4.1)–(4.2) – naliqie topologiqeskogo zarØda

Q_T = 1 4π ∫∫ R2^{S(Sx ∧ Sy) dx dy, (4.3)}

kotoryæ sohranØetsØ v processe ffvol¸cii sistemy – invariant dvißeniØ – i predstavlØet soboæ otobraßenie ediniqnoæ 2-sfery na 2-sferu: ~S^2 → ~S^2. Takoe otobraßenie, kak izvestno, harakterizuetsØ gomotopiqeskoæ gruppoæ π_2( ~S^2) = Z, gde Z– gruppa celyh qisel, qto oznaqaet, qto veliqina Q_T dolßna byt~ celym qislom. SkalØrnaØ funkciØ u = u(x, y, t), soglasno uravneni¸ (4.3), svØzana s plotnost~¸ proizvodstva topologiqeskogo zarØda, a proizvodnye u_x, u_y, vhodØwie v (4.1), igra¸t rol~ koefficientov treniØ. Pofftomu uravnenie (4.1) moßno interpretirovat~ kak uravnenie vynußdennoæ (pod deæstviem sily

13Fazovye portrety uravneniØ (3.1) dlØ sluqaØ qastiqnoæ anizotropii issledovalis~ v rabote [25]. V sluqae polnoæ anizotropii fazovyæ portret, po-vidimomu, ranee ne opisyvalsØ.

O KANONIQESKIH PEREMENNYH 129 treniØ) precessii vektora namagniqennosti, a sistema uravneniæ (4.1)–(4.2), v celom, ØvlØetsØ samosoglasovannoæ.

Zametim, takße, qto s fiziqeskoæ toqki zreniØ, ffta sistema narØdu s lokal~nym (obmennym) vzaimodeæstviem soderßit, kak netrudno videt~, nelokal~noe vzaimodeæstvie, mehanizm kotorogo v nastoØwee vremØ neØsen. Tem ne menee, poskol~ku ustoæqivye lokalizovannye dvumernye magnitnye struktury nabl¸da- ¸tsØ v ffksperimentah, issledovanie podobnyh sistem predstavlØetsØ vpolne opravdannym i neobhodimym. Nekotorym dovodom v pol~zu fftogo utverßdeniØ ØvlØetsØ uße upomØnutaØ vyxe kalibrovoqnaØ ffkvivalentnost~ modeleæ MI-II i DS-II, opisyva- ¸weæ kvazimonohromatiqeskie volny na poverhnosti ßidkosti [5], a takße vyØvlennaØ v [26] svØz~ modeli MI-I s dvumernym nelineænym uravneniem Xredingera s magnitnym polem.

Krome togo, polezna i zaslußivaet vnimaniØ i drugaØ – gidrodinamiqeskaØ - interpretaciØ modeli (4.1)–(4.2). A imenno, poloßim u_y = −v_1, u_x = v_2, tak qto v(x, y) = (v_1, v_2) – pole skorosteæ teqeniØ ßidkosti. Togda model~ MI moßno perepisat~ v vide:

S_t + v_1S_x − v_2S_y = S ∧ (S_{xx} + α^2S_{yy}),

v_{2x} + α^2v_{1y} = −2α^2S(S_x ∧ S_y).

(4.4)

Esli, dalee, vvesti funkci¸ toka teqeniØ: v_1 = −χ_{1y}, v_2 = χ_{1x}, to iz (4.2) pri α^2 = −1 (model~ MI-II) poluqaem uravnenie Puassona:

χ_{1xx} + χ_{1yy} = 2S(S_x ∧ S_y), (4.5)

t.e. stacionarnoe (vremØ t vhodit zdes~ kak parametr) uravnenie zavihrennosti s pravoæ qast~¸ – istoqnikom, veliqina kotorogo proporcional~na plotnosti proizvodstva topologiqeskogo zarØda (podrobnosti ob uravnenii gidrodinamiqeskogo vihrØ na ploskosti moßno naæti v [27]).

Pust~ ~F (x, y, t) = 2S(S_x ∧ S_y). VzØv v kaqestve ~F (x, y, t) odno iz vyraßeniæ vida ±e^{±χ1} , e^{χ1} − e^{−2χ1} , ±sh χ_1, ±ch χ_1,

± sin χ_1, ± cos χ_1, my poluqim zamknutoe vpolne integriruemoe

uravnenie fflliptiqeskogo tipa na funkci¸ χ_1, rexenie podhodØweæ graniqnoæ zadaqi dlØ kotorogo, odnako, dolßno udovletvorØt~ dopolnitel~nomu uslovi¸ 1 8π ∫∫ R2^{△χ1(x, y)dx dy = N0, N0 ∈ Z, (4.6a)}

130 E. X. GUTXABAX ili (r = √ x^2 + y^2) lim_{r→∞} 1 8π ∮ (χ_{1x}dy − χ_{1y}dx) = N_0. (4.6b)

(b). Novye kanoniqeskie peremennye.

Rassmotrim teper~ perehod k drugim kanoniqeskim peremennym. Pereædem vnaqale v (4.1)–(4.2) ot peremennoæ S k novym peremennym p i q (p, q ∈ R), polagaØ [28]: S_3(x, y, t) = p(x, y, t), S_+(x, y, t) = √ 1 − p^2(x, y, t) e^{iq(x,y,t)}. (4.7) VyraßeniØ dlØ skobok Puassona veliqin p i q sledu¸t neposredstvenno iz (2.2) s uqetom dvumernosti:

{p(r), q(r^′)} = δ(r − r^′), {p(r), p(r^′)} = {q(r), q(r^′)} = 0, r = (x, y),

(4.8)

i, takim obrazom, dlØ l¸byh dvuh funkcionalov F i G poluqim: {F, G} = ∫ R2 ∫ [ δF δp(r) δG δq(r) − δF δq(r) δG δp(r) ] dx dy. (4.9) V terminah fftih peremennyh model~ MI (4.1)–(4.2) perepixetsØ kak gamil~tonova sistema:

q_t = δH δp = − p_{xx} + α^2p_{yy} 1 − p^2 − p (p^2_x + α^2p^2_y) (1 − p^2)^2

− p (q^2_x + α^2q^2_y) + u_yq_x + u_xq_y,

p_t = − δH δq = (1 − p^2)(q_{xx} + α^2q_{yy}) − 2p (p_xq_x + α^2p_yq_y) + u_yp_x + u_xp_y,

u_{xx} − α^2u_{yy} = −2α^2(p_yq_x − p_xq_y), (4.10)

a dlØ topologiqeskogo zarØda budem imet~:

Q_T = 1 4π ∫∫ R2^{(pyqx − pxqy) dx dy. (4.11)}

O KANONIQESKIH PEREMENNYH 131 Zdes~ gamil~tonian H zadaetsØ v vide^{14}

H = H_1 + H_2, H_1 = 1 2 ∫∫ R2 [ p2_x + α2p2_y 1 − p^2

+ (1 − p^2)(q^2_x + α^2q^2_y) ] dxdy,

H_2 = 1 4 ∫∫ R2^{[α2A2 + B2] dx dy, (4.12)}

gde A = u_x, B = −α^2u_y, tak, qto A_x + B_y = 2α^2(p_xq_y − p_yq_x); pri fftom dolßny vypolnØt~sØ usloviØ δA δp = Cδ_y(y − y^′)δ(x − x^′), δB δp = Dδ(y − y^′)δ_x(x − x^′), δA δq = Eδ_y(y − y^′)δ(x − x^′), δB δq = F δ(y − y^′)δ_x(x − x^′), (4.13)

gde C, D, E, F – nekotorye funkcii. PolagaØ D = C, F = E i prinimaØ vo vnimanie (4.10), na funkcii C = C(x, y, t) i E =

E(x, y, t) poluqim sledu¸wie sootnoxeniØ (simvol <, > oznaqaet

skalØrnoe proizvedenie vektorov v R^2, a T – transponirovanie) ⟨∇u, ( 1 2α^2 q_y + C_y, 1 2α^2 q_x − C_x )_T ⟩ = 0, ⟨∇u, ( − 1 2α^2 p_y + E_y, − 1 2α^2 p_x − E_x )_T ⟩ = 0, (4.14)

otkuda naædem: C(x, y, t) = C_0(u(x, y)) + 1 2α^2 ∫ s (u_xq_y + u_yq_x)ds,

E(x, y, t) = E_0(u(x, y)) + 1 2α^2 ∫ s (u_xp_y + u_yp_x)ds, (4.15)

gde C_0, E_0 – proizvol~nye funkcionaly, a integrirovanie vedetsØ vdol~ harakteristik s uravneniæ (4.14). SqitaØ qto E_0 = C_0, 14V rabote [29] bylo privedeno vyraßenie gamil~toniana dlØ tak nazyvaemogo modificirovannogo MI, otliqa¸wegosØ ot (4.1) znakom v predposlednem qlene; pofftomu gamil~tonian dlØ modeli (4.1)–(4.2) kak v terminah q, p, tak i w, w (sm. niße) zdes~ poluqen, po-vidimomu, vpervye. Krome togo, v otliqie ot modificirovannoæ modeli, v naxem sluqae, kak netrudno pokazat~, ne udaetsØ vvesti peremennye Klebxa, ispol~zuemye v gidrodinamike.

132 E. X. GUTXABAX budem imet~, qto funkcional C_0 dolßen udovletvorØt~ dopolnitel~nomu uslovi¸ δC_0 δu ( δu δq − δu δp ) = 2 α^2 u_{xy}. (4.16) No poskol~ku v situacii obwego poloßeniØ u_{xy} ≠ 0, to ots¸da sleduet, qto neobhodimo takße vypolneniØ ewe odnogo usloviØ:

δC_0/δu ≠ 0 (esli, koneqno, pri fftom δu/δq ≠ δu/δp).

Pereædem teper~ v (4.1)–(4.2) k peremennoæ w, vvedennoæ v (2.6) (sqitaØ pri fftom, qto w = w(x, y, t))^{15}:

iw_t = w_{xx} + α^2w_{yy} − 2 w(w^2_x + α^2w^2_y)

1 + |w|^2

+ i(u_xw_y + u_yw_x),

u_{xx} − α^2u_{yy} = 4iα^2 w_xw_y − w_xw_y (1 + |w|^2)^2 . (4.17)

Togda dlØ topologiqeskogo zarØda poluqim

Q_T = − i 2π ∫∫ R2^{wxwy − wxwy} (1 + |w|^2)^2 dx dy. (4.18) NenulevaØ skobka Puassona dlØ kanoniqeskih peremennyh

w(x, y), w(x, y) imeet vid, analogiqnyæ (2.8): {w(x, y), w(x^′, y^′)} = − i 2 (1 + |w|^2)^2δ(r − r^′), r = (x, y). (4.19)

�to pozvolØet perepisat~ (4.1)–(4.2) v vide Øvno gamil~tonovoæ sistemy: iw_t = − 1 2 (1 + |w|^2)^2 δH δw . (4.20)

Zdes~ H – gamil~tonian, zadavaemyæ sledu¸wim obrazom:

H = H_1 + H_2, H_1 = 2 ∫∫ R2^{wxwx + α} 2w_yw_y (1 + |w|^2)^2 dx dy,

H_2 = 1 4 ∫∫ R2^{[α2u2x + u2y] dx dy, (4.21)}

15Otobraßenie (w, w) → (p, q) zadaetsØ sootnoxeniØmi: q = − arctan(i(w−

w)/(w + w)), p = (|w|^2 − 1)/(1 + |w|^2).

O KANONIQESKIH PEREMENNYH 133 priqem pri poluqenii uravneniæ modeli predpolagaetsØ vypolnenie usloviæ, analogiqnyh (4.13): δu_x δw = − 4iw_x α^2(1 + |w|^2)^2 δ(x − x^′) δ(y − y^′), δu_y δw = − 4iw_y (1 + |w|^2)^2 δ(x − x^′) δ(y − y^′). (4.22)

˚sno, qto vse tri predstavleniØ modeli MI: (4.1)–(4.2), (4.10) i (4.17) ffkvivalentny drug drugu.

Zametim, takße, qto kak i v dvuh predyduwih razdelah, moßno vvesti “kompleksnoe rasxirenie” sistemy (4.17). PolagaØ formal~no w_1 = w, poluqim:

iw_t = w_{xx} + α^2w_{yy} − 2 w_1(w^2_x + α^2w^2_y) (1 + ww_1)^2

+ i(u_xw_y + u_yw_x),

iw_{1t} = −(w_{1xx} + α^2w_{1yy}) + 2 w(w^2_{1x} + α^2w^2_{1y}) (1 + ww_1)^2

+ i(u_xw_{1y} + u_yw_{1x}),

u_{xx} − α^2u_{yy} = 4iα^2 w_xw_{1y} − w_{1x}w_y (1 + ww_1)^2

. (4.23)

�tu sistemu moßno interpretirovat~ kak model~ dvuh svØzannyh magnetikov Iximori. Vid netrivial~nyh skobok Puassona dlØ nee sleduet iz (4.19): {w(x, y), w_1(x^′, y^′)} = − i 2 (1 + ww_1)^2δ(r − r^′), {w(x, y), w_1(x^′, y^′)} = i 2 (1 + ww_1)^2δ(r − r^′),

(4.24)

a “topologiqeskiæ zarØd” takoæ modeli est~^{16}

Q_T = − i 2π ∫∫ R2^{wxw1y − w1xwy} (1 + ww_1)^2 dx dy. (4.25) UravneniØ dvißeniØ (4.23) ØvlØ¸tsØ gamil~tonovymi: iw_t = − 1 2 (1 + ww_1)^2 δH δw_1 , iw_{1t} = 1 2 (1 + ww_1)^2 δH δw , (4.26)

16V sluqae obwego poloßeniØ: w1 ≠ w i, znaqit, Q_T moßet byt~ i kompleksnoæ, i neceloæ veliqinoæ. TakaØ situaciØ, vkl¸qaØ interpretaci¸ veliqiny Q_T , strogo govorØ, trebuet otdel~nogo rassmotreniØ.

134 E. X. GUTXABAX gde H = H_1 + H_2, H_1 = 2 ∫∫ R2^{wxw1x + α} 2w_yw_{1y} (1 + ww_1)^2 dx dy,

H_2 = 1 4 ∫∫ R2^{[α2u2x + u2y] dx dy, (4.27)}

priqem predpolagaetsØ, qto δu_x δw_1 = − 4iw_y α^2(1 + ww_1)^2 , δu_y δw_1 = − 4iw_x (1 + ww_1)^2 , δu_x δw = 4iw_{1y} α^2(1 + ww_1)^2 , δu_y δw = 4iw_{1x} (1 + ww_1)^2 . (4.27a)

VozvrawaØs~ k (4.17), vvedem, dalee, kompleksnye koordinaty

z = x + iy, z = x − iy, tak qto ∂_z = 1/2(∂_x − i∂_y), ∂_z = 1/2(∂_x + i∂_y ), dx dy = (i/2)dz ∧ dz i perepixem v fftih peremennyh (4.18 ) i

(4.21).

(i). Pust~ α^2 = 1, t.e. rassmotrim model~ MI-I. V fftom sluqae poluqaem:

iw_t = 4w_{zz} − 8 w_zw_z 1 + |w|^2 w − 2(w_zu_z − w_zu_z), u_{zz} + u_{zz} = 4 w_zw_z − w_zw_z (1 + |w|^2)^2 . (4.28)

Topologiqeskiæ zarØd est~

Q_T = i 2π ∫ ∫ w_zw_z − w_zw_z (1 + |w|^2)^2 dz ∧ dz, (4.29) a gamil~tonian H = 2i ∫ ∫ w_zw_z + w_zw_z (1 + |w|^2)^2 dz ∧ dz + i 2 ∫ ∫ u_zu_z dz ∧ dz. (4.30) (ii). Pust~ α^2 = −1. Togda imeem model~ MI-II:

iw_t = 2(w_{zz} + w_{zz}) − 4 w^2_z + w^2_z 1 + |w|^2 w − 2(w_zu_z − w_zu_z), u_{zz} = −2 w_zw_z − w_zw_z (1 + |w|^2)^2 . (4.31)

O KANONIQESKIH PEREMENNYH 135 Vyraßenie dlØ topologiqeskogo zarØda sovpadaet s (4.29), a dlØ gamil~toniana imeem: H = 2i ∫ ∫ w_zw_z + w_zw_z (1 + |w|^2)^2 dz ∧ dz − i 4 ∫ ∫ (u^2_z + u^2_z) dz ∧ dz. (4.32)

Zametim ewe, qto gamil~tonian magnetika MI-I i ego topologiqeskiæ zarØd, kak ffto sleduet iz (4.29) i (4.30), svØzany meßdu soboæ izvestnym neravenstvom Bogomol~nogo – ocenkoæ snizu dlØ gamil~toniana, spravedlivoæ, v tom qisle, i dlØ dinamiqeskih konfiguraciæ: H ≥ 4πQ_T . (4.33) Iz sravneniØ (4.29) i (4.32) vidno, qto dlØ modeli MI-II takoæ ocenki net.

(c). Gamil~toniany i topologiqeskie zarØdy dlØ nekotoryh prosteæxih rexeniæ.^{17}

UravneniØ (4.1)–(4.2) predstavlØ¸tsØ kak usloviØ sovmestnosti pereopredelennoæ lineænoæ matriqnoæ sistemy na funkci¸ Ψ = Ψ(x, y, t): Ψ_y = 1 α SΨ_x, (4.34)

Ψ_t = −2iSΨ_{xx} + QΨ_x, (4.35)

gde Q = u_yI + α^3u_xS + iαS_yS − iS_x, Ψ = Ψ(x, y, t) ∈ Mat (2, C ), S = ∑_3 i=1 S_iσ_i, σ_i – standartnye matricy Pauli, I – ediniqnaØ 2 × 2 matrica. V silu svoego opredeleniØ matrica S obladaet

svoæstvami: S = S^∗, S^2 = I, det S = −1, Sp S = 0 (simvol (∗) oznaqaet ffrmitovskoe soprØßenie).

Privedem vyraßenie matricy S qerez peremennu¸ w, kotoroe ponadobitsØ nam niße: S = (_{|w|}1_{−1} 1+|w|2 2w 1+|w|2 2w 1+|w|2 − |w|2−1 1+|w|2 ) , (4.36)

i rassmotrim neskol~ko prosteæxih primerov vyqisleniæ.

1. Pust~ v (4.17) α^2 = −1, t.e. rassmotrim model~ MI-II. Togda, kak bylo pokazano v [26], s (4.31) sovmestny usloviØ:

w_z = 0, w_z = 0. (4.37)

17V sluqae modificirovannogo MI i dlØ rØda drugih primerov analogiqnye vyqisleniØ byli vypolneny v [29].

136 E. X. GUTXABAX Pervoe iz nih oznaqaet naliqie instantonnogo sektora v modeli

MI-II, vtoroe – antiinstantonnogo sektora. Rassmotrim instan-

tonnyæ sektor, sqitaØ, qto w(z) = ((z − z_0)/λ)^n [30]^{18}, gde n ∈ Z_+,

λ ∈ C (veliqiny z0 i λ harakterizu¸t poloßenie i razmer in-

stantona sootvetstvenno). Vyqislenie po sootnoxeni¸ (4.39) daet:

Q_T = i 2π ∫ ∫ |w_z|^2 (1 + |w|^2)^2 dz ∧ dz = n. (4.38) a po (4.32): H_1 = 0. DlØ opredeleniØ H_2 neobhodimo znat~ funkci¸ u. S fftoæ cel~¸, ispol~zuØ vtoroe uravnenie (4.31) pri w_z = 0 i vozvrawaØs~ k dekartovym koordinatam, imeem (z_0 = x_0 + iy_0): △u = −8λ^{2n} [(x − x_0)^2 + (y − y_0)^2]^n [λ^{2n} + [(x − x_0)^2 + (y − y_0)^2]^n]^2

, (4.39)

otkuda sleduet, qto^{19} u(x, y) = −8λ^{2n} ∫∫ R2^{G0(x − x′, y − y′)×} × [(x^′ − x_0)^2 + (y^′ − y_0)^2]^n [λ^{2n} + [(x^′ − x_0)^2 + (y^′ − y_0)^2]^n]^2 dx^′ dy^′, (4.40)

gde G_0(x, y) = (1/2π) ln(x^2 + y^2) – funkciØ Grina dvumernogo operatora Laplasa. Takim obrazom, dlØ ffnergii instantonnogo rexeniØ (formal~no) poluqaem^{20} H = 1 4 ∫∫ R2^{(u2y − u2x) dx dy. (4.41)} Ves~ instantonnyæ sektor zadaqi pri fftom razbivaetsØ na nepereseka¸wiesØ klassy, kaßdomu iz kotoryh otveqaet svoe znaqenie veliqiny Q_T .

18Vybor bolee obwego rexeniØ, naprimer, v vide instantona Belavina- PolØkova (drobno-racional~noæ funkcii s kompleksnymi pol¸sami) [2], k soßaleni¸, znaqitel~no osloßnØet vyqisleniØ.

19�tot integral s pomow~¸ zameny peremennyh moßno privesti k povtornomu, pri fftom vnutrenniæ integral svoditsØ k konturnomu (po okrußnosti ediniqnogo radiusa), kotoryæ vyqislØetsØ Øvno, odnako, osta¸wiæsØ integral v Øvnom forme, po-vidimomu, ne vyqislØetsØ.

20Poloßitel~naØ opredelennost~ gamil~toniana, oqevidno, budet garantirovana v toæ oblasti, gde |uy| > |ux |.

O KANONIQESKIH PEREMENNYH 137 2. Rassmotrim model~ MI-I (α^2 = 1) i pokaßem, qto analogiqno predyduwemu sluqa¸ v neæ takße suwestvu¸t instantonnye rexeniØ^{21},^{22}. Deæstvitel~no, pri w_z = 0, sistema (4.28) svoditsØ k sisteme:

w_t = −2u_zw_z, u_{zz} + u_{zz} = 4 w_zw_z (1 + |w|^2)^2

. (4.42)

DifferenciruØ pervoe iz fftih sootnoxeniæ po z, poluqim:

u_{zz} = 0, otkuda vidno, qto sovmestnost~ budet dostigat~sØ pri

uslovii

u_{xx} = 4 w_zw_z (1 + |w|^2)^2

, (4.43) ili u(x, y, t) = 4 x∫ −∞ dx^′ x^0∫

−∞ dx^{′′} |w_z|^2 (1 + |w|^2)^2

+ f_0(y, t)x + c_1, (4.44)

gde c_1 – proizvol~naØ postoØnnaØ, a f_0(., .) – proizvol~naØ funkciØ. DlØ instantonnogo rexeniØ w(z) togo ße vida, qto i v predyduwem sluqae: Q_T = 0, a dlØ funkcii u imeem: u(x, y, t) = 4n^2 λ^{2n} x∫ −∞ dx^′ x^0∫

−∞ dx^{′′}×

× [(x^{′′} − x_0)^2 + (y − y_0)^2]^{n−1} [λ^{2n} + (|x^{′′} − x_0|^2 + |y − y_0|^2)^n]^2

+ f_0(y, t)x + c_1. (4.45)

Vyraßenie dlØ gamil~toniana primet vid: H = 4πn + 1 4 ∫∫ R2^{(u2x + u2y) dx dy. (4.46)} 21�tot fakt, ranee, po-vidimomu, ne otmeqavxiæsØ v literature, ne ØvlØetsØ udivitel~nym, esli zametit~, qto v “statiqeskom predele” model~ MI-I perehodit v fflliptiqesku¸ versi¸ nelineænoæ O(3) sigmamodeli (dvumernyæ izotropnyæ ferromagnetik Geæzenberga), dlØ kotoroæ vpervye v [2] i byli postroeny instantonnye rexeniØ. Zametim, takße, qto metodom obratnoæ zadaqi rasseØniØ ona rexalas~ v [31–32].

22S toqki zreniØ mnogomernogo metoda obratnoæ zadaqi i procedur “odevaniØ” rexeniæ, v fftom sluqae vmesto peremennyh z i z, bolee estestvennymi okazyva¸tsØ harakteristiqeskie peremennye ξ = (y − x)/2 i

η = (x + y)/2 (sm. [14, 15]).

138 E. X. GUTXABAX

3. Vyqislim topologiqeskiæ zarØd i gamil~tonian v sluqae, kogda rexenie imeet vid spiral~noæ struktury. A imenno, poloßim S = (0, sin Φ_1, cos Φ_1), gde Φ_1 = δ_0t + α_0x + β_0y +

γ_0, α_0, β_0, γ_0, δ_0 ∈ R – parametry, t.e. imeem rexenie, pred-

stavlØ¸wee soboæ dvumernu¸ spiral~nu¸ strukturu [16]; pri fftom, soglasno (2.6) (sm.takße (4.36)), w(z, z) = i tan(Φ_1/2), Φ_1 =

δ_0t + αz + αz + γ_0, α = α_0/2 + β_0/(2i). Togda iz (4.29) sleduet, qto Q_T = 0.

DlØ opredeleniØ funkcii u = u(x, y, t) neobhodimo podstavit~ funkci¸ w(z, z)) v uravneniØ (4.28) ((4.31)), v rezul~tate qego dlØ u my poluqim dva lineænyh uravneniØ. Iz trebovaniØ ih sovmestnosti i posle integrirovaniØ nahodim (α^2 = −1) (sm. [16]):

u(x, y) = g_0(y + β_0 α_0 x) + ∫ s g_1(y(s^′ ) + β_0 α_0 x(s^′), t) ds^′, (4.47) gde g_0, g_1 – proizvol~nye funkcii, priqem g_0 postoØnna na harakteristike y + (β_0/α_0)x = const, a s – harakteristika, po kotoroæ vedetsØ integrirovanie.

Analogiqno, pri α^2 = 1 imeem: u(x, y) = g_2(y − β_0 α_0 x) + ∫ s1 g_3(y(s^′ ) − β_0 α_0 x(s^′), t) ds^′, (4.48) gde g_2, g_3 takße proizvol~nye funkcii, g_2 postoØnna na harakteristike s_1 y − (β_0/α_0)x = const.

Podstanovka w = w(z, z) v (4.30) i v (4.32) (v oboih sluqaØh –

MI-I i MI-II) privodit k rashodØweæsØ qasti gamil~toniana H_1,

a, znaqit, v silu koneqnosti funkcionala H_2, i k rashodimosti, v celom, gamil~toniana H.

4. Kak bylo vpervye pokazano v [33] (sm., takße [14, 16]), v bezotraßatel~nom sektore modeli MI-II sistema (4.34)–(4.35) moßet byt~ privedena k vidu:

~Ψ_z = 0, ~Ψ_t + 2i ~Ψ_{zz} = 0. (4.49)

V svo¸ oqered~, ffta sistema imeet horoxo izvestnye polinomial~nye rexeniØ, opisyva¸wie vihrevye sostoØniØ (~Ψ =

O KANONIQESKIH PEREMENNYH 139

{~Ψ_{ij}}, i, j = 1, 2, ~Ψ_{22} = ~Ψ_{11}, ~Ψ_{12} = −~Ψ_{21}) (sm. [33]):

~Ψ_{11}(z, t) = N1∑ j=0 ∑ m+2n=j a_j m!n! ( − 1 2 z )_m( − 1 2 it )_n ,

~Ψ_{21}(z, t) = M1∑ j=0 ∑ m+2n=j b_j m!n! ( − 1 2 z )_m( − 1 2 it )_n , (4.50)

gde N_1, M_1 - natural~nye qisla, M_1 = N_1 − 1, a_j, b_j – nekotorye kompleksnye qisla, a vnutrennie summirovaniØ vedutsØ po vsem vozmoßnym kombinaciØm qisel m, n ≥ 0, takim, qto m + 2n = j. V qastnosti, v prosteæxem sluqae (N_1 = 1) ots¸da sleduet

~Ψ_{11} = a_0 + a_1z, ~Ψ_{21} = b_0. (4.51)

Ispol~zuem teper~ odeva¸wee (naprimer, po Darbu [16]) sootnoxenie dlØ matricy S^{23}: ~S = ~ΨS^{(1)} ~Ψ^{−1}, gde S^{(1)} – zatravoqnoe rexenie sistemy (4.1)–(4.2), v predpoloßenii, qto S^{(1)} = σ_3. �to privodit k tak nazyvaemomu “odnolampovomu” (lump) stacionarnomu rexeni¸, kotoroe my zapixem srazu qerez stereografiqesku¸ proekci¸: w(z, z) = b_0 a_1(z − z_0) + d_0

, (4.52)

gde d_0 = a_0 − a_1z_0, z_0 – koordinata centra vihrØ na kompleksnoæ ploskosti.

Izvestno [33], qto dlØ takogo rexeniØ Q_T = 1. Naædem funkci¸ u = u(x, y). Vtoroe uravnenie (4.31) v fftom sluqae svoditsØ k sledu¸wemu: u_{zz} = 2|a_1|^2|b_0|^2 (|a_1(z − z_0) + d_0|^2 + |b_0|^2)^2

. (4.53)

Ots¸da

u(x, y) = 2|a_1|^2|b_0|^2 ∫∫ R2^{G0(x − x′, y − y′)×} × 1 (|a_1(z^′ − z_0) + d_0|^2 + |b_0|^2)^2 dx^′ dy^′. (4.54)

23Ego struktura odinakova, po kraæneæ mere, dlØ vseh modeleæ magnetikov, rassmatrivaemyh v dannoæ rabote, a takße dlØ vseh izvestnyh metodov ih rexeniæ.

140 E. X. GUTXABAX

Takim obrazom, iz (4.32) (s uqetom togo, qto H_1 = 0) poluqaem gamil~tonian odnolampovogo rexeniØ: H = ∫∫ R2^{(u2y − u2x) dx dy. (4.55)} Kak i dlØ sootnoxeniØ (4.41), poloßitel~naØ opredelennost~ (4.55) budet zavedomo dostigat~sØ v oblasti na ploskosti, dlØ kotoroæ vypolneno uslovie |u_y| > |u_x|.

5. Zakl¸qenie

Iz rezul~tatov, kasa¸wihsØ magnetika Iximori, vidno, v qastnosti, qto daße na prosteæxih rexeniØh gamil~toniany i topologiqeskie zarØdy daleko ne vsegda mogut byt~ vyqisleny analitiqeski i trebu¸t (dlØ konkretnyh naqal~no-graniqnyh zadaq) qislennyh realizaciæ. V svØzi s fftim osobyæ interes, na nax vzglØd, zdes~ predstavlØla by proverka vydvinutoæ v [16] gipotezy o vozmoßnosti fazovogo perehoda v fftoæ modeli, soprovoßdaemogo izmeneniØmi topologii i svoæstv simmetrii sistemy.

Ewe odno zameqanie otnositsØ k “rasxirennym” sistemam (2.12) i (4.23). Esli ishodnye sistemy kalibrovoqno ffkvivalentny nelineænomu uravneni¸ Xredingera s integral~noæ nelineænost~¸ [8, 9] i sisteme Devi–St¸artsona-II (v sluqae MI- II) [5] sootvetstvenno, to interesnym i vaßnym predstavlØetsØ vopros o poiske ob¨ektov, kalibrovoqno ffkvivalentnyh takim rasxirennym sistemam.

V celom ße, razvitye zdes~ predstavleniØ, kak my nadeemsØ, mogut byt~ polezny kak dlØ issledovaniØ drugih (1+1)-mernyh, tak i bolee realistiqnyh (2 + 1)- i (3 + 1)-mernyh modeleæ magnetikov, sigma-modeleæ i kiral~nyh poleæ, vkl¸qaØ neintegriruemye sluqai.

Avtor gluboko priznatelen P. P. Kulixu za podderßku.

Priloßenie

Privedem vyraßenie dlØ laksovoæ pary sistemy (2.12). DlØ fftogo vvedem predvaritel~no matriqnoznaqnu¸ funkci¸ D =

O KANONIQESKIH PEREMENNYH 141

D(x, t) ∈ Mat (2, C), x > 0, ime¸wu¸ vid: D(x, t) = (_{sr−1} 1+sr 2s 1+sr 2r 1+sr − sr−1 1+sr ) . (A.1) Matrica D obladaet svoæstvami: D^2 = I, Sp D = 0, det D = −1, odnako, v otliqie ot matricy S (sm, naprimer, (4.36) ili zameqaniØ neposredstvenno pered fftoæ formuloæ), ne ØvlØetsØ ffrmitovoæ. PrØmym vyqisleniem moßno ubedit~sØ, qto (2.12) ØvlØetsØ usloviem sovmestnosti pereopredelennoæ lineænoæ matriqnoæ sistemy uravneniæ^{24}:

Ψ_x = − i 2 λDΨ, Ψ_t = ( λ 2 D_xD + i 2 λ^2D ) Ψ, (A.2) gde Ψ = Ψ(x, t, λ) ∈ Mat (2, C), λ = λ(x, t, u), u ∈ C . �to oznaqaet, qto parametr u igraet rol~ “skrytogo” spektral~nogo parametra, pri fftom vypolnØ¸tsØ usloviØ:

λ_x = λ x , λ_t = − 2λ^2 x , (A.3) ili λ = x 2(t + u) , (A.4) a matrica D udovletvorØet uravneni¸: iD_t = 1 2 [D, D_{xx}] − 1 x D_xD. (A.5) Takim obrazom, my imeem neizospektral~nu¸ deformaci¸ associirovannoæ lineænoæ sistemy (sluqaæ modeli odnogo deformirovannogo magnetika Geæzenberga rassmatrivalsØ v [8]). Zametim, takße, qto v polnom ob¨eme metod obratnoæ zadaqi k podobnym sistemam poka ne primenØlsØ.

Literatura

1. L. D. Landau, — Sobranie trudov, Nauka (1969), 128–143. 2. A. A. Belavin, A. M. PolØkov, — Pis~ma v ȷ�TF 22 (1975), 503–506. 3. A. M. Perelomov, — UFN 134 (1990), 577–609.

4. ı. M. Iz¸mov, ı. N. SkrØbin, — StatistiqeskaØ mehanika magnitouporØdoqennyh sistem, Nauka (1987).

24Pri D = S i λ = const ffta para perehodit v paru dlØ standartnogo odnomernogo magnetika Geæzenberga [21].

142 E. X. GUTXABAX

5. V. D. Lipovskiæ, A. V. Xirokov, – Funkc. analiz i ego priloß. 23 (1989), 65.

6. O. I. Mohov, SimplektiqeskaØ i puassonova geometriØ na prostran-

stvah petel~ gladkih mnogoobraziæ i integriruemye uravneniØ — In-

stitut Komp~¸ternyh issledovaniæ, Moskva–Ißevsk (2004). 7. A. V. Mihaælov, A. I. ˚remquk, — Pis~ma v ȷ�TF 36 (1982), 78. 8. S. P. Burcev, V. E. Zaharov, A. V. Mihaælov, — TMF 70 (1987), 323. 9. K. Porsezian, M. Lakshmanan, — J. Math. Phys. 32, (1991), 2923. 10. E. X. Gutxabax, — Pis~ma v ȷ�TF 73 (2001), 317–319. 11. E. K. Sklyanin, Preprint No. E-3-79 LOMI (1979). 12. A. I. Bobenko, — Zap. nauqn. semin. LOMI 123 (1983), 58. 13. Niam-Ning Huang, Hao Cai and ot., arxiv:nlin.SI/0509042. 14. B. G. Konopelchenko, Solitons in Multidimensions. World Scientific (1993). 15. E. X. Gutxabax, — Zap. nauqn. semin. POMI 17 (2002), 155–168. 16. E. X. Gutxabax, — Pis~ma v ȷ�TF 78 (2003), 1257. 17. Qing Ding, arxiv.math.DG/0504288.

18. A. N. Leznov, A. V. Razumov, — J. Math. Phys. 35 (1994), 1738. 19. E. V. Ferapontov, — TMF 91 (1992), 452.

20. V. G. Mahan~kov, ı. P. Rybakov, V. I. San¸k, — UFN 162 (1994), 121–148.

21. L. A. TahtadßØn, L. D. Faddeev, Gamil~tonov podhod v teopii soli-

tonov. Nauka, M. (1986).

22. E. Barouch, A. Fokas, V. Papageorgiou, — J. Math. Phys. 29 (1988), 2628. 23. E. M. Lifxic, L. P. Pitaevskiæ, — StatistiqeskaØ fizika. Q. 2, Nauka, M. (1978).

24. V. G. Bar~Øhtar, E. D. Belokolos, P. I. Golod, — V sb.: Sovremennye problemy teorii magnetizma 30, Kiev, Naukova dumka (1986).

25. V. M. Eleonskiæ, N. N. Kirova, N. E. Kulagin, — ȷ�TF 79 (1980), 321.

26. V. S. Mihalev, — Zap. nauqn. semin. LOMI 189 (1991), 75. 27. E. X. Gutxabax, — Zap. nauqn. semin. POMI 19 (2006), 119–133. 28. H. C. Fogedby, — J. Phys. A: Math. Gen. 13 (1980), 1467–1499. 29. L. Martina, G. Profilo, G. Soliani, L. Solombrino, — Phys. Rev. B, 49 (1994), 12915.

30. R. Radßaraman, Solitony i instantony v kvantovoæ teorii polØ.

Mir, M. (1985).

31. E. X. Gutxabax, V. D. Lipovskiæ, — TMF 90 (1992), 175. 32. G. G. Varzugin, E. X. Gutxabax, V. D. Lipovskiæ, — TMF 104 (1995), 513.

33. Y. Ishimori, — Progr. Teor. Phys 72 (1984), 33.

Gutshabash E. Sh. On canonical variables for integrable models of magnets.

Three integrable models - the deformed Heisenberg, Landau–Lifschits and Ishimori magnets are written in terms of the stereographic projection. The Hamiltonians of these models are obtained and certain ques-

O KANONIQESKIH PEREMENNYH 143 tions related to the existence of exact solutions are studied. In particular, the stability of solitions is studied for the Heisenberg marnet, simplest stationary solutions are obtained for the Landau–Lifschitz magnet, and Hamiltonians and topological charges are calculated for several known solutions of the Ishimori model.

Postupilo 15 i¸lØ 2007 g.

NII Fiziki im. V. A. Foka S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet