Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 347, 2007 g.

I. A. Volkov, I. A. Kuxmar

O PERIFERI`NO` ZONE VOZMUWENI˚ OT SOSREDOTOQENNOGO IMPUL^SA V SETKE IZ DVUH SISTEM STRUN S SUWESTVENNO RAZNYMI IMPEDANSAMI

V otsutstvii universal~nyh metodov rexeniØ zadaq dlØ mehaniqeskih sistem so mnogimi stepenØmi svobody, postroenie rexeniæ qastnyh zadaq dlØ sistem s periodiqeskoæ strukturoæ svodilos~ k iskusstvu svedeniØ ih postanovki (v ramkah klassiqeskoæ mehaniki) k izvestnym sootnoxeniØm dlØ special~nyh funkciæ. Primerom moßet slußit~ zadaqa Bottema [1, 2] dlØ malyh kolebaniæ sloßnogo matematiqeskogo maØtnika – nevesomoæ niti s prikreplennoæ k neæ ravnymi i ravnootstoØwimi toqeqnymi massami.

DlØ dvumernyh sistem – odnorodnyh strunnyh setok – pervye rexeniØ zadaq v klassiqeskoæ postanovke byli postroeny [3] blagodarØ ustanovlennomu rekurrentnomu sootnoxeni¸ dlØ mnogoqlenov diskretnoæ peremennoæ Kravquka, sovpada¸wemu po vidu s sootnoxeniem dlØ smeweniæ uzlov setki.

Poisk rekurrentnyh sootnoxeniæ dlØ klassiqeskih ortogonal~nyh mnogoqlenov byl obuslovlen stremleniem uproweniØ zadaqi putem vozvrata k nepreryvnym peremennym pri ispol~zovanii asimptotiqeskih predstavleniæ rexeniØ. Poslednie udaetsØ poluqit~ s pomow~¸ izvestnyh [4, 5] predel~nyh svØzeæ meßdu mnogoqlenami Kravquka, Qebyxeva–�rmita, Laggera i Xarl~e.

Asimptotiqeskoe predstavlenie, poluqennoe iz predel~noæ svØzi pervyh dvuh iz pereqislennyh mnogoqlenov, pozvolilo provesti kontinualizaci¸ volnovoæ zadaqi dlØ strunnoæ setki i ee sopostavlenie s toæ ße proceduroæ na fiziqeskom urovne strogosti. 107

108 I. A. VOLKOV, I. A. KUXMAR

1. Funkcii vliØniØ sosredotoqennogo impul~sa i ee asimptotiqeskoe predstavlenie V priloßenii raboty [3] privedeno i drugoe toqnoe rexenie v ramkah klassiqeskoæ mehaniki – funkciØ vliØniØ sosredotoqennogo impul~sa dlØ strunnoæ setki.

IshodnaØ postanovka podobnyh volnovyh zadaq v nepreryvnyh peremennyh

∂^2u_m ∂x^2 − 1 ν^2_1

∂^2u_m ∂t^2 = 0, nℓ_1 < x < (n + l)ℓ_1, m = 0, ±1, ±2, . . . ∂^2w_n ∂y^2 − 1 ν^2_2

∂^2w_n ∂t^2 = 0, mℓ_2 < y < (m + 1)ℓ_2, n = 0, ±1, ±2, . . . (1.1)

dopolnØetsØ dvumØ usloviØmi v uzlovyh toqkah – ravenstva smeweniæ strun i dinamiqeskogo ravnovesiØ

u_m(nℓ_1, t) = w_n(mℓ_2, t), T_1 ∂u_m ∂x | |^{x=nℓ1+0} x=nℓ1−0 + T_2 ∂w_n ∂y | |^{y=mℓ2+0} y=mℓ2−0 = 0 (1.2) i svoditsØ k opredeleni¸ smeweniæ v uzlah U (n, m, N ).

V qastnosti, funkciØ vliØniØ impul~sa, priloßennogo k odnomu iz uzlov setki s edinym vremenem τ prohoßdeniØ vozmuweniØ meßdu uzlami, nahoditsØ iz rexeniØ zadaqi U (n, m, N + 1) + U (n, m, N − 1) = = α_1[U (n + 1, m, N ) + U (n − 1, m, N )] +α_2[U (n, m + 1, N ) + U (n, m − 1, N )] U (n, m, N < 0) = 0, U (0, 0, 0) = U (0, 0, 1) = 1

(1.3)

Zdes~ n, m i N – bezrazmernye celoqislennye koordinaty (nomera uzlov) i vremØ, za naqalo otsqeta kotoryh prinima¸tsØ toqka i moment priloßeniØ impul~sa (n = m = N = 0) n = [ x/ℓ_1 ] , m = [ y/ℓ_2 ] , N = [t/τ ], τ = ℓ_1/ν_1 = ℓ_2/ν_2

Kofffficienty α_i – sut~ dolevye impedansy strun obeih sistem

α_i = z_i z_1 + z_2

, z_i = √ ρ_iT_i (i = 1, 2)

O PERIFERI`NO` ZONE VOZMUWENI˚ 109 ρ_i, T_i i ν_i = √ T_i/ρ_i – sootvetstvenno pogonnye plotnost~, natØßenie i skorost~ rasprostraneniØ vozmuweniæ.

Ustanovleno, qto mnogoqleny Kravquka k_r(s, N ), standartno opredelØemye [4, 5] proizvodØweæ funkcieæ N∑ r=0 k_r(s, N )z^r = (1 + qz)^s(1 − pz)^{N−s}, s = 0, 1, 2, . . ., N ; p > 0, q = 1 − p > 0 (1.4)

v normirovannom vide imenuemye funkciØmi Kravquka (FK) K(r, s, N ) = ( C^s_N /C^r_N )_{1/2} p^{(s−r)/2}q^{(N−r−s)/2}k_r(s, N ) (1.5) udovletvorØ¸t sootnoxeni¸ K^2(r, s, N + 1) + K^2(r − 1, s − 1, N − 1) = p[K^2(r, s − 1, N ) + K^2(r − 1, s, N )] +q[K^2(r, s, N ) + K^2(r − 1, s − 1, N )]. (1.6)

Ravenstvo (1.6) s toqnost~¸ do oboznaqeniæ r = (N − m − n)/2, s = (N − m + n)/2, p = α_1, q = α_2 (1.7) sovpadaet s uravneniem (1.3) i potomu nahodim U (n, m, N ) = K^2 ( N − m − n 2 , N − m + n 2 , N )

+K^2 ( N − 1 − m − n 2 , N − 1 − m + n 2 , N − 1 ) (1.8)

gde odno iz slagaemyh – s polucelymi znaqeniØmi argumentov – po opredeleni¸ (1.4) ravno nul¸, a raspredelenie smeweniæ U (n, m, N ) uzlov moßno predstavit~ kak sovokupnost~ dvuh kvadratnyh matric, vloßennyh odna v drugu¸, s central~nym fflementom v toqke priloßeniØ impul~sa.

NesmotrØ na prostoæ analitiqeskiæ vid rexeniØ (1.8), pri malyh znaqeniØh harakteristiqeskogo impedansa dlØ odnoæ iz sistem strun i sootvetstvu¸wego emu parametra p dlØ mnogoqlenov Kravquka udobnee pol~zovat~sØ ih asimptotiqeskimi predstavleniØmi v polnoæ analogii s ispol~zovaniem raspredeleniØ Puassona vmesto binominal~nogo v teorii veroØtnosteæ [6].

110 I. A. VOLKOV, I. A. KUXMAR

S fftoæ cel~¸ vospol~zuemsØ obobweniem Segœ [4] dlØ klassiqeskih mnogoqlenov Lagerra s celoqislennymi znaqeniØmi verhnego indeksa:

L^{(−k)}_r (θ) = (−θ)^k (r − k)! r! L^{(k)}_{r−k}(θ), k = 1, 2, . . ., r (1.9) kotoroe pozvolØet s toæ ße ogovorkoæ sohranit~ standartnoe [4, 5] ih opredelenie s pomow~¸ proizvodØweæ funkcii ∞∑ r=0 L^{(k)}_r (θ)z^r = (1 − z)^{−k−1}e^{θz/(z−1)}, k = 0, 1, 2, . . . (1.10)

i vvesti modifikaci¸ normirovannogo varianta mnogoqlenov L(r, s, θ) = √ r!/s!θ^{(s−r)/2}e^{−θ/2}L^{(s−r)}_r (θ), r, s = 0, 1, 2, . . . (1.11) Udobstvo vvedeniØ funkciæ (1.11), kotorye po analogii s funkciØmi Kravquka budem nazyvat~ funkciØmi Laggera (FL), sostoit v tom, qto dlØ nih formula (1.9) prinimaet vid sootnoxeniØ simmetrii L(s, r, θ) = (−1)^{s−r}L(r, s, θ) (1.12) Otmetim dva suwestvennyh obstoØtel~stva. Vo-pervyh, mnogoqleny Xarl~e, svØzannye s mnogoqlenami Lagerra [5] formu- loæ C_r(s, θ) = (−θ)^{−r} r!L^{(s−r)}_r (θ) v normirovannom vide sovpada¸t v FL s toqnost~¸ do znaka. Vo-vtoryh, analogiqnomu (1.12) sootnoxeni¸ simmetrii otveqa¸t i funkcii Kravquka (1.5), a predel~naØ svØz~ meßdu nimi [4] priobretaet beskofffficientnyæ vid lim N→∞ p→0 K(r, s, N ; p) = L(r, s, θ), θ = pN > 0 (1.13) gde argumenty r, s i θ fiksirovany.

Formula (1.13) pozvolØet v kompaktnom vide zapisat~ asimptotiqeskoe predstavlenie rexeniØ (1.8) v podvißnyh koordinatah, otsqityvaemyh ot granicy rasxirØ¸weæsØ oblasti vozmuweniØ. Predvaritel~no uslovimsØ o terminologii i oboznaqeniØh: odnu iz obrazu¸wih setku sistem strun s malym znaqeniem dolevogo impedansa (α_1 ≈ 0) budem nazyvat~ slaboæ, a

O PERIFERI`NO` ZONE VOZMUWENI˚ 111 vtoru¸ – (α_2 ≈ 1) – osnovnoæ. Nomera n strun osnovnoæ sistemy sohranim soglasovannymi s (1.1) – (1.3) s otsqetom ot “glavnoæ” (n = 0), neposredstvenno ispytavxeæ vozdeæstvie impul~- sa i zanima¸weæ v vozmuwennoæ zone diagonal~noe poloßenie. (Ravenstvo r = s, vyteka¸wee iz (1.7) pri n = 0 i proizvol~- nyh poloßitel~nyh N , moßno interpretirovat~ kak sovpadenie dvuh indeksov fflementov glavnoæ diagonali matricy smeweniØ uzlov).

Numeraci¸ uzlovyh toqek na kaßdoæ strune osnovnoæ sistemy uslovimsØ proizvodit~ ot uzla, sovpada¸wego v tekuwiæ moment s graniceæ rasxirØ¸weæsØ oblasti vozmuweniØ.

V nazvannyh peremennyh asimptotiqeskoe predstavlenie smeweniæ v uzlah prinimaet naibolee prostoæ vid U_{±n}(2[k/2], θ) = L^2([k/2], [k/2] + n, θ), n, k = 0, 1, 2, . . . (1.14) gde kvadratnymi skobkami oboznaqena celaØ qast~ zakl¸qennogo v nih qisla.

DlØ vozmoßnosti sopostavleniæ privedem ego vid i v standartnyh oboznaqeniØh U_{±n}(2[k/2], θ) = [k/2]! ([k/2] + n)!

θ^ne^{−θ} {L^{(n)}_{[k/2]}(θ)}^2

V qastnosti, dlØ glavnoæ i dvuh sosednih s neæ strun (n = ±1) imeem

U_0(2[k/2], θ) = L^2([k/2], [k/2], θ) = e^{−θ}{L^{(0)}_{[k/2]}(θ)}^2

U_{±1}(2[k/2], θ) = L^2([k/2], [k/2] + 1, θ) = [k/2]! ([k/2] + 1)!

θe^{−θ}{L^{(1)}_{[k/2]}(θ)}^2

Pri θ > 0 na glavnoæ strune sohranØetsØ ffksponencial~no ubyva¸wiæ skaqok smeweniØ na granice vozmuwennoæ oblasti, a obwiæ volnovoæ harakter processa v periferiænoæ (N → ∞) zone vozmuweniØ, podtverßdaemyæ nulØmi poloßitel~no opredelennoæ funkcii, obuslovlen naliqiem slaboæ sistemy strun.

Grafiki kvadratov mnogoqlenov Lagerra moßno naæti v nauqnoæ literature po kvantovoæ mehanike (sm., napr., [7]), poskol~ku oni opredelØ¸t radial~nu¸ sostavlØ¸wu¸ plotnosti veroØtnosti dlØ atoma vodoroda.

112 I. A. VOLKOV, I. A. KUXMAR

2. Lineænoe rekurrentnoe sootnoxenie dlØ kvadratov normirovannyh mnogoqlenov Lagerra Dokaßem, qto kvadraty FL udovletvorØ¸t lineænomu rekurrentnomu sootnoxeni¸ d dθ L^2(r, s, θ) + L^2(r, s, θ) − L^2(r, s − 1, θ) − L^2(r − 1, s, θ) +L^2(r − 1, s − 1, θ) − d dθ L^2(r − 1, s − 1, θ) = 0

(2.1)

Budem ishodit~ iz qetyreh blizkih po strukture ravenstv, poluqaemyh iz izvestnyh [4, 5] formul dlØ mnogoqlenov Lagerra i Xarl~e s pomow~¸ sootnoxeniØ simmetrii (1.12) 2 d dθ L(r, s, θ) + L(r, s, θ) = √ s/θL(r, s − 1, θ) − √ r/θL(r − 1, s, θ) (2.2)

2 d dθ L(r − 1, s − 1, θ) − L(r − 1, s − 1, θ) = √ r/θL(r, s − 1, θ)(r, s − 1, θ) − √ s/θL(r − 1, s, θ) (2.3) L(r, s − 1, θ) = √ s/θL(r, s, θ) − √ r/θL(r − 1, s − 1, θ) (2.4) −L(r − 1, s, θ) = √ r/θL(r, s, θ) − √ s/θL(r − 1, s − 1, θ) (2.5) Netrudno, naprimer, ubedit~sØ, qto formula differencirovaniØ d dθ L^{(k)}_r (θ) = −L^{(k+1)}_{r−1} (θ) (2.6) dlØ FL prinimaet vid 2θ d dθ L(r, s, θ) + (r − s + θ)L(r, s, θ) + 2 √ rθL(r − 1, s, θ) = 0 (2.7) Esli k dannomu ravenstvu primenit~ preobrazovanie simmetrii (1.12), to pridem k analogiqnomu sootnoxeni¸ s izmenennym znakom pered tret~im qlenom 2θ d dθ L(s, r, θ) + (r − s + θ)L(s, r, θ) − 2 √ rθL(s, r − 1, θ) = 0 (2.8) Vozvrawenie k naqal~nym oboznaqeniØm (s Æ r) argumentov daet ravenstvo 2θ d dθ L(r, s, θ) + (s − r + θ)L(r, s, θ) − 2 √ sθL(r, s − 1, θ) = 0 (2.9)

O PERIFERI`NO` ZONE VOZMUWENI˚ 113 a ego sloßenie s ishodnym (2.7) privodit k formule 2θ d dθ L(r, s, θ) + θ · L(r, s, θ) − √ sθL(r, s − 1, θ) + √ rθL(r − 1, s, θ) = 0 (2.10) ffkvivalentnoæ uravneni¸ (2.2).

DlØ vyvoda sledu¸wego uravneniØ (2.3) neobhodimo ispol~- zovat~ svØz~ meßdu tremØ posledovatel~nymi mnogoqlenami Xarl~e, kotoraØ dlØ FL prinimaet vid √ (r + 1)θL(r+1, s, θ)+(r−s+θ)L(r, s, θ)+ √ rθL(r−1, s, θ) = 0 (2.11) PovtorØØ proceduru ispol~zovaniØ sootnoxeniØ simmetrii (1.12) prihodim k sootnoxeni¸ √ (s + 1)θL(r, s+1, θ)+(r−s−θ)L(r, s, θ)+ √ sθL(r, s−1, θ) = 0 (2.12) a ih raznost~ moßet byt~ zapisana v vide 2θL(r, s, θ) − √ sθL(r, s − 1, θ) + √ rθL(r − 1, s, θ) = √ (s + 1)θL(r, s + 1, θ) − √ (r + 1)θL(r + 1, s, θ) (2.13)

pozvolØ¸wem prostym vyqitaniem (2.13) iz (2.10) poluqit~ vtoroe sootnoxenie (2.3) ishodnoæ sistemy s toqnost~¸ do nesuwestvennogo sdviga znaqeniæ pervyh dvuh argumentov (r i s).

Dva ostavxihsØ sootnoxeniØ (2.4) i (2.5) – sut~ parafrazy svØzi meßdu smeßnymi mnogoqlenami Lagerra, zapisannye dlØ FL. Teper~ vyvod sootnoxeniØ (2.1) na baze formul (2.2)–(2.5) dostatoqno prost. DomnoßaØ ravenstvo (2.2) na L(r, s, θ), nahodim vyraßenie dlØ pervyh dvuh slagaemyh v uravnenii (2.1) d dθ L^2(r, s, θ) + L^2(r, s, θ) = √ s/θL(r, s − 1, θ)L(r, s, θ) − √ r/θL(r − 1, s, θ)L(r, s, θ) (2.14)

Analogiqno iz ravenstva (2.3) poluqim vyraßenie dlØ dvuh poslednih qlenov v (2.1) L^2(r − 1, s − 1, θ) − d dθ L^2(r − 1, s − 1, θ) = √ s/θL(r − 1, s, θ)L(r − 1, s − 1, θ) − √ r/θL(r, s − 1, θ)L(r − 1, s − 1, θ) (2.15)

114 I. A. VOLKOV, I. A. KUXMAR

Takim obrazom, dlØ dokazatel~stva spravedlivosti rekurrentnogo sootnoxeniØ (2.1) dostatoqno pokazat~, qto summa pravyh qasteæ v ravenstvah (2.14) i (2.15) za vyqetom nedosta¸weæ pary srednih qlenov v (2.1) ravna nul¸ √ s/θL(r, s − 1, θ)L(r, s, θ) − √ r/θL(r − 1, s, θ)L(r, s, θ) + √ s/θL(r − 1, s, θ)L(r − 1, s − 1, θ) − √ r/θL(r, s − 1, θ)L(r − 1, s − 1, θ) −L^2(r, s − 1, θ) − L^2(r − 1, s, θ) = 0 ili v inom vide L(r, s − 1, θ)[ √ s/θL(r, s, θ) − √ r/θL(r − 1, s − 1, θ) − L(r, s − 1, θ)] −L(r − 1, s, θ)[ √ r/θL(r, s, θ) − √ s/θL(r − 1, s − 1, θ) + L(r − 1, s, θ)] = 0 Dannoe ravenstvo udovletvorØetsØ toßdestvenno poskol~ku vyraßeniØ v kvadratnyh skobkah sovpada¸t s qlenami ravenstv (2.4) i (2.5), qto i zaverxaet dokazatel~stvo ravenstva (2.1) dlØ sluqaØ, kogda argumenty vseh vhodØwih v nego qlenov nahodØtsØ v oblasti opredeleniØ FL (1.11). Esli ße dannu¸ oblast~ dopolnit~ nulevymi znaqeniØmi FL do polnogo nabora celoqislennyh znaqeniæ argumentov r i s, vkl¸qaØ otricatel~nye: L(r < 0, s < 0, θ) = L(0, s < 0, θ) = L(r < 0, 0, θ) = 0, to ravenstvo (2.1) budet udovletvorØt~sØ povsemestno (−∞ < r, s < ∞). DlØ fftogo dostatoqno neposredstvennoæ proverkoæ ubedit~sØ v ego dostovernosti v treh sluqaØh:

1)^d_{dθ} L^2(r, 0, θ) + L^2(r, 0, θ) − L^2(r − 1, 0, θ) = 0

pri L^2(r, 0, θ) =^{θr}_{r!} e^{−θ}, r = 1, 2, . . . 2)^d_{dθ} L^2(0, s, θ) + L^2(0, s, θ) − L^2(0, s − 1, θ) = 0 pri L^2(0, s, θ) =^{θs}_{s!} e^{−θ}, s = 1, 2, . . .

3)^d_{dθ} L^2(0, 0, θ) + L^2(0, 0, θ) = 0

pri L^2(0, 0, θ) = e^{−θ}.

V fiziqeskom plane ffto podqerkivaet, qto poluqennye v razdele 1 formuly opredelØ¸t formu pervyh periferiænyh voln,

O PERIFERI`NO` ZONE VOZMUWENI˚ 115 nabega¸wih na nevozmuwennu¸ do togo oblast~ pri dostatoqnom udalenii ot toqki priloßeniØ impul~sa. Krome togo, stanovitsØ oqevidnym, qto funkcii vida L^2(r + r_0, s + s_0, θ), gde r_0 i s_0 – nekotorye celoqislennye veliqiny, takße udovletvorØ¸t sootnoxeni¸ (2.1). A v silu ego lineænosti po principu superpozicii mogut byt~ postroeny i inye rexeniØ.

Moßno, naprimer, pokazat~, qto funkciØ F (r, s, θ) = √ θ/sL(r, s, θ)L(r, s − 1, θ), s > 0 doopredelennaØ formulami F (r, 0, θ) = r∑ k=0 L^2(k, 0, θ), F (r < 0, s < 0, θ) = 0 predstavima v vide rØda F (r, s, θ) = L^2(0, s, θ) + r∑ k=1 [L^2(k, s, θ) − L^2(k − 1, s − 1, θ)] i potomu takße povsemestno (−∞ < r, s < ∞) otveqaet sootnoxeni¸ vida (2.1).

Literatura 1. O. Bottema, Die Schwigungen eines zusammengesetzen Pendels. — Jahresbezicht

der Deutschen Mathematiker Vereinigung 42 (1932), Hf 1–4.

2. R. F. Nagaev, K. X. Hodßaev, KolebaniØ mehaniqeskih sistem s periodi-

qeskoæ strukturoæ. — Fan UzSSR (1973), 272 s.

3. I. A. Volkov, I. A. Kuxmar, Rexenie i kontinualizaciØ volnovoæ zadaqi

dlØ strunnoæ setki. — PrikladnaØ matematika i mehanika 69, No. 6

(2005), 1024–1031.

4. G. Szegö, Orthogonal polynomials. Amer. Math. Soc., N.Y. (1959).

G. Segœ, Ortogonal~nye mnogoqleny. Fizmatgiz, M. (1962), 500 s. 5. H. Bateman, A. Erdelyi, Higher Transcendental functions, vol. 2, N.Y. (1958).

G. Beætman, A. �rdeæi, Vysxie transcendentnye funkcii. T. 2, Nauka, M. (1974), 296 s.

6. B. V. Gnedenko, Kurs teorii veroØtnosteæ. M. (1961), 406 s. 7. �. V. Xpol~skiæ, AtomnaØ fizika, t. 2, GITL, M.-L. (1950), 718 s.

Volkov I. A., Kushmar I. A. About peripheral zone of disturbance from the local impulse in string mesh formed by two systems of strings with different impedances.

The base of work is recurrence relations of new type - relations for squares of normalized orthogonal polynomials with application to the

116 I. A. VOLKOV, I. A. KUXMAR problems of transverse oscillations of string mesh. The displacement function of the local impulse for string mech in the form of Kravchuk polynomials has been presented. Discrete variables of Kravchuk polynomials are dual numbers of nodal points and whole-number time, thouse counted from the place and time of application of impulse. With the use of the Szego generalization for Lageere’s polynomials the asymptotical performance of influence function wenn strings of two systems differs essentially by ones characteristical impedances has been obtained. Entering of coordinates moving together with the expanding influence front helped for analyses of the displacement epure for the first waves and dynamic of them changes. The linear equation with the first derivatives for squares of normalized orthogonal Lagerr’s polynomials in author modification that continualy described wave process in the whole has been derived.

Postupilo 14 i¸nØ 2007 g.

VNIGRI

E-mail: ins@vnigri.spb.su