Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 347, 2007 g.

A. G. Bycko, I. E. Xenderoviq

O STRUNNYH REXENI˚H URAVNENI` BETE V N = 4 SUPERSIMMETRIQNO` TEORII ˚NGA–MILLSA

1. Vvedenie

Integriruemye modeli tipa spinovyh cepoqek poØvlØ¸tsØ v nekotoryh zadaqah fiziki vysokih ffnergiæ v kaqestve modeleæ ffffektivnogo vzaimodeæstviØ. Naprimer, gamil~tonian XXXcepoqki s nekompaktnym predstavleniem spina s= − 1 voznikaet pri opisanii rasseØniØ adronov na vysokih ffnergiØh [1, 2] i pri opisanii smexivaniØ sostavnyh operatorov pri perenormirovke v QCD [3].

Smexivanie sostavnyh operatorov pri perenormirovke v teorii supersimmetriqnogo polØ ˚nga–Millsa takße privodit k poØvleni¸ spinovoæ cepoqki XXX tipa, no s kompaktnym predstavleniem. V fftoæ teorii moßno rassmotret~ lokal~noinvariantnye operatory vida

O = tr (Z^{J1} W^{J2} + perestanovki) (1)

gde Z i W — dva kompleksnyh skalØrnyh polØ iz supermul~- tipleta. Konformnye razmernosti Δ fftih operatorov sostavlØ- ¸t spektr operatora dilatacii D. Smexivanie operatorov (1) v processe perenormirovki udobno opisyvat~ s pomow~¸ analogii s kvantovoæ spinovoæ cepoqkoæ dliny L = J_1 + J_2, gde kaßdomu operatoru tipa Z sopostavlØetsØ spin, napravlennyæ vverh, a kaßdomu operatoru tipa W – spin, napravlennyæ vniz. Takim obrazom, sostoØnie ZZZW W ZW Z sootvetstvuet cepoqke sledu¸wego vida: ↑↑↑↓↓↑↓↑ |⟩. Vaßnoe nabl¸denie, sdelannoe v [4], sostoit v tom, qto v su(2) sektore v odnopetlevom priblißenii (to est~, v pervom porØdke po λ = g^2_{Y M} N , gde g_{Y M} – ˚ng–MillsovskaØ konstanta svØzi, a N – qislo cvetov) operator dilatacii D vyraßaetsØ qerez XXX gamil~tonian spina

Rabota pervogo avtora byla podderßana grantom RFFI 05-01-00922, grantom NX 5403.2006.1, grantom Fonda sodeæstviØ oteqestvennoæ nauke; vtorogo avtora – grantom Fonda DinastiØ. 75

76 A. G. BYCKO, I. E. XENDEROVIQ

s=^1_2 dlØ opisannoæ vyxe cepoqki:

D = const −λ H_{XXX} + O(λ^2). (2)

Sootvetstvenno, v fftom priblißenii opredelenie spektra operatora D svoditsØ k issledovani¸ uravneniæ Bete dlØ magnetika Geæzenberga (sm. [5–7]), ( u_j + i/2 u_j − i/2 )_L = ∏ k≠j u_j − u_k + i u_j − u_k − i , (3)

gde u_i – bystroty fflementarnyh vozbußdeniæ.

V rabotah, posledovavxih za [4], byli naædeny dvuh- i trehpetlevye popravki k formule (2) i bylo pokazano, qto sootvetstvu¸wie vyraßeniØ takße ØvlØ¸tsØ integriruemymi gamil~- tonianami dlØ spinovoæ cepoqki (no opisyva¸wimi vzaimodeæstvie uße neskol~kih sosednih uzlov). V fftih priblißeniØh spektr operatora D opredelØetsØ uße ne uravneniØmi (3), a ih “deformaciØmi”, Øvno soderßawimi parametr λ v levoæ qasti. PredpolagaØ, qto integriruemost~ operatora D imeet mesto vo vseh porØdkah, Beisert, Dippel i Staudacher [8] argumentirovali, qto toqnye uravneniØ Bete, opredelØ¸wie spektr D, ime¸t vid ( x(u_j + i/2) x(u_j − i/2) )_L = ∏ k≠j u_j − u_k + i u_j − u_k − i , (4) gde x(u) = 1 2 ( u + √ u^2 − χ^2 ) , χ^2 ≡ λ 4π^2

. (5)

DlØ spinovoæ cepoqki dliny L spektr gamil~toniana ograniqen znaqeniØmi ffnergii ferromagnitogo i antiferromagnitogo vakuumov. Sootvetstvenno, spektr operatora D, t.e. razmernosti operatorov (1), leßit v intervale

L 6 Δ 6 Δmax. (6)

Zdes~ nißnØØ granica oqevidno sleduet iz struktury ferromagnitogo vakuuma (vse spiny napravleny vverh), a opredelenie verhneæ granicy trebuet netrivial~nogo vyqisleniØ ffnergii antiferromagnitogo vakuuma. V rabotah [9] i [10] znaqenie Δ_{max} bylo naædeno v termodinamiqeskom predele s pomow~¸ standartnoæ tehniki perehoda k predelu L → ∞ v uravneniØh Bete.

O STRUNNYH REXENI˚H URAVNENI` BETE 77 Pri fftom predpolagalos~, qto, kak i dlØ uravneniæ (3), antiferromagnitnyæ vakuum sootvetstvuet zapolneni¸ 1-strunami, t.e. vewestvennymi kornØmi uravneniØ (4). Odnako, kak pokazyvaet primer XXX magnetika starxego spina [11, 12], antiferromagnitnyæ vakuum dlØ uravneniæ Bete, otliqa¸wihsØ v levoæ qasti ot (3), moßet imet~ i drugu¸ strukturu, naprimer, zapolnØt~sØ strunami dliny bol~xe 1.

Cel~¸ dannoæ raboty ØvlØetsØ dokazatel~stvo suwestvovaniØ rexeniæ – strun dliny bol~xe 1 dlØ uravneniØ (4) v termodinamiqeskom predele i proverka predpoloßeniØ o strukture antiferromagnitnogo vakuuma.

2. Suwestvovanie strunnyh rexeniæ

Qtoby sdelat~ iz x(u) odnoznaqnu¸ analitiqesku¸ funkci¸, my vyberem v C razrez [−χ, χ] i zadadim znaqeniØ x(u) na C /

[−χ, χ] sledu¸wim obrazom: x(u) = 1 4 (√ r_1 e^{i2 θ1} + √ r_2 e^{i2 θ2}

)_2

, (7)

gde r_1, r_2 ∈ R_+ i θ_1 , θ_2 ∈ ]−π, π] opredelØ¸tsØ iz sootnoxeniæ

u = χ + r_1e^{iθ1} = −χ + r_2e^{iθ2} . Otmetim, qto pri takom opredelenii

znaki mnimyh qasteæ u i x(u) sovpada¸t, to est~ x(u) otobraßaet toqku iz verhneæ poluploskosti v verhn¸¸, a iz nißneæ poluploskosti v nißn¸¸.

Dokaßem teper~, qto dlØ l¸bogo δ > 0 vypolnØ¸tsØ sledu¸- wie sootnoxeniØ | |x(u + iδ) x(u − iδ) | | > 1, pri Im u > 0,

= 1, pri Im u = 0,

< 1, pri Im u < 0. (8)

Oboznaqim s = Re(u), t = Im(u), a = Re ( x(u) ) , b = Im ( x(u) ) . Iz formuly (7) vidno, qto |x(u)| ØvlØetsØ nepreryvnoæ po u funkcieæ (v qastnosti, i togda, kogda u peresekaet razrez), a takße, qto |x(u)| = |x(u)|. To est~, pri fiksirovannom s funkciØ |x(s+it)| ØvlØetsØ nepreryvnoæ i simmetriqnoæ po t. My dokaßem, qto ffta funkciØ vypukla vniz, iz qego (8) budet oqevidnym sledstviem.

Iz (5) sleduet, qto obratnaØ k x(u) funkciØ imeet vid u(x) =

78 A. G. BYCKO, I. E. XENDEROVIQ

x +^{χ2}_{4x} . Ots¸da legko vyvesti sledu¸wie sootnoxeniØ: s = ( 1 + χ^2 a^2 + b^2 ) a, t = ( 1 − χ^2 a^2 + b^2 ) b. (9) Pust~ ∂_t oboznaqaet qastnu¸ proizvodnu¸ po t (t.e. ∂_ts = 0). PrimenØØ ee k (9) i rexaØ sistemu uravneniæ dlØ ∂_ta i ∂_tb, nahodim ∂_ta = 2χ^2ab D , ∂_tb = 1 D ( (a^2 + b^2)^2 + χ^2(b^2 − a^2) ) , (10)

gde D = ((χ − a)^2 + b^2)((χ + a)^2 + b^2). Ots¸da poluqaem:

∂_t|x(u)|^2 = 2 a^2 + b^2 D (a^2 + b^2 + χ^2) b. (11)

V silu zameqaniØ, sdelannogo posle uravneniØ (7), t i b ime¸t odinakovyæ znak. Tem samym, vyraßenie (11) poloßitel~no v verhneæ poluploskosti i otricatel~no v nißneæ. Sledovatel~- no, funkciØ |x(u)| vypukla vniz po Im(u), qto i zaverxaet dokazatel~stvo sootnoxeniæ (8).

SootnoxeniØ (8) pozvolØ¸t perenesti analiz kompleksnyh korneæ uravneniæ (3) (sm. [5]) na sluqaæ uravneniæ (4). Imenno, iz (8) sleduet, qto pri L → ∞ modul~ levoæ qasti (4) stremitsØ k ∞ dlØ Im(u_j ) > 0 i k 0 pri Im(u_j ) < 0. �to oznaqaet, qto pravaØ qast~ imeet, sootvetstvenno, pol¸s ili nol~, t.e. dolßen suwestvovat~ takße i koren~ u_j − i v pervom sluqae i u_j + i vo vtorom. Tem samym, kak i v sluqae XXX magnetika, v termodinamiqeskom predele korni uravneniØ (4) gruppiru¸tsØ v struny – cepoqki vida u_{j,m} = u_j + im, gde u_j ∈ R i 2m ∈ Z.

3. Plotnost~ v sluqae strun neqetnoæ dliny 3.1. Uravnenie dlØ centra strun

Issleduem vopros o maksimal~noæ ffnergii v sluqae, kogda vakuumnoe sostoØnie zapolneno strunami dliny 2n + 1, gde n – celoe. Ih qislo ν_n fiksiruetsØ sootnoxeniem (2n + 1)ν_n = L. SleduØ [5–7], peremnoßim uravneniØ Bete (4) vdol~ odnoæ struny dliny 2n+1. Zametim, qto, tak kak pravaØ qast~ v fftih uravneniØh ne otliqaetsØ ot analogiqnoæ pravoæ qasti v “nedeformirovannyh” uravneniØh Bete, to struny budut imet~ takoæ ße vid, kak i v sluqae XXX-magnetika, to est~ u_j = u^n_j + im, m ∈ Z.

O STRUNNYH REXENI˚H URAVNENI` BETE 79 Dalee, pereædØ k termodinamiqeskomu predelu (L → ∞) my poluqim, qto centry strun raspredelØtsØ po vewestvennoæ osi s nekotoroæ plotnost~¸. �ta plotnost~ udovletvorØet integral~- nomu uravneni¸, kotoroe legko rexaetsØ. Po fftoæ plotnosti moßno legko vyqislit~ ffnergi¸ osnovnogo sostoØniØ (sm. [6]).

Takim obrazom, dlØ centra strun poluqim sledu¸wee uravnenie: i 2 L ln x ( u^n_j + (2n + 1)^i_2 ) x ( u^n_j − (2n + 1)^i_2

) = πQ^n_j + ν_n∑

k=1 Φ_{n,n}(u^n_j − u^n_k ), (12) gde Φ_{n,n} = arctg u 2n + 1 + 2 2n−1∑

m=0 arctg u m + 1

. (13)

3.2. Deæstvie ˚nga

DlØ dokazatel~stva edinstvennosti rexeniØ uravneniæ (12) pri dannom nabore celyh qisel Q^n_j moßno vospol~zovat~sØ tem, qto, kak i v sluqae XXX magnetika [7], suwestvuet funkcional S (nazyvaemyæ deæstviem ˚nga), dlØ kotorogo ffti uravneniØ ØvlØ- ¸tsØ usloviem ffkstremuma, ∂_{uα} S = 0. Rassmotrim kvadratiqnu¸ formu dlØ matricy vtoryh proizvodnyh dlØ S: ∑ α,β v_α ∂^2S ∂_{uα} ∂_{uβ} v_β = i 2 L ∑ α ∂_{uα} ln x(u_α +^i_2 (2n + 1)) x(u_α −^i_2 (2n + 1)) v^2_α + ∑ α>β 1 (u_α − u_β)^2 + 1

(v_α − v_β)^2, (14)

gde v_α ∈ R. Vtoroe slagaemoe, oqevidno, vsegda poloßitel~no. Dokaßem poloßitel~nost~ pervogo: i 2 ∂_s ln x(s + it) x(s − it) = ∂_s arctan a b = b∂_sa − a∂_sb (a^2 + b^2) = = a∂_ta + b∂_tb (a^2 + b^2) = ∂_t|x(s + it)|^2 2(a^2 + b^2)

. (15)

Zdes~ my ispol~zovali te ße oboznaqeniØ, qto i v qasti 2 i primenili uravneniØ Koxi dlØ proizvodnyh analitiqeskoæ funkcii. Sootnoxenie (11) pokazyvaet, qto (15) poloßitel~no pri

b > 0. Takim obrazom, kvadratiqnaØ forma (14) poloßitel~no

opredelena i, sledovatel~no, deæstvie S imeet edinstvennyæ minimum.

80 A. G. BYCKO, I. E. XENDEROVIQ

3.3. Termodinamiqeskiæ predel

Pereædœm teper~ k termodinamiqeskomu predelu. Ustremim

L → ∞, i prodifferenciruem uravnenie (12) po u. LevaØ qast~

pri fftom dast: l.h.s. = i 2 ( 1 √(_{(2n+1)} 2 i + u

)_2 − χ^2 − 1 √(_{(2n+1)} 2 i − u )_2 − χ^2 ) . (16)

Vvedœm plotnost~ ρ(u): ρ(u) = 1 ( du dq ) q=q(u) , (17)

gde q(u) = Q/L. Vidno, qto ffta funkciØ v samom dele igraet rol~ plotnosti qisel q(u) v intervale du. Posle eœ vvedeniØ pravaØ qast~ uravneniØ (12) budet vyglØdet~ tak: r.h.s. = πρ(u) + ∞∫ −∞ dμ ρ(μ) [ 2n + 1 (2n + 1)^2 + (u − μ)^2 + 2 2n−1∑

m=0 m + 1 (m + 1)^2 + (u − μ)^2 ] . (18)

PoluqivxeesØ integral~noe uravnenie rexaetsØ metodom Fur~e. Vyqislim integral vida ∞∫ −∞ du e^{iku} √ (u + il)^2 − χ^2 = θ(−kl)e^{−|kl|} ∮ dq q exp ( ik ( q + χ^2 4q ))

= sign (−l)θ(−kl)e^{−|kl|} 2π∫ 0 idφe^{ikχ cos φ} = 2πi sign (−l)θ(−kl)e^{−|kl|}J_0(χk),

(19)

gde J_0 – funkciØ BesselØ. Takim obrazom, levaØ qast~ naxego integral~nogo uravneniØ posle preobrazovaniØ Fur~e budet vyglØdet~ tak: F [l.h.s] = πe^{− 2n+12 |k|}J_0(χk). (20)

O STRUNNYH REXENI˚H URAVNENI` BETE 81 ObratimsØ teper~ k pravoæ qasti. Integral Fur~e razbivaetsØ na slagaemye tipa ∞∫ −∞ dμ ρ(μ) ∞∫ −∞ e^{iku} A A^2 + (u − μ)^2 du

= π ∞∫ −∞ dμ ρ(μ)e^{iμk}e^{−|k|A} = πe^{−|k|A} ~ρ(k), (21) gde ~ρ(k) – Fur~e-obraz funkcii plotnosti ρ(u). �ti slagaemye summiru¸tsØ v progressi¸: π~ρ(k) ( 2 2n−1∑

m=0 e^{−|k|(m+1)} + e^{−|k|(2n+1)} )

= π~ρ(k) ( 2 − e^{−2n|k|} − e^{−(2n+1)|k|} e^{|k|} − 1 ) . (22)

DlØ Fur~e-obraza plotnosti ~ρ(k) my poluqaem v itoge sledu- ¸wee vyraßenie: ~ρ(k) = J_0(χk) e^{|k|} − 1 e^{− 2n+1}2^{|k|}(1 + e^{|k|})(e^{(2n+1)|k|} − 1) = J_0(χk) tanh |k| 2 2 sinh ( n +^1_2 ) |k| . (23)

Rexenie dlØ integral~nogo uravneniØ poluqaetsØ takim: ρ(u) = 1 2π ∞∫ −∞ J_0(χk) tanh |k| 2 2 sinh ( n +^1_2 ) |k| e^{iku}dk. (24) Zametim, qto pri n = 0 (struny ediniqnoæ dliny) ono perehodit v vyraßenie dlØ plotnosti, poluqennoe v rabotah [9, 10].

4. �nergiØ strun neqetnoæ dliny Vyqislim teper~ maksimal~nu¸ ffnergi¸ (ili, qto to ße samoe, maksimal~nu¸ razmernost~ operatora dilatacii Δ_{max}) sostoØniØ, zapolnennogo strunami dliny 2n+1, gde n celoe. DispersiØ v rassmatrivaemoæ teorii otliqaetsØ ot dispersii modeli

82 A. G. BYCKO, I. E. XENDEROVIQ magnetika i sootvetstvu¸wee vyraßenie dlØ plotnosti ffnergii imeet vid [9]

Δ_{max} L = 1 + iλ 8π^2 ∞∫ −∞ du ρ(u) ( 1 x ( u +^{2n+1}_2 i ) − 1 x ( u −^{2n+1}_2 i ) ) . (25)

PodstavlØØ s¸da vyraßenie dlØ plotnosti iz (24), poluqaem:

Δ_{max} L = 1 + √ λ π ∞∫ 0 dk k J_0(χk)J_1(χk) tanh k 2 e^{(2n+1)k} − 1

. (26)

Zdes~ my ispol~zovali sledu¸wee sootnoxenie:

χ^2i 2 ( 1 √ (u − il)^2 − χ^2 − 1 √ (u + il)^2 − χ^2 )

= 1 2 χ∂_χ [ χ^2 2i ( 1 x(u + il) − 1 x(u − il) )] . (27)

Niße privoditsØ grafik zavisimosti integrala vo vtorom slagaemom formuly (26) ot dliny struny (pri fiksirovannom λ).

Vidno, qto maksimum integrala (a vmeste s tem i maksimum

Δ_{max}) dostigaetsØ pri n = 0. Strogoe dokazatel~stvo monotonno-

go ubyvaniØ Δ_{max} pri roste n dano v Priloßenii. Takim obrazom, my dokazali, qto sostoØnie s naibol~xeæ ffnergieæ v sektore strun neqetnoæ dliny deæstvitel~no sootvetstvuet strunam

O STRUNNYH REXENI˚H URAVNENI` BETE 83 dliny 1, kak i predpolagalos~ v rabotah [9, 10]. Odnako, niße my pokaßem, qto nastoØwiæ antiferromagnitnyæ vakuum, vozmoßno, sootvetstvuet strunam dliny 2.

5. Struny qetnoæ dliny

Faza funkcii x(u), v otliqii ot eœ modulØ, ne ØvlØetsØ nepreryvnoæ i ispytyvaet skaqok, kogda u peresekaet razrez. Ispol~zuØ formulu (7), legko vyvesti, qto dlØ u ∈ [−χ, χ] imeet mesto sledu¸wee sootnoxenie:

lim_{ϵ→0} ln x(u − iϵ) x(u + iϵ) = 2i ν_ϵ arctan √ χ^2 − u^2 u , (28)

gde ν_ϵ = −1, esli ϵ stremitsØ k nul¸ sleva i ν_ϵ = 1, esli ϵ stremitsØ k nul¸ sprava.

DlØ cepoqki bol~xoæ no koneqnoæ dliny L korni uravneniæ Bete gruppiru¸tsØ v struny lix~ s toqnost~¸ do ffksponencial~nyh popravok: u_{j,m} = u_j + i(m + ϵ_m), gde m celye ili polucelye i ϵ_m = O(e^{−ωmL}), ω_m > 0. PolnaØ “ffnergiØ” struny est~

E_j =^i_2 ∑ m (_1

x(u_{j,m}+^i2 ) − 1 x(u_{j,m}−^i2 ) ) . VyqislØØ fftu veliqinu s uqetom

sootnoxeniØ (28) dlØ struny qetnoæ dliny, my zameqaem, qto korni

u_j + i ( 1 2 +ϵ ) , u_j − i ( 1 2 +ϵ ) (29)

da¸t dopolnitel~nyæ vklad:

E_j = lim_{ϵ→0} i 2 ( 1 x(u_j−iϵ) − 1 x(u_j+iϵ) + + 1 x(u_j+^{2n+1}_2 i) − 1 x(u_j −^{2n+1}_2 i) ) . (30)

Zdes~ vaßno otmetit~, qto v reßime, sootvetstvu¸wem ν_ϵ = −1, pervye dva qlena v (30) da¸t otricatel~nyæ vklad v E_j . Bolee togo, netrudno proverit~, qto v fftom reßime E_j poloßitel~na ne na vseæ vewestvennoæ osi. Sootvetstvenno, antiferromagnitnyæ vakuum v fftom sluqae imeet bolee sloßnu¸ strukturu – on zapolnØetsØ strunami tol~ko v toæ oblasti, gde E_j > 0. V dannoæ rabote my ograniqimsØ rassmotreniem reßima, sootvetstvu¸- wego ν_ϵ = 1. Otmetim, qto v fftom sluqae dokazatel~stvo vypuklosti deæstviØ ˚nga, dannoe v qasti 3.2, ostaetsØ v sile.

84 A. G. BYCKO, I. E. XENDEROVIQ

BerØ proizvedenie levyh qasteæ uravneniØ Bete (4) vdol~ struny qetnoæ dliny i uqityvaØ dopolnitel~nye vklady ot korneæ (29), my nahodim, qto levaØ qast~ uravneniØ dlØ centrov strun imeet vid

lim_{ϵ↗0} ( x(u_j − iϵ) x(u_j + iϵ) )_L ( x(u_j +^i_2 (2n + 1))

x(u_j −^i_2 (2n + 1)) )_L . (31)

BerØ logarifm ot fftogo vyraßeniØ, my poluqaem uravneniØ (12), no s dopolnitel~noe slagaemym v levoæ qasti. DifferenciruØ (28) po u, vyqislØØ zatem preobrazovanie Fur~e, F [ ∂_u lim_{ϵ→0} ln x(u − iϵ) x(u + iϵ) ] = −2i ν_ϵ χ∫ −χ e^{iku} du √ χ^2 − u^2

= −2πi ν_ϵ J_0(χk), (32)

i sravnivaØ s formuloæ (19), my vidim, qto dlØ strun qetnoæ dliny v reßime ν_ϵ = 1 uravnenie (20) prinimaet vid F [l.h.s] = π ( e^{− 2n+12 |k|} + 1 ) J_0(χk). (33)

PovtorØØ teper~ vyqislenie Fur~e–obraza plotnosti kak v qasti 3.3, nahodim

ρ_ϵ(u) = 1 2π ∞∫ −∞ J_0(χk) ( 1 + e^{2n+12 |k|} ) tanh^{|k|}_2

2 sinh ( n +^1_2 ) |k| e^{iku}dk. (34) Iz formuly (33) vidno, qto uqœt dopolnitel~nyh vkladov ot korneæ (29) daœt takoæ ße rezul~tat, kak esli by vakuum byl zapolnen smes~¸ strun dliny (2n+1) i strun dliny 0 (qto formal~no sootvetstvuet n = −^1_2 ). V fftom kontekste otmetim, qto vyraßeniØ vida (31) voznika¸t v levoæ qasti uravneniæ Bete dlØ cepoqek s qeredu¸wimisØ spinami (sm., naprimer [13, 14]).

Formula (30) oznaqaet, qto dlØ vyqislenii polnoæ ffnergii cepoqki nado zamenit~ vyraßenie (25) na Δ L = 1 + iχ^2 2 lim_{ϵ↗0} ∞∫ −∞ du ρ_ϵ(u) ( 1 x(u − iϵ) − 1 x(u + iϵ) +

+ 1 x ( u +^{2n+1}_2 i ) − 1 x ( u −^{2n+1}_2 i ) ) . (35)

O STRUNNYH REXENI˚H URAVNENI` BETE 85 PodstavlØØ s¸da (34) i vypolnØØ to ße vyqislenie, qto i v qasti 4, my poluqaem Δ L = 1 + 2χ ∞∫ 0 dk k J_0(χk)J_1(χk) tanh k 2 coth

(2n+1)k 4 . (36)

S pomow~¸ podhoda, izloßennogo v Priloßenii, moßno pokazat~, qto pri n ≥^1_2 vyraßenie (36) monotonno ubyvaet s rostom n. Ego maksimal~noe znaqenie pri n =^1_2 imeet vid

Δ_{max} L = 1 + 2χ ∞∫ 0 dk k J_0(χk)J_1(χk). (37)

DlØ sravneniØ fftogo vyraßeniØ s veliqinoæ^{Δmax}_L , sootvetstvu- ¸weæ strunam dliny 1 moßno vyqest~ znaqenie (26) dlØ n = 0 iz (37). Rezul~tat imeet vid integrala v (38) s poloßitel~noæ monotonno ubyva¸weæ po k funkcieæ f(k). Kak pokazano v Priloßenii, takoæ integral poloßitelen.

Takim obrazom, zapolnenie vakuuma strunami dliny 2 v reßime ν_ϵ = 1 daet bol~xee znaqenie dlØ^{Δmax}_L , qem zapolnenie strunami dliny 1. Odnako, vopros o tom, kakoæ imenno reßim v deæstvitel~nosti realizuetsØ dlØ strun qetnoæ dliny v termodinamiqeskom predele ostaetsØ otkrytym. Ego rexenie trebuet dovol~no tonkogo analiza ffksponencial~nyh popravok ϵ v (29) pri L → ∞.

Priloßenie

Oboznaqim α = (2n + 1), χ = √ λ/(2π) i vypolnim v (26) zamenu

peremennoæ, k^′ = χk. Togda ∂_α ( Δ_{max} L ) = −2 ∞∫ 0 dk J_0(k) J_1(k) f(k), (38) gde f(k) = ( 1 e^{kχ} + 1 ) ( e^{αkχ} e^{αkχ} − 1 ) ( e^{kχ} − 1 e^{αkχ} − 1 ) . (39)

V takoæ zapisi oqevidno, qto f(k) monotonno ubyvaet s rostom k pri vseh α > 1 i χ > 0. Ispol~zuØ ffto, my dokaßem, qto integral v (38) poloßitelen.

86 A. G. BYCKO, I. E. XENDEROVIQ

Pust~ 0 < t_1 < t_3 < t_5 . . . – uporØdoqennye po vozrastani¸ korni J_0(t), a 0 = t_0 < t_2 < t_4 . . . – uporØdoqennye po vozrastani¸ korni J_1(t). Iz sootnoxeniØ

∂_tJ_0(t) = −J_1(t) (40)

sleduet, qto t_{2n} < t_{2n+1} < t_{2n+2}. Poskol~ku funkciØ J_0(t)J_1(t) poloßitel~na na ]t_{2n}, t_{2n+1}[ i otricatel~na na ]t_{2n+1}, t_{2n+2}[, a funkciØ f(k) poloßitel~na i monotonno ubyvaet pri vseh k > 0 , my imeem sledu¸xu¸ ocenku: ∞∫ 0 dk J_0(k) J_1(k) f(k) = ∞∑ n=0 t2_n+2∫

t2_n dk J_0(k) J_1(k) f(k) >

> ∞∑ n=0 [ f(t_{2n+1})

t2_n+2∫

t2_n dk J_0(k) J_1(k) ] =

= 1 2 ∞∑ n=0 [ f(t_{2n+1}) ( J^2_0 (t_{2n}) − J^2_0 (t_{2n+2}) )] . (41)

V poslednem ravenstve my ispol~zovali sootnoxenie (40). Poskol~ku korni J_1(t) ØvlØ¸tsØ toqkami lokal~nyh ffkstremumov dlØ J_0(t), a znaqeniØ |J_0(t)| v fftih toqkah obrazu¸t ubyva¸wu¸ posledovatel~nost~, my zakl¸qaem, qto summa v pravoæ qasti (41), a tem samym i ishodnyæ integral poloßitel~ny. Takim obrazom, ∂_α

(_{Δmax} L ) < 0, t.e.^{Δmax}_L monotonno ubyvaet s rostom n.

Literatura 1. L. N. Lipatov, High energy asymptotics of multi-color QCD and exactly solvable

lattice models. hep--th/9311037.

2. L. D. Faddeev, G. P. Korchemsky, High energy QCD as a completely integrable

model. — Phys. Lett. B342 (1995), 311–322.

3. V. M. Braun, S. E. Derkachov, A. N. Manashov, Integrability of three particle

evolution equations in QCD. – Phys. Rev. Lett. 81 (1998), 2020–2023.

4. J. A. Minahan, K. Zarembo, The Bethe ansatz for N =4 super Yang–Mills. —

JHEP 0303 (2003), 013.

5. L. A. TahtadßØn, L. D. Faddeev, Spektr i rasseØnie vozbußdeniæ v

odnomernom izotropnom magnetike Geæzenberga. — Zap. nauqn. semin.

LOMI 109 (1981), 134–178.

6. L. D. Faddeev, How algebraic Bethe ansatz works for integrable model. — in:

Symétries quantiques, Les Houches, 1995 (North–Holland, Amsterdam, 1998), pp. 149–219; hep-th/9605187.

O STRUNNYH REXENI˚H URAVNENI` BETE 87 7. N. M. Bogol¸bov, A. G. Izergin, V. E. Korepin, KorrelØcionnye funk-

cii integriruemyh sistem i kvantovyæ metod obratnoæ zadaqi. Nauka,

M., 1992.

8. N. Beisert, V. Dippel, M. Staudacher, A novel long range spin chain and planar

N =4 super Yang–Mills. — JHEP 0407 (2004), 075.

9. K. Zarembo, Antiferromagnetic operators in N =4 supersymmetric Yang–Mills

theory. — Phys. Lett. B634 (2006), 552–556.

10. A. Rej, D. Serban, M. Staudacher, Planar N =4 gauge theory and the Hubbard

model. — JHEP 0603 (2006), 018.

11. L. A. Takhtajan, The picture of low-lying excitations in the isotropic Heisenberg

chain of arbitrary spins. — Phys. Lett. A87 (1981/82), 479–482. 12. H. M. Babujian, Exact solution on the one-dimensional isotropic Heisenberg chain with arbitrary spin S. — Phys. Lett. A90 (1982), 479–482.

13. H. J. de Vega, L. Mezincescu, R. I. Nepomechie, Thermodynamics of integrable

chains with alternating spins. — Phys. Rev. B49 (1994), 13223–13226.

14. A. G. Bytsko, A. Doikou, Thermodynamics and conformal properties of XXZ

chains with alternating spins. — J. Phys. A37 (2004), 4465–4492.

Bytsko A. G., Shenderovich I. E. On string solutions of Bethe equations in N = 4 supersymmetric Yang–Mills theory.

The Bethe equations, arising in the description of the spectrum of the dilatation operator for the su(2) sector of the N = 4 supersymmetric Yang–Mills theory, are considered in the antiferromagnetic regime. These equations are deformation of those for the Heisenberg XXX magnet. It is proven that in the thermodynamic limit the roots of the deformed equations group into strings. It is proven that the corresponding Yang’s action is convex, which implies uniqueness of solution for centers of the strings. The state formed of strings of length (2n+1) is considered and the density of their distribution is found. It is shown that the energy of such a state decreases as n grows. It is observed that nonanalyticity of the left hand side of the Bethe equations leads to an additional contribution to the density and energy of strings of even length. Whence it is concluded that the antiferromagnetic vacuum is formed of either strings of length 1 or strings of length 2 depending on behaviour of the exponential corrections to string solutions in the thermodynamic limit.

Postupilo 12 oktØbrØ 2007 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet, fiziqeskiæ fakul~tet