Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 347, 2007 g.

N. M. Bogol¸bov, K. Malyxev

O VYQISLENII ASIMPTOTIK DVUHTOQEQNO` KORREL˚CIONNO` FUNKCII ODNOMERNOGO BOZE-GAZA V UDERȷIVAıWEM POTENCIALE

1. Vvedenie

Problemy, svØzannye s opisaniem boze-kondensacii v par&ah weloqnyh metallov, uderßivaemyh v magnito-optiqeskih lovuxkah, privleka¸t znaqitel~noe vnimanie [1–3]. V qastnosti, ffto kasaetsØ sistem ffffektivno odnomernyh [4–6]. V kaqestve teoretiqeskoæ osnovy uspexno ispol~zu¸tsØ modeli boze-poleæ s del~ta-obraznym meßqastiqnym vzaimodeæstviem vo vnexnih potencialah. V odnomernom sluqae umestno oßidat~, qto naliqie vnexnego potenciala privodit k rezul~tatam, kotorye soglasu¸tsØ s translØcionno-invariantnym opisaniem, osnovannym na kvantovom nelineænom uravnenii Xredingera [7].

DannaØ rabota prodolßaet stat~i [8–10], v kotoryh rassmatrivaetsØ boze-gaz so slabym ottalkivaniem vo vnexnem garmoniqeskom potenciale. Ukazannye raboty svØzany s vyqisleniem asimptotik temperaturnyh korrelØcionnyh funkciæ. Pri fftom ispol~zuetsØ podhod funkcional~nogo integrirovaniØ [11– 15]. DlØ ocenki dvuhtoqeqnogo korrelØtora primenØetsØ funkcional~nyæ variacionnyæ podhod, predloßennyæ v [16]. Rassmotreny predely, kogda ubyvanie absol¸tnoæ temperatury k nul¸ proishodit libo bystree, libo medlennee, qem ubyvanie obratnogo razmera oblasti, zanimaemoæ kvazi-kondensatom. DlØ vyqisleniØ korrelØtora faz primenØ¸tsØ tffta-funkcii ˚kobi. Pokazano, qto uqet vnexnego potenciala privodit k koordinatnoæ zavisimosti kritiqeskogo pokazatelØ, harakterizu¸- wego stepennu¸ asimptotiku dvuhtoqeqnogo korrelØtora.

Stat~Ø organizovana sledu¸wim obrazom. Razdel 1 imeet

Rabota qastiqno podderßana grantom RFFI No. 07-01-00358, i programmoæ NX-5403.2006.1. 56

O VYQISLENII ASIMPTOTIK 57 vvodnyæ harakter. �ffektivnoe deæstvie modeli poluqeno v razdele 2 s ispol~zovaniem priblißeniØ Tomasa–Fermi. Variacionnyæ princip, predloßennyæ v [16], ispol~zuetsØ v razdele 3. Razdel 4 posvØwen konkretnym ocenkam kak v odnorodnom predele, tak i dlØ neodnorodnogo slabo-vzaimodeæstvu¸wego bozegaza. Obsußdenie v razdele 5 zaverxa¸t stat~¸.

2. �ffektivnoe deæstvie i priblißenie Tomasa–Fermi

Rassmotrim odnomernyæ boze-gaz so slabym ottalkivaniem na vewestvennoæ osi R ∋ x, uderßivaemyæ vnexnim potencialom

V (x) ≡^1_2 mΩ^2x^2. Statistiqesku¸ summu Z zapixem v vide funk-

conal~nogo integrala [11–15]: Z = ∫ e^{S[ψ,ψ]}DψDψ, (1) gde S[ψ, ψ] – funkcional deæstviØ: S[ψ, ψ] = β∫ 0 dτ ∫ dx { ψ(x, τ ) ( ∂ ∂τ − H ) ψ(x, τ ) − g 2 | ψ(x, τ ) |_4} . (2)

Gamil~tonian H v (2) imeet vid: H ≡ −~^2_{2m} ∂^2_{∂x2 − μ + V (x), (3)}

gde m – massa boze-qastic, μ – himiqeskiæ potencial, g – konstanta svØzi (g > 0). Integrirovanie v (1) idet po kompleksnoznaqnym funkciØm ψ(x, τ ), ψ(x, τ ), kotorye dostatoqno bystro ubyva¸t pri x → ±∞ i periodiqny s periodom β = (k_BT )^{−1} po peremennoæ τ ∈ [0, β] (k_B – postoØnnaØ Bol~cmana, T – absol¸tnaØ temperatura).

Pri dostatoqno nizkih temperaturah polØ ψ(x, τ ), ψ(x, τ ) moßno predstavit~ v vide summ dvuh slagaemyh [11, 13]: ψ(x, τ ) = ψ_o(x, τ ) + ψ_e(x, τ ), ψ(x, τ ) = ψ_o(x, τ ) + ψ_e(x, τ ), (4) gde ψ_o(x, τ ), ψ_o(x, τ ) otveqa¸t kvazi-kondensatu [9]. Izvestno, qto v odnomernyh sistemah nevozmoßno Øvlenie boze-kondensacii, svØzannoæ s makroskopiqeskim zapolneniem nizxego kvantovogo urovnØ [11, 13]. S drugoæ storony, netrivial~nost~ osnovnogo sostoØniØ odnomernogo gaza boze-qastic, vzaimodeæstvu¸wih

58 N. M. BOGOLıBOV, K. MALYXEV qerez del~ta-obraznyæ potencial, pozvolØet govorit~ o suwestvovanii kvazi-kondensata [7]. PolØ ψ_e(x, τ ), ψ_e(x, τ ) v (4) otveqa¸t vysokoffnergetiqnym vozbußdeniØm.

DlØ issledovaniØ integrala (1) primenim posledovatel~noe integrirovanie snaqala po vysokoffnergetiqnym, a zatem – po nizkoffnergetiqnym vozbußdeniØm [11, 13]. Vyvod ffffektivnogo deæstviØ S_{eff} , osnovannyæ na podstanovke (4) v (2), oznaqaet ispol~zovanie podhoda razloßeniØ po petlØm [17]. Integrirovanie po ψ_e, ψ_e privodit k funkcionalu ffffektivnogo deæstviØ kvazi-kondensatnyh poleæ S_{eff} [ψ_o, ψ_o]:

S_{eff} [ψ_o, ψ_o] = log ∫ e e_{S[ψo+ψe,ψo+ψe]} Dψ_eDψ_e, (5) gde til~da v ~S oznaqaet, qto polØ ψ_e, ψ_e uqityva¸tsØ tol~ko do vtorogo porØdka.

Vypixem deæstvie ~S bolee podrobno:

~S = S_{cond} + S_{free} + S_{int} , (6)

gde S_{cond} – funkcional deæstviØ kvazi-kondensatnyh peremennyh:

S_{cond}[ψ_o, ψ_o] ≡ β∫ 0 dτ ∫ dx { ψ_o(x, τ ) ^K_+ψ_o(x, τ ) − g 2 | ψ_o(x, τ ) |_4} , (7)

i funkcional deæstviØ nadkondensatnyh vozbußdeniæ S_{free} imeet vid:

S_{free}[ψ_e, ψ_e] ≡ 1 2 β∫ 0 dτ ∫ dx ( ψ_e, ψ_e ) ^ G^{−1} ( ψ_e ψ_e ) . (8)

Zdes~, ^G^{−1} – matriqno-differencial~nyæ operator,

^G^{−1} ≡ ^G^{−1}_0 − ^Σ, (9) gde ^G^{−1}_0 ≡ ( ^ K_+ 0 0 ^K_− ) , ^Σ ≡ g ( 2|ψ_o|^2 ψ^2_o (ψ_o)^2 2|ψ_o|^2 ) . (10)

O VYQISLENII ASIMPTOTIK 59 Deæstvie S_{int} (6) otveqaet vzaimodeæstvi¸ vysokoffnergetiqnyh vozbußdeniæ s kvazi-kondensatom:

S_{int}[ψ_o, ψ_o, ψ_e, ψ_e] ≡ β∫ 0 dτ ∫ dx { ψ_e(x, τ ) [ ^ K_+ − gψ_oψ_o ] ψ_o(x, τ ) + ψ_e(x, τ ) [ ^ K_− − gψ_oψ_o ] ψ_o(x, τ ) } . (11)

V (7), (10), (11) ispol~zu¸tsØ operatory ^K_± ≡ ± ∂ ∂τ − H, gde H – gamil~tonian (3).

Opredelim ψ_o, ψ_o iz usloviØ stacionarnosti funkcionala

S_{cond} (7). Sootvetstvu¸wee trebovanie δ(S_{cond}[ψ_o, ψ_o]) = 0 pri-

vodit k pare uravneniæ Grossa–Pitaevskogo [1]: ( ∂ ∂τ + ~^2_{2m} ∂^2_{∂x2 + μ − V (x)}^)_{ψo − g} (_{ψoψo})_{ψo = 0,} ( − ∂ ∂τ + ~^2_{2m} ∂^2_{∂x2 + μ − V (x)}^)_{ψo − g} (_{ψoψo})_{ψo = 0.}^{(12)}

Sobl¸denie uravneniæ (12) vedet k tomu, qto vklad, proisteka¸wiæ ot S_{int} (11), vypadaet iz (6). V veduwem priblißenii, polØ ψ_e, ψ_e opisyva¸tsØ deæstviem S_{free} (8), kotoroe zavisit ot

ψ_o, ψ_o qerez posredstvo matricy sobstvenno-ffnergetiqeskih qa-

steæ ^Σ (10). V interesu¸wem nas sluqae bol~xogo koliqestva qastic v magnito-optiqeskoæ lovuxke umestno vospol~zovat~sØ priblißeniem Tomasa–Fermi [1, 2]. �to priblißenie sostoit v otbrasyvanii kinetiqeskogo qlena v (12), qto privodit k rexeni¸:

ψ_oψ_o = ρ_{TF}(x; μ) ≡ 1 g ( μ − V (x) ) Θ ( μ − V (x) ) , (13)

gde Θ – funkciØ Hevisaæda.

Integrirovanie v (5) gaussovo i my poluqaem:

S_{eff} [ψ_o, ψ_o] ≡ S_{cond}[ψ_o, ψ_o] − 1 2 log Det ( ^ G^{−1} ) , (14)

DlØ pridaniØ smysla vyraßeni¸ (14) trebuetsØ regulØrizaciØ. Operator ^G^{−1} zapisan v vide uravneniØ Daæsona (9), kotoroe opredelØet matricu ^G funkciæ Grina poleæ ψ_e, ψ_e. Pol~zuØs~

60 N. M. BOGOLıBOV, K. MALYXEV teorieæ vozmuweniæ po parametru g, v veduwem priblißenii poluqaem: − 1 2 log Det ( ^ G^{−1} ) ≈ −βF_{nc}(μ) − 2g β∫ 0 dτ ∫ dx ρ_{nc}(x)ψ_oψ_o, (15)

gde F_{nc}(μ) imeet smysl svobodnoæ ffnergii neideal~nogo gaza nadkondensatnyh vozbußdeniæ [9, 10]. Plotnost~ nadkondensatnyh vozbußdeniæ est~ ρ_{nc}(x) ≡ −G_±(x, τ ; x, τ ). Sootvetstvu¸wie funkcii Grina G_± opredelØ¸tsØ uravneniØmi: ( ^ K_± − 2gρ_{TF}(x; μ) ) G_± = δ(x − x^′)δ(τ − τ^′), (16)

gde ispol~zuetsØ ρ_{TF}(x; μ) (13). Pri oqen~ nizkih temperaturah i dostatoqno daleko ot granicy oblasti, zanimaemoæ kvazikondensatom, plotnost~ ρ_{nc}(x) moßet byt~ priblißenno zamenena na ρ_{nc}(0) [18].

Vvedem peremennye “plotnost~–faza”: ψ_o(x, τ ) = √ ρ(x, τ ) e^{iφ(x,τ)}, ψ_o(x, τ ) = √ ρ(x, τ ) e^{−iφ(x,τ)}, (17) i poluqim odnopetlevoe ffffektivnoe deæstvie v novyh peremennyh [9, 10]:

S_{eff} [ρ, φ] = −βF_{nc}(μ) + i β∫ 0 dτ ∫ dx { ρ∂_τ φ +~ 2 2m ∂_x(ρ∂_xφ) }

+ β∫ 0 dτ ∫ dx { ~^2_{2m}^(√_{ρ ∂2x}√_{ρ − ρ(∂xφ)2}^)_{+ (Λ − V )ρ −} g_{2 ρ2}^}_{, (18)}

gde Λ = μ − 2gρ_{nc}(0) – renormirovannyæ himiqeskiæ potencial, i prinØty sokrawennye oboznaqeniØ dlØ qastnyh proizvodnyh. �ffektivnoe deæstvie (18) ostaetsØ spravedlivym i dlØ V = 0.

Uslovie stacionarnosti δ ( S_{eff} [ρ, φ] ) = 0 privodit k pare uravneniæ tipa Grossa–Pitaevskogo:

i∂_τ φ +~ 2 2m ( 1 √ ρ ∂^2_x √ ρ − (∂_xφ)^2 ) + Λ − V (x) − gρ = 0, −i∂_τ ρ +~ 2 m ∂_x (ρ∂_xφ) = 0.

(19)

O VYQISLENII ASIMPTOTIK 61 Priblißenie Tomasa–Fermi pozvolØet otbrosit~ (∂^2_x√ρ)/√ρ v pervom iz uravneniæ (19). Rexenie, udovletvorØ¸wee uslovi¸ ∂_τ ρ = 0 = ∂_τ φ, privodit k sledu¸wemu profil¸ kvazikondensata, zanima¸wemu pri nulevoæ temperature oblast~ |x| 6 Rc: ρ_{TF}(x) ≡ Λ g ~ρ_{TF}(x) = Λ g ( 1 − x^2 R^2_c ) Θ ( 1 − x^2 R^2_c ) . (20)

Parametr R_c opredelØet granicu oblasti kvazi-kondensata:

R^2_c ≡ 2Λ mΩ^2 .

Pust~ ρ_0(x, τ ) oboznaqaet nekotoroe rexenie uravneniæ (19), kotoroe moßet byt~ predstavleno, po analogii s razdeleniem poleæ (4), v sledu¸wem vide:

ρ_0(x, τ ) = ρ_{TF}(x) + π_0(x, τ ). (21)

Dopustim, qto dlØ predstavleniØ (21) dopustima linearizaciØ uravneniæ (19) v okrestnosti rexeniØ ρ_0 = ρ_{TF}(x), φ = const. Posle zameny π_0 = e^{iωτ} u(x) poluqaem uravnenie tipa Leßandra: − ω^2

~^2v^{2 u(x) + d}dx (( 1 − x^2 R^2_c ) d dx u(x) ) = 0, (22)

gde v imeet smysl skorosti zvuka v centre lovuxki:

v^2 ≡ ρ_{TF}(0)g m = Λ m . (23)

Rassmotrim uravnenie (22) dlØ x ∈ [−R_c, R_c] ⊂ R i vypolnim v nem analitiqeskoe prodolßenie ω → iE. Mnogoqleny Leßandra P_n(x/R_c) ØvlØ¸tsØ rexeniØmi uravneniØ (22), esli i tol~ko esli ( R_c ~v )_2 E^2 ≡ 2 ~^2Ω^{2 E2 = n(n + 1), n ≥ 0. (24)}

Inymi slovami, spektr nadkondensatnyh vozbußdeniæ imeet vid: E_n = ~Ω √ n(n + 1)

2 , n ¿ 0, [19].

62 N. M. BOGOLıBOV, K. MALYXEV

3. Dvuhtoqeqnye korrelØcionnye funkcii

Opredelim dvuhtoqeqnu¸ korrelØcionnu¸ funkci¸ Γ(x_1, τ_1;

x_2, τ_2) s pomow~¸ otnoxeniØ dvuh funkcional~nyh integralov:

Γ(x_1, τ_1; x_2, τ_2) = ∫ ψ(x_1, τ_1)ψ(x_2, τ_2)e^{S[ψ,ψ]}DψDψ ∫ e^{S[ψ,ψ]}DψDψ , (25)

gde deæstvie S[ψ, ψ] opredelØetsØ v (2). Nas interesuet povedenie korrelØtora (25) dlØ rasstoØniæ znaqitel~no men~xih, qem razmer oblasti kvazi-kondensata. Pri dostatoqno nizkih temperaturah, osnovnoæ vklad v povedenie korrelØtorov proishodit za sqet nizkoleßawih vozbußdeniæ [11, 13].

Vospol~zuemsØ posledovatel~nym integrirovaniem snaqala po ψ_e, ψ_e, a zatem – po ψ_o, ψ_o. Variacionnyæ podhod [16] privodit v osnovnom priblißenii k sledu¸weæ ocenke dlØ (25) [9, 10]:

Γ(x_1, τ_1; x_2, τ_2) ≃ √ ρ_{TF}(x_1)ρ_{TF}(x_2)

× exp ( −S_{eff} [ρ_0, φ_0]+S_{eff} [ρ_1, φ_1] − iφ_1(x_1, τ_1) + iφ_1(x_2, τ_2) ) . (26)

Zdes~ S_{eff} [ρ, φ] – ffffektivnoe deæstvie (18) i ρ_{TF} opredelØetsØ v (20). Pri vyvode (26) uqteno, qto fluktuacii plotnosti podavleny pri dostatoqno nizkih temperaturah [18]. PolØ ρ_0, φ_0 v (26) opredelØ¸tsØ iz uravneniæ (19), a polØ ρ_1, φ_1 opredelØ¸tsØ usloviem ffkstremal~nosti: δ ( S_{eff} [ρ, φ] − iφ(x_1, τ_1) + iφ(x_2, τ_2) ) = 0. (27)

Predstavim rexenie ρ_1(x, τ ) v sledu¸wem vide: ρ_1(x, τ ) =

ρ_{TF}(x) + π_1(x, τ ). Togda, s uqetom linearizacii v okrestnosti ρ_{TF}(x), poluqaem sledu¸wu¸ paru uravneniæ:

i∂_τ φ_1 − gπ_1 −~ 2 2m (∂_xφ_1)^2 = 0,

(28)

−i∂_τ π_1 +~ 2 m ∂_x (ρ_{TF}∂_xφ_1) = iδ(x − x_1)δ(τ − τ_1) − iδ(x − x_2)δ(τ − τ_2).

UravneniØ (28) pozvolØ¸t [9, 10] opredelit~ pole φ_1, figuriru¸wee v (26).

O VYQISLENII ASIMPTOTIK 63 Okonqatel~no, posle rØda preobrazovaniæ zapisyvaem (26) v sledu¸wem vide [9, 10]:

Γ(x_1, τ_1; x_2, τ_2) ≃ √ ~ρ(x_1)~ρ(x_2) exp ( − 1 2 ( G(x_1, τ_1; x_2, τ_2) + G(x_2, τ_2; x_1, τ_1) )) . (29)

V (29) ispol~zuetsØ funkciØ Grina G(x, τ ; x^′, τ^′), ime¸waØ smysl korrelØcionnoæ funkcii faz [20], i ~ρ(·) – perenormirovannaØ plotnost~ neodnorodnogo kvazi-kondensata. FunkciØ G(x, τ ; x^′, τ^′) udovletvorØet neodnorodnomu uravneni¸ Stringari: 1 ~^2v^{2 ∂2τ G(x, τ ; x′, τ ′) + ∂x} (( 1 − x^2 R^2_c ) ∂_xG(x, τ ; x^′, τ^′) ) = = g ~^2v^{2 δ(x − x′)δ(τ − τ ′). (30)} 4. Asimptotiki korrelØcionnyh funkciæ

Asimptotiqeskoe povedenie priblißennogo vyraßeniØ (29) opredelØetsØ svoæstvami rexeniæ neodnorodnogo uravneniØ Stringari (30). Pereædem k rexeni¸ uravneniØ (30).

4.1. Prostranstvenno-odnorodnyæ boze-gaz

Vdali ot granicy kvazi-kondensata (t.e. pri |x| ≪ R_c), uravnenie (30) priblißenno prinimaet vid: 1 ~^2v^{2 ∂2τ G(x, τ ; x′, τ ′) + ∂2xG(x, τ ; x′, τ ′) = g}~^2v^{2 δ(x − x′)δ(τ − τ ′). (31)} Rassmotrim uravnenie (31) na mnoßestve funkciæ, periodiqeskih po kaßdomu iz argumentov (x, τ ) ∈ [−R_c, R_c] × [0, β]. Ispol~- zuem v pravoæ qasti (31) periodiqeskie δ-funkcii. Predstavim rexenie v vide dvoænogo rØda Fur~e: G(x, τ ; x^′, τ^′) = ( −g 2βR_c ) ∑ ω,k e^{iω(τ−τ 0 )+ik(x−x0)} ω^2 + E^2_k

, (32)

gde summirovanie vypolnØetsØ po qastotam ω = (2π/β)l, l ∈ Z, i po volnovym qislam k = (π/R_c)n, n ∈ Z. Pri fftom E_k = ~vk oznaqaet ffnergi¸ kvaziqastic. Predstavlenie (32) trebuet regulØrizacii, sostoØweæ v otbrasyvanii vklada dlØ ω = k = 0.

64 N. M. BOGOLıBOV, K. MALYXEV

Qtoby vyqislit~ funkci¸ Grina (32) i issledovat~ ee asimptotiqeskoe povedenie, vvedem v rassmotrenie sledu¸wiæ dvoænoæ rØd:

Z_2(l) = Z_2 ( a, x | l ) ≡ ∑ n∈Z2^{′ ei(a1x1n1+a2x2n2)} ( (a_1n_1)^2 + (a_2n_2)^2

)_l , (33)

gde ℜl > 1^1 i summirovanie idet po celoqislennym znaqeniØm komponent dvumernogo “vektora” n: n ≡ (n_1, n_2) ∈ Z× Z. DlØ sokrawennoæ zapisi parametrov summy Z_2 (33) vvedeny takße dvumernye oboznaqeniØ x i a (s poloßitel~nymi komponentami

a_1, a_2 > 0). Xtrih u znaka summirovaniØ oznaqaet regulØri-

zaci¸ (slagaemoe pri n = (0, 0) propuweno). S toqnost~¸ do pereoboznaqeniæ, rØd Z_2 ( a, x | l ) (33) sovpadaet s sootvetstvu¸- weæ dzeta-funkcieæ �pxteæna vtorogo porØdka [21]. RØd Z_2(l) absol¸tno shoditsØ i analitiqen po l v poluploskosti ℜl > 1. Funkcional~noe vyraßenie dlØ Z_2(l) (33) moßet byt~ poleznym dlØ vyqisleniØ kak nekotoryh korrelØcionnyh funkciæ, tak i nekotoryh statsumm (pri x_1 = x_2 = 0) [22, 23].

Summirovanie provedem, pol~zuØs~ priemom, kotoryæ standarten pri izuqenii dzeta-funkciæ �pxteæna. A imenno, predstavim znamenatel~ v (33) s pomow~¸ integrala tipa Mellina (ℜl > 0, a > 0):

a^{−l} = Γ^{−1}(l) ∞∫ 0 s^{l−1}e^{−s a}ds. (34)

Poluqaem regulØrizovannyæ otvet:

Z_2(l) = Γ^{−1}(l) ∞∫ 0 s^{l−1} [ ϑ_3

(a_1x_1 2π | | i s π a^2_1 ) ϑ_3

( a_2x_2 2π | | i s π a^2 ) − 1 ] ds, (35)

gde ispol~zovana ϑ-funkciØ ˚kobi ϑ_3(z | ^τ ) (P1), opredelennaØ

v Priloßenii (nekotorye formuly, svØzannye s ϑ-funkciØmi, takße privedeny v Priloßenii).

Dal~neæxaØ strategiØ sostoit v primenenii modulØrnogo preobrazovaniØ:

ϑ_3(z | ^τ ) = ( i ^τ )_{1/2} e^−iπz^2/^τ ϑ_3 ( z ^τ | | − 1 ^τ ) (36)

1¡ i = oboznaqa¸t, sootvetstvenno, vewestvennu¸ i mnimu¸ qasti kompleksnogo qisla.

O VYQISLENII ASIMPTOTIK 65 po otnoxeni¸ k kaßdoæ iz ϑ-funkciæ v (35). Vypolnim preobrazovanie (36) dlØ ϑ-funkcii, zavisØweæ ot a_1. Posle fftogo, rezul~tat integrirovaniØ po s vyraßaetsØ qerez modificirovannu¸ funkci¸ BesselØ K_{l−1/2}. Poluqaem:

Z_2(l) = −1 Γ(2l + 1) ( 2πi a_1 )_{2l} B_{2l} ( a_1x_1 2π ) + 4 Γ(l) ( π a_1a_2 )_l( a_2 a_1 )_{1/2} (37) × ∞∑ n2=1 ∑ k∈Z^{cos(a2x2n2)}n^{l−1/2}2^{| k + a1x12π |l−1/2Kl−1/2(2π a2a}1^{n2| k + a1x12π |),} gde a_1x_1 ∈ [0, 2π] i B_{2l}(·) – mnogoqlen Bernulli [21]. Pri x_1 =

x_2 = 0, predstavlenie (37) vosproizvodit sootvetstvu¸wie so-

otnoxeniØ [22]. Predstavlenie (37) pri x_1, x_2 ≠ 0 moßet byt~ ispol~zovano dlØ poluqeniØ asimptotik Z_2 (33) pri a_1 ≪ a_2 ≪ 1. Preobrazovanie (36) moßet byt~ vypolneno v drugom somnoßitele v (35). Pri fftom vozniknet predstavlenie, prisposoblennoe dlØ izuqeniØ asimptotiqeskogo povedeniØ pri a_2 ≪ a_1 ≪ 1. Sootvetstvu¸wiæ otvet voznikaet iz (37) pri perestanovke indeksov 1 ←→ 2. DlØ dal~neæxego issledovaniØ (37), umestno predstavit~ K_{l−1/2} v vide nekotorogo rØda (v vide koneqnoæ summy pri celyh l), kak ffto sdelano v [22] dlØ sluqaØ x_1 = x_2 = 0.

Rassmotrim (37) pri l = 1 i vospol~zuemsØ tem, qto

K_{1/2}(z) = ( π 2z )_{1/2} e^{−z}, B_2(x) = x^2 − x + 1 6 . (38)

V itoge, poluqaem dlØ G(x, τ ; x^′, τ^′) (32) dva predstavleniØ. Odno iz nih imeet vid: G(x, τ ; x^′, τ^′) = = (−g) ( β 4R_c ( ℑ(z − z^′) )_2 + 1 2π~v^{log} | | η(^τ ) ϑ_1(z − z^′ | ^τ ) | | ) , (39)

gde funkcii ϑ_1(z|^τ) i η(^τ ) opredeleny v Priloßenii. Parametry ^τ i z vvedeny sledu¸wim obrazom: ^τ ≡ i 2R_c β~v^{, z ≡ β−1(τ + i x}~v^{). (40)} Drugoe predstavlenie prinimaet vid: G(x, τ ; x^′, τ^′) = = (−g) ( β 4R_c ( ℜ(z − z^′) )_2 + 1 2π~v^{log} | | η(−1/^τ ) ϑ_1(^{z−z0}b_τ |_{−1} bτ ) | | ) , (41)

66 N. M. BOGOLıBOV, K. MALYXEV gde ^τ i z opredeleny v (40). Ispol~zovanie preobrazovaniØ η(−1/^τ ) = (−i^τ)^{1/2}η(^τ ), iϑ_1 ( z − z′ ^τ | | − 1 ^τ ) = (−i^τ )^{1/2} exp ( iπ (z − z^′)^2 ^τ ) ϑ_1 ( z − z^′ | ^τ ) (42)

pozvolØet ustanovit~, qto predstavleniØ (39) i (41) sovpada¸t.

Ispol~zuØ opredelenie (P2) i sootnoxenie (P3), moßno perepisat~ (39) sledu¸wim obrazom: G(x, τ ; x^′, τ^′) = (−g) ( β 4R_c ( ℑ(z − z^′) )_2 − 1 2π~v^{log(2πQ20)} + |^τ| 12~v^{+ 1}2π~v^{log} | | ∂_zϑ_1(0|^τ) ϑ_1(z − z^′ | ^τ ) | | ) . (43)

Pol~zuØs~ v (43) izvestnym razloßeniem (P4), poluqaem pri 1 |^τ| = β~v_{2Rc ≪ 1:} G(x, τ ; x^′, τ^′) ≃ (−g) [ β 4R_c ( ℑ(z − z^′) )_2

+ |^τ| 12~v^{− 1}2π~v^{log(2|sinh (iπ(z − z′))|)} ] . (44)

Analogiqno, s pomow~¸ (P4) poluqaem iz (41) ocenku pri |^τ | ≪ 1: G(x, τ ; x^′, τ^′) ≃ (−g) [ β 4R_c ( ℜ(z − z^′) )_2

+ 1 12~v|^τ |^{− 1}2π~v^{log(2} | |sinh ( iπ z − z^′ ^τ )| | )] . (45)

Poluqennye sootnoxeniØ (44), (45) polnost~¸ soglasu¸tsØ s [9, 10] i pozvolØ¸t ocenivat~ Γ(x_1, τ_1; x_2, τ_2) v predele ubyva¸weæ temperatury i rastuwego ob¨ema kvazi-kondensata.

Ispol~zovanie (44) v predstavlenii (29) privodit k otvetu dlØ β~v/R_c ≪ 1:

Γ(x_1, τ_1; x_2, τ_2) ≃ √ ~ρ(x_1)~ρ(x_2) | | sinh π ~βv^{(|x1 − x2| + i}~^{v(τ1 − τ2))} | |^{g/2π}~^v . (46)

O VYQISLENII ASIMPTOTIK 67 Dalee, primenØØ (45), poluqaem v predele R_c/(β~v) ≪ 1:

Γ(x_1, τ_1; x_2, τ_2) ≃ √ ~ρ(x_1)~ρ(x_2) | | sinh iπ 2R_c ( |x_1 − x_2| + i~v(τ_1 − τ_2) )| |^{g/2π}~^v . (47)

Iz (46) i (47) sleduet, qto pri nulevoæ temperature i v beskoneqnom ob¨eme dvuhtoqeqnyæ korrelØtor vedet sebØ sledu¸wim obrazom:

Γ(x_1, τ_1; x_2, τ_2) ≃ √ ~ρ(x_1)~ρ(x_2) | |x_1 − x_2| + i~v(τ_1 − τ_2) |_{1/θ} . (48) Parametr θ prinimaet znaqenie: θ ≡ 2π~v/g. Argumenty predpolaga¸tsØ dostatoqno blizkimi drug k drugu.

4.2. Boze-gaz v garmoniqeskom potenciale pri kBT ≫ ~v/Rc

Budem iskat~ funkci¸ Grina, opisyvaemu¸ uravneniem (30), gde δ(τ − τ^′) – periodiqeskaØ δ-funkciØ na otrezke mnimogo vremeni [0, β] i δ(x−x^′) – obyqnaØ δ-funkciØ na vewestvennoæ prØmoæ

R s nositelem v toqke x^′. Rexenie (30) moßet byt~ predstavleno

rØdom Fur~e: G(x, τ ; x^′, τ^′) = 1 β ∑ ω e^{iω(τ−τ 0 )}G_ω(x, x^′), (49)

gde ω = (2π/β)l, l ∈ Z. Spektral~naØ plotnost~ G_ω(x, x^′) (49) podqinØetsØ neodnorodnomu uravneni¸ − ω^2

~^2v^{2 Gω(x, x′)+ d}dx (( 1 − x^2 R^2_c ) d dx G_ω(x, x^′) ) = g ~^2v^{2 δ(x−x′). (50)}

Izvestno [21], qto funkcii Leßandra P_ν(x) i Q_ν (x) opredeleny pri |x| < 1 i svØzany s sootvetstvu¸wim odnorodnym uravneniem (22) (pri nadleßawem prodolßenii ω → iE). Oni svØzany takße s funkcieæ Leßandra Q_ν (z), opredelennoæ na kompleksnoæ ploskosti C s razrezom vdol~ vewestvennoæ osi ot −∞ do

z = 1. Na kraØh razreza ime¸t mesto sledu¸wie predel~nye

sootnoxeniØ [21]:

Qν (x ± i0) = Qν (x) ∓ i^π_2 Pν (x). (51)

68 N. M. BOGOLıBOV, K. MALYXEV Okonqatel~no, poluqaem sledu¸wee vyraßenie dlØ G_ω(x, x^′):

G_ω(x, x^′) =(−i) gR_c π~^2v^2 Q^ν ( x R_c + i0 ) Qν^{( x′}_{Rc} − i0^), x > x^′, (−i) gR_c π~^2v^2 Q^ν ( x R_c − i0 ) Qν^{( x′}_{Rc} + i0^), x < x^′,^{(52)} gde ν ≡ − 1 2 + √ 1 4 − ( R_c ~v )_2 ω^2.

Interesu¸wee nas povedenie G_ω(x, x^′) dlØ x, x^′ ∈ [−R_c, R_c] opisyvaetsØ rexeniem (52) s uqetom sootnoxeniæ (51).

Sil~noe neravenstvo k_BT ≫ ~v/R_c privodit k ocenke dlØ nenulevyh qastot: |ω| ≫ ~v/(2R_c). V fftom sluqae moßno vospol~- zovat~sØ v (52) izvestnymi asimptotikami funkciæ Leßandra [24] i poluqit~ G(x, τ ; x^′, τ^′) (49) v sledu¸wem vide: G(x, τ ; x^′, τ^′) ≃ Λ 2π~vρ(x, x^′)^{log} { 2 | | sinh π ~βv^{(|x − x′| + i}~^{v(τ − τ ′))} | | } , (53)

gde v opredelØetsØ v (23) i ρ(x, x^′) ≡ Λ g ( 1 − x^2 + x^{′2} 4R^2_c ) . (54)

Nazovem predel kvaziodnorodnym, esli koordinaty x, x^′ udovletvorØ¸t neravenstvam: x, x^′ ≪ R_c, |x − x^′| ≪^1_2 (x + x^′) i

|x − x^′| ≪ R_c. Togda plotnost~ (54) prinimaet vid: ρ(x, x^′) ≈ Λ g ( 1 − S^2 2R^2_c ) , gde S ≡^1_2 (x + x^′).

S uqetom (53) ocenka (29) prinimaet vid:

Γ(x_1, τ_1; x_2, τ_2) ≃ √ ~ρ(x_1)~ρ(x_2) | | sinh π ~βv^{(|x1 − x2| + i}~^{v(τ1 − τ2))} | |^{1/θ(x,x} 0) , (55)

gde vveden zavisØwiæ ot koordinat parametr θ(x, x^′): θ(x, x^′) ≡ 2π~ρ(x, x^′)_{mv . (56)}

O VYQISLENII ASIMPTOTIK 69 Pri vypolnenii usloviØ:

|x_1 − x_2| ~βv^{, |τ1 − τ2|}β^{≪ 1 ≪ Rc}~βv^{, (57)} asimptotiqeskoe sootnoxenie (55) uprowaetsØ:

Γ(x_1, τ_1; x_2, τ_2) ≃ √ ~ρ(x_1)~ρ(x_2) | |x_1 − x_2| + i~v(τ_1 − τ_2)

|_{1/θ(x,x}0_) . (58)

Asimptotika (58) analogiqna ocenke (48) dlØ odnorodnogo gaza.

4.3. Boze-gaz v garmoniqeskom potenciale pri kBT ≪ ~v/Rc

OpredelØemye s pomow~¸ mnogoqlenov Leßandra funkcii ~P_n(x) ≡ √ n + 1 2 P_n ( x R_c ) , n ¿ 0, sostavlØ¸t polnu¸ ortonormal~nu¸ sistemu v prostranstve

L_2 [−R_c, R_c]. �to pozvolØet rassmotret~ rexenie uravneniØ (30),

zadavaemoe dvoænym rØdom Fur~e: G(x, τ ; x^′, τ^′) = ( −g βR_c ) ∑ ω ∞∑ n=0 ~P_n(x) ~P_n(x′) ω^2 + E^2_n e^{iω(τ−τ 0 )}, (59)

gde summirovanie ∑ ω idet po bozevskim qastotam (sm. (32), (49)).

PrinØto oboznaqenie dlØ urovneæ ffnergii (24):

E_n = ~Ω √ n(n + 1) 2 = √ n(n + 1) α , (60)

gde α ≡ R_c/(~v).

Vospol~zuemsØ tehnikoæ, ispol~zovannoæ v razdele 4.1, i poluqim sledu¸wee regulØrizovannoe vyraßenie dlØ G(x, τ ; x^′, τ^′) (59): G(x, τ ; x^′, τ^′) = ( −g βR_c )[ β2 4 B_2 ( Δτ β )

+ ∞∑ n=1 ~P_n(x) ~P_n(x^′) ∞∫ 0 e^{−sE2n} ϑ_3 ( Δτ β | | i s π (2π β )_2) ds ] . (61)

70 N. M. BOGOLıBOV, K. MALYXEV VypolnØem dlØ ϑ_3 modulØrnoe preobrazovanie, integriruem po s i poluqaem: ∞∫ 0 e^{−sE2n} ϑ_3 ( Δτ β | | i s π (2π β )_2) ds

= β 2E_n [ coth (β 2 E_n ) cosh(E_nΔτ ) − sinh(E_nΔτ ) ] , (62)

gde Δτ ≡ |τ −τ^′|. Issleduem predstavlenie, zadavaemoe (61), (62), v sluqae β/α ≫ 1. �to oznaqaet, qto k_BT ≪ ~Ω i βE_n ≫ 1, ∀n ¿ 1. Poluqaem iz (61), (62): G(x, τ ; x^′, τ^′) = −gβ 4R_c [( 1 2 − Δτ β )_2 − 1 12 ]

− g 2~v ∞∑ n=1 n +^1_2 √ n(n + 1) P_n ( x R_c ) P_n ( x′ R_c ) exp ( − √ n(n + 1) Δτ α ) . (63)

Raznicu meßdu dvumØ sosednimi urovnØmi (60) moßno ocenit~ pri ∀n > 1:

E_{n+1} − E_n ≈ 1 α [ 1 + 1 8n^2 − 1 4n^3 + . . . ] . (64)

Sootnoxenie (64) pokazyvaet, qto urovni (60) priblißenno ravnootstoØwie, esli n > n_0 pri dostatoqno bol~xih n_0. V svo¸ oqered~, imeet mesto sledu¸wee sootnoxenie:

n + 1/2 √ n(n + 1)

= 1 + 1 8n^2 − 1 8n^3

+ . . . . (65)

Zameqatel~no, qto slagaemye ∝ n^{−1} otsutstvu¸t kak v (64), tak i v (65). V rassmatrivaemoæ zadaqe vozmoßna ocenka s logarifmiqeskoæ toqnost~¸, tak kak obratnye stepeni n mogut byt~ opuweny kak v (64) tak i v (65) pri dostatoqno bol~xih n. Shodimost~ rØda (63) pri fftom ne naruxaetsØ, tak kak Δτ ≠ 0.

Pri dostatoqno bol~xih n imeet mesto sledu¸waØ asimptotika mnogoqlenov Leßandra [21]:

P_n(cos ϑ) = √ 2 πn sin ϑ cos [( n + 1 2 ) ϑ − π 4 ] + O(n^{−3/2}), 0 < ϑ < π. (66)

O VYQISLENII ASIMPTOTIK 71 Predstavim summirovanie po n v (63) v vide dvuh summirovaniæ: n0∑ n=1 i^∞ ∑ n=n0+1 . Predpoloßim, qto pri n > n_0 moßno vospol~zovat~-

sØ ocenkoæ (66) (oboznaqaemoæ niße P_n(cos ϑ)). Togda, ispol~zuØ (64) i (65), poluqaem G(x, τ ; x^′, τ^′) (63) v sledu¸weæ forme: G(x, τ ; x^′, τ^′) ≈ −gβ 4R_c [( 1 2 − Δτ β )_2 − 1 12 ]

− g 2~v n0∑ n=1 [ n +^1_2 √ n(n + 1) P_n ( x R_c ) P_n ( x′ R_c ) exp ( − √ n(n + 1) Δτ α )

− P_n ( x R_c ) P_n ( x′ R_c ) exp ( − ( n + 1 2 ) Δτ α )]

− g 2~v^{e−Δτ/(2α)} ∞∑ n=1 t^nP_n ( x R_c ) P_n ( x′ R_c ) , (67)

gde t ≡ exp(−Δτ /α), i n_0 predpolagaetsØ zafiksirovannym pri koneqnom znaqenii. Vyraßenie (67) imeet mesto, kogda τ i τ^′ blizki libo k nul¸, libo k β. Krome togo, τ ≠ τ^′ dlØ sohraneniØ shodimosti (67).

Predpoloßim malost~ x/R_c, x^′/R_c i Δτ /α (kvaziodnorodnyæ predel). Togda v veduwem priblißenii v (67) dominiruet tret~e slagaemoe, i voznikaet logarifmiqeskaØ ocenka: G(x, τ ; x^′, τ^′) ≃ −Λ 2π~vρ(x, x^′)^{log Rc} | |x − x^′| + i~v(τ − τ^′) | . (68) Zdes~ ρ(x, x^′) opredelØetsØ v (64), i predpolagaetsØ, qto u_∗ ≡ | |x − x^′| + i~v(τ − τ^′) | R_c ≪ 1. (69)

Krome togo, vypolnenØetsØ sledu¸wee uslovie:

1 ≪ n_0 < 1 u_∗ ≪ 1 u_∗ log 1 u_∗ . (70)

Pri ograniqennosti otkloneniæ meßdu prostranstvennymi argumentami x i x^′, rost R_c oznaqaet sootvetstvu¸wee uveliqenie verhneæ granicy dlØ dopustimyh znaqeniæ n_0. BlagodarØ (70), ocenka (68) ne zavisit Øvno ot konkretnogo vybora n_0. V asimptotiqeskom predele, kofffficient pered logarifmom v

72 N. M. BOGOLıBOV, K. MALYXEV (68) perehodit v kritiqeskiæ pokazatel~ −1/θ, gde θ = 2π~v/g (sm. (48)).

Okonqatel~no, voznikaet sledu¸waØ ocenka:

Γ(x_1, τ_1; x_2, τ_2) ≃ √ ~ρ(x_1)~ρ(x_2) | |x_1 − x_2| + i~v(τ_1 − τ_2)

|_{1/θ(x,x}0_) , (71)

gde θ(x, x^′) opredelØetsØ sootnoxeniem (56). Sootnoxenie (71) predstavlØet osnovnoæ rezul~tat v predele k_BT ≪ ~v/R_c. Vyvod ocenki (71) analogiqen perehodu ot (47) k (48). Ocenki (58) i (71) pokazyva¸t, qto v termodinamiqeskom predele i pri nulevoæ temperature dvuhtoqeqnaØ korrelØcionnaØ funkciØ

Γ(x_1, τ_1; x_2, τ_2) vedet sebØ stepennym obrazom.

5. Zakl¸qenie

Rassmotren prostranstvenno-neodnorodnyæ odnomernyæ bozegaz so slabym ottalkivaniem, nahodØwiæsØ vo vnexnem garmoniqeskom potenciale. IssleduetsØ asimptotiqeskoe povedenie dvuhtoqeqnoæ korrelØcionnoæ funkcii v predele, kogda razmer oblasti, zanimaemoæ kvazi-kondensatom, rastet i absol¸tnaØ temperatura stremitsØ k nul¸. Pokazano, qto v ukazannom predele korrelØcionnaØ funkciØ vedet sebØ stepennym obrazom. V otliqie ot sluqaØ odnorodnogo raspredeleniØ kvazi-kondensata, kritiqeskiæ pokazatel~ okazyvaetsØ zavisØwim ot prostranstvennyh argumentov korrelØtora. Imenno naliqie uderßiva¸- wego potenciala privodit k funkcional~noæ zavisimosti kritiqeskogo pokazatelØ.

Priloßenie

V dannom Priloßenii privedeny nekotorye sootnoxeniØ, izvestnye dlØ tffta-funkciæ ˚kobi [21]. Vvedem kompleksnye parametry: z, ^τ ∈ C , ℑ^τ > 0, i parametr q = e^{iπbτ} . S pomow~¸ fftih parametrov opredelØem ϑ-funkcii ˚kobi,

ϑ_1 ( z | ^τ ) = −i ∑ r∈Z+1/2^{(−1)r−1/2qr2 e2πizr,}

O VYQISLENII ASIMPTOTIK 73 ϑ_2 ( z | ^τ ) = ∑ r∈Z+1/2^{qr2 e2πizr,} ϑ_3 ( z | ^τ ) = ∑ n∈Z^{qn2 e2πizn,} ϑ_4 ( z | ^τ ) = ∑ n∈Z^{(−1)nqn2 e2πizn,} (P1)

i η-funkci¸ Dedekinda [23]:

η(^τ ) = q^{1/12}Q_0, Q_0 ≡ ∞∏ n=1 (1 − q^{2n}). (P2)

DlØ η-funkcii (P2) imeet mesto sledu¸wee sootnoxenie [23]: η(^τ ) = ( ∂_zϑ_1(0|^τ ) 2π )_{1/3} . (P3)

Izvestno takße sledu¸wee razloßenie [21]: log | | ∂_zϑ_1(0|^τ) ϑ_1(z | ^τ) | | = log π sin(πz) − 4 ∞∑ n=1 q^{2n} 1 − q^{2n} 1 − cos(2πzn) 2n . (P4)

Literatura 1. F. Dalfovo, S. Giorgini, L. P. Pitaevskii, S. Stringari, — Rev. Mod. Phys. 71

(1999), 463.

2. C. J. Pethic, H. Smith, Bose–Einstein Condensation in Dilute Gases. Cambridge University Press, Cambridge (2002).

3. T. Donner, S. Ritter, T. Bourdel, A. Öttl, M. Köhl, T. Esslinger, — Science 315 (2007), 1556.

4. D. M. Gangardt, G. V. Shlyapnikov, — Phys. Rev. Lett. 90 (2003), 010401. 5. K. V. Kheruntsyan, D. M. Gangardt, P. D. Drummond, G. V. Shlyapnikov, — Phys. Rev. A 71 (2005), 053615.

6. C. Gils, L. Pollet, A. Vernier, F. Herbert, G. G. Batrouni, M. Troyer, Quantum Monte Carlo study of a 1D phase-fluctuating condensate. arXiv:cond-

mat/0701441 (2007).

7. V. E. Korepin, N. M. Bogoliubov, A. G. Izergin, Quantum Inverse Scattering Method and Correlation Functions. Cambridge University Press, Cambridge (1993).

8. N. M. Bogoliubov, R. K. Bullough, V. S. Kapitonov, C. Malyshev, J. Timonen, — Europhys. Lett. 55 (2001), 755.

9. N. M. Bogoliubov, C. Malyshev, R. K. Bullough, J. Timonen, — Phys. Rev. A

69 (2004), 023619.

10. N. M. Bogol¸bov, K. Malyxev, — Algebra i Analiz 17 (2005), 84.

74 N. M. BOGOLıBOV, K. MALYXEV 11. V. N. Popov, Functional Integrals in Quantum Field Theory and Statistical

Physics. D. Reidel, Dordrecht, etc. (1983).

12. L. S. Schulman, Techniques and Applications of Path Integration. J. Wiley & Sons, New York, etc. (1981).

13. V. N. Popov, Functional Integrals and Collective Excitations. Cambridge University Press, Cambridge (1987, 1990).

14. V. N. Popov, V. S. Yarunin, Collective Effects in Quantum Statistics of Radiation and Matter. Kluwer, Dordrecht, etc. (1988).

15. H. Kleinert, Path Integrals in Quantum Mechanics, Statistics, Polymer Physics, and Financial Markets. World Scientific, Singapore, etc. (1990, 1995, 2004).

16. V. N. Popov, — Zap. nauqn. semin. POMI 150 (1986), 87. 17. C. Itzykson, J.-B. Zuber, Quantum Field Theory. McGraw-Hill, New York (1980).

18. M. Naraschewski, D. M. Stamper-Kurn, — Phys. Rev. A 58 (1998), 2423. 19. S. Stringari, — Phys. Rev. A 58 (1998), 2385.

20. V. N. Popov, — Teor. Mat. Fiz. 11 (1972), 354.

21. A. Erdélyi, W. Magnus, F. Oberhettinger, F. G. Tricomi, Higher Transcendental

Functions. McGraw-Hill, New York (1953).

22. E. Elizalde, A. Romeo, — Rev. Math. Phys. 1 (1989), 113.

23. P. Di Francesco, P. Mathieu, D. Sénéchal, Conformal Field Theory. Springer, New York, etc. (1997).

24. E. W. Hobson, The Theory of Spherical and Ellipsoidal Harmonics. Cambridge University Press, Cambridge (1931).

Bogoliubov N. M., Malyshev C. On the calculation of the asymptotics of the two-point correlation function of the one-dimensional Bose gas in the trapping potential.

The quantum field-theoretical model, which describes spatially nonhomogeneous one-dimensional repulsive Bose gas in an external harmonic potential is considered. The two-point correlation function is calculated in the framework of the functional integration. The corresponding functional integrals are estimated by means of the stationary phase approximation. The asymptotical estimates are obtained in the limit when the temperature is going to zero while the volume occupied by the quasi-condensate is increased. The power-law behavior is found for the correlation function in this limit. It is demonstrated that the power-law behavior is governed by the critical exponent dependent on the spatial arguments.

Postupilo 2 i¸nØ 2006 g. S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN