Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 347, 2007 g.

N. M. Bogol¸bov QETYREHVERXINNA˚ MODEL^

I. Vvedenie

QetyrehverxinnaØ model~ ØvlØetsØ qastnym sluqaem xestiverxinnoæ modeli [1, 2], v kotoroæ iskl¸qeny dve verxiny. QetyrehverxinnaØ model~ rassmatrivalas~ v rabotah [3, 4], v kotoryh byla vyØvlena ee svØz~ s model~¸ sluqaænyh ukladok na polubeskoneqnom cilindre. Modeli ukladok ØvlØ¸tsØ modelØmi klassiqeskoæ diskretnoæ statistiqeskoæ fiziki, zadaqa kotoryh sostoit v opisanii sposobov ukladok opredelennyh poverhnosteæ plitkami razliqnoæ geometriqeskoæ formy bez zazorov i naloßeniæ. Ukladki nazyva¸tsØ sluqaænymi lix~ dlØ togo, qtoby otliqit~ ih ot pravil~nyh kvaziperiodiqeskih pokrytiæ.

SvØz~ integriruemyh modeleæ s kombinatorikoæ xiroko obsußdaetsØ v nastoØwee vremØ. XestiverxinnaØ model~ igraet vaßnu¸ rol~ v dannom napravlenii. Model~ intensivno izuqalas~ kak dlØ periodiqeskih, tak i dlØ fiksirovannyh graniqnyh usloviæ [5–9]. XestiverxinnaØ model~ dlØ graniqnyh usloviæ tipa domennoæ stenki imeet otnoxenie k pereqisleni¸ ukladok actekskih “almazov” i k pereqisleni¸ al~ternirovannyh znakovyh matric [10–12].

V dannoæ stat~e my primenim kvantovyæ metod obratnoæ zadaqi (KMOZ) k rexeni¸ modeli [13, 14]. Dannyæ podhod pozvolØet issledovat~ model~ na rexetke koneqnogo razmera s razliqnymi graniqnymi usloviØmi i vyqislit~ statistiqeskie summy verxinnoæ i sootvetstvu¸weæ eæ modeli pokrytiæ. V qastnosti, my pokaßem, qto statistiqeskaØ summa modeli s fiksirovannymi graniqnymi usloviØmi imeet smysl proizvodØweæ funkcii ploskih razbieniæ strogih po stolbcam i strokam. Ploskie razbieniØ ffkvivalentny kak trehmernym diagrammam ınga, pomewennym v Øwik koneqnogo razmera, tak i pokrytiØm rombami

DannaØ rabota qastiqno podderßana CRDF grantom RUMI-2622-ST-04, proektom RFFI 07-01-00358 i grantom NX-5403.2006.01. 34

QETYREHVERXINNA˚ MODEL^ 35 poluregulØrnogo xestiugol~nika [15, 16]. V sluqae periodiqeskih graniqnyh usloviæ qetyrehverxinnaØ model~ ffkvivalentna modeli pokrytiØ tora ediniqnymi rombami.

Pereqislenie ploskih razbieniæ ØvlØetsØ klassiqeskoæ problemoæ kombinatoriki [16, 17] i teorii simmetriqeskih funkciæ [15]. Statistika ploskih razbieniæ po otnoxeni¸ k estestvennym veroØtnostnym meram izuqalas~ v [18, 19]. KorrelØcionnye funkcii sluqaænyh ploskih razbieniæ vyqislØlis~ v [20].

Ploskie razbieniØ estestvenno voznika¸t, kak v teorii kristallov [12] i prØmogo protekaniØ [21], tak i v teorii sluqaænyh blußdaniæ po rexetkam [22–26]. Sravnitel~no nedavno obsußdalas~ vozmoßnaØ svØz~ topologiqeskih strun na mnogoobraziØh Kalabi–˚o i taØniem kristallov [27].

SvØz~ integriruemyh modeleæ bozonnogo tipa s teorieæ simmetriqeskih funkciæ i teorieæ ploskih razbieniæ rassmatrivalas~ v rabotah [28–31].

Stat~Ø organizovana sledu¸wim obrazom. V razdele II my daem opredelenie modeli i izlagaem podhod (KMOZ) k ee rexeni¸. V razdele III issleduetsØ model~ na rexetke s fiksirovannymi graniqnymi usloviØmi i ustanavlivaetsØ ee svØz~ s ploskimi razbieniØmi. StatistiqeskaØ summa modeli na periodiqeskoæ rexetke vyqislØetsØ v razdele IV. V Priloßenii rassmotren skeælingovyæ predel xestiverxinnoæ modeli privodØwiæ k qetyrehverxinnoæ modeli.

II. QetyrehverxinnaØ model~

QetyrehverxinnaØ model~ na kvadratnoæ rexetke, kotoraØ ØvlØetsØ qastnym sluqaem xestiverxinnoæ modeli, opredelØetsØ qetyr~mØ razliqnymi konfiguraciØmi strelok, napravlennymi kak v storonu kaßdogo uzla rexetki, tak i ot nego. Iz xesti vozmoßnyh konfiguraciæ dve, s dvumØ gorizontal~nymi strelkami, napravlennymi napravo, iskl¸qeny. Statistiqeskiæ ves ω pripisyvaetsØ kaßdoæ dopustimoæ konfiguracii. My rassmotrim model~, v kotoroæ verxinnye vesa tret~eæ i qetvertoæ verxiny sovpada¸t (Ris. 1). IzobraßaØ strelki, napravlennye vverh ili napravo liniØmi, my poluqim al~ternativnoe opisanie verxin s pomow~¸ liniæ proteka¸wih skvoz~ uzly rexetki. Tak kak grani rexetki mogut nahodit~sØ lix~ v

36 N. M. BOGOLıBOV dvuh sostoØniØh, s linieæ ili bez nee, to suwestvuet vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu dopustimymi konfiguraciØmi strelok na rexetke i grafami liniæ – naborami rexetoqnyh puteæ.

Ris. 1. Qetyre dopustimyh verxiny v vide konfiguraciæ

strelok i liniæ.

DlØ odnorodnoæ modeli verxinnye vesa ω ne zavisØt ot poloßeniØ uzla rexetki, i statistiqeskaØ summa ravna Z(ω_a, ω_b, ω_c) = ∑ ω^{la}_a ω^{lb}_b ω^{lc}_c , (1) gde summirovanie vedetsØ po vsem dopustimym konfiguraciØm strelok na rexetke, a ω_a , ω_b i ω_c est~ vesa sootvetstvu¸wih verxin. Dopustimye konfiguracii zavisØt ot naloßennyh graniqnyh usloviæ, kotorye opredelØ¸tsØ napravleniem strelok na granice rexetki. Qislo verxin tipa (a), (b), (c) v kaßdoæ konfiguracii ravno l^a, l^b, l^c. DlØ neodnorodnoæ modeli verxinnye vesa zavisØt ot poloßeniØ uzla rexetki.

Rassmotrim model~ na 2N ×(M +1) kvadratnoæ rexetke so sledu¸wimi graniqnymi usloviØmi: vse strelki na pravoæ i levoæ granice napravleny nalevo, verhnie i nißnie strelki pervyh N kolonok (sqitaØ sleva) napravleny vnutr~, a verhnie i nißnie strelki poslednih N kolonok napravleny narußu. Dannye usloviØ my budem nazyvat~ fiksirovannymi graniqnymi usloviØmi.

DlØ togo qtoby pereqislit~ vse vozmoßnye konfiguracii strelok, znaqitel~no udobnee ispol~zovat~ opisanie modeli v terminah liniæ i predstavlØt~ dopustimye konfiguracii kak nabory rexetoqnyh puteæ. Put~ naqinaetsØ v odnoæ iz N nißnih levyh verxin i zaverxaetsØ v odnoæ iz N verhnih pravyh i vsegda idet na vostok ili sever. Puti ne soprikasa¸tsØ, priqem, neskol~ko posledovatel~nyh xagov dopustimy v vertikal~- nom napravlenii i lix~ odin xag v gorizontal~nom. Tipiqnyæ

QETYREHVERXINNA˚ MODEL^ 37 nabor puteæ izobraßen na (Ris. 2). Dlina puti ravna N +M . Qislo verxin tipa (c) v dopustimom puti ravno 2N , tak kak lix~ odin posledovatel~nyæ xag razrexen v gorizontal~nom napravlenii, sledovatel~no qislo verxin tipa (b) ravno M − N + 1. �to oznaqaet, qto qislo verxin tipa (c) i (b) v nabore puteæ ravno sootvetstvenno l^c = 2N^2 i l^b = l^a = N (M − N + 1).

Ris. 2. TipiqnaØ konfiguraciØ dopustimyh rexetoqnyh puteæ

na rexetke s fiksirovannymi graniqnymi usloviØmi.

StatistiqeskaØ summa modeli s fiksirovannymi graniqnymi usloviØmi daetsØ sledu¸wim vyraßeniem

Z(ω_a, ω_b, ω_c) = (ω_aω_b)^{N(M−N+1)}ω^{2N 2}_c S(N, M ), (2)

gde qerez S(N, M ) oboznaqeno qislo vseh dopustimyh konfiguraciæ rexetoqnyh puteæ.

DlØ togo qtoby vyqislit~ S(N, M ), rassmotrim model~ na numerovannoæ 2N × (M + 1) kvadratnoæ rexetke. Esli pervye N kolonok rexetki ime¸t nomera (−N, . . . , −1), a poslednie

(1, . . . , N ), esli nißnØØ stroka imeet nomer 0, a verhnØØ M , to-

gda put~ s nomerom m idet iz verxiny (−N + m − 1; 0) k verxine

(m; M ), 1 ≤ m ≤ N .

Kaßdyæ nabor dopustimyh rexetoqnyh puteæ moßet byt~ predstavlen v vide matricy π_{ij} razmernosti N ×N . Put~ s nomerom m sootvetstvuet m-toæ kolonke fftoæ matricy s matriqnymi fflementami π_{jm} ravnymi qislu Øqeek v posledu¸wih kolonkah

38 N. M. BOGOLıBOV j rexetki (naqinaØ s pravoæ) pod m-tym putem. Matrica π = 6 4 3 5 3 1 2 1 0 (3) sootvetstvuet naboru puteæ na (Ris. 4).

Nabor π_{ij} neotricatel~nyh celyh qisel, raspoloßennyh v porØdke nestrogogo ubyvaniØ po indeksam i i j (i, j = 1, 2, . . .), nazyvaetsØ ploskim razbieniem π [15]. Qisla π_{ij} nazyva¸tsØ qastØmi ploskogo razbieniØ. U ploskogo razbieniØ est~ trehmernaØ diagramma, predstavlØ¸waØ mnoßestvo stolbcov iz ediniqnyh kubov - trehmernaØ diagramma ınga. Qislo |π| = ∑ π_{ij} nazyvaetsØ ee ob¨emom ili vesom ploskogo razbieniØ. Vysota kolonki s koordinatami (i, j) ravna qasti ploskogo razbieniØ

π_{ij}. Esli i ≤ r, j ≤ s i π_{ij} ≤ t dlØ vseh qasteæ ploskogo razbie-

niØ, to takoe ploskoe razbienie nazyvaetsØ ploskim razbieniem, zakl¸qennym vnutri Øwika so storonami r, s, t. Esli pri fftom

π_{ij} > π_{i+1j}, t.e. esli qasti ploskogo razbieniØ ubyva¸t vdol~

kaßdogo stolbca, to takoe π nazyvaetsØ strogim po stolbcam ploskim razbieniem. Ploskoe razbienie π s qastØmi, ubyva¸- wimi kak po stolbcam, tak i po strokam (π_{ij} > π_{i+1j} i π_{ij} > π_{ij+1}), budem nazyvat~ strogim razbieniem. Esli s = r, to fflement π_{11} strogogo razbieniØ π_{ij} udovletvorØet uslovi¸ π_{11} ≥ 2r − 2. Proizvol~noe ploskoe razbienie π_{ij}, zakl¸qennoe v Øwik so storonami r × r × t, moßet byt~ preobrazovano v strogoe ploskoe razbienie v Øwike so storonami r × r × (t + 2r − 2), esli dobavit~ k nemu razbienie opredelØemoe r × r matriceæ

π_{spp} = 2r − 2 2r − 3 · · · r − 1 2r − 3 2r − 4 · · · r − 2 . . . . . . r − 1 r − 2 · · · 0 , kotoraØ sootvetstvuet minimal~nomu strogomu razbieni¸. Ob¨- em strogogo ploskogo razbieniØ vyraßaetsØ qrez ob¨em sootvetstvu¸wego ploskogo razbieniØ: |π_{spp}| = |π| + N^2(N − 1). (4) Ploskoe razbienie v Øwike so storonami r ×s×t ffkvivalentno ukladke poluregulØrnogo xestiugol~nika ediniqnymi rombami

QETYREHVERXINNA˚ MODEL^ 39

Ris. 3. Tri tipa ediniqnyh rombov.

s uglami^π_3 i^{2π}_3 (Ris. 5). V rassmatrivaemom sluqae dopustimye ukladki predstavlØ¸t soboæ proekci¸ strogih trehmernyh diagramm ınga s gradientnymi liniØmi. TrehmernaØ diagramma ınga, kotoraØ sootvetstvuet ploskomu razbieni¸ (3), izobraßena na (Ris. 4).

Ris. 4. Strogoe ploskoe razbienie s gradientnymi liniØmi.

Po postroeni¸ S(N, M ) v (2) est~ qislo strogih ploskih razbieniæ v Øwike so storonami N × N × M ili qislo ploskih razbieniæ v Øwike so storonami N ×N ×(M −2N +2) sootvetstvenno. Soglasno formule MakMagona, qislo ploskih razbieniæ v Øwike so storonami N × N × M ravno A(N, M ) = ∏ 1≤j,k≤N M + j + k − 1 j + k − 1 . (5)

Sledovatel~no, S(N, M ) = A(N, M + 2N − 2) = ∏ 1≤j,k≤N M − j − k + 3 j + k − 1 , (6)

40 N. M. BOGOLıBOV i statistiqeskaØ summa odnorodnoæ modeli (2) ravna

Z(ω_a, ω_b, ω_c) = (ω_aω_b)^{N(M−N+1)}ω^{2N 2}_c ∏ 1≤j,k≤N M − j − k + 3 j + k − 1 . (7)

V sluqae neodnorodnoæ modeli verxinnye vesa ω_a, ω_b i ω_c zavisØt ot poloßeniØ uzla rexetki. My rassmotrim model~, v kotoroæ vesa zavisØt tol~ko ot nomera kolonki. Esli pervye N kolonok ime¸t nomera (−N, . . . , −1), a poslednie (1, . . . , N ) sootvetstvenno, togda statistiqeskaØ summa modeli ravna Z({ω_a}, {ω_b}, {ω_c}) = ∑^{−N}∏ k=−1 (ω_a)^{lak}_k (ω_b)^{lbk}_k (ω_c)^{lck}_k N∏ j=1 (ω_a)^{laj}_j (ω_b)^{lbj}_j (ω_c)^{lcj}_j . (8) Esli poloßit~

(ω_a)_j = v^{−1}_{−j} , (ω_b)_j = v_{−j} ; −N ≤ j ≤ −1,

(ω_a)_j = u^{−1}_j , (ω_b)_j = u_j ; 1 ≤ j ≤ N,

(ω_c)_j = 1, (9) to Z({ω_a}, {ω_b}, {ω_c}) = ∑^{−N}∏ k=−1 v^{lbk −lak} −k N−1∏ j=0 u^{lbj −laj}_j . (10) Statistiqesku¸ summu moßno vyqislit~ v Øvnom vide, esli vybrat~ verxinnye vesa v sledu¸wem vide

v_j = q^{− j2} , u_j = q^j

�1_2 , (11)

gde q = e^{−ν} (ν > 0) ffto Bol~cmanovskiæ ves. V dannoæ parametrizacii statistiqeskaØ summa neodnorodnoæ modeli modeli (10) primet vid Z(q) = ∑ q �NP_{k=�1 k2 (lak −lbk )+} NP_{j=1 j�12 (laj −lbj ), (12)} gde summirovanie vedetsØ po vsem dopustimym naboram rexetoqnyh puteæ. Ob¨em trehmernoæ strogoæ diagrammy ınga v Øwike so storonami N × N × M vyqislØetsØ po sootvetstvu¸wemu eæ naboru rexetoqnyh puteæ po formule [28]: |π| = N^2M 2 + −N∑ k=−1 k 2 (l^a_k − l^b_k) + N∑ j=1 j − 1 2 (l^a_j − l^b_j ).

QETYREHVERXINNA˚ MODEL^ 41 S pomow~¸ fftoæ formuly statistiqesku¸ summu modeli s verxinnymi vesami, opredelennymi parametrizacieæ (11), moßno zapisat~ v sledu¸wem vide Z(q) = q^{− N2 M2} ∑ spp q^{|π|} = q^{− N2 M2} S_{spp}(q|N, M ), (13) gde summirovanie vedetsØ po vsem strogim ploskim razbieniØm v Øwike so storonami N × N × M . FunkciØ S_{spp}(q|N, M ), ØvlØetsØ statistiqeskoæ summoæ trehmernyh strogih diagramm ınga, pomewennyh v Øwik so storonami N × N × M , pri uslovii, qto kaßdomu ediniqnomu kubu stavitsØ v sootvetstvie bol~cmanovskiæ ves q. �tu funkci¸ moßno takße rassmatrivat~ kak proizvodØwu¸ funkci¸ strogih ploskih razbieniæ. Formula (4) pozvolØet vyrazit~ proizvodØwu¸ strogih razbieniæ qerez proizvodØwu¸ funkci¸ ploskih razbieniæ S_{spp}(q|N, M ) = q^{N 2 (N−1)}S_{pp}(q|N, M − 2N + 2). (14) Formula MakMagona dlØ proizvodØweæ funkcii ploskih razbieniæ v Øwike so storonami N × N × M̃ imeet vid [16]: S_{pp}(q|N, M̃) = ∏ 1≤j,k≤N 1 − q^{M̃−1+j+k} 1 − q^{j+k−1} . (15)

Poloßiv M̃ = M − 2N + 2, poluqim, qto S_{spp}(q|N, M ) = q^{N 2 (N−1)} ∏ 1≤j,k≤N 1 − q^{M+3−j−k} 1 − q^{j+k−1} . (16)

Otvet dlØ odnorodnoæ modeli (6) poluqaetsØ iz (16) v predele q → 1. Rassmotrim teper~ model~ na rexetke s periodiqeskimi graniqnymi usloviØmi. �to oznaqaet, qto na rexetke s (M + 1) gorizontal~nymi i L vertikal~nymi liniØmi kraænie strelki na l¸boæ linii napravleny v odnu storonu (Ris. 5).

My ograniqimsØ sluqaem, kogda (M + 1) i L qetny. V qetyrehverxinnoæ modeli qislo strelok, napravlennyh napravo ili nalevo v posledu¸wih stolbcah rexetki, sohranØetsØ. �to oznaqaet, qto qislo verxin tipa (c) na kaßdoæ vertikal~noæ linii sohranØetsØ i ravno l_c = 2n, gde n ffto qislo strelok, napravlennyh napravo v primyka¸wem stolbce.

42 N. M. BOGOLıBOV

Ris. 5. TipiqnaØ konfiguraciØ rexetoqnyh puteæ na rexetke

s periodiqeskimi graniqnymi usloviØmi.

StatistiqeskaØ summa (1) odnorodnoæ modeli na periodiqeskoæ rexetke razmernosti (M + 1) × L s fiksirovannym qislom strelok, napravlennyh napravo, i verxinnymi vesami ω_a =

e^{−ν} , ω_b = e^ν i ω_c = 1 ravna

Z_n(ν) = ∑ e^{ν(lb −la)}, (17) gde summirovanie vedetsØ po vsem dopustimym konfiguraciØm strelok na rexetke s periodiqeskimi graniqnymi usloviØmi ili po sootvetstvu¸wem naboram rexetoqnyh puteæ (Ris. 5).

QetyrehverxinnaØ model~ s periodiqeskimi graniqnymi usloviØmi ffkvivalentna modeli sluqaænyh ukladok [3, 4]. Ukladki proizvodØtsØ naborom, sostoØwim iz plitok treh vidov: dvuh parallelogrammov i kvadrata (Ris. 6).

Ris. 6. Plitki i ih Bol~cmanovskie vesa.

Ostrye ugly parallelogrammov ravny 45^o a dliny ih diagonal~nyh storon ravny storonam kvadrata. �ti plitki mogut byt~ uloßeny na tor sluqaænym obrazom pri uslovii, qto oni ne nakryva¸t drug druga i meßdu nimi net weleæ. Verxinnye vesa ω_a = e^{−ν} , ω_b = e^ν pripisyva¸tsØ parallelogrammam, a ves

QETYREHVERXINNA˚ MODEL^ 43

Ris. 7. Sootvetstvie verxin qetyrehverxinnoæ modeli i sto-

ron plitok.

ω_c = 1 kvadratu. Vzaimnoodnoznaqnoe sootvetstvie meßdu ver-

xinami (Ris. 1) i storonami plitok pokazano na (Ris. 7).

Ukladka, sootvetstvu¸waØ konfiguracii strelok na rexetke (Ris. 5) predstavlena na (Ris. 8)

Sohranenie qisla verxin tipa c v kaßdoæ kolonke v verxinnoæ modeli sootvetstvuet sohraneni¸ qisla kvadratov (toqek) v kolonkah modeli ukladok.

Ris. 8. TipiqnaØ ukladka v periodiqeskom sluqae.

Kogda 2n = M + 1 (l_a = l_b = 0), to tor pokryt kvadratami (Ris. 9), a kogda n = 0 (l_c = 0), to tor pokryvaetsØ parallelogrammami (Ris. 9). DlØ nulevogo himiqeskogo potenciala μ = 0 statistiqeskaØ summa (1) ravna qislu vozmoßnyh pokrytiæ tora s fiksirovannym qislom kvadratov n v kolonkah. DlØ n = 0 suwestvuet 2^L razliqnyh variantov pokrytiæ, a dlØ 2n = M + 1 suwestvuet lix~ dva sposoba pokryt~ tor. StatistiqeskaØ summa modeli ukladok daetsØ formuloæ (17), v kotoroæ summirovanie provoditsØ po vsem vozmoßnym ukladkam s fiksirovannym qislom kvadratov v kolonkah. StatistiqeskaØ summa qetyrehverxinnoæ modeli i sootvetstvu¸weæ modeli ukladok budet

44 N. M. BOGOLıBOV

Ris. 9. Pokrytie tora kvadratami (A) i parallelogrammami

(V).

vyqislena metodom algebraiqeskogo anzaca Bete.

III. Rexenie modeli

DlØ togo qtoby primenit~ KMOZ dlØ issledovaniØ dannoæ modeli, my vospol~zuemsØ spinovym opisaniem modeli. Kaßdomu vertikal~nomu i kaßdomu gorizontal~nomu rebru rexetki stavitsØ v sootvetstvie lokal~noe prostranstvo C^2. SostoØniØ so spinom vverh i spinom vniz obrazu¸t estestvennyæ bazis v fftom prostranstve. SostoØnie so spinom vverh na vertikal~nom rebre sootvetstvuet strelke, napravlennoæ vverh, a sostoØnie so spinom vniz strelke, napravlennoæ vniz. SostoØnie so spinom

vverh na i-tom gorizontal~nom rebre ( 1 0 ) i ≡ | ←⟩_i sootvetstvu-

et strelke, napravlennoæ nalevo, a sostoØnie so spinom vverh ( 0 1 ) i ≡ | →⟩_i strelke, napravlennoæ napravo. Vspomogatel~nym

prostranstvom my budem nazyvat~ prostranstvo, associirovannoe so vsemi vertikal~nymi rebrami rexetki V = (C^2)^{⊗N} , a kvantovym – prostranstvo, associirovannoe so vsemi gorizontal~nymi rebrami rexetki H = (C^2)^{⊗N} V kaßdom uzle rexetki v prostranstve V ⊗ H deæstvuet operator. �tot operator, deæstvu¸wiæ netrivial~no tol~ko v lokal~nom vspomogatel~- nom C^2 i lokal~nom kvantovom C^2 prostranstvah, nazyvaetsØ Loperatorom.

L-operator qetyrehverxinnoæ modeli imeet vid L(n|u) = ( L_{11}(n|u) L_{12}(n|u) L_{21}(n|u) L_{22}(n|u) ) = ( −ue_n σ^−_n σ^+_n u^{−1}e_n ) , (18)

gde parametr u ∈ C, σ^{z,±} ffto matricy Pauli, a proektor na sostoØnie so spinom vverh e =^1_2 (σ^z + 1). Matrica s podstroqnym

QETYREHVERXINNA˚ MODEL^ 45 indeksom n deæstvuet netrivial~no tol~ko v n-tom kvantovom prostranstve: s_n = I ⊗ . . . ⊗ I ⊗ s ⊗ I ⊗ . . . ⊗ I. OperatornoznaqnaØ matrica (18) udovletvorØet spleta¸wemu sootnoxeni¸ R(u, v) (L(n|u) ⊗ L(n|v)) = (L(n|v) ⊗ L(n|u)) R(u, v), (19) v kotorom R(u, v) ffto 4 × 4 matrica ravnaØ R(u, v) = f(v, u) 0 0 0 0 g(v, u) 1 0 0 0 g(v, u) 0 0 0 0 f(v, u)

(20) gde f(v, u) = u^2 u^2 − v^2 , g(v, u) = uv u^2 − v^2

. (21)

Vertikal~naØ matrica monodromii opredelØetsØ kak proizvedenie L-operatorov T (u) = L(M |u)L(M − 1|u) . . .L(0|u) = ( A(u) B(u) C(u) D(u) ) (22)

Kommutacionnye sootnoxeniØ matriqnyh fflementov matricy monodromii zada¸tsØ toæ ße R-matriceæ (20) R(u, v) (T (u) ⊗ T (v)) = (T (v) ⊗ T (u)) R(u, v), (23) naibolee vaßnymi iz kotoryh ØvlØ¸tsØ: C(u)B(v) = g(u, v) {A(u)D(v) − A(v)D(u)} , A(u)B(v) = f(u, v)B(v)A(u) + g(v, u)B(u)A(v), D(u)B(v) = f(v, u)B(v)D(u) + g(u, v)B(u)D(v), [B(u), B(v)] = [C(u), C(v)] = 0. (24)

Matrica perehoda τ (u) opredelØetsØ kak sled matricy monodromii vo vspomogatel~nom prostranstve

τ (u) = trT (u) = A(u) + D(u). (25)

Ravenstvo (23) oznaqaet, qto [τ (u), τ (v)] = 0 pri proizvol~nyh znaqeniØh parametrov u, v.

L-operator (18) udovletvorØet sootnoxeni¸ e^{ζσzn} L(n|u)e^{−ζσzn} = e^{− ζ2 σz} L(n|u)e^{ζ2 σz} , (26)

46 N. M. BOGOLıBOV gde ζ ffto proizvol~nyæ parametr. Iz fftogo ravenstva i iz opredeleniØ matricy monodromii (22) sleduet, qto e^{ζSz} T (u)e^{−ζSz} = e^{−ζσz} T (u)e^{ζσz} , (27) gde S^z =^1_2^M ∑ i=0 σ^z_i ØvlØetsØ operatorom z-komponenty polnogo spi-

na. Ravenstva

S^z B(u) = B(u) (S^z − 1) , S^z C(u) = C(u) (S^z + 1) ,

(28)

ØvlØ¸tsØ sledstviem sootnoxeniØ (27) i oznaqa¸t, qto operator B(u) ponißaet polnyæ spin sistemy, a operator C(u) povyxaet ego. Iz ravenstva (27) sleduet kommutativnost~

[τ (u), S^z] = 0. (29)

ProizvodØwim vektorom kvantovogo prostranstva H ØvlØetsØ sostoØnie so vsemi spinami napravlennymi vverh | ⇐⟩ = ⊗^M_{i=0}| ←⟩_i = ⊗^M_{i=0} ( 1 0 ) i . (30)

Dannyæ vektor uniqtoßaetsØ operatorom C(u) C(u)| ⇐⟩ = 0, (31) i ØvlØetsØ sobstvennym vektorom operatorov A(u) i D(u), A(u)| ⇐⟩ = α(u)| ⇐⟩; D(u)| ⇐⟩ = δ(u)| ⇐⟩, (32) s sobstvennymi znaqeniØmi

α(u) = (−u)^{M+1}, δ(u) = (u^{−1})^{M+1}. (33)

Polnyæ spin proizvodØwego vektora raven^1_2 (M + 1): S^z | ⇐⟩ = 1 2 (M + 1)| ⇐⟩. (34)

Odnim iz osnovnyh ob¨ektov dal~neæxego rassmotreniØ budet sostoØnie, poluqennoe posledovatel~nym deæstviem operatorov

B(u) na sostoØnie | ⇐⟩:

|Ψ_n(u_1, u_2, . . . , u_N )⟩ = N∏ i=1 B(u_i)| ⇐⟩. (35)

QETYREHVERXINNA˚ MODEL^ 47 Iz ravenstva (28), sleduet, qto polnyæ spin fftogo vektora raven S^z N∏ i=1 B(u_i)| ⇐⟩ = 1 2 (M + 1 − 2N ) N∏ i=1 B(u_i)| ⇐⟩. (36) SoprØßennyæ k (35) vektor opredelØetsØ kak ⟨Ψ_n(u_1, u_2, . . . , u_N )| = ⟨⇐ | N∏ i=1 C(u_i). (37)

Legko proverit~, qto ⟨⇐ |B(u) = 0.

Matriqnye fflementy vvedennogo L-operatora (18) moßno predstavit~ v vide toqek s primyka¸wimi strelkami (Ris. 2).

Ris. 10. Verxinnoe predstavlenie matriqnyh fflementov L-

operatora.

Matriqnyæ fflement L_{11}(n|u) sootvetstvuet verxine (1) (Ris. 2), gde toqkoæ oboznaqen operator −ue_n, deæstvu¸wiæ v lokal~nom kvantovom prostranstve. Edinstvennyæ nenulevoæ fflement fftogo operatora_n⟨← | − ue_n| ←⟩_n opredelØet verxinu (b) (Ris. 1) s vesom −u. Matriqnyæ fflement L_{22}(n|u) sootvetstvuet verxine (2) (Ris. 2) s toqkoæ oboznaqa¸weæ operator

u^{−1}e_n, ime¸wim nenulevoæ fflement_n⟨← |u^{−1}e_n| ←⟩_n, kotoryæ

opredelØet verxinu (a) (Ris. 1) s vesom u^{−1}. Matriqnye fflementy L_{12}(n|u) = σ^−_n i L_{21}(n|u) = σ^+_n sootvetstvu¸t verxinam (3) i (4) (Ris. 2), a nenulevye matriqnye fflementy fftih operatorov

n⟨→ |σ^−_n | ←⟩_n i_n⟨← |σ^+_n | →⟩_n opredelØ¸t verxiny (c) (Ris. 1) s

vesom ravnym edinice.

Matriqnye fflementy matricy monodromii (22) vyraßa¸tsØ qerez summy po vsem vozmoßnym konfiguraciØm strelok na odnomernoæ rexetke s M +1 uzlami (Ris. 3). Naprimer, operato-

ru B(u) =^2 ∑ k_M ,... ,k_1=1 L_{1kM} (M |u)L_{kM kM}�_1 (M − 1|u) . . . L_{k12}(0|u) soot-

vetstvu¸t graniqnye usloviØ, kogda verhnØØ i nißnØØ strelki

48 N. M. BOGOLıBOV napravleny narußu (konfiguraciØ (B)). Operatoru C(u) sootvetstvu¸t graniqnye usloviØ, kogda verhnØØ i nißnØØ strelki napravleny vnutr~ (konfiguraciØ (C)). Operatoram A(u) i

D(u) sootvetstvu¸t graniqnye usloviØ, kogda verhnØØ i nißnØØ

strelki napravleny v odnom napravlenii (konfiguracii (A) i (D)).

Ris. 11. Grafiqeskoe predstavlenie matriqnyh fflementov ma-

tricy monodromii.

Naprimer, na rexetke, sostoØweæ iz treh uzlov, operator

B(u) = −u^2e_2e_1σ^−_0 − e_2σ^−_1 e_0 + σ^−_2 σ^+_1 σ^−_0 − u^{−2}σ^−_2 e_1e_0, a ego grafi-

qeskoe predstavlenie izobraßeno na (Ris. 12).

Ris. 12. Grafiqeskoe predstavlenie operatora B(u).

IV. Fiksirovannye graniqnye usloviØ

V fftom razdele my vyqislim statistiqesku¸ summu neodnorodnoæ qetyrehverxinnoæ modeli na rexetke s fiksirovannymi graniqnymi usloviØmi. Rassmotrim skalØrnoe proizvedenie vektorov sostoØniØ (35) i (37) W (u_1, . . . , u_N ; v_1, . . . , v_N ) = ⟨⇐ |C(v_1) . . . C(v_N )B(u_1) . . . B(u_N )| ⇐⟩, (38) gde {u} i {v} ffto nabory nezavisimyh parametrov. My moßem predstavit~ matriqnye fflementy skalØrnogo proizvedeniØ (38)

QETYREHVERXINNA˚ MODEL^ 49 kak dvumernu¸ kvadratnu¸ rexetku razmernosti 2N × (M + 1). Pervye N vertikal~nyh liniæ rexetki associiru¸tsØ s operatorami C(v_j ), a poslednie N vertikal~nyh liniæ s operatorami B(u_j ). Gorizontal~nye linii associiru¸tsØ s lokal~nymi kvantovymi prostranstvami, priqem liniØ s nomerom i sootvetstvuet kvantovomu prostranstvu s indeksom i. Iz grafiqeskogo predstavleniØ operatorov B(u) i C(u) sleduet, qto matriqnyæ fflement (38) raven summe vseh dopustimyh konfiguraciæ strelok (ili rexetoqnyh puteæ) na rexetke s fiksirovannymi graniqnymi usloviØmi (Ris. 4):

W (u_1, . . . , u_N ; v_1, . . . , v_N ) = ∑^{−N}∏ k=−1 (−v_{−k})^{lbk} (v^{−1}_{−k})^{lak} N∏ j=1 (−u_j )^{lbj} (u^{−1}_j )^{laj}

= (−1)^{MN} ∑^{−N}∏ k=−1 v^{lbk −lak} −k N∏ j=1 u^{lbj −laj}_j . (39) SravnivaØ ffto vyraßenie s (10), poluqim, qto statistiqeskaØ summa neodnorodnoæ qetyrehverxinnoæ modeli proporcional~- na matriqnomu fflementu (39) Z({ω_a}, {ω_b}, {ω_c}) = (−1)^{MN} W (u_1, . . . , u_N ; v_1, . . . , v_N ). (40) Podstanovka parametrizacii (11) v (39) privodit k Z(q) = (−1)^{NM} W (q^{− 12} , . . . , q^{− N2} ; 1, . . . , q^N �1_2 ) ≡ (−1)^{NM} W_q(N, M ), (41) gde Z(q) ffto statistiqeskaØ summa (13).

SkalØrnoe proizvedenie (38) pri proizvol~nom znaqenii parametrov u_j, v_j vyqislØetsØ s pomow~¸ perestanovoqnyh sootnoxeniæ (24) [14, 28] i ravno:

W (u_1, . . . , u_n; v_1, . . . , v_n) = (−1)^{MN} ∏ j>k v_j v_k v^2_k − v^2_j ∏ l>m u_lu_m u^2_l − u^2_m det H, (42) gde matriqnye fflementy N × N matricy H ravny H_{jk} = {( u_k v_j )_{M−N+2} − ( u_k v_j )_{−M+N−2}} × 1 u_k v_j − (_{uk} v_j )_{−1} . (43)

50 N. M. BOGOLıBOV

Formuly (42), (43) ØvlØ¸tsØ rexeniem neodnorodnoæ qetyrehverxinnoæ modeli i da¸t predstavlenie ee statistiqeskoæ summy v vide opredelitelØ.

Podstanovka parametrizacii (11) preobrazuet predstavlenie (42) v W_q(N, M ) = (−1)^{NM+ N(N} �1)_2 ∏ j>k ( q^j �k_2 − q^{− j} �k_2 )^{−2}

det Q, (44)

s matriqnymi fflementami Q ravnymi Q_{jk} = s^{k+j} �1_2 − s^{− k+j} �1_2 q^{k+j} �1_2 − q^{− k+j} �1_2 , (45)

gde s = q^{M−N+2}. Opredelitel~ matricy Q vyqislØetsØ [10] i raven

det Q =

= (−1)^{N(N}

�1)_2 ∏ j>k ( q^j �k_2 − q^{− j} �k_2 )^2 ∏ 1≤j,k≤N s^{12} q^j

�k_2 − s^{− 12} q^{− j} �k_2 q^{k+j} �1_2 − q^{− k+j} �1_2 .

(46) Podstanovka fftogo vyraßeniØ v (44) daet

W_q(N, M ) = (−1)^{NM} q^{− N22 (M+2−2N)} ∏ 1≤j,k≤N 1 − q^{M−N+2+j−k} 1 − q^{k+j−1} = (−1)^{NM} q^{− N22 (M+2−2N)} ∏ 1≤j,k≤N 1 − q^{M+3−j−k} 1 − q^{k+j−1} . StatistiqeskaØ summa (41) ravna sootvetstvenno (13), a (−1)^{NM} W_q(N, M ) = q^{− N2M2} S_{spp}(q|N, M ) (16). V. Periodiqeskie graniqnye usloviØ

Rassmotrim teper~ model~ na rexetke s periodiqeskimi graniqnymi usloviØmi. �to oznaqaet, qto na rexetke s (M + 1) gorizontal~nymi i L vertikal~nymi liniØmi graniqnye strelki na l¸boæ linii napravleny v odnu storonu.

QETYREHVERXINNA˚ MODEL^ 51 StatistiqeskaØ summa (1) odnorodnoæ modeli na periodiqeskoæ rexetke razmernosti (M + 1) × L s fiksirovannym qislom strelok, napravlennyh napravo, i verxinnymi vesami ω_a =

e^{−ν} , ω_b = e^ν i ω_c = 1 ravna

Z_n(ν) = ∑ e^{ν(lb −la)}, (47) gde summirovanie vedetsØ po vsem dopustimym konfiguraciØm strelok na rexetke s periodiqeskimi graniqnymi usloviØmi ili po sootvetstvu¸wim naboram rexetoqnyh puteæ (Ris. 6).

Rassmotrim sled matricy perehoda v kvantovom prostranstve (25):

Tr τ^L(u) = Tr (A(u) + D(u))^L = ∑ ⟨m_1, . . . , m_n| (A(u) + D(u))^L |m_1, . . . , m_n⟩. (48) Qerez |m_1, . . . , m_n⟩ oboznaqeno sostoØnie s n spinami, napravlennymi vniz v uzlah m_1, . . . , m_n, i s M + 1 − n spinami, napravlennymi vverh v drugih uzlah, a summirovanie vedetsØ po polnomu naboru sostoØniæ |m_1, . . . , m_n⟩ v kvantovom prostranstve H. Sohranenie qisla n est~ sledstvie kommutativnosti operatora tret~eæ komponenty polnogo spina i matricy perehoda (29). Tak kak τ^L(u) ØvlØetsØ proizvodØweæ funkcieæ razliqnyh kombinaciæ operatorov A i D, to ee sled (48) predstavlØet soboæ summu po vsem dopustimym konfiguraciØm verxin (a), (b), (c) s vesami ω_a = δ(u), ω_b = α(u), ω_c = 1 (33) na periodiqeskoæ rexetke razmernosti (M + 1) × L

Tr τ^L(u) = ∑ (−u)^{lb} (u^{−1})^{la} . (49)

SravnivaØ ffto vyraßenie s (47), my poluqim sledu¸wee predstavlenie dlØ statistiqeskoæ summy

Z_n(ν) = e^{−i π2 (M+1−2n)L}T r_nτ^L(−ie^ν ), (50)

gde my poloßili u = −ie^ν .

DlØ togo qtoby vyqislit~ ffto vyraßenie, neobhodimo rexit~ zadaqu na sobstvennye znaqeniØ dlØ matricy perehoda τ (u):

τ (u)|Ψ_n(v_1, . . . , v_n)⟩ = Θ_n(u; v_1, . . . , v_n)|Ψ_n(v_1, . . . , v_n)⟩,

S^z |Ψ_n(v_1, . . . , v_n)⟩ = 1 2 (M + 1 − 2n)|Ψ_n(v_1, . . . , v_n)⟩. (51)

52 N. M. BOGOLıBOV Vektor (35) ØvlØetsØ sobstvennym vektorom matricy perehoda, esli parametry v_j udovletvorØ¸t uravneniØm Bete

(v^2_k)^{M+1−n} = (−1)^{n−1}V^{−2}, k = 1, . . . , n.

V^{−2} = n∏ j=1 v^{−2}_j . (52)

Poloßiv v^2_k = e^{ipk} , moßno predstavit~ rexeniØ uravneniæ Bete (52) v vide

p_k = 2πI_k − P M + 1 − n , −π < p_k ≤ π, (53) gde I_n ffto celye ili polucelye qisla v zavisimosti ot togo, ØvlØetsØ li n neqetnym ili qetnym qislom, a polnyæ impul~s

P =^n ∑ j=1 p_j. RexeniØ (53) byli proklassificirovany v rabotah

[32, 33].

Sobstvennoe znaqenie matricy perehoda ravno Θ_n(u; {v}) = e^{i π2 (M+1−2n)} { u^{M+1}V^{−2} + (−1)^nu^{−(M+1−2n)} }^n∏ j=1 1 u^2 − v^2_j . (54) StatistiqeskaØ summa qetyrehverxinnoæ modeli na periodiqeskoæ rexetke (47) opredelØetsØ ravenstvom Z_n(ν) = e^{−i π2 (M+1−2n)L} ∑ {v} Θ^L_n (−ie^ν ; {v}), (55)

gde summirovanie vedetsØ po vsem naboram rexeniæ uravneniæ Bete. Prosteæxee rexenie sootvetstvuet sluqa¸ s n = 0. StatistiqeskaØ summa ravna Z_0(ν) = {2 cosh(M + 1)ν}^L, i Z_0(0) = 2^L. Drugoæ predel~nyæ sluqaæ sootvetstvuet 2n = M + 1. V fftom sluqae suwestvuet lix~ dva nabora rexeniæ. Pervyæ nabor zadaetsØ rexeniØmi (53) s I_k = k−^{n+1}_2 , k = 1, . . . , n i P = 0. Drugoæ nabor zadaetsØ qislami I_k = k −^{n+3}_2 , k = 1, . . . , n, s P = −π. Primenenie ravenstva n∏ k=1 (a − be^{i 2πn k}) = a^n − b^n daet Z M+1_2 (ν) = 2.

QETYREHVERXINNA˚ MODEL^ 53

VI. Priloßenie L-operator xestiverxinnoæ modeli raven L(n|u) = ( −ue^{γσzn} − u^{−1}e^{−γσzn} σ^−_n ( e^{2γ} − e^{−2γ} ) σ^+_n ( e^{2γ} − e^{−2γ} ) ue^{−γσzn} + u^{−1}e^{γσzn} ) (56)

i udovletvorØet spleta¸wemu sootnoxeni¸ (19) s R-matriceæ ravnoæ R̃(u, v) = f̃ (v, u) 0 0 0 0 g̃(v, u) 1 0 0 1 g̃(v, u) 0 0 0 0 f̃ (v, u)

(57) gde f̃ (v, u) = u^2e^{2γ} − v^2e^{−2γ} u^2 − v^2 , g̃(v, u) = uv u^2 − v^2 ( e^{2γ} − e^{−2γ} ) . (58)

Rassmotrim sledu¸wee preobrazovanie L-operatora (56): Ľ(n|u) = e^{xσz}n e^ω2^{σz} L(n|u)e^{− ω}2^{σz} = ( −ue^{(x+γ)σzn} − u^{−1}e^{(x−γ)σzn} e^{(ω+xσzn )}σ^−_n ( e^{2γ} − e^{−2γ} ) e^{(−ω+xσzn )}σ^+_n ( e^{2γ} − e^{−2γ} ) ue^{(x−γ)σzn} + u^{−1}e^{(x+γ)σzn} ) . (59)

�tot L-operator spletaetsØ preobrazovannoæ R-matriceæ Ř(u, v) = ( 1 ⊗ e^{−xσz} ) R̃(u, v) ( 1 ⊗ e^{xσz} ) . (60)

Esli poloßit~ x = ω = γ, to lim_{γ→∞} e^{−2γ}Ľ(n|u) = L(n|u), gde L(n|u) ffto L-operator qetyrehverxinnoæ modeli (18), a Rmatrica (60) v fftom predele perehodit v (20).

Literatura

1. R. Bakster, Toqno rexaemye modeli v statistiqeskoæ mehanike. Mir, M. (1985).

2. E. H. Lieb, F. Y. Wu, Phase Transitions and Critical Phenomena, vol. 1, edited

by C. Domb and M. S. Green, Academic Press, London (1972), 321.

3. W. Li, H. Park, and M. Widom, Finite-size scaling amplitudes in a random tiling

model. — J. Phys. A 23 (1990), L573.

54 N. M. BOGOLıBOV

4. W. Li and H. Park, Logarithmic singularity in the surface free energy near

commensurate-incommensurate transitions. — J. Phys. A 24 (1991), 257.

5. V. E. Korepin, Calculation of norms of Bethe wave functions. — Comm. Math.

Phys. 86 (1982), 391.

6. V. Korepin and P. Zinn-Justin, Thermodynamic limit of the six-vertex model with

domain wall boundary conditions. — J. Phys. A 33 (2000), 7053.

7. N. M. Bogoliubov, A. G. Pronko, and M. B. Zvonarev, Boundary correlation func-

tions of the six-vertex model. — J. Phys. A 35 (2002), 5525.

8. D. Allison and N. Reshetikhin, Numerical study of the 6-vertex model with domain

wall boundary conditions. — Ann. Inst. Fourier (Grenoble) 55 (2005), 1847.

9. O. Syljuåsen and M. Zvonarev, Directed-loop monte carlo simulations of vertex

models. — Phys. Rev. E 70 (2004), 016118.

10. G. Kuperberg, Another proof of the alternating-sign matrix conjecture. — Int.

Math. Res. Not. 1996 (1996), 139.

11. F. Colomo and A. G. Pronko, Square ice, alternating sign matrices, and classical

orthogonal polynomials. — J. Stat. Mech. JSTAT (2005), P01005.

12. P. L. Ferrari and H. Spohn, Domino tilings and the six-vertex model at its free

fermion. — cond-mat/0605406.

13. L. D. Faddeev, Quantum inverse scattering method. — Sov. Sci. Rev. Math. C1

(1980), 107.

14. V. E. Korepin, N. M. Bogoliubov, and A. G. Izergin, Quantum Inverse Scatter-

ing Method and Correlation Functions. Cambridge University Press, Cambridge (1993).

15. I. Makdonal~d, Simmetriqeskie funkcii i mnogoqleny Holla. Mir, M.

(1985).

16. D. M. Bressoud, Proofs and Confirmations. The Story of the Alternating Sign

Matrix Conjecture. Cambridge University Press, Cambridge (1999).

17. G. E. Andrews, The Theory of Partitions. Cambridge University Press, Cambridge

(1998).

18. A. M. Verxik, StatistiqeskaØ mehanika kombinatornyh razbieniæ i ih predel~nye konfiguracii. — Funkc. Anal. Pril. 30 (1996), 19.

19. A. M. Verxik, S. Kerov, Asimptotika mer PlanxerelØ simmetriqeskih grupp i predel~naØ forma diagramm ınga. — Dokl. Akad. Nauk SSSR 233 (1977), 1024.

20. A. Okounkov and N. Reshetikhin, Correlation function of Schur process with appli-

cation to local geometry of a random 3-dimensional Young diagram. — J. American Math. Soc. 16 (2003), 58.

21. R. Rajesh and D. Dhar, An exactly solvable anisotropic directed percolation model

in three dimensions. — Phys. Rev. Lett. 81 (1998), 1646.

22. J. W. Essam and A. J. Guttmann, Vicious walkers and directed polymer networks

in general dimensions. — Phys. Rev. E 52 (1995), 5849.

23. A. J. Guttmann, A. L. Owczarec, and X. G. Viennot, Vicious walkers and Young

tableaux I: without walls. — J. Phys. A: Math. Gen. 31 (1998), 8123.

24. C. Krattenthaler, A. J. Guttmann, and X. G. Viennot, Vicious walkers, friendly

walkers and Young tableaux: II With a wall. — J. Phys. A: Math. Gen. 33 (2000), 8835.

QETYREHVERXINNA˚ MODEL^ 55

25. N. M. Bogol¸bov, XX0 cepoqka Geæzenberga i sluqaænye blußdaniØ. — Zap. Nauqn. Semin. POMI 325 (2005), 13.

26. N. M. Bogol¸bov, Integriruemye modeli dlØ zlovrednyh i drußestvennyh pexehodov. — Zap. Nauqn. Semin. POMI 335 (2006), 59.

27. A. Okounkov, N. Reshetikhin, and C. Vafa, Quantum Calabi-Yau and classical

crystals. hep-th/0309208.

28. N. M. Bogoliubov, Boxed plane partitions as an exactly solvable boson model. —

J. Phys. A 38 (2005), 9415.

29. N. V. Cileviq, Kvantovyæ metod obratnoæ zadaqi dlØ q-bozonnoæ modeli i simmetriqeskie funkcii. — Funkc. Anal. i Pril. 40 (2006), 53.

30. K. Shigechi and M. Uchiyama, Boxed skew plane partition and integrable phase

model. — J. Phys. A: Math. Gen. 38 (2005), 10287.

31. N. M. Bogol¸bov, Pereqislenie ploskih razbieniæ i algebraiqeskiæ anzac Bete. — Teor. Mat. Fiz. 150, (2007) 193.

32. N. I. Abarenkova, A. G. Pron~ko, Temperaturnyæ korrelØtor v absol¸tno anizotropnom XXZ-magnetike Geæzenberga. — Teor. Mat. Fiz. 131 (2002) 288.

33. M. Goden, VolnovaØ funkciØ Bete. Mir, M. (1987).

Bogoliubov N. M. Four-vertex model.

Exactly solvable four-vertex model is considered on a square grid with the different boundary conditions. The application of the Algebraic Bethe Ansatz method allows to calculate the partition function of the model and to establish the connection of the scalar product of the state vectors with the generating function of the column and raw strict boxed plane partitions. The tiling model on a periodic grid is discussed.

Postupilo 18 i¸nØ 2007 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN