Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 346, 2007 g.

V. N. KublanovskaØ

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ ALGEBRY. 11. VYQISLENIE REGUL˚RNOGO SPEKTRA POLINOMIAL^NO` MATRICY

Vvedenie

Stat~Ø posvØwena issledovani¸ svoæstv koneqnogo spektra mnogoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy F (λ) obwego vida. V terminah rexeniæ “determinantnoæ” sistemy nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ (DSNAU) i v terminah nuleæ skalØrnyh polinomov predlagaetsØ klassifikaciØ toqek spektra na regulØrnye (sobstvennye i smexannye), singulØrnye i regulØrno-singulØrnye spektry. Sredi poslednih vydelØ¸tsØ tak nazyvaemye kritiqeskie toqki. Rassmatriva¸tsØ sposoby vyqisleniØ skalØrnyh polinomov, nuli kotoryh obrazu¸t toqki spektra; predlaga¸tsØ algoritmy vyqisleniØ toqek regulØrnogo spektra, osnovannye na razliqnyh vidah faktorizaciæ harakteristiqeskogo polinoma matricy. PrivodØtsØ vektornye harakteristiki, t.e. rexeniØ uravneniØ F (λ)x = 0 v toqkah spektra.

Stat~Ø sostoit iz dvuh paragrafov. V §1 daetsØ opredelenie koneqnogo spektra q-parametriqeskoæ polinomial~noæ matricy, klassifikaciØ toqek spektra v terminah kak rexeniæ DSNAU, tak i v terminah nuleæ skalØrnyh polinomov. V §2 predlaga¸tsØ sposoby vyqisleniØ regulØrnogo spektra, osnovannye na vyqislenii nuleæ harakteristiqeskogo polinoma matricy, zadannogo v vide razliqnyh faktorizaciæ, i rassmatriva¸tsØ sposoby vyqisleniØ drugih skalØrnyh polinomov, nuli kotoryh obrazu- ¸t toqki spektra.

§1. KlassifikaciØ toqek spektra

1.1. Opredelenie koneqnogo spektra

Rabota vypolnena pri podderßke RFFI (grant 05-01-00945). 131

132 V. N. KUBLANOVSKA˚

Pust~ F := F (λ) = F (μ_1, . . . , μ_q) est~ q-parametriqeskaØ polinomial~naØ m × n matrica ranga ρ: F ∈ F^{m×n}_ρ .

Koneqnym spektrom σ[F ] matricy F nazyvaetsØ mnoßestvo toqek affinnogo prostranstva C^q , na kotorom rang matricy men~- xe ee normal~nogo ranga ρ.

V kaßdoæ toqke spektra σ[F ] uravneniØ

F (λ)x = 0 i y^T F (λ) = 0 (1.1)

ime¸t nenulevye pravoe x i levoe y rexeniØ. V dal~neæxem budem rassmatrivat~ tol~ko pravye rexeniØ. Kaßdoe rexenie uravneniØ (1.1) opredelØet spektral~nu¸ paru, kotoraØ sostoit iz toqki spektra σ[F ] i vektora, ØvlØ¸wegosØ rexeniem uravneniØ (1.1) v rassmatrivaemoæ toqke. Toqki spektra budem nazyvat~ skalØrnymi spektral~nymi harakteristikami, a im sootvetstvu¸wie vektory – vektornymi spektral~nymi harakteristikami.

Spektr σ[F ] predstavim v vide ob¨edineniØ treh mnoßestv:

σ[F ] = σ_r[F ] ∪ σ_s[F ] ∪ σ_{rs}[F ], (1.2)

gde σ_r[F ] – regulØrnyæ spektr, σ_s[F ] – singulØrnyæ spektr, a σ_{rs}[F ] – regulØrno-singulØrnyæ spektr matricy F .

Niße v sootvetstvii s razloßeniem (1.2) privoditsØ opredelenie spektra matricy F v terminah rexeniæ determinantnoæ sistemy nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ (DSNAU), a takße v terminah nuleæ skalØrnyh polinomov.

1.2. Spektral~nye harakteristiki matricy F v terminah DSNAU [1, 2]

Toqki koneqnogo spektra σ[F ] opredelØ¸tsØ rexeniØmi sistemy determinantnyh nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ vida

Z[F ] := F ( i_1, . . . , i_ρ j_1, . . . , j_ρ ) = 0, 1 6 i1 < · · · < iρ 6 m, 1 6 j1 < · · · < jρ 6 n.^{(1.3)}

Zdes~ Z[F ] = (z_1[F ], . . ., z_N [F ])^T est~ vektor, komponenty kotoro-

go sut~ vsevozmoßnye minory F ( i_1, . . . , i_ρ j_1, . . . , j_ρ ) porØdka ρ matricy

F . V sootvetstvii s predstavleniem σ[F ] v vide (1.2) zapixem sistemu (1.3) v vide sledu¸wih uravneniæ:

f[F ] := NOD{z_k[F ]}^{k=N}_{k=1} = 0; (1.4)

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ. 11 133

Ẑ[F ] := 1 f[F ] Z[F ] = (ẑ_1[F ], . . ., ẑ_N [F ])^T = 0; (1.5) { f[F ] = 0,

Ẑ[F ] = 0. (1.6)

Nuli harakteristiqeskogo polinoma f[F ] matricy F obrazu- ¸t mnoßestvo toqek regulØrnogo spektra σ_r[F ], tak qto σ_r [F ] est~ mnoßestvo mnogoobraziæ, prinadleßawih (q − 1)-mernym rexeniØm DSNAU (1.3). RexeniØ sistemy (1.5), t.e. sistemy iz vzaimno prostyh polinomov ẑ_k = ẑ_k(λ), k = 1, . . ., N , obrazu- ¸t mnoßestvo toqek singulØrnogo spektra σ_s[F ] matricy F , tak qto σ_s[F ] est~ mnoßestvo mnogoobraziæ, prinadleßawih (q − k)- mernym rexeniØm DSNAU (1.3) pri k > 1. RexeniØ sistemy (1.6) obrazu¸t mnoßestvo toqek regulØrno-singulØrnogo spektra σ_{rs}[F ] matricy F , sostoØwee iz mnogoobraziæ, obrazovannyh pereseqeniem (q − 1)-mernyh i (q − k)-mernyh rexeniæ DSNAU (1.3).

Rassmotrim vektornye spektral~nye harakteristiki matricy F , sootvetstvu¸wie toqkam spektra σ[F ]. DlØ fftogo vvedem v rassmotrenie q-parametriqesku¸ polinomial~nu¸ ρN × ρ matricu A[F ] = [A_1, . . ., A_N ]^T = A(μ_1, . . . , μ_q), det A_k = z_k[F ], k = 1, . . . , N , tak qto vektor Z[F ] iz (1.3) ØvlØetsØ associirovannym vektorom dlØ matricy A[F ]: A_k est~ matrica minora z_k[F ], k = 1, . . . , N . DlØ opredeleniØ pravyh vektornyh harakteristik matricy A[F ] rassmotrim sistemu vida

A[F ]η = 0. (1.7)

Rexenie η_∗ uravneniØ (1.7), vyqislennoe v fiksirovannoæ toqke σ[F ] i udovletvorØ¸wee usloviØm A_∗η_∗ = 0, η_∗ ∈ N_c[A], η_∗ – nenulevoæ svobodnyæ vektor,^1 obrazuet spektral~nu¸ paru (|∗|, η_∗) matricy F . Zvezdoqkoæ oboznaqena rassmatrivaemaØ toqka σ[F ].

DlØ ustanovleniØ prinadleßnosti toqki |∗| spektra k odnomu iz mnoßestv σ_r[F ] ili σ_s[F ] primenØetsØ “ξ-kriteriæ” [3].

1Svobodnym nazyvaetsØ polinomial~nyæ vektor, komponenty kotorogo sut~ vzaimno prostye polinomy.

134 V. N. KUBLANOVSKA˚

Rassmotrim primenenie “ξ-kriteriØ” k matrice F (λ) polnogo ranga. Pust~ F ∈ F^{m×n}_n . Zametim, qto matrica F polnogo stolbcovogo ranga otliqaetsØ ot sootvetstvu¸weæ eæ matricy A[F ] tol~ko naliqiem u A[F ] sovpada¸wih meßdu soboæ strok. Tak qto vse spektral~nye svoæstva matric F i A sovpada¸t.

Soglasno ξ-kriteri¸ vypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii. (1) VyqislØetsØ matrica F (λ) v toqke spektra σ[F ], tip kotoroæ sleduet ustanovit~ (F_∗ := F (∗), zvezdoqkoæ oboznaqena rassmatrivaemaØ toqka spektra). Esli ffta toqka est~ nabor iz q fiksirovannyh parametrov, to F_∗ est~ postoØnnaØ matrica. Esli toqka soderßit svobodnye (spektral~nye) parametry iz mul~tiparametra λ, to F_∗ est~ polinomial~naØ matrica ot svobodnyh parametrov.

(2) NahoditsØ nul~-prostranstvo W_0 matricy F_∗ (W_0 := N_c[F_∗]). OperaciØ (2) moßet byt~ realizovana algoritmom ΔW -q faktorizacii pri q = 0 i q = 1.

(3) VyqislØetsØ polinomial~nyæ vektor ξ(λ) = F (λ)W_0. (4) VyqislØetsØ polinom δ[ξ], t.e. NOD iz komponentov vektora ξ(λ).

Esli δ[ξ] ≠ const, to rassmatrivaemaØ toqka prinadleßit regulØrnomu spektru matricy F . Esli δ[ξ] = const, no rassmatrivaemaØ toqka udovletvorØet SNAU vida ξ(λ) = 0, t.e. ξ_∗ = ξ(∗) est~ nulevoæ vektor, to ffta toqka prinadleßit singulØrnomu spektru matricy F .

1.3. Spektral~nye harakteristiki matricy v terminah skalØrnyh polinomov

Pust~ F ∈ F^{m×n}_ρ , σ[F ] = σ_r[F ] ∪ σ_s[F ] ∪ σ_{rs}[F ]. Rassmotrim strukturu spektra σ[F ] v terminah nuleæ sledu¸wih skalØrnyh polinomov: harakteristiqeskogo polinoma f[F ], nuli kotorogo obrazu¸t regulØrnyæ spektr σ_r[F ]; polinoma f_s[F ] = Ẑ^T Ẑ, nulØm kotorogo prinadleßit singulØrnyæ spektr σ_s[F ], i polinoma f_{rs}[F ] = f^2[F ] + Ẑ^T Ẑ, nulØm kotorogo prinadleßat toqki spektra σ_{rs}[F ].

1.3.1. RegulØrnyæ spektr v terminah nuleæ f[F ]

Predstavim koneqnyæ regulØrnyæ spektr σ_r[F ] v vide

σ_r[F ] = σ_{r1}[F ] ∪ σ_{r2}[F ]. (1.8)

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ. 11 135

Mnoßestvo σ_{r1}[F ] est~ ob¨edinenie sobstvennyh nuleæ harakteristiqeskogo polinoma f[F ]. Mnoßestvo σ_{r1}[F ] budem nazyvat~ sobstvennym regulØrnym spektrom matricy F (λ). KaßdaØ toqka α_∗ ∈ σ_{r1}[F ] est~ zamknutoe neprivodimoe mnogoobrazie, sostoØwee iz q fiksirovannyh parametrov. Uravnenie F (α_∗)x = 0 imeet svoim rexeniem nenulevoæ postoØnnyæ vektor x_∗ (neskol~ko vektorov), udovletvorØ¸wiæ uslovi¸

x_∗ ∈ {N_c[F (α_∗)] \ N_c[F ]_α�}. (1.9)

Paru (α_∗; x_∗), sostoØwu¸ iz fiksirovannoæ toqki α_∗ sobstvennogo spektra σ_{r1}[F ] i vektora x_∗, udovletvorØ¸wego sootnoxeni¸ (1.9), budem nazyvat~ sobstvennoæ spektral~noæ paroæ, α_∗ – sobstvennym znaqeniem, a x_∗ – sobstvennym vektorom matricy F (λ).

Mnoßestvo σ_{r2}[F ] est~ smexannyæ regulØrnyæ spektr matricy F i sostoit iz ob¨edineniØ smexannyh nuleæ harakteristiqeskogo polinoma matricy F urovneæ l (l = 1, . . ., r). KaßdaØ toqka σ_{r2}[F ] est~ nabor iz zamknutyh neprivodimyh mnogoobraziæ, qislo kotoryh opredelØet uroven~, kotoromu ona prinadleßit. Toqka σ_{r2}[F ] urovnØ l imeet ili vid γ^{(l+1)}∗ = (α^{(l+1)}∗ , β^{(l)}∗ , . . . , β^{(0)}∗ ), t.e. ØvlØetsØ toqkoæ polnogo smexannogo spektra σ_{r2}[F ], ili vid ^γ^{(l)}_∗ = ( ^β^{(l)}_∗ , β^{(l−1)}_∗ , . . . , β^{(0)}_∗ ), t.e. ØvlØetsØ toqkoæ nepolnogo smexannogo spektra σ_{r2}[F ].

Mnogoobrazie γ^{(l+1)}_∗ est~ nabor iz q fiksirovannyh parametrov, kotoryæ ØvlØetsØ nulem kak polinoma f[F ], tak i polinoma g[F ]. Zdes~ i niße g[F ] oboznaqaet polinom, vhodØwiæ v nepolnu¸ otnositel~nu¸ faktorizaci¸ [NOF] harakteristiqeskogo polinoma f[F ]: f[F ] = φ[F ]g[F ]. Mnogoobrazie ^γ^{(l)}_∗ sostoit iz fiksirovannyh parametrov, qislo kotoryh men~xe q. Pri fftom ^γ^{(1)}_∗ ØvlØetsØ nulem f[F ], togda kak ravenstvo g[F ] = g(λ, ^γ_∗) = 0 na mnogoobrazii ^γ_∗ ØvlØetsØ toßdestvom otnositel~no po kraæneæ mere odnoæ iz peremennyh, vhodØwih v mul~tiparametr^2 λ polinoma g[F ]_∗ = g(λ, ^γ_∗).

Toqki smexannogo spektra σ_{r2}[F ] vida ~γ_∗ = ( ~β^{(l)}_∗ , β^{(l−1)}_∗ , . . . , β^{(0)}_∗ ), na kotoryh ravenstva f[F ]_∗ = f(λ, ~γ_∗) = 0 i g[F ]_∗ =

2Zdes~ i niße mul~tiparametrom λ oboznaqeny nezavisimye peremennye rassmatrivaemogo polinoma (svobodnye parametry rassmatrivaemoæ matricy).

136 V. N. KUBLANOVSKA˚

g[λ, ~γ_∗] = 0 ØvlØ¸tsØ toßdestvami otnositel~no vseh peremennyh, vhodØwih v mul~tiparametr λ, ØvlØ¸tsØ nepodvißnymi toqkami regulØrnogo spektra matricy F (λ).

V dal~neæxem nepolnye toqki smexannogo spektra σ_{r2}[F ] i nepodvißnye toqki budem oboznaqat~ takße naborami (λ, ^γ_∗), (λ, ~γ_∗), sostoØwimi iz q parametrov, priqem parametry, vhodØwie v λ, ØvlØ¸tsØ svobodnymi (spektral~nymi parametrami).

Kaßdoæ toqke σ_{r2}[F ], sostoØweæ iz q fiksirovannyh parametrov, sootvetstvuet nenulevoæ vektor (neskol~ko vektorov), udovletvorØ¸wiæ sootnoxeni¸

x_∗ ∈ {N_c[F (∗)] \ N_c[F ]_∗}, (1.10)

gde zvezdoqkoæ oboznaqena toqka σ_{r2}[F ].

Kaßdoæ nepolnoæ toqke smexannogo spektra σ_{r2}[F ] sootvetstvuet polinomial~nyæ vektor x_∗(λ) (neskol~ko polinomial~- nyh vektorov), udovletvorØ¸wiæ sootnoxeni¸

x_∗(λ) ∈ {N_c[F (λ, ^γ_∗)] \ N_c[F (λ)]b_γ� }. (1.11)

1.3.2. SingulØrnyæ spektr v terminah nuleæ skalØrnogo polinoma

Pust~ F = F (λ) ∈ F^{m×n}_m , σ_s[F ] – singulØrnyæ spektr matricy F (λ). Predstavim σ_s[F ] v vide

σ_s[F ] = σ_{s1}[F ] ∪ σ_{s2}[F ] ∪ σ_{rs}[F ]. (1.12)

Zdes~ mnoßestvo σ_{s1}[F ] est~ sobstvennyæ singulØrnyæ spektr F (λ), σ_{s2}[F ] est~ smexannyæ singulØrnyæ spektr F (λ), σ_{rs}[F ] est~ regulØrno-singulØrnyæ spektr F (λ).

Oboznaqim qerez f_s[F ] skalØrnyæ polinom, nuli kotorogo obrazu¸t toqki σ_s[F ]: sobstvennye singulØrnye nuli f_s[F ] soderßat toqki σ_{s1}[F ]; nepodvißnye singulØrnye nuli f_s[F ] soderßat toqki σ_{rs}[F ], smexannye singulØrnye nuli f_s[F ] soderßit toqki σ_{s2}[F ].

V kaqestve f_s[F ] moßet byt~ vybran l¸boæ iz sledu¸wih polinomov.

1) f_s[F ] = Ẑ^T Ẑ, gde Ẑ := Ẑ[F ] est~ polinomial~nyæ vektor, komponenty kotorogo sut~ vzaimno prostye polinomy, obrazu¸- wie sistemu (1.5).

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ. 11 137

2) f_s[F ] = det[V V^T ], gde V := V (λ) est~ m×n matrica, vhodØwaØ v ∇V -q faktorizaci¸ [5] matricy F ∈ F^{m×n}_m :

F (λ) = ∇(λ)V (λ). (1.13)

Esli σ_{rs}[F ] est~ pustoe mnoßestvo, to po svoæstvam algoritma ∇V -q faktorizacii koneqnyæ spektr σ[V ] matricy V (λ) ∈ F^{m×n}_m sovpadaet s singulØrnym spektrom matricy F (λ). Sledovatel~- no, toqki singulØrnogo spektra σ_s[F ] prinadleßat nulØm polinoma f_s[F ] = f_s[V ] = det(V V^T ).

3) f_s[F ] = det[F^{(v)T} F^{(v)}]. Zdes~ F^{(v)} = F^{(v)}(λ) est~ matrica polnogo ranga, koneqnyæ spektr kotoroæ sovpadaet s singulØrnym spektrom matricy F (λ).

Algoritm vyqisleniØ F^{(v)} sostoit v postroenii koneqnoæ posledovatel~nosti matric F^{(k)} = F^{(k)}(λ), k = 1, . . . , v. V kaqestve naqal~noæ beretsØ matrica F^{(0)} = W_0, t.e. bazisnaØ matrica pravogo nul~-prostranstva N_c[F ] iz polinomial~nyh rexeniæ matricy F (λ), regulØrnyæ spektr kotoroæ udovletvorØet usloviØm σ_r[W_0] = σ_{r2}[W_0], σ_{r1}[W̄_0] = ⊥.

Perehod ot xaga k k xagu k + 1 osuwestvlØetsØ primeneniem algoritma ΔW -q faktorizacii k matrice F^{(k)T} , t.e. vyqisleniem ravenstva F^{(k)T} W^{(k)} = [Δ^{(k)}, 0], (1.14)

gde W^{(k)} = [W^{(k)}_1 , W^{(k)}_0 ], W^{(k)}_0 = N_c[F^{(k)T} ].

Rezul~tatom vypolneniØ xaga k ØvlØetsØ matrica F^{(k+1)} := W^{(k)T}_0 .

RealizaciØ kaßdogo xaga osuwestvlØetsØ primeneniem algoritma ΔW -q faktorizacii [2]. Pri zapisi polinomial~noæ matricy F^{(k)} v vide matriqnogo polinoma v algoritme ΔW -q faktorizacii v kaqestve veduwego parametra beretsØ parametr λ = μ_{k+1}. Pri perehode ot xaga k k xagu k +1 iz spektra σ_{r2}[F^{(k)}] isqerpyva¸tsØ toqki, prinadleßawie nulØm nasledstvennogo polinoma ψ_1[F^{(k)}]. Process isqerpyvaniØ zakanqivaetsØ na xage k = v, gde v est~ qislo netrivial~nyh nasledstvennyh polinomov matricy F (λ). V rezul~tate budet vyqislena matrica F^{(v)}(λ), ne ime¸waØ regulØrnogo spektra: σ[F^{(v)}] = σ_s[F ].

138 V. N. KUBLANOVSKA˚

V kaqestve skalØrnogo polinoma, nuli kotorogo soderßat toqki σ_s[F ], beretsØ polinom

f_s[F^{(v)}] = det [F^{(v)T} F^{(v)}].

Obosnovanie algoritma vyqisleniØ matricy F^{(v)}(λ) baziruetsØ na sledu¸wih utverßdeniØh (sm. [1, 3, 7]).

1^∘. σ_s[F^{(k)}] = σ_s[F^{(k+1)}], k = 0, 1, . . . , v − 1. 2^∘. φ[F^{(k)}] = ψ_{k+1}[F ]φ[F^{k+1)}], k = 0, 1, . . . , v − 1.

Zdes~ ψ_k[F ], k = 1, . . . , v, est~ posledovatel~nost~ netrivial~- nyh nasledstvennyh polinomov matricy F (λ):

ψ_k[F ] = φ_{k−1}[F ] φ_k[F ] , k = 1, . . . , v; f_0[F ] = f[F ] – naibol~xiæ obwiæ delitel~ vsevozmoßnyh minorov porØdka ρ matricy F (λ) ∈ F^{m×n}_ρ ; f_k[F ] – naibol~xiæ obwiæ delitel~ vsevozmoßnyh minorov porØdka ρ − k matricy F (λ); f_k[F ] = φ_k[F ]g_k[F ], k = 0, 1, . . ., v, est~ nepolnaØ otnositel~naØ faktorizaciØ polinoma f_k[F ]:

φ[F ] = φ_0[F ] = ψ_1[F ]ψ_2[F ] · · ·ψ_v[F ], ψ_{v+1}[F ] = const .

3^∘. ψ_{k+1}[F ] = ψ_k[W_0], ψ_{k+1}[F^{(k)}] = ψ_k[F^{(k+1)}], k = 1, . . ., v − 1.

1.4. Spektral~nye harakteristiki regulØrno-singulØrnogo spektra matricy

Pust~ F (λ) ∈ F^{m×n}_m , σ_{rs}[F ] – regulØrno-singulØrnyæ spektr matricy F (λ). Predstavim σ_{rs}[F ] v vide

σ_{rs}[F ] = σ^{(0)}_{rs} [F ] ∪ σ^{(1)}_{rs} [F ] ∪ σ^{(2)}_{rs} [F ]. (1.15)

Mnoßestvo σ^{(0)}rs [F ] sostoit iz zamknutyh neprivodimyh mnogoobraziæ ¶_∗ affinnogo prostranstva, na kotoryh vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ N_c[F (λ, ¶_∗)] = N_c[F ]–� = {0}. (1.16)

Drugimi slovami, σ^{(0)}rs [F ] est~ mnoßestvo takih toqek σ_{rs}[F ], qto ravenstvo F (λ, ¶_∗)x = 0 vypolnØetsØ tol~ko na nulevom vektore x_∗ = 0.

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ. 11 139

Mnoßestvo σ^{(1)}rs [F ] sostoit iz zamknutyh neprivodimyh mnogoobraziæ ν_∗ affinnogo prostranstva, na kotoryh vypolnØetsØ sootnoxenie

Γ(λ, ν_∗) := N_c[F (λ, ν_∗)] ≡ N_c[F ]_ν� ≠ {0}. (1.17)

Pri fftom Γ(λ, ν_∗) est~ nepustoe mnoßestvo. Drugimi slovami, σ^{(1)}_{rs} [F ] est~ mnoßestvo teh toqek σ_{rs}[F ], dlØ kotoryh ravenstvo F (λ, ν_∗)x = 0 vypolnØetsØ tol~ko na polinomial~nom rexenii x_∗(λ), udovletvorØ¸wem sootnoxeni¸

x_∗(λ) ∈ {N_c[F (λ, ν_∗)] ∩ N_c[F ]_ν�} ≠ ⊥, (1.18)

tak qto spektral~nyæ vektor, sootvetstvu¸wiæ toqke ν_∗, sovpadaet s polinomial~nym rexeniem matricy F (λ), vyqislennym v fftoæ toqke.

Mnoßestvo σ^{(2)}rs [F ] sostoit iz toqek mnoßestva σ_r[F ] ∩ σ_s[F ], na kotoryh ravenstvo F (λ, γ_∗)x = 0 vypolnØetsØ na polinomial~nom rexenii x_∗(λ), udovletvorØ¸wem sootnoxeni¸

x_∗(λ) ∈ {N_c[F (λ, γ_∗)] ∩ N_c[F ]_γ�}. (1.19)

Toqki mnoßestv σ^{(0)}rs [F ] i σ^{(1)}rs [F ] budem nazyvat~ kritiqeskimi toqkami spektra σ_{rs}[F ]. Oboznaqim qerez f_{rs}[F ] polinom, nuli kotorogo soderßat toqki spektra σ_{rs}[F ]. V kaqestve nuleæ f_{rs}[F ] mogut byt~ vzØty rexeniØ l¸boæ iz sledu¸wih sistem iz dvuh uravneniæ:

1) f[F ] = 0, ẑ^T ẑ = 0;

2) det[∇(λ)] = 0, det[V (λ)V^T (λ)] = 0, gde ∇(λ) i V (λ) – matricy, vhodØwie v ∇V -q faktorizaci¸ (1.13) matricy F (λ);

3) f[F ] = 0, det[F^{(v)T} F^{(v)}] = 0, gde F^{(v)} – matrica nul~- prostranstva N_c[F ], ne soderßawaØ regulØrnogo spektra.

§2. Vyqislenie regulØrnogo spektra

Pust~ F := F (λ), gde λ = (μ_1, . . . , μ_q), est~ polinomial~naØ q-parametriqeskaØ m × n matrica ranga ρ; f[F ] – harakteristiqeskiæ polinom matricy F . Koneqnyæ regulØrnyæ spektr σ_r [F ] matricy F predstavim v vide

σ_r[F ] = σ_{r1}[F ] ∪ σ_{r2}[F ],

140 V. N. KUBLANOVSKA˚

gde σ_{r1}[F ] est~ mnoßestvo sobstvennyh nuleæ polinoma f[F ]; σ_{r2}[F ] est~ mnoßestvo smexannyh nuleæ f[F ].

Niße predlaga¸tsØ tri sposoba vyqisleniØ toqek mnoßestv σ_{r1}[F ] i σ_{r2}[F ] i im sootvetstvu¸wih vektorov, udovletvorØ¸- wih uravneni¸ F (λ)x = 0 v rassmatrivaemyh toqkah spektrov σ_{r1}[F ] i σ_{r2}[F ]. Vse tri sposoba predpolaga¸t izvestnym (zaranee vyqislennym) harakteristiqeskiæ polinom matricy F . Oni ispol~zu¸t razliqnye vidy faktorizacii polinoma f[F ]. Obwim dlØ vseh sposobov ØvlØetsØ tak nazyvaemyæ fflementarnyæ xag [6].

2.1. Algoritm fflementarnogo xaga

�lementarnyæ xag vyqislØet sobstvennye i smexannye nuli preobrazuemyh polinomov. Algoritm realizacii fflementarnogo xaga vypolnØet sledu¸wie operacii.

a) Zadannyæ polinom f(λ) ot u peremennyh (u > 1) predstavlØetsØ v vide proizvedeniØ primitivnyh polinomov, dlØ qego ispol~zuetsØ algoritm iz [6]: f(λ) = u−1∏ k=0 ∏ 16i1<···<iu�k6u^{fi1,...,iu} �k (μi1 , . . . , μiu�k ) = u−1∏ k=0 g^{(u−k)}(λ), gde g^{(u−k)}(λ) = ∏ 16i1<···<iu�k^{fi1,...,iu} �k (μi1 , . . . , μiu�k ), g[f] := g^{(u)}(λ). (2.1) Zdes~ f_{i1,...,iu}�_k (μ_{i1} , . . ., μ_{iu}�_k ) – polinom ot u − k peremennyh, primitivnyæ nad kol~com polinomov ot l¸bogo netrivial~nogo podmnoßestva ego peremennyh; g[f] – polinom ot u peremennyh, primitivnyæ nad kol~com polinomov ot l¸bogo qisla peremennyh iz mnoßestva {μ_1, . . . , μ_q}.

b) Iz ravenstva (2.1) vydelØ¸tsØ posledovatel~nosti polinomov vida

f_{k+1}(μ_{k+1}), f_{k+1,k+2}(μ_{k+1}, μ_{k+2}), . . . , f_{k+1,...,q1} (μ_{k+1}, . . . , μ_{q1} ), (2.2)

gde k ¿ 0, q_1 6 u, f_{k+1,...,q1,q1+t} (μ_{k+1}, . . . , μ_{q1} , μ_{q1+t)} = const pri

t ¿ 1.

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ. 11 141

v) Formiru¸tsØ sledu¸wie sistemy nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ: sistema

f_1(μ_1) = 0, f_{1,2}(μ_1, μ_2) = 0, . . . , f_{1,2,...,u}(μ_1, μ_2, . . . , μ_u) = 0, (2.3)

i sistemy f_{k+1}(μ_{k+1}) = 0, f_{k+1,k+2}(μ_{k+1}, μ_{k+2}) = 0, . . . . . . . . . f_{k+1,k+2,...,q1} (μ_{k+1}, μ_{k+2}, . . . , μ_{q1} ) = 0, (2.4)

rassmatrivaemye pri k = 0, q_1 < u i pri k > 0, q_1 6 u.

g) NahodØtsØ rexeniØ α^{(0)}_i , i = 1, . . . , i_0, i β^{(0)}_j , j = 1, . . . , j_0, sootvetstvenno sistem (2.3) i (2.4).

Ob¨edinenie vseh rexeniæ α^{(0)}_i , i = 1, . . . , i_0, obrazuet sobstvennye nuli polinoma f(λ). Kaßdoe fiksirovannoe rexenie β^{(0)}_∗ iz mnoßestva β^{(0)}_j , j = 1, . . . , j_0, poroßdaet smexannye nuli f(λ) raznyh urovneæ i, v qastnosti, nepodvißnye toqki uravneniØ f(λ) = 0.

2.2. Pervyæ sposob vyqisleniØ σr[F ]

RealizaciØ pervogo sposoba sostoit v postroenii posledovatel~nosti polinomov f^{(t)}(λ), t = 0, 1, . . ., r, ot u_t peremennyh, u_{t−1} > u_t (f^{(0)}(λ) = f[F ], f^{(r)}(λ) ne imeet sobstvennyh nuleæ), iz nuleæ kotoryh formiru¸tsØ toqki σ_{r1}[F ] i σ_{r2}[F ].

VypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii.

(1) K polinomu f^{(0)}(λ) primenØetsØ fflementarnyæ xag, t.e. operacii (a)–(g) iz p. 2.1. Rezul~tatom ØvlØ¸tsØ mnoßestvo {α^{(0)}_i }, i = 1, . . .i_0, α^{(0)}_i = α^{(0)}_i [f^{(0)}], i mnoßestvo {β^{(0)}_j }, j = 1, . . . , j_0, β^{(0)}_j = β^{(0)}_j [f^{(0)}]. Toqki mnoßestva {α^{(0)}_i } obrazu¸t toqki sobstvennogo spektra σ_{r1}[F ].

(2) DlØ kaßdogo fiksirovannogo β^{(0)}_∗ iz mnoßestva {β^{(0)}_j } vyqislØetsØ polinom f^{(1)}(λ) = g[f_0]_∗ ≡ g(λ, β^{(0)}_∗ ) ot u_1 peremennyh (u_1 < u_0).

(3) K polinomu f^{(1)}(λ) primenØetsØ algoritm fflementarnogo xaga, v rezul~tate kotorogo budut vyqisleny mnoßestva {α^{(1)}_i }, i = 1, . . .i_1, i {β^{(1)}_j }, j = 1, . . ., j_1.

142 V. N. KUBLANOVSKA˚

Voznika¸t sledu¸wie situacii.

V pervoæ situacii dlØ nepustyh mnogoobraziæ α^{(1)}_i formiru¸tsØ nabory (α^{(1)}_i , β^{(0)}_∗ ), kotorye obrazu¸t toqki smexannogo spektra σ_{r2}[F ] pervogo urovnØ, poroßdennye mnogoobraziem β^{(0)}_∗ . V fftom sluqae ravenstvo f^{(1)}(λ) = 0 ne ØvlØetsØ toßdestvom otnositel~no po kraæneæ mere odnoæ iz peremennyh, vhodØwih v mul~tiparametr λ.

Vo vtoroæ situacii mnogoobrazie α^{(1)}_∗ pusto, a mnogoobrazie γ_1 := ^β_∗ obrazuet nepolnyæ nul~ polinoma f^{(1)}(λ). V fftom sluqae ravenstvo f^{(1)}(λ) = g(λ, ^β^{(0)})_∗ = 0 ØvlØetsØ toßdestvom.

V tret~eæ situacii oba ravenstva f(λ) = 0, f^{(1)}(λ) = 0 na mnogoobrazii β^{(0)}_∗ ØvlØ¸tsØ toßdestvami otnositel~no vseh nezavisimyh peremennyh. Mnogoobrazie β^{(0)}_∗ obrazuet nepodvißnu¸ toqku spektra σ_r[F ].

Vyqislenie toqek σ_{r2}[F ] vtorogo i sledu¸wih urovneæ, poroßdennyh mnogoobraziem β^{(0)}∗ , realizuetsØ analogiqno. Tak nabory vida (α^{(2)}_i , β^{(1)}_∗ , β^{(0)}_∗ ) est~ toqki vtorogo urovnØ iz σ_{r2}[F ]. Zdes~ (α^{(2)}_i , β^{(1)}_∗ ) est~ smexannyæ nul~ pervogo urovnØ polinoma f^{(2)}(λ) = g[f^{(1)}_1 ]_∗ = f^{(2)}(λ, β^{(1)}_∗ ), qislo peremennyh kotorogo men~- xe u_1. Qerez g[f^{(1)}] oboznaqen polinom g(λ), vhodØwiæ v ravenstvo (2.1) dlØ polinoma f^{(1)}(λ).

Nabory vida γ^{(l+1)}_∗ = (α^{(l+1)}_∗ , β^{(l)}_∗ , . . . , β^{(0)}_∗ ) obrazu¸t toqki smexannogo spektra σ_{r2}[F ], poroßdennye mnogoobraziem β^{(0)}_∗ .

Process vyqisleniØ toqek σ_{r2}[F ], poroßdennyh mnogoobraziem β^{(0)}_∗ , zakanqivaetsØ na xage r, kogda f^{(r)}(λ) ne imeet sobstvennyh nuleæ.

Ob¨edinenie vseh naborov γ^{(l+1)}∗ , l = 0, 1, . . .r − 1, vyqislennyh dlØ kaßdogo iz mnogoobraziæ mnoßestva β^{(0)}_j , j = 1, . . . , j_0, obrazuet mnoßestvo toqek smexannogo spektra σ_{r2}[F ] sootvetstvu¸wih urovneæ.

2.3. Vtoroæ sposob vyqisleniØ σr[F ]

Vtoroæ sposob vyqisleniØ σ_{r1}[F ] i σ_{r2}[F ] sostoit v vypolnenii sledu¸wih operaciæ.

(1) VyqislØetsØ harakteristiqeskiæ polinom f[F ] matricy F (λ), zavisØweæ ot q parametrov.

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ. 11 143

(2) VyqislØetsØ nepolnaØ otnositel~naØ faktorizaciØ f[F ]:

f[F ] = φ[F ]g[F ], (2.5) gde φ[F ] = q∏ k=1 f_{1,2,...,k−1,k+1,...,q}(μ_1, μ_2, . . . , μ_{k−1}, μ_{k+1}, . . . , μ_q) est~ polinom ot q peremennyh, f^{(k,0)}(λ) := f_{1,2,...,k−1,k+1,...q} – polinomy ot q − 1 peremennyh; g[F ] – polinom ot q peremennyh, primitivnyæ nad kol~com polinomov ot i 6 q − 1 peremennyh iz mnoßestva {μ_1, . . . , μ_q}.

(3) VyqislØ¸tsØ sobstvennye i smexannye nuli polinoma f^{(k,0)}(λ) dlØ kaßdogo fiksirovannogo k = 1, . . . , q.

S fftoæ cel~¸ k polinomu f(λ) := f^{(k,0)}(λ) (pri fiksirovannom k) primenØetsØ algoritm fflementarnogo xaga (operacii (a)–(g) iz p. 2.1).

Oboznaqim qerez α_{i,k}, i = 1, . . . , i_k, sobstvennye nuli polinoma f^{(k,0)}(λ), qerez γ^{(l)}_{j,k}, j = 1, . . . , j_k, – smexannye (polnye) nuli urovnØ l, l = 1, . . . , r_k, polinoma f^{(k,0)}(λ) i qerez ^γ^{(l)}_{j,k} – smexannye (nepolnye) nuli polinoma f^{(k,0)}(λ) urovnØ l, l = 1, . . ., r_k. Rassmotrim razdel~no vyqislenie spektrov σ_{r1}[F ] i σ_{r2}[F ].

DlØ vyqisleniØ σ_{r1}[F ] vypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii. (1) DlØ kaßdogo fiksirovannogo sobstvennogo nulØ α_{∗,k} polinoma f^{(k,0)}(λ) vyqislØetsØ polinom g(λ, α_{∗,k}) ot odnoæ peremennoæ i nahodØtsØ vse ego korni λ_{sk}, s = 1, . . ., s_∗. Zdes~ g(λ) = g[F ] est~ polinom iz ravenstva (2.1), vyqislennogo dlØ polinoma f[F ].

(2) SostavlØ¸tsØ nabory (λ_{sk}, α_{∗,k}), s = 1, . . .s_k, dlØ fiksirovannogo mnogoobraziØ α_{∗,k}.

(3) Operacii (1), (2) vypolnØ¸tsØ dlØ kaßdogo fiksirovan- nogo α_{i,k}, i = 1, . . ., i_k. Ob¨edinenie vseh poluqennyh naborov obrazuet mnoßestvo vseh sobstvennyh nuleæ polinoma f^{(k,0)}(λ). Iskomyæ spektr σ_{r1}[F ] (ili, qto to ße, ob¨edinenie vseh sobstvennyh nuleæ f[F ]) obrazuetsØ kak ob¨edinenie sobstvennyh nuleæ polinomov f^{(k,0)}(λ), k = 1, . . . , q. Rassmotrim postroenie σ_{r2}[F ]. Oboznaqim qerez γ^{(l)}_{∗,k} fiksirovannyæ smexannyæ nul~ urovnØ l polinoma f^{(k,0)}(λ). DlØ vyqi-

144 V. N. KUBLANOVSKA˚

sleniØ toqek smexannogo spektra σ_{r2}[F ] urovnØ l matricy F (λ) vypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii.

(1) VyqislØetsØ polinom g(λ, γ^{(l)}_{∗,k}), i nahodØtsØ vse ego korni ^λ_{pk}, p = 1, . . ., p_k. (2) Formiru¸tsØ nabory (^λ_{pk}; γ^{(l)}_{∗,k}).

(3) Operacii (1), (2) vypolnØ¸tsØ dlØ kaßdogo mnogoobraziØ γ^{(l)}_{j,k}, j = 1, . . . , j_k. Poluqennye nabory (^λ_{pk}, γ^{(l)}_{i,k}), p = 1, . . . , p_k, i = 1, . . . , i_k, obrazu¸t smexannye nuli urovnØ l polinoma f^{(k,0)}(λ).

Ob¨edinenie smexannyh nuleæ vseh urovneæ polinomov f^{(k,0)}(λ), k = 1, . . . , q, obrazuet toqki σ_{r2}[F ], zavisØwie ot vseh q parametrov.

2.4. Tretiæ sposob vyqisleniØ σr[F ]

Pust~ F = F (λ), gde λ = (μ_1, . . ., μ_q), est~ polinomial~naØ qparametriqeskaØ m × n matrica ranga ρ; f[F ] – harakteristiqeskiæ polinom F .

Oboznaqim qerez f_k[F ] naibol~xiæ obwiæ delitel~ vsevozmoßnyh minorov porØdka ρ − k matricy F ; k = 0, 1, . . ., ρ − 1, f_0[F ] = f[F ]. Pust~ f_k[F ] = φ_k[F ]g_k[F ] est~ NOF polinoma f_k[F ]; ψ_k[F ] =^{φk}�^{1[F ]}_{φk[F ]} , k = 1, · · · , v, est~ posledovatel~nost~ netrivial~nyh nasledstvennyh polinomov matricy F (λ), tak qto imeet mesto ravenstvo

f[F ] = ψ_1[F ]ψ_2[F ] · · ·ψ_v[F ]g[F ]. (2.6)

Zdes~ g[F ] est~ polinom ot q peremennyh, primitivnyæ nad kol~- com polinomov ot l¸bogo netrivial~nogo podmnoßestva peremennyh iz mnoßestva {μ_1, . . . , μ_q}. Qislo peremennyh kaßdogo iz nasledstvennyh polinomov ne prevoshodit q − 1.

Na ravenstvo (2.6) budem ssylat~sØ kak na razloßenie harakteristiqeskogo polinoma matricy F (λ) v proizvedenie nasledstvennyh polinomov.^3

Sposob vyqisleniØ σ_{r1}[F ] i σ_{r2}[F ], osnovannyæ na razloßenii f[F ] vida (2.6), sostoit iz koneqnogo qisla xagov, sovpada¸wego s qislom netrivial~nyh nasledstvennyh polinomov iz (2.6). Kaßdyæ k-yæ xag (k = 1, . . ., v) vyqislØet toqki σ_{r1}[F ] i σ_{r2}[F ], poroßdaemye nulØmi polinoma ψ_k[F ].

3Metody vyqisleniØ nasledstvennyh polinomov predstavleny v [7].

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ. 11 145

Rassmotrim vypolnenie tipiqnogo (pervogo) xaga. Naqal~- nymi dannymi ØvlØetsØ polinom ^ψ(λ) := ψ_1[F ] ot u peremennyh, u = q − 1. DlØ vyqisleniØ nuleæ polinoma ^ψ(λ) primenØetsØ algoritm fflementarnogo xaga iz p. 2.1.

VypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii.

(1) VyqislØ¸tsØ rexeniØ ^α_i[ ^ψ], i = 1, . . ., i_1, sistemy (2.3), t.e. sobstvennye nuli polinoma ^ψ(λ), kotorye sut~ zamknutye mnogoobraziØ, sostoØwie iz u = q−1 fiksirovannyh parametrov, vhodØwih v mul~tiparametr λ polinoma ^ψ(λ).

(2) Na kaßdom fiksirovannom nule ^α_∗ iz mnoßestva {^α_i[ ^ψ]}, i = 1, . . ., i_1, vyqislØetsØ polinom g[F ], gde g[F ] – polinom iz ravenstva (2.1), tak qto g[F ]_∗ = g(λ, ^α_∗) est~ polinom ot odnoæ peremennoæ.

(3) NahodØtsØ korni λ_{s,∗}, s = 1, . . . , s_∗, polinoma g[F ]_∗ i formiru¸tsØ nabory iz q fiksirovannyh parametrov vida α_∗ := (λ_{s,∗}, ^α_∗). (4) Operacii (1)–(3) vypolnØ¸tsØ dlØ kaßdogo fiksirovannogo ^α_∗ iz {^α_i[ ^ψ]}, i = 1, . . ., i_1. Rezul~tatom budut nabory iz q fiksirovannyh parametrov vida (λ_{s,i}, ^α_i), i = 1, . . . , i_1, s = 1, . . . , s_i, (2.7) kotorye ØvlØ¸tsØ sobstvennymi nulØmi polinoma f[F ], poroßdennymi sobstvennymi nulØmi fiksirovannogo nasledstvennogo polinoma ^ψ(λ) iz (2.6).

Ob¨edinenie naborov vida (2.7), vyqislennyh dlØ vseh nasledstvennyh polinomov iz ravenstva (2.6), obrazuet iskomoe mnoßestvo σ_{r1}[F ].

Mnoßestvo σ_{r2}[F ], sostoit iz polnyh i nepolnyh smexannyh nuleæ polinoma f[F ], t.e. iz ob¨edineniØ smexannyh nuleæ f[F ] urovneæ l = 1, . . . , r : σ_{r2}[F ] =^r ⋃ l=1 σ^{(l)}_{r2} [F ].

Rassmotrim vyqislenie σ^{(l)}_{r2} [F ] dlØ fiksirovannogo urovnØ t. Pust~ σ^{(t)}_{r2} [ ^ψ] oboznaqaet mnoßestvo smexannyh nuleæ urovnØ t polinoma ^ψ(λ), t.e. nabory parametrov γ^{(t)}_∗ := (^α^{(t)}_∗ , ^β^{(t−1)}_∗ , . . ., ^β^{(0)}_∗ ) dlØ polnyh i nabory parametrov ^γ^{(t)}∗ = ( ^β^{(t−1)}∗ , . . . , ^β^{(0)}∗ ) dlØ nepolnyh smexannyh nuleæ polinoma ^ψ(λ) urovnØ t ¿ 1.

Vyqislenie γ^{(t)}_∗ dlØ t ¿ 1 naqinaetsØ s t = 1. Mnoßestvo γ^{(1)}_∗ := γ^{(1)}_∗ [ ^ψ] sostoit iz naborov vida (^α^{(1)}_∗ , ^β^{(0)}_∗ ), gde ^β^{(0)}_∗ est~

146 V. N. KUBLANOVSKA˚

fiksirovannoe rexenie sistemy (2.4), ^α^{(1)}_∗ est~ sobstvennyæ nul~ polinoma ^ψ^{(1)}(λ) = ĝ(λ, ^β^{(0)}_∗ ), ĝ = g^{(u)} est~ polinom ot q − 1 peremennyh, vhodØwiæ v otnositel~nu¸ faktorizaci¸ polinoma ^ψ(λ), t.e. v ravenstvo (2.1). Mnoßestvo γ^{(2)}_∗ sostoit iz naborov vida (^α^{(2)}_∗ , ^β^{(1)}_∗ , ^β^{(0)}_∗ ), gde (^α^{(2)}_∗ , ^β^{(1)}_∗ ) est~ polnyæ smexannyæ nul~ polinoma ^ψ^{(1)}(λ) = ĝ(λ, ^β^{(0)}_∗ ). Mnogoobrazie ^α^{(2)}_∗ est~ fiksirovannyæ sobstvennyæ nul~ polinoma ^ψ^{(2)}(λ) := ^ψ^{(1)}(λ, ^β^{(1)}_∗ ).

Analogiqno vyqislØetsØ nabor iz q − 1 fiksirovannyh parametrov γ^{(t)}_∗ = (^α^{(t)}_∗ , ^β^{(t−1)}_∗ , . . ., ^β^{(0)}_∗ ), gde ^β^{(t−1)}_∗ est~ fiksirovannoe rexenie sistemy (2.4) dlØ polinoma ^ψ^{(t−1)}(λ) = ^ψ^{(t−2)}(λ, β^{(t−2)}_∗ ), ^α^{(t)}_∗ est~ fiksirovannyæ sobstvennyæ nul~ polinoma ^ψ^{(t)}(λ).

Po postroeni¸ ime¸t mesto ravenstva ^ψ^{(t)}(λ) = ^ψ^{(t−1)}(λ, ^β^{(t−1)}) = · · · = ĝ(λ, ^β^{(t−1)}_∗ , . . . , ^β^{(0)}_∗ ), tak qto ĝ(^α^{(t)}_∗ , ^β^{(t−1)}_∗ , . . . , ^β^{(0)}_∗ ) = 0.

Process postroeniØ mnogoobraziæ γ^{(t)}_∗ prodolßaetsØ do teh por, poka pri nekotorom t = r polinom ^ψ^{(r)}(λ) ne budet imet~ sobstvennyh nuleæ.

Parallel~no polnym smexannym nulØm polinoma ^ψ(λ) vyqislØ¸tsØ nabory, obrazu¸wie nepolnye smexannye nuli ^ψ(λ).

Ob¨edinenie vseh postroennyh naborov dlØ kaßdogo fiksirovannogo rexeniØ ^β^{(0)}_∗ iz mnoßestva ^β^{(0)}_j , j = 1, . . ., j_0, rexeniæ sistemy (2.4) dlØ polinoma ^ψ(λ) obrazuet mnoßestvo smexannyh nuleæ urovnØ t polinoma f[F ], poroßdennyh polinomom ^ψ(λ).

2.5. Spektral~nye pary

Rassmotrim spektral~nye pary, obrazovannye toqkami regulØrnogo spektra σ_r[F ]. Kaßdoæ toqke α^{(0)}∗ ∈ σ_{r1}[F ] sootvetstvuet nenulevoæ postoØnnyæ vektor x_∗ (neskol~ko vektorov x_{∗i}), udovletvorØ¸wiæ uslovi¸

x_∗ ∈ {N_c[F (α^{(0)}_∗ )] \ N_c[F ]_{λ=α}(0)� }.

Kaßdoæ toqke (α_∗, β_∗), gde β_∗ = (β^{(l−1)}_∗ , . . . , β^{(0)}_∗ ), smexannogo spektra σ_{r2}[F ], sostoØweæ iz q parametrov, sootvetstvuet nenulevoæ

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ. 11 147

postoØnnyæ vektor x_∗ (neskol~ko vektorov), udovletvorØ¸wiæ uslovi¸ x_∗ ∈ {N_c[F (α_∗, β_∗)] \ N_c[F (λ, β_∗)]_{λ=α}�}. Kaßdoæ toqke ^γ_∗ = ( ^β^{(l)}_∗ , β^{(l−1)}_∗ , . . . , β^{(0)}_∗ ) smexannogo spektra σ_{r2}[F ], qislo parametrov kotoroæ men~xe q, sootvetstvuet polinomial~nyæ vektor x^{(l)}_∗ (neskol~ko polinomial~nyh vektorov), udovletvorØ¸wiæ uslovi¸: x_∗(λ) ∈ {N_c[F (λ, ^γ_∗)] \ N_c[F ]b_γ�}, gde N_c[F ]b_γ� – znaqenie pravogo nul~-prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ matricy F v toqke ^γ_∗.

Literatura

1. V. B. Hazanov, O spektral~nyh svoæstvah mnogoparametriqeskih polinomial~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. POMI 229 (1995), 284–321.

2. V. N. KublanovskaØ, Nekotoryæ podhod k rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq algebry. — Zap. nauqn. semin. POMI 229 (1995), 191–246.

3. V. N. KublanovskaØ, K rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq algebry. 6.

Spektral~nye harakteristiki polinomial~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. POMI 323 (2005), 132–149.

4. V. N. KublanovskaØ, K rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq algebry. 2.

Metod nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii i ego primeneniØ. — Zap. nauqn. semin. POMI 296 (2003), 89–107.

5. V. N. KublanovskaØ, K rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq algebry. 5.

Algoritm rV -q faktorizacii i ego primeneniØ. — Zap. nauqn. semin. POMI 309 (2004), 144–153.

6. V. N. KublanovskaØ, K rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq algebry. 10.

Vyqislenie nuleæ skalØrnogo polinoma. — Zap. nauqn. semin. POMI 346 (2007), 119–130.

7. V. N. KublanovskaØ, K rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq algebry. 4.

AB-algoritm i ego primeneniØ. — Zap. nauqn. semin. POMI 309 (2004), 127–143.

Kublanovskaya V. N. To solving multiparameter problems of algebra. 11. Computing the regular spectrum of a polynomial matrix.

For a general multiparameter polynomial matrix F (λ), solution of the equation F (λ)x = 0 at points of the finite spectrum of F (λ) is considered. Points of the spectrum of F (λ) are classified in terms of solutions of the determinantal system of nonlinear algebraic equations and also in terms of zeros of certain scalar polynomials (in particular, the characteristic polynomial of the matrix).

148 V. N. KUBLANOVSKA˚ Algorithms for computing points of the finite regular spectrum of the matrix with the corresponding vectors are presented.

Postupilo 7 maØ 2007 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN E-mail: verakub@pdmi.ras.ru