Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 346, 2007 g.

V. N. KublanovskaØ

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ ALGEBRY. 10. VYQISLENIE NULE` SKAL˚RNOGO POLINOMA

Vvedenie

Pust~ f(^¯λ), gde^¯λ = μ_1, . . . , μ_q, est~ skalØrnyæ polinom ot q peremennyh, q > 1, nuli kotorogo sleduet vyqislit~.

Sposoby opredeleniØ nuleæ f(^¯λ), opisannye v klassiqeskoæ literature (sm. , naprimer, [1]), suwestvenno ispol~zu¸t predstavlenie f(^¯λ) v vide proizvedeniØ neprivodimyh polinomov v rassmatrivaemom qislovom pole. K soßaleni¸, avtoru neizvestny konstruktivnye sposoby vyqisleniØ takogo predstavleniØ.

V nastoØweæ stat~e dlØ vyqisleniØ nuleæ polinoma f(^¯λ) ot neskol~kih peremennyh predlagaetsØ metod, osnovannyæ na predstavlenii f(^¯λ) v vide proizvedeniØ primitivnyh polinomov. Algoritm vyqisleniØ takogo predstavleniØ osnovan na tak nazyvaemoæ otnositel~noæ faktorizacii polinoma [2].

Stat~Ø sostoit iz dvuh paragrafov. V §1 privoditsØ algoritm otnositel~noæ faktorizacii polinoma, klassifikaciØ nuleæ polinoma i metod vyqisleniØ nekotoryh iz nih. V §2 rassmatrivaetsØ primenenie metoda k vyqisleni¸ (q − 1)-mernyh rexeniæ sistemy nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ ot q neizvestnyh.

§1. KlassifikaciØ nuleæ polinoma i algoritm ih vyqisleniØ

1.1. Otnositel~naØ faktorizaciØ polinomov

Pust~ f := f(μ_1, . . . , μ_q) = f(^¯λ) est~ polinom^1 ot q peremennyh

(q > 1). Otnositel~noæ faktorizacieæ f nazyva¸tsØ ravenstva

Rabota vypolnena pri podderßke RFFI (grant 05-01-00945). 1Zdes~ i niße f (^¯λ) est~ razloßimyæ (privodimyæ) polinom; mul~tiparametrom^¯λ oboznaqeny peremennye, ot kotoryh zavisit rassmatrivaemyæ polinom. 119

120 V. N. KUBLANOVSKA˚ vida f(μ_1, . . . , μ_q) = q−1∏ k=0 ∏ 16i,<···<iq�k6q^{fi1...iq} �k (μi1 , . . . , μiq�k ) = g(^q)g(^{q−}1) · · · g(2) q∏ i=1 f_i(μ_i); (1.1)

f(μ_1, . . . , μ_q) = g^{(q)}g^{(q−1)} · · · g^{(q−r)}, r ¿ q − 2. (1.2)

Zdes~

g^{(q−k)} := ∏ 16i1<···<iq�k6q^{fi1,... ,iq} �k (μi1 , . . . , μiq�k ), k = 0, 1, . . . , q − 2. Kaßdyæ polinom f_{i1,... ,iq}�_k (μ_{i1} , . . . , μ_{iq}�_k ) ØvlØetsØ primitivnym nad kol~com polinomov ot l¸bogo netrivial~nogo podmnoßestva peremennyh μ_{i1} , . . . , μ_{iq}�_k iz mnoßestva {μ_1, . . . , μ_q}. Kaßdyæ iz polinomov g^{(q−k)}(^¯λ) est~ proizvedenie neprivodimyh polinomov ot odnogo i togo ße qisla peremennyh q − k. Ravenstva (1.1), (1.2) budem takße nazyvat~ razloßeniem polinoma f(^¯λ) v proizvedenie primitivnyh polinomov.

Predstavlenie f(^¯λ) v vide

f = φ[f]g[f], φ[f] ≠ const, (1.3)

nazyvaetsØ nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacieæ (NOF) polinoma f(^¯λ) [4]. Zdes~ g[f] = g(μ_1, . . . , μ_q) est~ polinom ot q peremennyh, primitivnyæ nad kol~com polinomov ot i 6 q − 1 peremennyh iz mnoßestva {μ_1, . . . , μ_q}; φ[f] est~ polinom ot q peremennyh, predstavlennyæ v vide proizvedeniØ polinomov ot q − 1 peremennyh, sredi kotoryh mogut byt~ trivial~nye polinomy, t.e. konstanty: φ[f] = ∏ 16i1<···<iq�16q^{fi1,...,iq} �1 (μi1,... ,μiq�1 ), g[f] := g^{(q)}(λ̄). 1.2. Algoritm vyqisleniØ otnositel~noæ faktorizacii^2

2Algoritm vyqisleniØ otnositel~noæ faktorizacii predstavlen takße v rabote [3].

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ. 10 121 Algoritm vyqisleniØ ravenstv (1.1), (1.2) sostoit iz koneqnogo qisla vnexnih i vnutrennih xagov. Rezul~tatom vypolneniØ vnexnego xaga k, k = 1, . . . , r − 1 6 q − 1, ØvlØetsØ polinom g^{(q−k+1)} i posledovatel~nost~ polinomov {f_{i1,... ,iq}�_k }, 1 6 i_1 < . . . < i_{q−k} 6 q, vhodØwih v ravenstva (1.1), (1.2). Vnutrennie xagi dlØ fiksirovannogo vnexnego xaga k sostoØt v predstavlenii kaßdogo iz polinomov f_{i1,... ,iq}�_k v vide nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii (1.3).

Naqal~nymi dannymi dlØ pervogo vnexnego xaga (k = 1) ØvlØetsØ zadannyæ polinom φ^0 = f(μ_1, . . . , μ_q). Rezul~tatom pervogo xaga ØvlØetsØ nepolnaØ otnositel~naØ faktorizaciØ polinoma φ^{(0)}, t.e. ravenstvo vida

φ^{(0)} = φ^{(1)}p^{(1)}, (1.4)

gde p^{(1)} = g^{(q)} est~ polinom ot q peremennyh, vhodØwiæ v ravenstva (1.1), (1.2), a φ^{(1)} est~ polinom ot q peremennyh, predstavlennyæ v vide proizvedeniØ polinomov ot q − 1 peremennyh, sredi kotoryh mogut byt~ trivial~nye polinomy:

φ^{(1)} = q∏ r=1 f_{1,... ,i−1,i+1,... ,q}(μ_1, . . . , μ_{i−1}, μ_{i+1}, . . . , μ_q). Vyqislenie ravenstva (1.4) realizuetsØ primeneniem k polinomu φ^{(0)} algoritma nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii, soglasno kotoromu nahoditsØ posledovatel~nost~ polinomov {φ^{(0)}_i }, i = 1, . . . , q, φ^{(0)}_1 := φ_0. S fftoæ cel~¸ posledovatel~no dlØ kaßdogo i = 1, . . . , q vypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii.

(1, i) Polinom φ(0)_i zapisyvaetsØ po stepenØm parametra λ = μ_i:

φ^{(0)}_i = s_i∑

k=0 b^{(i)}_k λ^k, b^{(i)}_k = b^{(i)}_k (μ_1, . . . , μ_{i−1}, μ_{i+1}, . . . , μ_q).

(2, i) VyqislØetsØ ravenstvo

φ^{(0)}_i = δ^{(0)}_i φ^{(0)}_{i1} ,

gde δ^{(0)}_i = δ^{(0)}_i (μ_1, . . . , μ_{i−1}, μ_{i+1}, . . . , μ_q) est~ naibol~xiæ obwiæ delitel~ (NOD) posledovatel~nosti polinomov b^{(i)}_k , k = 0, 1, . . . , s1. Rezul~tatom pervogo vnexnego xaga ØvlØ¸tsØ:

122 V. N. KUBLANOVSKA˚

– polinom g^{(q)}, vhodØwiæ v ravenstva (1.1), (1.2); – posledovatel~nost~ polinomov δ^{(0)}_i := f_{1,2,... ,i−1,i+1,... ,q}(μ_1, . . . , μ_{i−1}, μ_{i+1}, . . . , μ_q), i = 1, . . . , q, kotoraØ prinimaetsØ v kaqestve naqal~nyh dannyh dlØ vypolneniØ vtorogo vnexnego xaga;

– predstavlenie polinoma f v vide

f = g^{(q)} ∏ 16i<···<iq�t6q^{fi1,... ,iq} �t (μi1 , . . . , μiq�t ). Rassmotrim realizaci¸ vtorogo (tipiqnogo) vnexnego xaga algoritma.

K kaßdomu netrivial~nomu polinomu φ^{(1,j)} := δ^{(0)}_j primenØetsØ algoritm NOF, qto sootvetstvuet vypolneni¸ odnogo iz vnutrennih xagov.

Rezul~tatom vypolneniØ j-go vnutrennego xaga budet razloßenie φ^{(1,j)} = φ^{(2,j)}p^{(2,j)}.

Zdes~ p^{(2,j)} est~ polinom ot q − 1 peremennyh; φ^{(2,j)} – polinom ot q−1 peremennyh, predstavlennyæ v vide proizvedeniØ polinomov ot q − 2 peremennyh.

Rezul~tatom vypolneniØ vtorogo vnexnego xaga budut:

– polinom g^{(q−1)} =^{q−1} ∏ j=1 p^{(2,j)}, vhodØwiæ v ravenstva (1.1), (1.2);

– posledovatel~nost~ polinomov δ^{(1,j)}_i , i = 1, . . . , q, j =

1, . . . , q − 1, netrivial~nye iz kotoryh prinima¸tsØ v kaqestve

naqal~nyh polinomov dlØ realizacii sledu¸wego vnexnego xa- ga; – predstavlenie f v vide

f = g^{(q)}g^{(q−1)} ∏ 16i1<···<iq�26q^{fi1,... ,iq} �2 (μi1,... ,μi_q�_2 ). Vypolnenie vnexnih xagov zakanqivaetsØ na xage r 6 q−1, kogda kaßdyæ polinom iz posledovatel~nosti polinomov, vybiraemyh v kaqestve naqal~nyh dlØ realizacii sledu¸wego (r+1)-go xaga, budet neprivodimym polinomom (ili ße proizvedeniem neprivodimyh polinomov).

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ. 10 123 V rezul~tate vypolneniØ r vnexnih xagov budut poluqeny sledu¸wie sootnoxeniØ:

– ravenstvo (1.1) pri r = q − 1, t.e. predstavlenie f(^¯λ) v vide

f(λ̄) = q−1∏ k=1 g^{(q−k+1)} q∏ i=1 f_i(μ_i);

– ravenstvo (1.2) pri r ¿ q − 2, t.e. predstavlenie f(^¯λ) v vide

f(λ̄) = r−1∏ k=1 g^{(q−k+1)} ∏ 16i1<···<iq�r6q^{fi1,... ,iq} �r (μi1 , . . . , μiq�r )

= r∏ k=0 g^{(q−k)}, gde kaßdyæ iz polinomov f_{i1,... ,iq}�_r (μ_{i1} , . . . , μ_{iq}�_r ) libo neprivodim, libo ØvlØetsØ proizvedeniem neprivodimyh polinomov ot odnih i teh ße peremennyh.

Spravedlivost~ svoæstv polinomov, vhodØwih v (1.1) i (1.2), sleduet iz sposoba ih postroeniØ.

1.3. KlassifikaciØ nuleæ polinoma

Pust~ f(^¯λ) = f(μ_1, . . . , μ_q) est~ skalØrnyæ polinom ot q peremennyh, q > 1, predstavimyæ v vide otnositel~noæ faktorizacii. Rassmotrim uravnenie

f(λ̄) = 0, (1.5)

rexeniØ kotorogo sut~ nuli polinoma f(^¯λ). Budem razliqat~ polnye i nepolnye nuli f(^¯λ).

Polnym nulem f(^¯λ) nazyvaetsØ nabor iz q fiksirovannyh parametrov, sostavlennyæ iz odnogo ili neskol~kih zamknutyh neprivodimyh mnogoobraziæ affinnogo prostranstva C^q , na kotorom levaØ qast~ uravneniØ (1.5) obrawaetsØ v nul~.

Pust~ f(^¯λ) = φ[f] g[f] est~ nepolnaØ otnositel~naØ faktorizaciØ polinoma f(^¯λ), tak qto g[f] est~ polinom ot q peremennyh, primitivnyæ nad kol~com polinomov ot l¸bogo qisla i, i < q, peremennyh iz mnoßestva {μ_1, μ_2, . . . , μ_q}, φ[f] – polinom ot q peremennyh, predstavlennyæ v vide proizvedeniØ polinomov ot q − 1 peremennoæ.

124 V. N. KUBLANOVSKA˚

Nepolnym nulem polinoma f(^¯λ) nazyvaetsØ nul~ polinoma φ[f], na kotorom ravenstvo g[f] = 0 ØvlØetsØ toßdestvom otnositel~no nekotoryh peremenyh. Drugimi slovami, nepolnym nulem polinoma f(^¯λ) nazyvaetsØ nabor iz k, k < q, fiksirovannyh parametrov, sostavlennyæ iz zamknutyh neprivodimyh mnogoobraziæ affinnogo prostranstva C^q , na kotoryh polinom φ[f] obrawaetsØ v nul~, a ravenstvo g[f] = 0 ØvlØetsØ toßdestvom.

Iz skazannogo s uqetom ravenstv (1.1)–(1.3) sleduet spravedlivost~ sledu¸wih utverßdeniæ.

Kaßdyæ polnyæ nul~ polinoma f(λ̄) ØvlØetsØ polnym nulem polinoma g^{(q)}(λ̄) ≡ g(λ̄) i obratno: kaßdyæ polnyæ nul~ polinoma g(λ) ØvlØetsØ polnym nulem polinoma f(λ̄).

Na kaßdom nepolnom nule polinoma f(λ̄) ravenstvo g(λ̄) = 0 obrawaetsØ v toßdestvo.

Otnositel~no nepodvißnoæ toqkoæ polinoma f(^¯λ) nazyvaetsØ mnogoobrazie γ_∗, na kotorom oba ravenstva f(^¯λ, γ_∗) = 0 i g(λ̄, γ_∗) = 0 ØvlØ¸tsØ toßdestvami otnositel~no vseh peremennyh, vhodØwih v mul~tiparametr^¯λ.

Budem razliqat~ sledu¸wie tipy nuleæ polinoma f(^¯λ): regulØrnye (sobstvennye i smexannye) nuli, singulØrnye nuli i otnositel~no nepodvißnye toqki. Tip nulØ budem opredelØt~, ispol~zuØ predstavlenie f(^¯λ) v vide proizvedeniØ primitivnyh polinomov. S fftoæ cel~¸ iz ravenstv (1.1), (1.2) vydelim sledu- ¸wie posledovatel~nosti polinomov: posledovatel~nosti vida

f_{k+1}(μ_{k+1}), f_{k+1,k+2}(μ_{k+1}, μ_{k+2}), . . . , f_{k+1,k+2,... ,q1} (μ_{k+1}, μ_{k+2}, . . . , μ_{q1} ), (1.6) gde k ¿ 0, 2 6 q_1 6 q; vse polinomy

f_{k+1,k+2,... ,q1+t}(μ_{k+1}, μ_{k+2}, . . . , μ_{q1+t}) = const pri t ¿ 1;

i posledovatel~nosti vida f_{l,l+1,... ,k}(μ_l, μ_{l+1}, . . . , μ_k), f_{l,l+1,... ,k+1}(μ_l, μ_{l+1}, . . . , μ_{k+1}), . . . , f_{l,l+1,... ,q1} (μ_l, μ_{l+1}, . . . , μ_{q1} ), gde l > 1, q_1 6 q, (1.7) f_{l,l+1,... ,q1+t}(μ_l, μ_{l+1}, . . . , μ_{q1+t}) = const pri t ¿ 1. UqityvaØ vozmoßnost~ izmeneniØ numeracii peremennyh, rassmotrim sledu¸wie sovmestnye sistemy nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ:

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ. 10 125 sistema vida

f_1(μ_1) = 0, f_{1,2}(μ_1, μ_2) = 0, . . . , f_{1,2,...,q} (μ_1, μ_2, . . . , μ_q) = 0; (1.8)

sistema vida f_{k+1}(μ_{k+1}) = 0, f_{k+1,k+2}(μ_{k+1}, μ_{k+2}) = 0, . . . . . . . . . . . . f_{k+1,k+2,... ,q1} (μ_{k+1}, μ_{k+2}, . . . , μ_{q1} ) = 0, (1.9)

rassmatrivaemaØ pri k = 0, q_1 < q i pri k > 0, q_1 6 q;

sistema vida f_{l,l+1,... ,k}(μ_l, μ_{l+1}, . . . , μ_k) = 0, f_{l,l+1,... ,k+1}(μ_l, μ_{l+1}, . . . , μ_{k+1}) = 0, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . f_{l,l+1,... ,q1} (μ_l, μ_{l+1}, . . . , μ_{q1} ) = 0 (1.10)

pri q_1 6 q, l > 1, k > l.

Kaßdoe rexenie μ_q sistemy (1.8) est~ zamknutoe neprivodimoe mnogoobrazie affinnogo prostranstva C^q , sostoØwee iz q fiksirovannyh parametrov: μ_q = (μ_{1∗}, . . . , μ_{q∗}). Oqevidno, f(μ_q) = 0 i g^{(q)}(μ_q ) = 0. RexeniØ sistemy (1.8) nazyva¸tsØ sobstvennymi regulØrnymi nulØmi polinoma f(^¯λ) ot q peremennyh.

Kaßdoe iz rexeniæ sistemy (1.9) sostoit iz fiksirovannyh parametrov, qislo kotoryh men~xe q. RexeniØ sistemy (1.9) poroßda¸t smexannye regulØrnye nuli polinoma f(^¯λ) ot q peremennyh. Kaßdyæ smexannyæ regulØrnyæ nul~ sostoit iz dvuh (ili neskol~kih) mnogoobraziæ. V zavisimosti ot qisla mnogoobraziæ, vhodØwih v smexannyæ nul~, budem razliqat~ smexannye nuli po urovnØm. K smexannym regulØrnym nulØm pervogo urovnØ polinoma f(^¯λ) ot q peremennyh otnosØtsØ nabory

(α(1)_{∗i} , β(0)_∗ ), sostavlennye iz dvuh mnogoobraziæ: β(0)_∗ est~ fiksi-

rovannoe rexenie sistemy (1.9), a mnogoobrazie α^{(1)}_{∗i} est~ sobstvennyæ nul~ polinoma

f^{(1)}(λ̄) := g^{(q)}(λ̄, β^{(0)}_∗ ) ≡ g[f^{(0)}],

gde g^{(q)}(^¯λ) est~ polinom ot q peremennyh, vhodØwiæ v otnositel~nu¸ faktorizaci¸ (1.1) dlØ polinoma f^{(0)} = f(^¯λ). Zametim,

126 V. N. KUBLANOVSKA˚ qto g^{(q)}(^¯λ) = g[f], gde g[f] – polinom iz nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii (1.3) polinoma f(^¯λ).

Smexannye regulØrnye nuli vtorogo urovnØ polinoma f(^¯λ) sut~ nabory vida (α^{(2)}_∗ , β^{(1)}_∗ , β^{(0)}_∗ ), gde (α^{(2)}_∗ , β^{(1)}_∗ ) est~ smexannyæ regulØrnyæ nul~ pervogo urovnØ polinoma f^{(1)}(^¯λ).

Analogiqno, smexannyæ regulØrnyæ nul~ urovnØ l ¿ 1 dlØ f(λ̄) opredelØetsØ kak nabor (α^{(l+1)}_∗ , β^{(l)}_∗ , . . . , β^{(0)}_∗ ), gde (α^{(l+1)}_∗ , β^{(l)}_∗ ) est~ smexannyæ regulØrnyæ nul~ pervogo urovnØ polinoma f^{(l+1)} (λ̄) = g[f^{(l)} ].

Vyqislenie singulØrnyh nuleæ polinoma f(^¯λ) ot q peremennyh svoditsØ k analizu rexeniæ sistemy vida (1.10), kotoraØ ØvlØetsØ nedoopredelennoæ (imeet qislo uravneniæ men~- xe qisla neizvestnyh). Kaßdoe rexenie sistemy (1.10) ØvlØetsØ zamknutym neprivodimym mnogoobraziem μ_{kl}, zavisØwim ot k − l proizvol~no vybiraemyh parametrov iz mnoßestva {μ_l, μ_{l+1}, . . . , μ_k}, l > 1. 1.4. Vyqislenie regulØrnyh nuleæ polinoma

Pust~ f(^¯λ) est~ polinom ot q peremennyh, regulØrnye (sobstvennye i smexannye) nuli kotorogo sleduet vyqislit~. Predlagaemyæ niße metod sostoit iz koneqnogo qisla xagov. Na kaßdom tipiqnom xage t, t = 0, 1, . . . , r, vypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii.

(1) VyqislØetsØ polinom f^{(t)}(^¯λ) ot u_t peremennyh, u_0 = q, u_t < u_{t−1}, f^{(0)}(λ̄) = f(λ̄).

(2) NahoditsØ razloßenie polinoma f^{(t)}(^¯λ) v proizvedenie primitivnyh polinomov:

f^{(t)}(λ̄) = u_t−1∏

k=0 ∏ 16i1<···<iu_t�k^f (t) i1,... ,i_{ut}�_k (μi1 , . . . , μut−k) ≡ u_t−1∏

k=0 g^{(ut−k)}. (1.11) Zdes~ f^{(t)}_{i1,... ,iut}�_k := f_{i1,... ,iut}�_k (μ_{i1} , . . . , μ_{ut−k}) est~ polinom ot u_t − k peremennyh, primitivnyæ nad kol~com polinomov ot l¸bogo netrivial~nogo podmnoßestva peremennyh iz {μ_{i1} , μ_{i2}, . . . , μ_{ut−k}} ⊆ {μ_1, . . . , μ_q}. OperaciØ moßet byt~ realizovana primeneniem algoritma otnositel~noæ faktorizacii polinoma iz p. 1.2.

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ. 10 127 (3) Iz faktorizacii (1.11) vydelØetsØ posledovatel~nost~ polinomov vida

f^{(t)}_{k+1}(μ_{k+1}), f^{(t)}_{k+1,k+2}(μ_{k+1}, μ_{k+2}), . . . , f^{(t)}_{k+1,... ,q1} (μ_{k+1}, . . . , μ_{q1} ), (1.12) gde k ¿ 0, q_1 6 u_t, f^{(t)}_{k+1,... ,q1+s}(μ_{k+1}, . . . , μ_{q1+s}) = const pri s ¿ 1.

(4) S ispol~zovaniem posledovatel~nosti polinomov (1.12) formiru¸tsØ sledu¸wie sistemy nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ: sistema vida

f^{(t)}_1 (μ_1) = 0, f^{(t)}_{1,2}(μ_1, μ_2) = 0, . . . , f^{(t)}_{1,2,... ,ut} (μ_1, μ_2, . . . , μ_{ut} ) = 0 (1.13)

i sistema vida

f^{(t)}_{k+1}(μ_{k+1}) = 0,

f^{(t)}_{k+1,k+2}(μ_{k+1}, μ_{k+2}) = 0, . . . . . . . . . . . . f^{(t)}_{k+1,... ,q1} (μ_{k+1}, . . . , μ_{q1} ) = 0, (1.14)

rassmatrivaemaØ pri k = 0, q_1 = u_t i pri k > 0, q_1 6 u_t.

Kaßdoe rexenie sistemy (1.13) ØvlØetsØ zamknutym neprivodimym mnogoobraziem, sostoØwim iz u_t fiksirovannyh parametrov, obrazu¸wih sobstvennyæ nul~ polinoma f^{(t)}(^¯λ) ot u_t peremennyh. Oboznaqim fiksirovannoe rexenie sistemy (1.13) qerez α^{(t)}_∗ . Mnoßestvo vseh rexeniæ (1.13) pri t = 0 obrazuet mnoßestvo vseh iskomyh sobstvennyh nuleæ polinoma f^{(0)}(^¯λ) = f(^¯λ) ot q peremennyh.

Kaßdoe rexenie sistemy (1.14) ØvlØetsØ zamknutym neprivodimym mnogoobraziem, sostoØwim iz u_t −q_1, q_1 6 u_t, fiksirovannyh parametrov, kotorye poroßda¸t smexannyæ nul~ polinoma f^{(t)}(λ̄). Oboznaqim fiksirovannoe rexenie sistemy (1.14) qerez β^{(t)}_∗ .

DlØ formirovaniØ smexannyh nuleæ pervogo urovnØ polinoma f^{(t)}(^¯λ), poroßdennyh mnogoobraziem β^{(t)}_∗ , sleduet vypolnit~ sledu¸wie operacii.

(4∗) Vyqislit~ polinom f (^t+1)(λ̄) := f (^t)(λ̄, β(^t)_∗ ) ot u_t+1 pere-

mennyh.

(5∗) Naæti sobstvennye nuli α(^t+1)_i , i = 1, . . . , i_∗, polinoma f^{(t+1)}(λ̄) i mnogoobraziØ β^{(t+1)}_j , j = 1, . . . , j_∗, poroßdennye rexe-

128 V. N. KUBLANOVSKA˚ niØmi sistem vida (1.14) dlØ polinoma f^{(t+1)}(^¯λ). S fftoæ cel~¸ sleduet vypolnit~ operacii (1), (2) dlØ polinoma f^{(t+1)}(^¯λ).

(6∗) Obrazovat~ nabory γ(^t+1)_{i∗} := (α(^t+1)_i , β(^t)_∗ ), i = 1, . . . , i_∗, so-

stoØwie iz u_t fiksirovannyh parametrov. Kaßdyæ iz naborov γ^{(t+1)} i∗ ØvlØetsØ smexannym nulem dlØ polinoma f^{(t+1)}(^¯λ), tak qto f^{(t+1)}(λ̄, γ^{(t+1)}_{i∗} ) = 0. UqityvaØ, qto, po postroeni¸, f^{(t+1)}(λ̄) udovletvorØet ravenstvam

f^{(t+1)}(λ̄) = f^{(t)}(λ̄, β^{(t)}_∗ ) = · · · = f^{(0)}(λ̄, β^{(t)}_∗ , β^{(t−1)}_∗ , . . . , β^{(0)}_∗ ),

poluqim

f(α^{(t+1)}_∗ , β^{(t)}_∗ , . . . , β^{(0)}_∗ ) = f^{(t+1)}(α^{(t+1)}_∗ , β^{(t)}_∗ ) = 0,

t.e. kaßdyæ nabor parametrov γ^{(t+1)}_{i∗} ØvlØetsØ smexannym polnym nulem polinoma f(^¯λ) ot q peremennyh.

Process formirovaniØ smexannyh nuleæ polinoma f(^¯λ), poroßdennyh mnogoobraziem β^{(0)}_∗ , zakanqivaetsØ na xage r + 1, kogda f^{(r+1)}(^¯λ) ne budet imet~ sobstvennyh nuleæ. Ob¨edinenie vseh naborov γ^{(t+1)}_{ij} , i = 1, . . . , i_∗, j = 1, . . . , j_∗, t = 0, 1, . . . , r − 1, obrazuet mnoßestvo vseh smexannyh polnyh nuleæ polinoma f(λ̄) ot q peremennyh. Nabory γ^{(t+1)}_{ij} dlØ fiksirovannogo t, t = 0, 1, . . . , r − 1, ØvlØ¸tsØ smexannymi nulØmi3 urovnØ t + 1 dlØ

polinoma f(^¯λ).

Parallel~no vyqisleni¸ polnyh smexannyh nuleæ polinoma f(^¯λ) nahodØtsØ ego nepolnye nuli. Nepolnye smexannye nuli poroßda¸tsØ temi rexeniØmi^^β^{(t)}_∗ := β^{(t)}_∗ sistemy (1.14) pri k = 0, q_1 = u_t dlØ polinoma f^{(t)}(^¯λ), na kotoryh polinom f^{(t+1)}(λ̄) = f^{(t)}(λ̄, β^{(t)}_∗ ) ne imeet sobstvennyh nuleæ. Pri fftom na kaßdom nepolnom smexannom nule γ̂^{(t+1)}_∗ = (^^β^{(t)}_∗ , β^{(t−1)}_∗ , . . . , β^{(0)}_∗ ) polinom f(^¯λ) obrawaetsØ v nul~, a ravenstvo g^{(q)}(^¯λ) = 0 ØvlØetsØ toßdestvom.

V sluqae nepodvißnoæ toqki ζ^{(t+1)}_∗ = (β^{(t)}_∗ , . . . , β^{(0)}_∗ ) oba ravenstva f(^¯λ, ξ^{(t+1)}_∗ ) = 0, g^{(q)}(^¯λ, ξ^{(t+1)}_∗ ) = 0 ØvlØ¸tsØ toßdestvami otnositel~no vseh peremennyh, vhodØwih v mul~tiparametr^¯λ.

3DlØ polinoma f , zavisØwego ot dvuh peremennyh (q = 2), sobstvennye i polnye smexannye regulØrnye nuli sovpada¸t.

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ. 10 129

§2. Rexenie sistem nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ

Pust~ p_k(λ̄) = p_k(μ_1, . . . , μ_q) = 0, k = 1, . . ., n, (2.1) est~ sistema nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ (SNAU) ot q neizvestnyh. Rexeniem sistemy (2.1) budem nazyvat~ ob¨edinenie vseh obwih nuleæ polinomov p_k(^¯λ), k = 1, . . . , n.

Rassmotrim primenenie algoritma vyqisleniØ regulØrnyh nuleæ skalØrnyh polinomov iz §1 k rexeni¸ sistemy (2.1). S fftoæ cel~¸ SNAU (2.1) zapixem v vide sledu¸wih treh sistem uravneniæ:

f(λ̄) = 0; (2.2)

Z(λ̄) = (z_1(λ̄), . . . , z_n(λ̄))^T = 0; (2.3) { f(λ̄) = 0, Z(λ̄) = 0. (2.4)

Zdes~ f(^¯λ) est~ naibol~xiæ obwiæ delitel~ posledovatel~nosti polinomov p_k(^¯λ), k = 1, . . . , n. Sistema (2.3) sostoit iz vzaimno prostyh polinomov z_k(^¯λ) =^{Pk(λ̄)}_{f(λ̄)} , k = 1, . . . , n. Nuli polinoma f(λ̄) obrazu¸t mnogoobraziØ iz affinnogo prostranstva, prinadleßawie (q − 1)-mernym rexeniØm sistemy (2.1). RexeniØ sistemy (2.3) obrazu¸t mnogoobraziØ, prinadleßawie (q − k)- mernym rexeniØm sistemy (2.1), k > 1. Nuli sistemy (2.4) obrazu¸t mnogoobraziØ, obwie dlØ (q − 1)-mernyh i (q − k)-mernyh rexeniæ sistemy (2.1).

DlØ vyqisleniØ mnogoobraziæ, prinadleßawih (q−1)-mernym rexeniØm sistemy (2.1), vypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii.

(1) VyqislØetsØ polinom f(^¯λ). S fftoæ cel~¸ k q-parametri-qeskoæ polinomial~noæ 1 × n matrice F (^¯λ) = [p_1(^¯λ), . . . , p_n(^¯λ)] primenØetsØ algoritm ∇V -q faktorizacii [5], t.e. nahoditsØ ravenstvo vida F (λ̄) = ∇(λ̄)V (λ̄), (2.5) gde ∇(^¯λ) = f(^¯λ); V (^¯λ) := [z_1(^¯λ), . . . , z_n(^¯λ)].

(2) NahodØtsØ nuli polinoma f(^¯λ), dlØ qego ispol~zuetsØ algoritm iz p. 1.4.

V rezul~tate budut naædeny regulØrnye (sobstvennye i smexannye) nuli, rexa¸wie zadaqu vyqisleniØ mnogoobraziæ, prinadleßawih (q − 1)-mernym rexeniØm sistemy (2.1).

130 V. N. KUBLANOVSKA˚

ZameqaniØ. Vyqislenie rexeniæ sistem (2.3) i (2.4) moßet

byt~ svedeno k vyqisleni¸ nuleæ skalØrnyh polinomov. RexeniØ SNAU (2.3) prinadleßat nulØm skalØrnogo polinoma

Z^T (λ̄)Z(λ̄) := n∑ i=1 z^2_i (λ̄).

RexeniØ sistemy (2.4) prinadleßat obwim nulØm skalØrnyh polinomov f(^¯λ) i ∑ z^2_i (λ̄), t.e. rexeni¸ sistemy

f(λ̄) = 0, n∑ i=1 z^2_i (λ̄) = 0.

Literatura

1. B. L. Van-der Varden, Algebra. Nauka, M., 1976.

2. V. N. KublanovskaØ, V. B. Hazanov, Otnositel~naØ faktorizaciØ mnogoqlenov ot neskol~kih peremennyh. — ȷ. vyqisl. matem. i matem. fiz. 36, No. 8 (1996), 6–13.

3. V. N. KublanovskaØ, Nekotoryæ podhod k rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq. — Zap. nauqn. semin. POMI 229 (1995), 191–246.

4. V. N. KublanovskaØ, K rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq algebry 2.

Metod nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii i ego primeneniØ. — Zap. nauqn. semin. POMI 296 (2003), 89–107.

5. V. N. KublanovskaØ, K rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq algebry. 5.

Algoritm rV -q faktorizacii i ego primeneniØ. — Zap. nauqn. semin. POMI 309 (2004), 144–153.

Kublanovskaya V. N. To solving multiparameter problems of algebra. 10. Computing zeros of a scalar polynomial.

The paper considers the problem of computing zeros of scalar polynomials in several variables. The zeros of a polynomial are subdivided into the regular (eigen- and mixed) zeros and the singular ones. An algorithm for computing regular zeros, based on a decomposition of a given polynomial into a product of primitive polynomials, is suggested. The algorithm is applied to solving systems of nonlinear algebraic equations.

Postupilo 16 maØ 2007 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: verakub.@pdmi.ras.ru