Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 346, 2007 g.

L. ı. Kolotilina OB ULUQXENII OCENOK QIST˚KOVA DL˚ PERRONOVSKOGO KORN˚ NEOTRICATEL^NO` MATRICY

§1. Vvedenie i predvaritel~nye svedeniØ Pust~ A = (a_{ij}) – neotricatel~naØ matrica porØdka m > 1.

Pust~ ⟨m⟩ = n⋃ i=1 M_i, 1 6 n 6 m, (1.1)

– razbienie mnoßestva ⟨m⟩ = {1, . . ., m} v ob¨edinenie nepereseka¸wihsØ nepustyh podmnoßestv. Opredelim neotricatel~nye n × n matricy Â = (â_{ij}), â_{ij} = max_{k∈M} i ∑ l∈M_j a_{kl}, i, j = 1, . . . , n, (1.2) i Ǎ = (ǎ_{ij}), ǎ_{ij} = min_{k∈M} i ∑ l∈M_j a_{kl}, i, j = 1, . . . , n. (1.3) V fftih oboznaqeniØh perronovskiæ koren~ matricy A udovletvorØet sledu¸wim ocenkam.

Teorema 1.1 [4, 1]. Pust~ A = (aij) – neotricatel~naØ matri-

cy porØdka m > 1 i pust~ fiksirovano razbienie (1.1) indeksnogo mnoßestva na nepereseka¸wiesØ nepustye podmnoßestva. Esli neotricatel~nye matricy B i C porØdka n udovletvorØ¸t usloviØm

B >^^A, C 6^ˇA, (1.4)

to dlØ perronovskogo kornØ matricy A spravedlivy dvustoronnie ocenki ρ(C) 6 ρ(A) 6 ρ(B). (1.5)

Krome togo, esli matrica A neprivodima, to pravoe neravenstvo v (1.5) ØvlØetsØ ravenstvom togda i tol~ko togda, kogda

B = Â = Ǎ, (1.6) 103

104 L. ı. KOLOTILINA i levoe neravenstvo v (1.5) ØvlØetsØ ravenstvom togda i tol~ko togda, kogda C = Ǎ = Â. (1.7)

V qastnosti, l¸boe iz neravenstv

ρ(Ǎ) 6 ρ(A) 6 ρ(Â) (1.8)

ØvlØetsØ ravenstvom togda i tol~ko togda, kogda Â = Ǎ; v protivnom sluqae oba neravenstva v (1.8) ØvlØ¸tsØ strogimi.

Napomnim, qto neravenstva (1.5) predstavlØ¸t soboæ osnovnoæ rezul~tat raboty QistØkova [4], a utverßdeniØ, otnosØwiesØ k sluqa¸ ravenstv, byli ustanovleny a stat~e [1].

Pri n = 1 teorema 1.1 svoditsØ k sledu¸wemu klassiqeskomu rezul~tatu, prinadleßawemu Frobeniusu.

Teorema 1.2. Pust~ A – neotricatel~naØ matrica porØdka m >

1. Togda ee perronovskiæ koren~ udovletvorØet dvustoronnim ocenkam min i∈⟨m⟩ r_i(A) 6 ρ(A) 6 max_{i∈⟨m⟩} r_i(A), (1.9) gde r_i(A) = m∑ j=1 a_{ij}, i = 1, . . . , m. Krome togo, esli matrica A neprivodima, to l¸boe iz neravenstv v (1.9) ØvlØetsØ ravenstvom togda i tol~ko togda, kogda min i∈⟨m⟩ r_i(A) = max_{i∈⟨m⟩} r_i(A). (1.10)

Nam takße ponadobØtsØ sledu¸wie horoxo izvestnye svoæstva perronovskogo kornØ.

Teorema 1.3 (sm., napr., [5, glava 2, teorema 1.11]). Pust~ A

– neotricatel~naØ matrica porØdka n > 1. Esli dlØ nekotorogo neotricatel~nogo vektora x ≠ 0 vypolneno neravenstvo Ax > αx, α ∈ R, α > 0, (1.11) to ρ(A) > α, (1.12)

OB ULUQXENII OCENOK QIST˚KOVA 105 a esli dlØ poloßitel~nogo vektora x vypolneno neravenstvo Ax 6 βx, β ∈ R, β > 0, (1.13) to ρ(A) 6 β. (1.14)

Krome togo, esli matrica A neprivodima i neravenstvo (1.11) (neravenstvo (1.13)) spravedlivo dlØ neotricatel~nogo vektora x ≠ 0, to neravenstvo (1.12) (neravenstvo (1.14)) ØvlØetsØ ravenstvom togda i tol~ko togda, kogda neravenstvo (1.11) (neravenstvo (1.13)) ØvlØetsØ ravenstvom.

Teorema 1.4 (sm., napr., [5, glava 2, sledstvie 1.5]). Pust~ A i

B – neotricatel~nye matricy porØdka n > 1. Esli A 6 B, to dlØ perronovskih korneæ A i B spravedlivo neravenstvo

ρ(A) 6 ρ(B). (1.15)

Krome togo, esli matrica B neprivodima i A ≠ B, to neravenstvo (1.15) ØvlØetsØ strogim.

V §2 nastoØweæ raboty my predlagaem novye dvustoronnie ocenki dlØ perronovskogo kornØ, kotorye formuliru¸tsØ v terminah nekotorogo nabora, sostoØwego iz m_1 × · · · × m_n, gde m_i = |M_i|, i = 1, . . . , n, agregirovannyh n × n matric, associirovannyh s fiksirovannym bloqnym n×n, 1 6 n 6 m, razbieniem zadannoæ neotricatel~noæ matricy A porØdka m. Pust~ A predstavlena v bloqnom vide

A = A_{11} A_{12} . . . A_{1n} A_{21} A_{22} . . . A_{2n} . . . . . . . . . . . . A_{n1} A_{n2} . . . A_{nn} , (1.16) gde ⟨m⟩ = n⋃ i=1 M_i, 1 6 n 6 m, – razbienie indeksnogo mnoßestva na nepereseka¸wiesØ nepustye podmnoßestva, a A_{ij} = A[M_i, M_j], i, j = 1, . . ., n,

106 L. ı. KOLOTILINA

– podmatricy matricy A, sootvetstvu¸wie stroqnym indeksam iz M_i i stolbcovym indeksam iz M_j . Opredelim n × n matricy

A^{(i1,i2,...,in)} = r_{i1} (A_{11}) r_{i1} (A_{12}) . . . r_{i1}(A_{1n}) r_{i2} (A_{21}) r_{i2} (A_{22}) . . . r_{i2}(A_{2n}) . . . . . . . . . . . . r_{in} (A_{n1}) r_{in} (A_{n2}) . . . r_{in} (A_{nn}) , i_k ∈ M_k, k = 1, . . . , n, (1.17)

gde r_{ik} (A_{kj}) oboznaqaet sootvetstvu¸wu¸ stroqnu¸ summu A_{kj}.

Togda (sm. teoremu 2.1) perronovskiæ koren~ matricy A udovletvorØet ocenkam min i1,...,i_n ρ(A^{(i1,i2,...,in)}) 6 ρ(A) 6 max_{i1,...,in} ρ(A^{(i1,i2,...,in)}). (1.18) Krome togo, my pokazyvaem, qto ocenki (1.18) uluqxa¸t kak ocenki Frobeniusa (1.9), tak i bolee obwie ocenki QistØkova (1.8). Takße my pokazyvaem, qto ocenki (1.18) mogut razve lix~ uluqxat~sØ pri perehode ot zadannogo razbieniØ indeksnogo mnoßestva k bolee melkomu (neobhodimye opredeleniØ vvedeny v §2); drugimi slovami, ocenki (1.18) monotonny otnositel~no bloqnyh razbieniæ.

V §3 verhnØØ ocenka iz (1.18) ispol~zuetsØ dlØ vyvoda usloviæ, dostatoqnyh dlØ togo, qtoby udovletvorØ¸waØ im kompleksnaØ matrica prinadleßala klassu nevyroßdennyh Hmatric. �ti usloviØ, annonsirovannye v rabote [3], sformulirovany v teoreme 3.1.

V zakl¸qenie fftogo vvodnogo paragrafa my privodim spisok oboznaqeniæ i soglaxeniæ, ispol~zuemyh na protØßenii dannoæ stat~i.

• ⟨m⟩ = {1, . . ., m}, gde m – natural~noe qislo.

• e = (1, 1, . . ., 1)^T – ediniqnyæ vektor.

• Matriqnye i vektornye neravenstva ponima¸tsØ pokomponentno. Toqnee govorØ, dlØ A = (a_{ij}), B = (b_{ij}) ∈ R^{m×n}, m, n > 1, neravenstvo A > B oznaqaet, qto a_{ij} > b_{ij}, 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n.

• DlØ m × n matricy A = (a_{ij}) i nepustyh podmnoßestv R ⊆ ⟨m⟩ i S ⊆ ⟨n⟩ qerez A[R, S] oboznaqaetsØ podmatrica (a_{ij}) i∈R_{j∈S} .

OB ULUQXENII OCENOK QIST˚KOVA 107 • DlØ A = (a_{ij}) ∈ C^{m×n} qerez

r_i(A) = n∑ j=1 a_{ij}, i = 1, . . ., m, oboznaqa¸tsØ stroqnye summy fflementov matricy A. • DlØ A = (a_{ij} ) ∈ C^{m×n} qerez |A| oboznaqaetsØ matrica (|a_{ij}|), fflementami kotoroæ ØvlØ¸tsØ moduli fflementov A.

§2. Dvustoronnie ocenki dlØ perronovskogo kornØ V fftom paragrafe my formuliruem i dokazyvaem osnovnye rezul~taty stat~i, a imenno teoremy 2.1 i 2.2, kotorye ustanavliva¸t dvustoronnie ocenki dlØ perronovskogo kornØ neotricatel~noæ matricy i ih monotonnost~ otnositel~no bloqnyh razbieniæ.

Sperva my dokazyvaem lemmu, kotoraØ otnositsØ k ves~ma qastnomu sluqa¸, no slußit kl¸qom k obwemu rezul~tatu.

DlØ zadannoæ neotricatel~noæ matricy A = (a_{ij} ) ∈ R^{m×m},

m > 2, vvedem v rassmotrenie (m−1)×(m−1) matricy A^{(1)} i A^{(2)},

obrazu¸xie nabor agregirovannyh matric, associirovannyh s bloqnym (m−1)×(m−1) razbieniem A, sootvetstvu¸wim M_1 = {1, 2}, M_i = {i + 1}, i = 2, . . ., m − 1:

A^{(1)} = A^{(1,3,...,m)} = a_{11} + a_{12} a_{13} . . . a_{1m} a_{31} + a_{32} a_{33} . . . a_{3m} . . . . . . . . . . . . a_{m1} + a_{m2} a_{m3} . . . a_{mm} , (2.1)

A^{(2)} = A^{(2,3,...,m)} = a_{21} + a_{22} a_{23} . . . a_{2m} a_{31} + a_{32} a_{33} . . . a_{3m} . . . . . . . . . . . . a_{m1} + a_{m2} a_{m3} . . . a_{mm} . (2.2) Lemma 2.1. Pust~ A = (aij ) – neotricatel~naØ matrica porØdka

m, m > 2, pust~ x = (x_i) – pravyæ perronovskiæ vektor A i pust~ matricy A^{(1)} i A^{(2)} opredeleny v sootvetstvii s (2.1) i (2.2).

Togda min_{i=1,2} ρ(A^{(i)} ) 6 ρ(A) 6 max_{i=1,2} ρ(A^{(i)}). (2.3)

108 L. ı. KOLOTILINA

Krome togo, esli matrica A neprivodima, to l¸boe iz neravenstv v (2.3) ØvlØetsØ ravenstvom togda i tol~ko togda, kogda x_1 = x_2; (2.4) v protivnom sluqae oba neravenstva v (2.3) ØvlØ¸tsØ strogimi.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim sperva, qto matrica A neprivo-

dima. V fftom sluqae, kak horoxo izvestno, ee perronovskiæ vektor x poloßitelen. Ne terØØ obwnosti, my takße predpolagaem, qto komponenty vektora x udovletvorØ¸t uslovi¸ x_1 > x_2, (2.5) qto moßet byt~ obespeqeno perestanovkoæ pervyh dvuh strok i stolbcov matricy A i privodit k tomu, qto matricy A^{(1)} i A^{(2)} menØ¸tsØ mestami.

Oboznaqim u = (x_1, x_1, x_3, . . . , x_m)^T . (2.6) V silu (2.5), my imeem u > x, otkuda sleduet, qto ρ(A)x = Ax 6 Au. (2.7) Vvidu (2.6) i (2.1), iz (2.7) vytekaet neravenstvo A^{(1)}û > ρ(A)û, (2.8) gde û = (x_1, x_3, . . . , x_m)^T – podvektor vektorov x i u. PrimenØØ teoremu 1.3 k matrice A^{(1)}, iz (2.8) my vyvodim, qto ρ(A^{(1)}) > ρ(A), otkuda nemedlenno sleduet pravoe neravenstvo v (2.3).

Analogiqno, oboznaqiv v = (x_2, x_2, x_3, . . . , x_m)^T , my vyvodim v 6 x,

OB ULUQXENII OCENOK QIST˚KOVA 109 ρ(A)x = Ax > Av, A^{(2)}v̂ 6 ρ(A)v̂, (2.9) gde v̂ = (x_2, x_3, . . . , x_m)^T .

Po teoreme 1.3, iz (2.9) vytekaet, qto

ρ(A^{(2)}) 6 ρ(A),

otkuda sleduet levoe neravenstvo v (2.3).

DlØ togo, qtoby perenesti neravenstva (2.3) na obwiæ privodimyæ sluqaæ, dostatoqno rassmotret~ matricu A_ε, blizku¸ k A, i ispol~zovat~ predel~nyæ perehod.

Rassmotrim sluqai ravenstva. Predpoloßim, qto matrica A neprivodima i qto ρ(A^{(1)}) = ρ(A). (2.10)

Esli y = (y_2, y_3, . . ., y_m)^T – neotricatel~nyæ pravyæ perronovskiæ vektor dlØ matricy A^{(1)}, to iz (2.10) sleduet ravenstvo

A^{(1)}y = ρ(A)y. (2.11)

Oboznaqim ỹ = (y_2, y^T )^T . Togda, v silu (2.11), my imeem

Aỹ = A y_2 y_2 y_3 . . y_m = ρ(A) y_2 α y_3 . . y_m . (2.12)

Pust~ teper~ w = (w_i)^m_{i=1} – levyæ perronovskiæ vektor matricy A. Zametim, qto w poloßitelen, poskol~ku matrica A neprivodima. Ispol~zuØ (2.12), my vyvodim

w^T Aỹ = (w^T A)ỹ = ρ(A)w^T ỹ

= w^T (Aỹ) = ρ(A)[w^T ỹ + w_2(α − y_2)].

Ots¸da sleduet, qto w_2(α−y_2) = 0, a tak kak w_2 > 0, to my imeem α = y_2. Sledovatel~no, ravenstvo (2.12) ravnosil~no sootnoxe- ni¸ Aỹ = ρ(A)ỹ,

110 L. ı. KOLOTILINA

oznaqa¸wemu, qto ỹ est~ pravyæ perronovskiæ vektor ishodnoæ matricy A. Poskol~ku, v silu neprivodimosti A, ee pravyæ perronovskiæ vektor opredelen odnoznaqno s toqnost~¸ do poloßitel~nogo mnoßitelØ, my zakl¸qaem, qto pri nekotorom ξ > 0 imeet mesto ravenstvo x = ξỹ. Tem samym dokazano, qto x_1 = x_2.

Tot fakt, qto iz ravenstva ρ(A) = ρ(A^{(2)} ) takße sleduet sootnoxenie (2.4), ustanavlivaetsØ analogiqno.

Nakonec, esli x_1 = x_2, to iz ravenstva Ax = ρ(A)x my poluqaem

A^{(i)}x̂ = ρ(A)x̂, i = 1, 2, gde x̂ = (x_1, x_3, . . . , x_m)^T , otkuda sleduet, qto ρ(A) = ρ(A^{(1)}) = ρ(A^{(2)}).

Lemma dokazana polnost~¸. � Pri dokazatel~stve lemmy 2.1 nami poputno byl ustanovlen sledu¸wiæ rezul~tat.

Sledstvie 2.1. Esli v usloviØh lemmy 2.1 matrica A nepri-

vodima, to neravenstvo ρ(A^{(1)} ) > ρ(A^{(2)}) ravnosil~no neravenstvu x_1 > x_2.

Iz privedennogo dokazatel~stva vtoroæ qasti lemmy 2.1 sleduet, qto predpoloßenie o neprivodimosti matricy A moßet byt~ oslableno, i spravedlivo sledu¸wee utverßdenie.

Sledstvie 2.2. Pust~ A – neotricatel~naØ matrica porØdka m > 1, ime¸waØ levyæ perronovskiæ vektor w = (wi)^m_{i=1} takoæ,

qto w_1w_2 > 0. Togda l¸boe iz neravenstv v (2.3) ØvlØetsØ ravenstvom v tom i tol~ko tom sluqae, kogda A imeet pravyæ perronovskiæ vektor x = (x_i)^m_{i=1} takoæ, qto x_1 = x_2.

Perehod ot m×m matricy A k pare (m−1)×(m−1) matric A^{(1)} i A^{(2)}, opredelennyh v (2.1)–(2.2), budem nazyvat~ agregacieæ stolbcov 1 i 2 matricy A. Analogiqno, rezul~tatom agregacii stolbcov i i i + 1, 2 6 i 6 n − 1, ØvlØ¸tsØ matricy

A^{(i)} = a1_,1 ··· a1_{,i−}1 a1_{,i}+a1_{,i}+1 a1_{,i}+2 ··· a1_{,m} ··· ··· ··· ··· ··· ··· ··· a_{i,}1 ··· a_{i,i−}1 a_{i,i}+a_{i,i}+1 a_{i,i}+2 ··· a_{i,m} a_i+2_,1 ··· a_i+2_{,i−}1 a_i+2_{,i}+a_i+2_{,i}+1 a_i+2_{,i}+2 ··· a_i+2_{,m} ··· ··· ··· ··· ··· ··· ··· a_{m,}1 ··· a_{m,i−}1 a_{m,i}+a_{m,i}+1 a_{m,i}+2 ··· a_{m,m}

OB ULUQXENII OCENOK QIST˚KOVA 111 i A^{(i+1)} = a1_,1 ··· a1_{,i−}1 a1_{,i}+a1_{,i}+1 a1_{,i}+2 ··· a1_{,m} ··· ··· ··· ··· ··· ··· ··· a_{i−}1_,1 ··· a_{i−}1_{,i−}1 a_{i−}1_{,i} +a_{i−}1_{,i}+1 a_{i−}1_{,i}+2 ··· a_{i−}1_{,m} a_i+1_,1 ··· a_i+1_{,i−}1 a_i+1_{,i}+a_i+1_{,i}+1 a_i+1_{,i}+2 ··· a_i+1_{,m} ··· ··· ··· ··· ··· ··· ··· a_{m,}1 ··· a_{m,i−}1 a_{m,i}+a_{m,i}+1 a_{m,i}+2 ··· a_{m,m} . Sledu¸waØ lemma legko sleduet iz opredeleniØ (1.17) agregirovannyh matric A^{(i1,i2,...,in)} i iz tol~ko qto vvedennogo opredeleniØ agregacii dvuh posledovatel~nyh stolbcov.

Lemma 2.2. Pust~ A ∈ R^{m×m}, m > 2, – neotricatel~naØ matri-

ca, predstavlennaØ v bloqnom vide

A = A_{11} A_{12} . . . A_{1n} A_{21} A_{22} . . . A_{2n} . . . . . . . . . . . . A_{n1} A_{n2} . . . A_{nn} ,

gde A_{ij} = A[M_i, M_j ], i, j = 1, . . ., n; ⟨m⟩ = n⋃ i=1 M_i, 1 6 n 6 m. Togda kaßdaØ iz associirovannyh s neæ agregirovannyh matric

A^{(i1,i2,...,in)} = r_{i1}(A_{11}) r_{i1}(A_{12}) . . . r_{i1} (A_{1n}) r_{i2}(A_{21}) r_{i2}(A_{22}) . . . r_{i2} (A_{2n}) . . . . . . . . . . . . r_{in} (A_{n1}) r_{in} (A_{n2}) . . . r_{in} (A_{nn}) ,

i_k ∈ M_k, k = 1, . . ., n, moßet byt~ poluqena iz A posledovatel~noæ agregacieæ par sosednih stolbcov.

Iz lemm 2.1 i 2.2 nemedlenno vytekaet sledu¸waØ teorema, predstavlØ¸waØ soboæ pervyæ osnovnoæ rezul~tat fftoæ raboty.

Teorema 2.1. Pust~ A ∈ R^{m×m}, m > 2, – neotricatel~naØ ma-

trica, predstavlennaØ v vide

A = A_{11} A_{12} . . . A_{1n} A_{21} A_{22} . . . A_{2n} . . . . . . . . . . . . A_{n1} A_{n2} . . . A_{nn} , (2.13)

112 L. ı. KOLOTILINA gde A_{ij} = A[M_i, M_j], i, j = 1, . . . , n, i ⟨m⟩ = ⋃_n i=1 M_i, 1 6 n 6 m, – razbienie indeksnogo mnoßestva na nepereseka¸wiesØ nepustye podmnoßestva.

Togda min ρ(A^{(i1,i2,...,in)}) 6 ρ(A) 6 max ρ(A^{(i1,i2,...,in)} ), (2.14) gde minimum i maksimum berutsØ po vsem i_k ∈ M_k, k = 1, . . . , n.

Krome togo, esli matricy A neprivodima, to l¸boe iz neravenstv v (2.14) ØvlØetsØ ravenstvom togda i tol~ko togda, kogda pravyæ perronovskiæ vektor x = (x_i)^m_{i=1} matricy A udovletvorØet usloviØm

x_{ik} = c_k dlØ vseh i_k ∈ M_k, k = 1, . . . , n. (2.15)

V protivnom sluqae oba neravenstva v (2.14) ØvlØ¸tsØ strogimi.

Iz lemm 2.1 i 2.2 takße sleduet, qto dlØ vzaimosvØzannyh bloqnyh razbieniæ neotricatel~noæ matricy A ocenki dlØ ρ(A), davaemye teoremoæ 2.1, podda¸tsØ sravneni¸. Toqnee, my budem govorit~, qto razbienie ⟨m⟩ = n⋃ i=1 M_i (2.16)

mnoßestva ⟨m⟩ na nepereseka¸wiesØ nepustye podmnoßestva mel~qe, qem razbienie ⟨m⟩ = n^′⋃

i=1 M^′_i (2.17)

(a razbienie (2.17) grubee, qem razbienie (2.16)) esli n > n^′ i kaßdoe podmnoßestvo M^′_i , i = 1, . . . , n^′, ØvlØetsØ ob¨edineniem nekotoryh podmnoßestv M_i, i = 1, . . . , n.

V fftoæ terminologii my imeem sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 2.2. Pust~ A ∈ R^{m×m}, m > 2, – neotricatel~naØ ma-

trica. Esli (2.16) i (2.17) – ffto razbieniØ indeksnogo mnoßestva ⟨m⟩, priqem razbienie (2.16) mel~qe, qem razbienie (2.17), to ime¸t mesto neravenstva min i^′1,...,i^′_{n′} ρ(A^{(i′1,...,i′n′ )}) 6 min_{i1,...,in} ρ(A^{(i1,...,in)}) 6 ρ(A) (2.18)

OB ULUQXENII OCENOK QIST˚KOVA 113 i ρ(A) 6 max_{i1,...,in} ρ(A^{(i1,...,in)}) 6 max_{i′1,...,i′n′} ρ(A^{(i′1,...,i′n′ )}), (2.19) gde minimum i maksimum berutsØ po vsem i^′_k ∈ M^′_k, k = 1, . . ., n^′, i po vsem i_k ∈ M_k, k = 1, . . . , n.

Krome togo, esli matrica A neprivodima, to libo kak levoe neravenstvo v (2.18), tak i pravoe neravenstvo v (2.19) ØvlØ¸tsØ ravenstvami, libo oba oni vypolnØ¸tsØ strogo.

Zametim, qto v tom kraænem sluqae, kogda n^′ = 1, trivial~- noe razbienie ⟨m⟩ = M^′_1 ØvlØetsØ, oqevidno, bolee grubym, qem l¸boe razbienie (2.16), dlØ kotorogo n > 2. Sledovatel~no, po teorem 2.2, my imeem min 16i6m^{ri(A)} 6^{min}i1,...,in^{ρ(A(i1,...,in))} 6^{ρ(A)}

6 max_{i1,...,in} ρ(A^{(i1,...,in)}) 6 max_16_i6_m ri(A). (2.20)

Takim obrazom, teorema 2.1 daet uluqxenie teoremy Frobeniusa 1.2.

S drugoæ storony, oqevidno, qto dlØ vseh i_k ∈ M_k, k = 1, . . ., n, spravedlivy neravenstva Ǎ 6 A^{(i1,...,in)} 6^^A, gde matricy Ǎ i Â opredeleny v sootvetstvii s (1.2) i (1.3). Sledovatel~no, po svoæstvu monotonnosti perronovskogo kornØ, sm. teoremu 1.4, my poluqaem ρ(Ǎ) 6 ρ(A^{(i1,...,in)}) 6 ρ(Â), i_k ∈ M_k, k = 1, . . ., n. (2.21) Tem samym pokazano, qto dlØ l¸bogo fiksirovannogo razbie- niØ ⟨m⟩ = ⋃_n i=1 M_i indeksnogo mnoßestva ocenki teoremy 2.1, po kraæneæ mere, ne huße, qem ocenki QistØkova (1.8).

§3. UsloviØ nevyroßdennosti V fftom paragrafe, osnovyvaØs~ na verhneæ ocenke teoremy 2.1, my vyvodim usloviØ, dostatoqnye dlØ togo, qtoby zadannaØ matrica prinadleßala klassu nevyroßdennyh H-matric.

114 L. ı. KOLOTILINA

Pust~ A = (a_{ij} ) ∈ C^{m×m} , m > 1, – zadannaØ matrica. Pri fiksirovannom razbienii ⟨m⟩ = n⋃ i=1 M_i, 1 6 n 6 m, mnoßestva indeksov na nepereseka¸wiesØ nepustye podmnoßestva predstavim matricu A v bloqnom vide

A = A_{11} A_{12} . . . A_{1n} A_{21} A_{22} . . . A_{2n} . . . . . . . . . . . . A_{n1} A_{n2} . . . A_{nn} , gde A_{ij} = A[M_i, M_j], i, j = 1, . . ., n. Po opredeleni¸, A ØvlØetsØ nevyroßdennoæ H-matriceæ togda i tol~ko togda, kogda ee matrica sravneniØ M(A) = (mij ), mij =^{{ |aij|, i = j,} −|a_{ij}|, i ≠ j, ØvlØetsØ nevyroßdennoæ M -matriceæ.

V sootvetstvii s opredeleniem (1.17) (rassmatrivaemym v kontekste vewestvennyh matric), poloßim M(A)^{(i1,i2,...,in)} = r_{i1}(M(A_{11})) −r_{i1} (|A_{12}|) . . . −r_{i1} (|A_{1n}|) −r_{i2} (|A_{21}|) r_{i2}(M(A_{22})) . . . −r_{i2} (|A_{2n}|) . . . . . . . . . . . . −r_{in} (|A_{n1}|) −r_{in} (|A_{n2}|) . . . r_{in} (M(A_{nn})) , i_k ∈ M_k, k = 1, . . . , n, (3.1)

i vvedem oboznaqeniØ p_{ik} (A_{kk}) = r_{ik} (M(A_{kk})), i_k ∈ M_k, k = 1, . . ., n. (3.2) Novye dostatoqnye usloviØ prinadleßnosti A klassu nevyroßdennyh H-matric predstavleny v sledu¸weæ teoreme, annonsirovannoæ v rabote [3].

OB ULUQXENII OCENOK QIST˚KOVA 115

Teorema 3.1. Esli vo vvedennyh vyxe oboznaqeniØh vse matricy

M(A)^{(i1,...,in)}, gde ik ∈ Mk, k = 1, . . . , n, ØvlØ¸tsØ nevyroßdennymi

M -matricami, to A ØvlØetsØ nevyroßdennoæ H-matriceæ.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku vse matricy (3.1) ØvlØ¸tsØ nevy-

roßdennymi M -matricami, ih diagonal~nye fflementy poloßitel~ny, t.e. p_{ik} (A_{kk}) > 0, i_k ∈ M_k, k = 1, . . ., n. �to oznaqaet, qto vse diagonal~nye bloki A_{kk}, k = 1, . . ., n, matricy A ime¸t strogoe diagonal~noe preobladanie. Sledovatel~no, vse matricy A_{kk} ØvlØ¸tsØ nevyroßdennymi H-mat-ricami, a vse matricy M(A_{kk}) – nevyroßdennymi M -matricami.

Rassmotrim regulØrnoe bloqnoe rasweplenie ˚kobi matricy

M(A): M_{(A) = Δ − P, (3.3)}

gde qerez Δ = Diag (M(A_{11}), . . . , M(A_{nn})) (3.4)

oboznaqena bloqno diagonal~naØ qast~ M(A). Kak horoxo izvestno (sm., napr., [5, glava 6, teorema 2.3]), Z-matrica M(A) ØvlØetsØ nevyroßdennoæ M -matriceæ togda i tol~ko togda, ko- gda ρ(P Δ^{−1}) < 1. (3.5)

Pofftomu dlØ dokazatel~stva teoremy dostatoqno dokazat~ neravenstvo (3.5).

Opredelim (toqeqnu¸) diagonal~nu¸ matricu

D = diag (d_1, . . . , d_m) = Diag (D_1, . . . , D_n)

porØdka m s pomow~¸ sootnoxeniØ

De^{(m)} = Δe^{(m)}, (3.6)

tak qto d_{ik} = p_{ik} (A_{kk}), i_k ∈ M_k, k = 1, . . . , n, i rassmotrim neotricatel~nu¸ matricu

R = D^{−1}P Δ^{−1}D, (3.7)

diagonal~no soprØßennu¸ s matriceæ P Δ^{−1}.

116 L. ı. KOLOTILINA

V bloqnyh oboznaqeniØh my imeem R_{ij} = { 0, i = j, D^{−1}_i P_{ij}Δ^{−1}_j D_j , i ≠ j, i, j = 1, . . . , n. PrimenØØ teoremu 2.1 k matrice R i ispol~zuØ sootnoxeniØ

(R_{kj}e)_{ik} = ((D^{−1}_k P_{kj}Δ^{−1}_j D_j )e)_{ik} = (D^{−1}_k P_{kj}e)_{ik} = r_{ik} (|A_{kj}|)/p_{ik} (A_{kk}), j ≠ k, i_k ∈ M_k, vyteka¸wie iz (3.7), (3.6) i (3.3), my poluqaem, qto

ρ(P Δ^{−1}) = ρ(D^{−1} P Δ^{−1}D)

6 max_{i1,...,in} ρ

0^{ri1 (|A12|)} p_i1 (A11) · · · r_i1 (|A1_n|) p_i1 (A11) r_i2 (|A21|) p_i2 (A22) 0 · · · r_i2 (|A2_n|) p_i2 (A22) · · · · · · · · · · · · r_{in} (|A_n1|) p_{in} (A_{nn}) r_{in} (|A_n2|) p_{in} (A_{nn} ) · · · 0 = max i1,...,i_n ρ([D^{(i1,...,in)}]^{−1}P^{(i1,...,in)}), (3.8) gde matricy D^{(i1,...,in)} i P^{(i1,...,in)} opredeleny v sootvetstvii s (1.17).

Poskol~ku dlØ vseh (i_1, . . . , i_n) M(A)^{(i1,...,in)} = D^{(i1,...,in)} − P^{(i1,...,in)} – ffto regulØrnye (toqeqnye) raswepleniØ ˚kobi nevyroßdennyh M -matric M(A)^{(i1,...,in)}, my imeem (sm. napr., [5, glava 6, teorema 2.3]): ρ([D^{(i1,...,in)}]^{−1}P^{(i1,...,in)}) < 1 dlØ vseh i_k ∈ M_k, k = 1, . . ., n. Vvidu (3.8), ots¸da sleduet spravedlivost~ neravenstva (3.5), qto i zaverxaet dokazatel~stvo teoremy. �

Zametim, qto pri n = m teorema 3.1 svoditsØ k utverßdeni¸, qto A ØvlØetsØ nevyroßdennoæ H-matriceæ, esli M(A) – nevyroßdennaØ M -matrica, kotoroe spravedlivo po opredeleni¸ nevyroßdennyh H-matric. V protivopoloßnom kraænem sluqae n = 1 teorema 3.1 svoditsØ k horoxo izvestnomu utverßdeni¸, qto matrica, ime¸waØ strogoe diagonal~noe preobladanie, ØvlØetsØ nevyroßdennoæ H-matriceæ. V sluqae ße 1 < n < m teorema 3.1

OB ULUQXENII OCENOK QIST˚KOVA 117

daet netrivial~nyæ nabor Z-matric men~xego porØdka, kotoryæ moßno rassmatrivat~ kak nabor matric sravneniØ.

Nakonec, v bloqnom 2 × 2 sluqae (n = 2), my imeem:

M(A)^{(i1,i2)} =^{[ pi1 (A11) −ri1 (|A12|)}

−r_{i2} (|A_{21}|) p_{i2} (A_{22}) ] , i_1 ∈ M_1, i_2 ∈ M_2.

Pri fftom (sm., napr., [5, glava 6, teorema 2.3]) M(A)^{(i1,i2)} ØvlØetsØ nevyroßdennoæ M -matriceæ togda i tol~ko togda, kogda vse ee glavnye minory poloßitel~ny, t.e. vypolneny usloviØ

p_{i1} (A_{11}) > 0, p_{i2} (A_{22}) > 0, i p_{i1} (A_{11})p_{i2} (A_{22}) > r_{i1}(|A_{12}|)r_{i2} (|A_{21}|).

Pofftomu pri n = 2 klass matric, udovletvorØ¸wih usloviØm teoremy 3.1, sovpadaet s klassom matric, vvedennym v rabote [7] i issledovannym v rabotah [6, 2, 3] (sm. takße [8]).

Literatura

1. ı. A. Al~pin, L. ı. Kolotilina, Obobwennoe svoæstvo monotonnosti perronovskogo kornØ. — Zap. nauqn. semin. POMI 334 (2006), 13–29.

2. L. ı. Kolotilina, Psevdobloqnye usloviØ diagonal~nogo preobladaniØ.

— Zap. nauqn. semin. POMI 323 (2005), 94–131.

3. L. ı. Kolotilina, Ocenki opredeliteleæ i obratnyh dlØ nekotoryh Hmatric. — Zap. nauqn. semin. POMI 346 (2007), 81–102.

4. V. P. QistØkov, K ocenke perronova kornØ neotricatel~nyh matric. — Dokl. AN SSSR 246 (1979), 548–550.

5. A. Berman, R. J. Plemmons, Nonnegative Matrices in the Mathematical Sciences.

Academic Press, New York etc., 1979.

6. L. Cvetković, V. Kostić, R. S. Varga, A new Geršgorin-type eigenvalue inclusion set. — Electr. Trans. Numer. Anal. 18 (2004), 73–80.

7. Y. M. Gao, X. H. Wang, Criteria for generalized diagonally dominant and Mmatrices. — Linear Algebra Appl. 268 (1992), 257–268.

8. R. S. Varga, Geršgorin and His Circles. Springer, 2004.

Kolotilina L. Yu. Improving Chistyakov’s bounds for the Perron root of a nonnegative matrix.

The paper presents new two-sided bounds for the Perron root of a blockpartitioned nonnegative matrix, improving Chistyakov’s bounds. The

118 L. ı. KOLOTILINA equality cases are analyzed. As an application, new conditions sufficient for a complex matrix to be a nonsingular H-matrix are obtained.

Postupilo 19 noØbrØ 2007 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN E-mail: liko@pdmi.ras.ru