Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 346, 2007 g.

H. D. Ikramov, V. N. Qugunov

O NORMAL^NYH GANKELEVYH MATRICAH

1. Vvedenie

Zadaqa ob opisanii normal~nyh teplicevyh matric, postavlennaØ i rexennaØ avtorami v [1–3], privlekla bol~xoe vnimanie v algebraiqeskoæ literature. Na protØßenii desØti let byl predloßen rØd ee rexeniæ, otliqa¸wihsØ ot pervonaqal~- nogo (sm. [4–8]). Samo opisanie imeet zameqatel~no prostoæ vid i daetsØ sledu¸weæ teoremoæ.

Teorema 1. Pust~ A – kompleksnaØ matrica, odnovremenno nor-

mal~naØ i tepliceva. Togda spravedlivo hotØ by odno iz dvuh utverßdeniæ:

(a) A – matrica vida αI + βH, gde α i β – kompleksnye qisla, H – ffrmitova tepliceva matrica;

(b) A predstavlØet soboæ ϕ-cirkulØnt dlØ nekotorogo kompleksnogo qisla ϕ, po modul¸ ravnogo edinice.

Zadaqa opisaniØ normal~nyh gankelevyh matric, postavlennaØ v [9], okazalas~ znaqitel~no trudnee teplicevoæ zadaqi. NesmotrØ na nekotorye prodvißeniØ, poluqennye v [8, 10, 11], ona vse ewe daleka ot polnogo rexeniØ. Ime¸wiesØ qastiqnye rezul~taty sostoØt, v osnovnom, v ukazanii konkretnyh podmnoßestv klassa N H_n normal~nyh gankelevyh matric porØdka n. Pereqislim ffti podmnoßestva.

1. Vewestvennye gankelevy matricy i proizvol~nye ih kompleksnye kratnye.

2. Matricy vida αP_n + βH, α, β ∈ C, Rabota vtorogo avtora byla podderßana Rossiæskim fondom fundamental~nyh issledovaniæ (granty 04-07-90336 i 05-01-00721) i programmoæ fundamental~nyh issledovaniæ otdeleniØ matematiqeskih nauk RAN “Vyqislitel~nye i informacionnye problemy rexeniØ bol~xih zadaq” po proektu “Matriqnye metody v integral~nyh i differencial~nyh uravneniØh”. 63

64 H. D. IKRAMOV, V. N. QUGUNOV gde P_n = 1 . . . 1 est~ per¨ediniqnaØ matrica porØdka n, a H – proizvol~naØ vewestvennaØ centrosimmetriqnaØ gankeleva matrica.

3. Bloqno-diagonal~nye matricy vida αH_1 + βH_2, α, β ∈ C, gde H_1 – verhnetreugol~naØ vewestvennaØ gankeleva matrica porØdka k (0 < k < n), a H_2 – nißnetreugol~naØ vewestvennaØ gankeleva matrica porØdka l = n − k. Pri fftom my nazyvaem H_1 i H_2 sootvetstvenno verhnetreugol~noæ i nißnetreugol~noæ gankelevymi matricami, esli

{H_1}_{ij} = 0 pri i + j > k + 1 i {H_2}_{ij} = 0 pri i + j < l + 1.

�ti tri klassa matric ukazany v [9]. K nim v [11] dobavlen ewe odin.

4. Matricy vida αH + βH�^1, α, β ∈ C, gde H – nevyroßdennaØ vewestvennaØ verhnetreugol~naØ (ili nißnetreugol~naØ) gankeleva matrica.

Vse ukazannye klassy matric byli naædeny iz soobraßeniæ, razliqnyh dlØ kaßdogo klassa. Cel~ dannoæ stat~i – ukazat~ obwiæ podhod, pozvolØ¸wiæ poluqit~ ffti klassy kak special~- nye sluqai edinoæ shemy. Te normal~nye gankelevy matricy, kotorye ne vhodØt v klassy 1–4, sootvetstvu¸t osnovnomu i naibolee trudnomu sluqa¸ naxeæ shemy. �tot sluqaæ ne poddaetsØ poka polnomu analizu. My pokazyvaem, odnako, qto neizvestnye tipy normal~nyh gankelevyh matric moßno obnarußit~ lix~ v predelah novogo i ves~ma l¸bopytnogo matriqnogo klassa, obobwa¸wego (i soderßawego v sebe) klass ϕ-cirkulØntov.

O NORMAL^NYH GANKELEVYH MATRICAH 65

2. Osnovnye sootnoxeniØ UslovimsØ zapisyvat~ gankelevu matricu H porØdka n v vide

H = h_n�_1 h_n�_2 . . . h_1 h_0 h_n�_2 h_n�_3 . . . h_0 h�_1 . . . . . . . . . . . . . . . h_1 h_0 . . . h�_{n+3} h�_{n+2} h_0 h�_1 . . . h�_{n+2} h�_{n+1}

. (1)

NarØdu s H rassmotrim teplicevu matricu

T = HP_n. (2)

Opredelim operator T (f), kotoryæ vektoru f = (f_1, f_2, . . . , f_n�_1) stavit v sootvetstvie teplicevu strogo verhnetreugol~nu¸ n×nmatricu s pervoæ strokoæ

(0 f_1 f_2, . . . , f_n�_1).

Togda matrica (2) moßet byt~ predstavlena v vide

T = t_0I + T (x) + (T (y))^t, (3) gde x = (h_1, h_2, . . . , h_n�_1), y = (h�_1, h�_2, . . . , h�_{n+1}), t_0 = h_0.

Nas interesu¸t usloviØ, pri kotoryh matrica (1) ØvlØetsØ normal~noæ, t.e.

HH�_{= H}�_{H.} (4)

Seæqas my vzglØnem na fftot vopros s neskol~ko bolee obwih poziciæ, qem trebuetsØ dlØ sformulirovannyh nami celeæ. Napomnim, qto kompleksnaØ n × n-matrica A nazyvaetsØ soprØßennonormal~noæ, esli AA�_{= A}�_{A.} (5)

V qastnosti, soprØßenno-normal~nymi ØvlØ¸tsØ vse simmetriqnye matricy (kak vewestvennye, tak i kompleksnye).

Teorema 2. DlØ togo qtoby kompleksnaØ n × n-matrica A byla

odnovremenno normal~noæ i soprØßenno-normal~noæ, neobhodimo i dostatoqno, qtoby AA� i A�A byli vewestvennymi matricami.

�to utverßdenie vytekaet iz sliqeniØ opredeleniæ (4) i (5).

66 H. D. IKRAMOV, V. N. QUGUNOV

Zameqanie 1. Netrudno pokazat~, qto vewestvennost~ matricy AA� (sootvetstvenno,_A�_A) ravnosil~na tomu, qto ffrmitov mnoßitel~ v levom (sootvetstvenno, pravom) polØrnom razloßenii matricy A v deæstvitel~nosti ØvlØetsØ vewestvennoæ simmetriqnoæ matriceæ. My vospol~zuemsØ fftim zameqaniem v poslednem razdele stat~i.

Sledstvie 1. DlØ togo qtoby gankeleva n × n-matrica H byla

normal~noæ, neobhodimo i dostatoqno, qtoby HH� i H�H byli vewestvennymi matricami.

DlØ teplicevoæ matricy (2) imeem T T �_{= HH}� i_T �_{T = PnH}�_{HPn.}

Pofftomu sledstvie 1 moßno pereformulirovat~ tak.

Sledstvie 2. DlØ togo qtoby gankeleva n × n-matrica H byla

normal~noæ, neobhodimo i dostatoqno, qtoby dlØ soputstvu¸weæ eæ teplicevoæ matricy T matricy T T � i T �T byli vewestvennymi.

V deæstvitel~nosti, dostatoqno potrebovat~, qtoby vypolnØlos~ sootnoxenie Im T T � = 0. (6)

�to sootnoxenie budet v dal~neæxem igrat~ osnovnu¸ rol~. Vmesto togo qtoby iskat~ normal~nu¸ gankelevu matricu H, my budem iskat~ sootvetstvu¸wu¸ eæ teplicevu matricu (2), dlØ kotoroæ vypolneno ravenstvo (6).

Poloßim T = ^T_1 + i ^T_2, (7) gde ^T_1 = T + T 2 , ^T_2 = T − T 2i i i – mnimaØ edinica. Takim obrazom, ^T_1 – vewestvennaØ tepliceva matrica vida

^T_1 = a_0I + T (x) + (T (y))^t, gde x = (a_1, a_2, . . . , a_n�_1), y = (a�_1, a�_2, . . . , a�_{n+1})

O NORMAL^NYH GANKELEVYH MATRICAH 67 i a_j = Re h_j, j = −n + 1, . . . , n − 1. V analogiqnom predstavlenii

^T_2 = b_0I + T (x) + (T (y))^t

vewestvennoæ teplicevoæ matricy ^T_2 imeem

x = (b_1, b_2, . . . , b_n�_1), y = (b�_1, b�_2, . . . , b�_{n+1}) i b_j = Im h_j, j = −n + 1, . . . , n − 1. PodstavlØØ predstavlenie (7) v (6), nahodim

^T_2 ^T^t_1 − ^T_1 ^T^t_2 = 0. (8)

Takim obrazom, ewe odnoæ ffkvivalentnoæ formulirovkoæ gankelevoæ normal~noæ zadaqi ØvlØetsØ opisanie vseh par vewestvennyh teplicevyh matric, udovletvorØ¸wih uslovi¸ (8). Oqevidno, qto ffto uslovie ravnosil~no trebovani¸, qtoby matrica T_3 = ^T_2 ^T^t_1 byla simmetriqnoæ.

Zameqanie 2. Esli zapisat~ ishodnu¸ gankelevu matricu H v

vide H = H_1 + iH_2, (9)

analogiqnom predstavleni¸ (7), to ravenstvo (6) predstanet kak uslovie perestanovoqnosti vewestvennyh gankelevyh matric H_1 i H_2. �tot podhod k gankelevoæ normal~noæ zadaqe byl ispol~- zovan v [9].

Zameqanie 3. Esli v predyduwem zameqanii iskl¸qit~ matri-

cy H klassa 1, to ni odna iz matric H_1 i H_2 v (9) ne moßet byt~ nulevoæ. �to ße otnositsØ k matricam ^T_1 i ^T_2 v (8).

VernemsØ k uslovi¸ (8). Predpoloßim, qto odna iz matric ^T_1 i ^T_2 diagonal~naØ. Pust~, dlØ opredelennosti, ffto budet ^T_1. Togda, buduqi teplicevoæ, ^T_1 ØvlØetsØ skalØrnoæ matriceæ, priqem, v silu zameqaniØ 3, ^T_1 ≠ 0. V fftom sluqae (8) svoditsØ k trebovani¸, qtoby ^T_2 byla simmetriqna. V terminah ishodnoæ gankelevoæ zadaqi ffto oznaqaet, qto H_1 proporcional~na matrice P_n, a H_2 centrosimmetriqna, t.e. H est~ matrica klassa 2.

68 H. D. IKRAMOV, V. N. QUGUNOV Pofftomu v dal~neæxem my sqitaem, qto ni ^T_1, ni ^T_2 ne ØvlØ¸tsØ diagonal~nymi matricami.

Udobno vydelit~ diagonal~nye qasti matric ^T_1 i ^T_2, polagaØ ^T_1 = a_0I + T_1, ^T_2 = b_0I + T_2. (10) Soglasno skazannomu vyxe, matricy T_1 i T_2 sqita¸tsØ nenulevymi. S uqetom (10), uravnenie (8) perepixetsØ v vide T_2T^t_1 − T_1T^t_2 = a_0(T^t_2 − T_2) − b_0(T^t_1 − T_1). (11) Matrica, stoØwaØ v pravoæ qasti ravenstva (11), tepliceva;

znaqit, i v levoæ qasti dolßna stoØt~ tepliceva matrica. Vyrazim poslednee uslovie qerez fflementy {a_i} i {b_j } matric T_1 i T_2. Imeem

(T_2T^t_1 − T_1T^t_2 )_{i+1,j+1} = (T_2T^t_1 − T_1T^t_2)_{i,j}, i, j = 1, . . . , n − 1, ili_n ∑ k=1 (T_2)_{i+1,k}(T_1)_{j+1,k} − n∑ k=1 (T_1)_{i+1,k}(T_2)_{j+1,k}

− n∑ k=1 (T_2)_{ik}(T_1)_{jk} + n∑ k=1 (T_1)_{ik}(T_2)_{jk} = 0,

ili, nakonec, n∑ k=1 b_k�_i�_1a_k�_j�_1 − n∑ k=1 a_k�_i�_1b_k�_j�_1

− n∑ k=1 b_k�_ia_k�_j + n∑ k=1 a_k�_ib_k�_j = 0, i, j = 1, . . . , n − 1. Zamenim zdes~ indeksy summirovaniØ: v pervoæ i vtoroæ summah poloßim m = k − 1, a v tret~eæ i qetvertoæ – m = k. Poluqim n�1_∑ m=0 b_m�_ia_m�_j − n�1_∑ m=1 a_m�_ib_k�_j − n∑ m=1 b_m�_ia_m�_j + n∑ m=1 a_m�_ib_m�_j = 0,

otkuda

a_n�_ib_n�_j − a_n�_jb_n�_i = a�_ib�_j − a�_jb�_i, i, j = 1, . . . , n − 1. (12)

O NORMAL^NYH GANKELEVYH MATRICAH 69 �lementy, opredelØ¸wie teplicevy matricy

T_1 =

0 a_1 a_2 . . . a_n�_1 a�1 0 a1 . . . an�2 . . . . . . . . . . . . . . . a�n+1 a�n+2 a�n+3 . . . 0 i T_2 =

0 b_1 b_2 . . . b_n�_1 b�1 0 b1 . . . bn�2 . . . . . . . . . . . . . . . b�n+1 b�n+2 b�n+3 . . . 0 , udobno zapisat~ v vide dvuh (n − 1) × 2-matric F i G. Stolbcami matricy

F (u_1, u_2) = a_n�_1 b_n�_1 a_n�_2 b_n�_2 . . . . a_1 b_1

(13)

ØvlØ¸tsØ vektory

u_1 = (a_n�_1, a_n�_2, . . . , a_1)^t i u_2 = (b_n�_1, b_n�_2, . . . , b_1)^t, (14)

a stolbcy matricy

G(l_1, l_2) =

a�1 b�1 a�2 b�2 . . . . a�n+1 b�n+1 (15)

sut~ vektory

l_1 = (a�_1, a�_2, . . . , a�_{n+1})^t i l_2 = (b�_1, b�_2, . . . , b�_{n+1})^t. (16)

Opredelim veliqiny

△^F_{ij} = det ( a_n�_i b_n�_i a_n�_j b_n�_j ) = a_n�_ib_n�_j − a_n�_jb_n�_i i △^G_{ij} = det ( a�i b�i a�j b�j ) = a�ib�j − a�jb�i. Teper~ (12) prinimaet vid △^F_{ij} = △^G_{ij}, i, j = 1, . . . , n − 1. (17)

70 H. D. IKRAMOV, V. N. QUGUNOV

Dal~neæxiæ analiz razob~em na neskol~ko sluqaev, sootvetstvu¸wih razliqnym znaqeniØm ranga matric F i G. Pri fftom sluqaæ F = G = 0 nevozmoßen, poskol~ku oznaqaet, qto T_1 i T_2 – diagonal~nye matricy. 3. F ≠ 0, G = 0 V fftom sluqae vse veliqiny △^G_{ij} = 0. Vvidu (17), imeem △^F_{ij} = 0 dlØ vseh i, j, otkuda rank F (u_1, u_2) = 1. Pust~ vewestvennye qisla α i β, udovletvorØ¸wie uslovi¸ α^2 + β^2 ≠ 0, (18) i vewestvennyæ vektor c = (c_n�_1, c_n�_2, . . . , c_1)^t takovy, qto u_1 = αc i u_2 = βc (sm. (14)). Opredelim strogo verhnetreugol~nu¸ matricu U = T (P_n�_1c), togda T_1 = αU i T_2 = βU . PodstavlØØ ffti ravenstva v (11), poluqim (a_0β − b_0α)U^t − (a_0β − b_0α)U = 0. (19) Poskol~ku U – nenulevaØ strogo verhnetreugol~naØ matrica, ravenstvo (19) ffkvivalentno sootnoxeni¸ (a_0β − b_0α)U = 0, t.e. sootnoxeni¸ a_0β − b_0α = 0, kotoroe moßno zapisat~ v vide det ( a_0 b_0 α β ) = 0.

Vsledstvie (18), naædetsØ (vewestvennoe) nenulevoe qislo κ takoe, qto a_0 = κα, b_0 = κβ.

Teper~ predstavlenie (10) prinimaet vid ^T_1 = a_0I + T_1 = καI + αU = α(κI + U ), ^T_2 = b_0I + T_2 = κβI + βU = β(κI + U ),

oznaqa¸wiæ, qto ^T_1 i ^T_2 ØvlØ¸tsØ skalØrnymi kratnymi odnoæ i toæ ße vewestvennoæ verhnetreugol~noæ matricy. V terminah ishodnoæ gankelevoæ zadaqi ffto oznaqaet, qto normal~naØ matrica H est~ proizvedenie nekotorogo kompleksnogo qisla i vewestvennoæ verhnetreugol~noæ gankelevoæ matricy. V fftom sluqae H prinadleßit klassu 1.

O NORMAL^NYH GANKELEVYH MATRICAH 71

4. G ≠ 0, F = 0 �tot sluqaæ ohvatyvaetsØ analizom predyduwego razdela, esli matricy F i G pomenØt~ mestami. Sootvetstvu¸waØ normal~naØ matrica H est~ proizvedenie kompleksnogo qisla i vewestvennoæ nißnetreugol~noæ gankelevoæ matricy, t.e. snova prinadleßit klassu 1. 5. rank F = 1, G ≠ 0 V silu sootnoxeniæ (17), vse opredeliteli △^G_{ij} = 0, pofftomu rank G 6 1. Poskol~ku G ≠ 0, imeem rank G = 1.

Kak i vyxe, iz usloviØ rank F = 1 nahodim vewestvennye qisla α i β, svØzannye sootnoxeniem (18), i vewestvennyæ vektor c = (c_n�_1, c_n�_2, . . . , c_1)^t takie, qto u_1 = αc i u_2 = βc (sm. (14)). Analogiqno, iz usloviØ rank G = 1 zakl¸qaem, qto naædutsØ vewestvennye qisla γ i δ, svØzannye sootnoxeniem γ^2 + δ^2 ≠ 0, (20) i vewestvennyæ vektor d = (d�_1, d�_2, . . . , d�_{n+1})^t takie, qto l_1 = γd i l_2 = δd (sm. (16)). Opredelim strogo verhnetreugol~nu¸ matricu U = T (P_n�_1c) i strogo nißnetreugol~nu¸ matricu L = (T (d))^t; togda T_1 = αU + γL, T_2 = βU + δL. (21) Ots¸da posle nesloßnyh vykladok poluqaem T_2T^t_1 − T_1T^t_2 = (αδ − βγ)(LU^t − U L^t). (22) PodstavlØØ (22) i (21) v (11), nahodim

(αδ − βγ)(LU^t − U L^t) = (a_0β − b_0α)U^t − (a_0δ − b_0γ)L +(a_0δ − b_0γ)L^t − (a_0β − b_0α)U.

(23)

Netrudno videt~, qto ffto ravenstvo ffkvivalentno bolee prostomu sootnoxeni¸ (αδ − βγ)U L^t = (a_0β − b_0α)U − (a_0δ − b_0γ)L^t. (24)

72 H. D. IKRAMOV, V. N. QUGUNOV

Qtoby uprostit~ posledu¸wie zapisi, opredelim veliqiny ξ = αδ − βγ, ξ_1 = a_0β − b_0α, ξ_2 = b_0γ − a_0δ. (25) V novyh oboznaqeniØh uravnenie (24) prinimaet vid ξU L^t = ξ_1U + ξ_2L^t. (26) Analiz fftogo uravneniØ, v svo¸ oqered~, razob~em na neskol~ko podsluqaev.

5.1. ξ = 0

�to uslovie oznaqaet, qto opredelitel~ matricy W = ( α β γ δ )

raven nul¸. Poskol~ku W ne imeet nulevyh strok (sm. (18) i (19)), naædetsØ takoe (vewestvennoe) nenulevoe qislo κ, qto γ = κα, δ = κβ. (27) Podstanovka (27) v (21) daet T_1 = αU + καL = α(U + κL), T_2 = βU + κβL = β(U + κL). Takim obrazom, T_1 i T_2 ØvlØ¸tsØ skalØrnymi kratnymi odnoæ i toæ ße matricy T_3 = U + κL: T_1 = αT_3, T_2 = βT_3.

PodstavlØØ ffti vyraßeniØ v uravnenie (11), poluqaem (a_0β − b_0α)(T^t_3 − T_3) = 0. (28) �to sootnoxenie udovletvorØetsØ, v qastnosti, esli T_3 – simmetriqnaØ matrica. Togda (sm. (10)) ^T_1 = a_0I + αT_3, ^T_2 = b_0I + βT_3, (29) a T est~ lineænaØ kombinaciØ (s kompleksnymi kofffficientami) ediniqnoæ matricy i vewestvennoæ simmetriqnoæ teplicevoæ matricy T_3. SimmetriØ i teplicevost~ vlekut za soboæ centrosimmetriqnost~ – svoæstvo, kotoroe sohranØetsØ pri perehode k matrice H. Itak, v rassmatrivaemom sluqae H ØvlØetsØ lineænoæ kombinacieæ (s kompleksnymi kofffficientami)

O NORMAL^NYH GANKELEVYH MATRICAH 73 per¨ediniqnoæ matricy P_n i vewestvennoæ centrosimmetriqnoæ gankelevoæ matricy, t.e. prinadleßit klassu 2.

Esli matrica T_3 nesimmetriqna, to (28) prevrawaetsØ v ravenstvo a_0β − b_0α = 0, kotoroe moßno rassmatrivat~ kak trebovanie vyroßdennosti matricy Z = ( α β a_0 b_0 ) . (30)

Iz usloviæ (18) zakl¸qaem, qto naædetsØ (vewestvennoe) nenulevoe qislo η takoe, qto a_0 = ηα i b_0 = ηβ. Togda (sm. (29))

^T_1 = ηαI + αT_3 = α(ηI + T_3), ^T_2 = ηβI + βT_3 = β(ηI + T_3).

Sootvetstvu¸waØ matrica H est~ kompleksnoe kratnoe vewestvennoæ gankelevoæ matricy, t.e. prinadleßit klassu 1.

5.2. ξ ≠ 0

Poloßim μ_1 = −ξ_1/ξ, μ_2 = −ξ_2/ξ (31)

i perepixem (26), razdeliv obe qasti na ξ:

U L^t = −μ_1U − μ_2L^t. (32)

Poluqennomu ravenstvu pridadim vid

(U + μ_2I)(L^t + μ_1I) = μ_1μ_2I. (33)

Issledovanie fftogo uravneniØ razob~em na neskol~ko podsluqaev, sootvetstvu¸wih razliqnym znaqeniØm kofffficientov μ_1 i μ_2.

5.2.1. μ1 = 0, μ2 = 0

V sootvetstvii s opredeleniem veliqin ξ_1 i ξ_2 imeem sistemu uravneniæ { a_0β − b_0α = 0,

a_0δ − b_0γ = 0 otnositel~no a_0 i b_0 s nenulevym opredelitelem −ξ. Sledovatel~no, a_0 = b_0 = 0.

Ravenstvo (33) prinimaet vid U L^t = 0. Napomnim, qto oba somnoßitelØ sut~ strogo verhnetreugol~nye teplicevy matricy. Oboznaqim qerez k_U nomer pervoæ nenulevoæ naddiagonali

74 H. D. IKRAMOV, V. N. QUGUNOV v matrice U i qerez k_L analogiqnyæ nomer dlØ L^T . Togda U i L moßno predstavit~ v bloqnom vide U = ( O_{(n}�_kU_{+1)(k}U�_{1)} ~U O_{(k}U�_{1)(k}U�_{1)} O_{(k}U�_{1)(n}�_kU_{+1)} ) ,

L = ( O_{(k}L�_{1)(n}�_kL_{+1)} O_{(k}L�_{1)(k}L�_{1)} ~L O_{(n}�_kL_{+1)(k}L�_{1)} ) , gde ~U i ~L – kvadratnye matricy, a simvol 0_{n1n2} oboznaqaet nulevu¸ matricu razmera n_1 × n_2.

Uslovie U L^t = 0 privodit k sootnoxeni¸

k_U + k_L ¿ n + 2, ili k_U − 1 ¿ n − k_L + 1.

Ots¸da sleduet, qto gruppy stolbcov, soderßawie podmatricy ~U i ~L, ime¸t nepereseka¸wiesØ indeksy. �to znaqit, qto sootvetstvu¸waØ gankeleva matrica H imeet vid kompleksnoæ lineænoæ kombinacii

H = αH_1 ⊕ βH_2,

gde H_1 i H_2 – vewestvennye gankelevy matricy, priqem H_1 – verhnetreugol~naØ, a H_2 – nißnetreugol~naØ. Drugimi slovami, H prinadleßit klassu 3.

5.2.2. μ1 = 0, μ2 ≠ 0

V fftom sluqae uravnenie (33) svoditsØ k uravneni¸

(U + μ_2I)L^t = 0. (34)

Verhnetreugol~naØ gankeleva matrica U + μ_2I s nenulevym diagonal~nym fflementom μ_2 nevyroßdenna, pofftomu (34) oznaqaet, qto L = 0. Iz usloviØ μ_1 = ξ_1 = 0 vyvodim suwestvovanie (vewestvennogo) nenulevogo qisla κ takogo, qto

a_0 = κα, b_0 = κβ.

Ispol~zuØ ffti sootnoxeniØ, formuly (21) i ravenstvo L = 0 vmeste s predstavleniem (10), poluqaem ^T_1 = a_0I + T_1 = καI + αU = α(κI + U ),

O NORMAL^NYH GANKELEVYH MATRICAH 75 ^T_2 = b_0I + T_2 = κβI + βU = β(κI + U ).

Sootvetstvu¸waØ matrica H est~ kompleksnoe kratnoe vewestvennoæ verhnetreugol~noæ gankelevoæ matricy, t.e. prinadleßit klassu 1.

5.2.3. μ1 ≠ 0, μ2 = 0

�tot sluqaæ analogiqen predyduwemu s peremenoæ roleæ kofffficientov μ_1 i μ_2. Uravnenie (33) prinimaet vid U (L^t + μ_1I) = 0.

Poskol~ku L + μ_1I – nevyroßdennaØ matrica, to U = 0. Iz usloviØ μ_2 = ξ_2 = 0 vyvodim suwestvovanie (vewestvennogo) nenulevogo qisla κ takogo, qto a_0 = κγ, b_0 = κδ.

Ispol~zuØ ffti sootnoxeniØ, formuly (21) i ravenstvo U = 0 vmeste s predstavleniem (10), poluqaem ^T_1 = a_0I + T_1 = κγI + γL = γ(κI + L), ^T_2 = b_0I + T_2 = κδI + δL = δ(κI + L).

Sootvetstvu¸waØ matrica H est~ kompleksnoe kratnoe vewestvennoæ nißnetreugol~noæ gankelevoæ matricy, t.e. prinadleßit klassu 1.

5.2.4. μ1 ≠ 0, μ2 ≠ 0

Perepixem (33) v vide ( 1 μ_2 U + I )( 1 μ_1

L^t + I ) = I (35) i opredelim matricu W = 1 μ_2

U + I. (36) Treugol~naØ matrica W imeet ediniqnu¸ diagonal~ i, sledovatel~no, obratima. Pofftomu iz (36) i (35) poluqaem U = μ_2(W − I), L = μ_1(W �^1 − I)^t.

Podstanovka fftih vyraßeniæ v (21) daet T_1 = αμ_2(W − I) + γμ_1(W �^1 − I)^t,

76 H. D. IKRAMOV, V. N. QUGUNOV T_2 = βμ_2(W − I) + δμ_1(W �^1 − I)^t, otkuda ^T_1 = αμ_2W + γμ_1W �^t + (a_0 − αμ_2 − γμ_1)I,

^T_2 = βμ_2W + δμ_1W �^t + (b_0 − βμ_2 − δμ_1)I.

Pokaßem, qto v fftih formulah kofffficienty pri ediniqnyh matricah ravny nul¸. Soglasno (31) i (25), imeem

μ_1 = − ξ_1 ξ = αb_0 − βa_0 αδ − βγ , μ_2 = − ξ_2 ξ = δa_0 − γb_0 αδ − βγ . Pofftomu

a_0 − αμ_2 − γμ_1 = αδa_0 − βγa_0 − αδa_0 + αγb_0 − αγb_0 + βγa_0 αδ − βγ = 0 i b_0 − βμ_2 − δμ_1 = αδb_0 − βγb_0 − βδa_0 + βγb_0 − αδb_0 + βδa_0 αδ − βγ = 0.

Takim obrazom, ^T_1 = αμ_2W + γμ_1W �^t, ^T_2 = βμ_2W + δμ_1W �^t.

Sootvetstvu¸waØ matrica H ØvlØetsØ lineænoæ kombinacieæ (s kompleksnymi kofffficientami) nevyroßdennoæ vewestvennoæ verhnetreugol~noæ gankelevoæ matricy H_1 = W P_n i nißnetreugol~noæ gankelevoæ matricy H�^1_1 , t.e. H prinadleßit klassu 4.

6. rank F = 2 �to osnovnoæ i naibolee trudnyæ sluqaæ. V silu sootnoxeniæ (17), rang matricy G takße raven dvum. Krome togo, suwestvuet 2 × 2-matrica W = ( α β γ δ )

s opredelitelem αδ − βγ = 1 (37) takaØ, qto G = F W. (38)

O NORMAL^NYH GANKELEVYH MATRICAH 77 VspominaØ vyraßeniØ dlØ matric F (u_1, u_2) i G(l_1, l_2) (sm. (13) i (15)), zakl¸qaem, qto matriqnoe ravenstvo (38) ffkvivalentno skalØrnym sootnoxeniØm a�i = αan�i + γbn�i, b�i = βan�i + δbn�i. (39) Zapisav teplicevu matricu (2) v vide

T = t_0 t_1 t_2 . . . t_n�_1 t�1 t0 t1 . . . tn�2 t�2 t�1 t0 . . . tn�3 . . . . . . . . . . . . . . . t�n+1 t�n+2 t�n+3 . . . t0 , (40)

my moßem zamenit~ vewestvennye sootnoxeniØ (39) kompleksnoæ formuloæ t�i = ϕtn�i + ψtn�i, (41) gde ϕ = α + δ 2 + i β − γ 2 , ψ = α − δ 2 + i β + γ 2 . Uslovie (37) priobretaet pri fftom kompleksnu¸ formu

|ϕ|^2 − |ψ|^2 = 1. (42)

Pri ψ = 0, |ϕ| = 1 poluqaem horoxo izvestnu¸ algebru ϕcirkulØntnyh matric. Po fftoæ priqine matricy, opredelØemye sootnoxeniØmi (41) i (42), my nazyvaem (ϕ, ψ)-cirkulØntami.

V nastoØwee vremØ my ne imeem opisaniØ klassa (ϕ, ψ)- cirkulØntov pri ψ ≠ 0. Moßno lix~ konstatirovat~, qto ne opisannye ewe tipy normal~nyh gankelevyh matric ili, toqnee, sootvetstvu¸wie im teplicevy matricy nußno iskat~ kak (ϕ, ψ)-cirkulØnty, udovletvorØ¸wie uslovi¸ (6). Ne umeØ poka rexat~ fftu zadaqu v obwem vide, my prodemonstriruem ee rexenie v qastnom sluqae ϕ-cirkulØntov.

Pust~ vnaqale ϕ = 1. Vospol~zuemsØ zameqaniem 1 (sm. razdel 2), soglasno kotoromu interesu¸wiæ nas teplicev cirkulØnt T dolßen v svoem polØrnom razloßenii T = SU imet~ vewestvennyæ simmetriqnyæ mnoßitel~ S. Napomnim, qto fftot mnoßitel~ opredelØetsØ odnoznaqno (daße dlØ vyroßdennoæ T ) kak poloßitel~no poluopredelennyæ kvadratnyæ koren~ iz T T �. Algebra cirkulØntov zamknuta otnositel~no matriqnoæ operacii soprØßeniØ, pofftomu matrica T T � ØvlØetsØ (vewestvennym)

78 H. D. IKRAMOV, V. N. QUGUNOV cirkulØntom. No togda i S, buduqi mnogoqlenom s vewestvennymi kofffficientami ot T T �, takße est~ vewestvennyæ cirkulØnt.

Esli T – nevyroßdennaØ matrica, to unitarnyæ somnoßitel~ ee polØrnogo razloßeniØ toße opredelen odnoznaqno, a imenno U = S�^1T . Matrica U , voobwe govorØ, kompleksnaØ, no, kak i T i S, ØvlØetsØ cirkulØntom. VyroßdennaØ matrica T dopuskaet beskoneqno mnogo polØrnyh razloßeniæ. Odnako, pol~zuØs~ soobraßeniØmi nepreryvnosti, netrudno pokazat~, qto i v fftom sluqae imeetsØ razloßenie, oba somnoßitelØ kotorogo sut~ cirkulØnty.

Privedennye soobraßeniØ obosnovyva¸t sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 3. Pust~ H – gankelev cirkulØnt, a T - sootvetstvu¸-

wiæ emu teplicev cirkulØnt (sm. (2)). Matrica H ØvlØetsØ normal~noæ togda i tol~ko togda, kogda T est~ proizvedenie vewestvennogo simmetriqnogo poloßitel~no poluopredelennogo cirkulØnta S i unitarnogo cirkulØnta U . Pri fftom H est~ proizvedenie togo ße vewestvennogo tepliceva cirkulØnta S i unitarnogo gankeleva cirkulØnta U P_n.

Zameqanie 4. Sami po sebe simmetriqnye matricy S v upo-

mØnutyh vyxe polØrnyh razloßeniØh ne da¸t novoæ informacii o normal~nyh gankelevyh matricah. V samom dele, vsØkaØ takaØ matrica S centrosimmetriqna i, posle umnoßeniØ ee na

P_n, daet vewestvennu¸ centrosimmetriqnu¸ gankelevu matri-

cu, t.e. matricu klassa 2. V to ße vremØ unitarnye cirkulØnty U poroßda¸t unitarnye ße gankelevy cirkulØnty. �to semeæstvo normal~nyh gankelevyh matric ne soderßitsØ ni v odnom iz klassov 1–4.

PrimenØØ takie ße rassußdeniØ pri ϕ = −1, poluqaem sledu- ¸wiæ analog teoremy 3.

Teorema 4. Pust~ H – kosoæ gankelev cirkulØnt, a T – sootvet-

stvu¸wiæ emu kosoæ teplicev cirkulØnt (sm. (2)). Matrica H ØvlØetsØ normal~noæ togda i tol~ko togda, kogda T est~ proizvedenie vewestvennogo simmetriqnogo poloßitel~no poluopredelennogo kosogo cirkulØnta S i unitarnogo kosogo cirkulØnta U . Pri fftom H est~ proizvedenie togo ße vewestvennogo tepliceva kosogo cirkulØnta S i unitarnogo kosogo gankeleva cirkulØnta U P_n.

O NORMAL^NYH GANKELEVYH MATRICAH 79 Pust~, nakonec, |ϕ| = 1 i ϕ ≠ ±1. Te ße rassußdeniØ, qto i vyxe, privodØt k suwestvenno inomu rezul~tatu. Somnoßitel~ S polØrnogo razloßeniØ po-preßnemu dolßen byt~ vewestvennoæ matriceæ, ostavaØs~ pri fftom ϕ-cirkulØntom. Pri kompleksnom ϕ ffti dva trebovaniØ sovmestimy, tol~ko esli S – skalØrnaØ matrica. No togda sama matrica T , s toqnost~¸ do skalØrnogo mnoßitelØ, dolßna byt~ unitarnym ϕ-cirkulØntom. V rezul~- tate poluqaem takoe utverßdenie.

Teorema 5. Gankelev ϕ-cirkulØnt H togda i tol~ko togda ØvlØ-

etsØ normal~noæ matriceæ, kogda on ØvlØetsØ skalØrnym kratnym unitarnoæ matricy.

Literatura

1. H. D. Ikramov, Ob opisanii normal~nyh teplicevyh matric. — ȷ. vyqisl. matem. matem. fiz. 34 (1994), 473–479.

2. H. D. Ikramov, O klassifikacii normal~nyh teplicevyh matric s ve-

westvennymi fflementami. — Matem. zametki 57 (1995), 670–680.

3. H. D. Ikramov, V. N. Qugunov, Kriteriæ normal~nosti kompleksnoæ

teplicevoæ matricy. — ȷ. vyqisl. matem. matem. fiz. 36 (1996), 3– 10. 4. V. I. Gel~fgat, Kriteriæ normal~nosti teplicevoæ matricy. — ȷ.

vyqisl. matem. matem. fiz. 35 (1995), 1428–1432.

5. D. R. Farenick et al, Normal Toeplitz matrices. — SIAM J. Matrix Anal. Appl.

17 (1996), 1037–1043.

6. K. Ito, Every normal Toeplitz matrix is either of type I or of type II. — SIAM

J. Matrix Anal. Appl. 17 (1996), 998–1006.

7. A. Arimoto, A simple proof of the classification of normal Toeplitz matrices. —

Electronic J. Linear Algebra 9 (2002), 108–111.

8. G. Gu, L. Patton, Commutation relations for Toeplitz and Hankel matrices. —

SIAM J. Matrix Anal. Appl. 24 (2003), 728–746.

9. H. D. Ikramov, K voprosu ob opisanii normal~nyh gankelevyh matric.

— Fundam. prikl. matem. 3 (1997), 809–819.

10. H. D. Ikramov, V. N. Qugunov, O kososimmetriqnoæ qasti proizvedeniØ

teplicevyh matric. — Matem. zametki 63 (1998), 138–141.

11. H. D. Ikramov, V. N. Qugunov, Ob odnom novom klasse normal~nyh gan-

kelevyh matric. — Vestn. MGU. SeriØ “Vyqisl. matematika i kiber-

netika” (2007) No. 1, 10–13.

Ikramov Kh. D., Chugunov V. N. On normal Hankel matrices.

The problem of characterizing normal Hankel matrices is still far from being solved completely. Partial results available mainly are descriptions of certain subsets of the class of normal Hankel matrices. These subsets

80 H. D. IKRAMOV, V. N. QUGUNOV were found separately and using different arguments. This paper presents a general approach allowing, in particular, to obtain all the known subsets as special cases. Normal Hankel matrices outside of these subsets correspond to the main (and the most difficult) case of our treatment. At the moment, this case defies complete analysis. However, we show that unknown types of normal Hankel matrices can only be found within a new and very interesting matrix class that extends (and contains) the class of ϕ-circulants.

Postupilo 26 dekabrØ 2006 g. Moskovskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: ikramov@cs.msu.su

Institut vyqislitel~noæ matematiki RAN

E-mail: vadim@bach.inm.ras.ru