Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 346, 2007 g.

H. D. Ikramov, H. Fassbender

ODNOVREMENNOE PRIVEDENIE K BLOQNO–TREUGOL^NOMU VIDU POSREDSTVOM UNITARNYH KONGRU�NCI`

1. Vvedenie

Odna iz klassiqeskih teorem o perestanovoqnyh matricah utverßdaet sledu¸wee (sm. [1, razdel I.4.21]).

Teorema 1. Perestanovoqnye matricy A, B ∈ C^n�^n mogut byt~

privedeny k treugol~nomu vidu odnim i tem ße unitarnym podobiem, t.e. suwestvuet unitarnaØ matrica U ∈ C^n�^n takaØ, qto obe matricy U �AU i U �BU treugol~nye.

DlØ opredelennosti my budem v dal~neæxem sqitat~, qto privedennye matricy ØvlØ¸tsØ verhnimi treugol~nymi.

Standartnoe dokazatel~stvo teoremy 1 osnovyvaetsØ na sledu¸wem utverßdenii:

Teorema 2. Perestanovoqnye matricy A, B ∈ C^n�^n ime¸t ob-

wiæ sobstvennyæ vektor.

OsnovnaØ cel~ fftoæ stat~i sostoit v dokazatel~stve dvuh utverßdeniæ, analogiqnyh teoremam 1 i 2, no kasa¸wihsØ unitarnyh kongruffnciæ, a ne podobiæ. �ti utverßdeniØ formuliru¸tsØ i dokazyva¸tsØ v razdele 3. Neobhodimye dlØ fftogo opredeleniØ i fakty privedeny v razdele 2. SledstviØ naxih osnovnyh teorem, otnosØwiesØ k klassu kompleksnyh simmetriqnyh matric, a takße k bolee obwemu klassu soprØßennonormal~nyh matric, obsußda¸tsØ v razdele 5.

Teoremy 1 i 2 v deæstvitel~nosti spravedlivy v sledu¸wih bolee sil~nyh formulirovkah.

Teorema 3. Pust~ {Ai} ⊂ C^n�^n – proizvol~noe (koneqnoe ili bes-

koneqnoe) semeæstvo perestanovoqnyh matric. Togda vse matri-

Rabota vtorogo avtora nad fftoæ stat~eæ byla podderßana grantom Nemeckogo nauqno-issledovatel~skogo obwestva (DFG). 49

50 H. D. IKRAMOV, H. FASSBENDER

cy fftogo semeæstva mogut byt~ privedeny k treugol~nomu vidu odnim i tem ße unitarnym podobiem.

Teorema 4. Pust~ {Ai} ⊂ C^n�^n – proizvol~noe (koneqnoe ili bes-

koneqnoe) semeæstvo perestanovoqnyh matric. Togda suwestvuet sobstvennyæ vektor, obwiæ dlØ vseh matric iz {A_i}.

V razdele 4 my dokazyvaem analogi teorem 3 i 4 dlØ unitarnyh kongruffnciæ.

2. Predvaritel~nye svedeniØ

PonØtie psevdoinvariantnogo podprostranstva (vpervye vvedennoe v [2]) igraet vaßnu¸ rol~ v fftoæ stat~e. Pust~ L – proizvol~noe podprostranstvo v C^n. Opredelim podprostranstvo L sootnoxeniem L = {x | x ∈ L}. Nazovem L psevdoinvariantnym podprostranstvom matricy A ∈

C^{n�n}, esli_{AL ⊂ L.}

Esli dim L = 1, to vsØkiæ nenulevoæ vektor x ∈ L nazyvaetsØ psevdosobstvennym vektorom matricy A.

Ne vsØkaØ matrica iz C^n�^n imeet psevdosobstvennye vektory; bolee togo, u bol~xinstva matric takih vektorov net. Odnako spravedlivo sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 5. VsØkaØ matrica A ∈ C^n�^n imeet psevdoinvariant-

noe podprostranstvo razmernosti 1 ili 2.

Dokazatel~stvo fftogo utverßdeniØ dano v [3].

SvØßem s matriceæ A ∈ C^n�^n matricy A_L = AA i A_R = AA. Kaßdoæ matrice A ∈ C^n�^n my sopostavim n kompleksnyh qisel, nazyvaemyh ee psevdosobstvennymi znaqeniØmi. Naxe opredelenie psevdosobstvennyh znaqeniæ otliqaetsØ ot opredeleniØ, privedennogo v [4, razdel 4.6]. Ono opiraetsØ na sledu¸wie zameqatel~nye svoæstva spektra matricy A_L = AA. 1. On simmetriqen po otnoxeni¸ k vewestvennoæ osi. Krome togo, sobstvennye znaqeniØ λ i λ ime¸t odinakovu¸ kratnost~.

ODNOVREMENNOE PRIVEDENIE 51

2. Esli u A_L est~ otricatel~nye sobstvennye znaqeniØ, to oni obØzatel~no ime¸t qetnu¸ algebraiqesku¸ kratnost~. Dokazatel~stva fftih utverßdeniæ moßno naæti v [4, razdel 4.6, zadaqi 5–7].

Pust~ λ(A_L) = {λ_1, . . . , λ_n} est~ spektr matricy A_L. Opredelenie. Psevdosobstvennymi znaqeniØmi matricy A na-

zyva¸tsØ n qisel μ_1, . . . , μ_n, poluqaemyh sledu¸wim obrazom. • Esli λ_i ∈ λ(A_L) ne leßit na vewestvennoæ otricatel~noæ poluosi, to sootvetstvu¸wee psevdosobstvennoe znaqenie μ_i opredelØetsØ kak kvadratnyæ koren~ iz λ_i, ime¸wiæ neotricatel~nu¸ vewestvennu¸ qast~:

μ_i = λ^{12}_i , Re μ_i ≥ 0.

Kratnost~ qisla μ_i polagaetsØ ravnoæ kratnosti λ_i. • S vewestvennym otricatel~nym qislom λ_i ∈ λ(A_L) my svØzyvaem dva soprØßennyh qisto mnimyh psevdosobstvennyh znaqeniØ μ_i = ±λ^{12}_i .

Kratnost~ kaßdogo iz nih sqitaetsØ ravnoæ polovine kratnosti sobstvennogo znaqeniØ λ_i. Mnoßestvo cλ(A) = {μ_1, . . . , μ_n} nazyvaetsØ psevdospektrom matricy A.

V qastnosti, psevdosobstvennye znaqeniØ kompleksnoæ simmetriqnoæ matricy A sut~ vewestvennye neotricatel~nye qisla, ravnye singulØrnym qislam fftoæ matricy.

Sledu¸waØ teorema igraet v teorii unitarnyh kongruffnciæ tu ße rol~, kaku¸ v teorii unitarnogo podobiØ vypolnØet teorema Xura o privedenii k treugol~nomu vidu (sm. [4]). Teorema 6 (Teorema ıla). VsØkaØ matrica A ∈ C^n�^n moßet

byt~ privedena posredstvom unitarnoæ kongruffncii k bloqnotreugol~nomu vidu s diagonal~nymi blokami porØdkov 1 i 2. Bloki razmera 1 × 1 sootvetstvu¸t vewestvennym neotricatel~nym psevdosobstvennym znaqeniØm matricy A; kaßdyæ 2 × 2 blok sootvetstvuet pare soprØßennyh kompleksnyh psevdosobstvennyh znaqeniæ.

52 H. D. IKRAMOV, H. FASSBENDER

�ta bloqno-treugol~naØ matrica nazyvaetsØ normal~noæ formoæ ıla matricy A. Ona moßet byt~ verhneæ ili nißneæ bloqno-treugol~noæ.

Matrica A ∈ C^n�^n nazyvaetsØ soprØßenno-normal~noæ, esli AA�_{= A}�_{A.} (1)

Normal~naØ forma ıla soprØßenno-normal~noæ matricy – ffto bloqno-diagonal~naØ matrica s diagonal~nymi blokami porØdkov 1 i 2. Snova bloki razmera 1×1 sootvetstvu¸t vewestvennym neotricatel~nym psevdosobstvennym znaqeniØm matricy A; kaßdyæ 2 × 2 blok sootvetstvuet pare soprØßennyh kompleksnyh psevdosobstvennyh znaqeniæ.

Kompleksnye simmetriqnye matricy ØvlØ¸tsØ soprØßennonormal~nymi, a ih formy ıla sut~ neotricatel~nye diagonal~nye matricy. V fftom sostoit soderßanie sledu¸weæ klassiqeskoæ teoremy Takagi (sm. [4, razdel 4.4]).

Teorema 7 (Razloßenie Takagi). DlØ vsØkoæ simmetriqnoæ ma-

tricy S ∈ C^n�^n naædutsØ unitarnaØ matrica U i neotricatel~- naØ diagonal~naØ matrica

Σ = diag (σ_1, . . . , σ_n)

takie, qto S = U ΣU^T .

Diagonal~nye fflementy σ_1, . . . , σ_n sut~ singulØrnye qisla, ili (qto to ße) psevdosobstvennye znaqeniØ matricy S. Matrica U moßet byt~ vybrana tak, qtoby psevdosobstvennye znaqeniØ stoØli na diagonali matricy Σ v l¸bom zadannom porØdke.

3. Osnovnye rezul~taty

Naqnem so sledu¸weæ lemmy.

Lemma 1. Pust~ A, B ∈ C^n�^n – psevdoperestanovoqnye matricy,

t.e. AB = BA. (2) Togda matricy semeæstva {AA, BB, AB} poparno perestanovoqny.

ODNOVREMENNOE PRIVEDENIE 53

Dokazatel~stvo. Ispol~zuØ (2), vyvodim (AA)(BB) = A(AB)B = A(BA)B = (AB)(AB) = (BA)(BA) = B(AB)A = B(BA)A = (BB)(AA), (AA)(AB) = (AA)(BA) = A(AB)A = A(BA)A = (AB)(AA), (BB)(AB) = B(BA)B = B(AB)B = (BA)(BB) = (AB)(BB). � Teper~ my dokaßem analog teoremy 2.

Teorema 8. Psevdoperestanovoqnye matricy A, B ∈ C^n�^n ime¸t

obwee psevdoinvariantnoe podprostranstvo razmernosti 1 ili 2.

Dokazatel~stvo. Lemma 1 daet predstavlenie o tom, kak sleduet dokazyvat~ teoremu. Soglasno teoreme 4, kommutiru¸wee semeæstvo {AA, BB, AB} imeet obwiæ sobstvennyæ vektor. Oboznaqim ego qerez x. Togda AAx = λx, (3) BBx = νx, (4) ABx = δx, (5) gde λ, ν i δ – nekotorye qisla. Opredelim vektory y i z sootnoxeniØmi

y = Ax (6) i z = Bx. (7) Teper~, ispol~zuØ ravenstva (3)–(5), poluqim: Ay = A(Ax) = AAx = λ x, (8) Az = A(Bx) = ABx = δ x, (9) By = B(Ax) = BAx = ABx = δ x, (10) Bz = B(Bx) = BBx = ν x. (11) SootnoxeniØ (6)–(11) moßno ob¨edinit~ sledu¸wim obrazom:

A[x y z] = [x y z]Λ_A, (12) B[x y z] = [x y z]Λ_B. (13)

54 H. D. IKRAMOV, H. FASSBENDER

Zdes~

Λ_A = 0 λ δ 1 0 0 0 0 0

(14) i Λ_B = 0 δ ν 0 0 0 1 0 0

(15)

UravneniØ (12) i (13) pokazyva¸t, qto L = span {x, y, z} est~ obwee psevdoinvariantnoe podprostranstvo matric A i B. Esli

dim L ≤ 2, to dokazyvat~ neqego. Pofftomu my predpoloßim, qto

vektory x, y i z lineæno nezavisimy.

Iz (12) i (13) sledu¸t sootnoxeniØ AB[x y z] = [x y z]Λ_AΛ_B i BA[x y z] = [x y z]Λ_BΛ_A. Poskol~ku AB = BA i rank (x y z) = 3, imeem

Λ_AΛ_B = Λ_B Λ_A. (16)

Odnako,

Λ_AΛ_B = δ 0 0 0 δ ν 0 0 0 i Λ_B Λ_A = δ 0 0 0 0 0 0 λ δ . Takim obrazom, ravenstvo (16) vozmoßno togda i tol~ko togda, kogda

λ = δ = ν = 0.

�to oznaqaet, qto Ay = 0, Az = 0 i By = 0, Bz = 0. Tem samym kaßdyæ iz vektorov y i z opredelØet odnomernoe psevdoinvariantnoe podprostranstvo, obwee dlØ A i B, a span {y, z} est~ obwee dvumernoe psevdoinvariantnoe podprostranstvo. Teorema dokazana. � Teper~ my sformuliruem analog teoremy 1.

ODNOVREMENNOE PRIVEDENIE 55

Teorema 9. DlØ psevdoperestanovoqnyh matric A, B ∈ C^n�^n

naædetsØ unitarnaØ matrica U ∈ C^n�^n takaØ, qto U^T AU i U^T BU ime¸t odinakovu¸ bloqno-treugol~nu¸ formu s diagonal~- nymi blokami porØdkov 1 i 2.

Dokazatel~stvo. Budem rassußdat~ tak ße, kak v standartnom dokazatel~stve teoremy 1, t.e. postroim v Øvnom vide unitarnu¸ matricu, kotoraØ privodit k ßelaemomu vidu i A, i B. Pust~ L – obwee psevdoinvariantnoe podprostranstvo razmernosti 1 ili 2 dlØ A i B. Suwestvovanie takogo podprostranstva garantiruetsØ teoremoæ 8. Vyberem v L kakoæ-libo ortonormirovannyæ bazis. On sostoit iz edinstvennogo vektora u_1, esli dim L = 1 (sluqaæ 1), ili pary ortonormirovannyh vektorov u_1, u_2, esli

dim L = 2 (sluqaæ 2). Postroim unitarnu¸ matricu U_1, dlØ koto-

roæ u_1 ØvlØetsØ pervym stolbcom (sluqaæ 1) ili u_1, u_2 ØvlØ¸tsØ pervymi dvumØ stolbcami (sluqaæ 2). Zatem vypolnim unitarnu¸ kongruffnci¸

A → A_1 = U^T_1 AU_1, B → B_1 = U^T_1 BU_1. (17)

Poskol~ku

Au_1 = μ_Au_1, Bu_1 = μ_B u_1

(sluqaæ 1) i

A[u_1 u_2] = [u_1 u_2]M_A, B[u_1 u_2] = [u_1 u_2]M_B

(sluqaæ 2), matricy A_1 i B_1 v sootnoxeniØh (17) dolßny byt~ bloqno-treugol~nymi:

A_1 = [ A_{11} A_{12} 0 A_{22} ] , B_1 = [ B_{11} B_{12} 0 B_{22} ] . (18)

Perehod ot matric A i B k matricam (18) est~ pervyæ xag v naxem processe privedeniØ.

Zametim, qto svoæstvo psevdoperestanovoqnosti (2) sohranØetsØ unitarnymi kongruffnciØmi. Ots¸da sleduet, qto diagonal~nye bloki matric (18) udovletvorØ¸t sootnoxeni¸

A_{22}B_{22} = B_{22}A_{22}.

Na vtorom xage privedeniØ A_{22} i B_{22} obrabatyva¸tsØ takim ße obrazom, kakim A i B byli obrabotany na pervom. Pust~

56 H. D. IKRAMOV, H. FASSBENDER

V – poluqennaØ v rezul~tate unitarnaØ matrica porØdka n − 1 (sluqaæ 1) ili n − 2 (sluqaæ 2). Poloßim

U_2 = 1 ⊕ V

(sluqaæ 1) ili

U_2 = I_2 ⊕ V

(sluqaæ 2), gde I_2 est~ ediniqnaØ matrica porØdka 2. Togda

A_2 = U^T_2 A_1U_2 = (U_1U_2)^T A(U_1U_2) i B_2 = U^T_2 B_1U_2 = (U_1U_2)^T B(U_1U_2)

sut~ bloqno-treugol~nye matricy odinakovoæ bloqnoæ struktu- ry: A_2 =

A_{11} ~A_{12} ~A_{13} 0 ~A_{22} ~A_{23} 0 0 ~A_{33}

, B_2 =

B_{11} ~B_{12} ~B_{13} 0 ~B_{22} ~B_{23} 0 0 ~B_{33} . PorØdok (1 ili 2) blokov ~A_{22} i ~B_{22} zavisit ot razmernosti obwego psevdoinvariantnogo podprostranstva, vybrannogo dlØ psevdoperestanovoqnyh matric A_{22} i B_{22}.

ProdolßaØ takim obrazom, my v koneqnom sqete privedem A i B k bloqno-treugol~noæ forme s diagonal~nymi blokami porØdkov 1 i 2. Proizvedenie unitarnyh matric U_i, ispol~zovannyh na otdel~nyh xagah, daet trebuemu¸ unitarnu¸ matricu U . �

4. Odnovremennoe privedenie treh i bolee matric

V fftom razdele my obobwim teoremy 8 i 9 s tem, qtoby poluqit~ analogi teorem 3 i 4, otnosØwiesØ k unitarnym kongruffnciØm.

Naqnem s oqevidnogo obobweniØ lemmy 1.

Lemma 2. Pust~ matriqnoe semeæstvo A = {Ai} ⊂ C^n�^n takovo, qto A_iA_j = A_j A_i (19)

dlØ l¸byh dvuh matric A_i i A_j iz A. Togda matricy semeæstva

{A_iA_j} poparno perestanovoqny.

Teper~ my obobwim teoremu 8.

ODNOVREMENNOE PRIVEDENIE 57

Teorema 10. Pust~ v semeæstve A = {Ai} ⊂ C^n�^n l¸bye dve ma-

tricy A_i, A_j ∈ A psevdoperestanovoqny. Togda naædetsØ psevdoinvariantnoe podprostranstvo razmernosti 1 ili 2, obwee dlØ vseh matric iz A.

Dokazatel~stvo. Zametim, qto my moßem ograniqit~sØ rassmotreniem tol~ko koneqnyh semeæstv A. V samom dele, predpoloßim, qto ishodnoe semeæstvo A beskoneqno i A_{i1} , . . . , A_im est~ ego maksimal~noe lineæno nezavisimoe podmnoßestvo. Togda vsØkoe psevdoinvariantnoe podprostranstvo, obwee dlØ matric

A_{i1} , . . . , A_im, v deæstvitel~nosti ØvlØetsØ obwim psevdoinvari-

antnym podprostranstvom vsego semeæstva A. �to zameqanie pokazyvaet takße, qto matricy koneqnogo semeæstva A = {A_i} (i = 1, . . . , m) moßno sqitat~ lineæno nezavisimymi.

Po lemme 2, matricy semeæstva {A_iA_j} (i, j = 1, . . . , m) poparno perestanovoqny. Pust~ x – obwiæ sobstvennyæ vektor fftogo semeæstva (sm. teoremu 4), t.e. A_iA_jx = δ_{ij} x, i, j = 1, . . . , m. (20) Zametim, qto, vsledstvie sootnoxeniæ psevdoperestanovoqnosti, δ_{ij} = δ_{ji}. Opredelim vektory y_1, . . . , y_m sootnoxeniØmi y_i = A_ix, i = 1, . . . , m. (21) Togda A_iy_j = A_iA_j x = A_iA_j x = δ_{ij}x, i, j = 1, . . . , m. (22) Ob¨edinØØ sootnoxeniØ (21)–(22), poluqim

A_i[x y_1 · · · y_m] = [x y_1 · · · y_m]Λ_i, i = 1, . . . , m, (23) gde Λ_1 =

0 δ_{11} δ_{12} · · · δ_{1m} 1 0 0 · · · 0 0 0 0 · · · 0 . . . . . . . . 0 0 0 · · · 0

, (24)

Λ_2 =

0 δ_{21} δ_{22} · · · δ_{2m} 0 0 0 · · · 0 1 0 0 · · · 0 0 0 0 · · · 0 . . . . . . . . 0 0 0 · · · 0

, (25)

58 H. D. IKRAMOV, H. FASSBENDER

i t.d.

Ravenstva (23) oznaqa¸t, qto L = span {x, y_1, . . . , y_m} est~ obwee psevdoinvariantnoe podprostranstvo vsego semeæstva A. Esli dim L ≤ 2, to nußnyæ rezul~tat poluqen. Pofftomu my predpoloßim, qto

d = dim L = rank (x y_1 . . . y_m) ≥ 3. (26)

Rassmotrim dva vozmoßnyh sluqaØ.

Sluqaæ 1: x est~ lineænaØ kombinaciØ vektorov y1, . . . , ym, t.e.

x = α_1y_1 + . . . + α_my_m (27)

dlØ nekotoryh qisel α_1, . . . , α_m. Togda, primenØØ matricu A_i (i =

1, . . . , m) k obeim qastØm ravenstva (27), poluqim (sm. (22)) A_ix = ( m∑ j=1 α_jδ_{ij} ) x, i = 1, . . . , m. Takim obrazom, x ØvlØetsØ psevdosobstvennym vektorom dlØ kaßdoæ matricy A_i, a span {x} est~ obwee odnomernoe psevdoinvariantnoe podprostranstvo semeæstva A.

Sluqaæ 2: x ne ØvlØetsØ lineænoæ kombinacieæ vektorov y_1, . . . , y_m. Pust~ r – maksimal~noe qislo lineæno nezavisimyh vektorov sredi y_1, . . . , y_m. Qtoby uprostit~ oboznaqeniØ, predpoloßim, qto vektory y_1, . . . , y_r lineæno nezavisimy. Vvidu (26), r = d − 1 ≥ 2. VsØkaØ troæka x, y_i, y_j, gde 1 ≤ i, j ≤ r i i ≠ j, lineæno nezavisima, i k neæ moßno primenit~ rassußdenie, ispol~zovannoe v teoreme 8. Naprimer, dlØ i = 1, j = 2 imeem

A_1[x y_1 y_2] = [x y_1 y_2]M_1,

A_2[x y_1 y_2] = [x y_1 y_2]M_2,

ODNOVREMENNOE PRIVEDENIE 59 gde M_1 =

0 δ_{11} δ_{12} 1 0 0 0 0 0 i M_2 =

0 δ_{21} δ_{22} 0 0 0 1 0 0 . Sootnoxenie psevdoperestanovoqnosti A_1A_2 = A_2A_1 vleqet za soboæ ravenstvo M_1M_2 = M_2M_1, otkuda

δ_{11} = δ_{12} = δ_{21} = δ_{22} = 0.

Analogiqnym obrazom pokazyvaem, qto δ_{ij} = 0, i, j = 1, . . . , r. Itak (sm. (22)), A_iy_j = 0, i, j = 1, . . . , r. (28) Esli r = m, to nußnyæ rezul~tat poluqen. V samom dele, kaßdyæ vektor y_i (i = 1, . . . , m) opredelØet obwee odnomernoe psevdoinvariantnoe podprostranstvo semeæstva A, a span {y_i, y_j} (i ≠ j) est~ obwee dvumernoe psevdoinvariantnoe podprostranstvo.

Pust~ r < m i r < j ≤ m. Poskol~ku y_j est~ lineænaØ kombinaciØ vektorov y_1, . . . , y_r, my zakl¸qaem iz (28), qto A_iy_j = 0, i = 1, . . . , r; j = r + 1, . . . , m. Odnako

A_j y_i = A_j A_ix = A_iA_j x = A_iy_j = 0

dlØ i = 1, . . . , r; j = r +1, . . . , m. �to oznaqaet, qto kaßdyæ iz vektorov y_i (i = 1, . . . , r) prinadleßit obwemu Ødru vsego semeæstva A. Teorema dokazana. �

Iz teoremy 10 nemedlenno vytekaet sledu¸wiæ analog teoremy 3.

Teorema 11. Pust~ v semeæstve A = {Ai} ⊂ C^n�^n l¸bye dve

matricy A_i, A_j ∈ A psevdoperestanovoqny. Togda naædetsØ unitarnaØ matrica U ∈ C^n�^n takaØ, qto vse matricy U^T A_iU ,

60 H. D. IKRAMOV, H. FASSBENDER

A_i ∈ A, ime¸t odinakovu¸ bloqno-treugol~nu¸ formu s diagonal~- nymi blokami porØdkov 1 i 2.

Dokazatel~stvo teoremy 11 ØvlØetsØ poqti doslovnym povtoreniem dokazatel~stva teoremy 9. OtliqiØ sostoØt lix~ v sledu¸wem: na kaßdom xage L vybiraetsØ kak obwee psevdoinvariantnoe podprostranstvo vsego tekuwego psevdoperestanovoqnogo semeæstva (a ne prosto pary matric, kak v teoreme 9), a vmesto teoremy 8 ispol~zuetsØ teorema 10.

5. Odnovremennoe privedenie soprØßenno-normal~nyh matric

Pust~ A – soprØßenno-normal~naØ matrica. PriravnivaØ diagonal~nye fflementy matric v opredelenii (1), zakl¸qaem, qto 2-norma i-æ stroki matricy A ravna 2-norme ee i-go stolbca (1 ≤ i ≤ n). Iz fftogo nabl¸deniØ legko sleduet, qto esli soprØßenno-normal~naØ matrica A imeet bloqno-treugol~nu¸ formu, to v deæstvitel~nosti A bloqno-diagonal~na i imeet te ße diagonal~nye bloki. �to privodit k takomu sledstvi¸ teoremy 9.

Teorema 12. Esli soprØßenno-normal~nye matricy A, B ∈ C^n�^n

psevdoperestanovoqny, to naædetsØ unitarnaØ matrica U ∈

C^{n�n} takaØ, qto U^T AU i U^T BU ime¸t odinakovu¸ bloqno-

diagonal~nu¸ formu s diagonal~nymi blokami porØdkov 1 i 2.

Analogiqnoe sledstvie moßno sformulirovat~ dlØ teoremy 11.

Teorema 12, razumeetsØ, verna dlØ simmetriqnyh matric A i B. Odnako, v fftom sluqae moßno poluqit~ bolee sil~noe utverßdenie.

Teorema 13. Pust~ A, B ∈ C^n�^n – psevdoperestanovoqnye simme-

triqnye matricy. Togda naædetsØ unitarnaØ matrica V ∈ C^n�^n takaØ, qto matricy U^T AU i U^T BU vewestvennye i diagonal~- nye.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku A = A^T i B = B^T , to iz (2) vytekaet, qto

AB = BA = B^T A^T = (B)�A� = (AB)�.

Takim obrazom, matrica AB ffrmitova.

ODNOVREMENNOE PRIVEDENIE 61

V [4, sledstvie 4.5.18(b)] pokazano, qto simmetriqnye matricy A i B mogut byt~ privedeny k diagonal~nomu vidu odnoæ i toæ ße unitarnoæ kongruffncieæ, esli i tol~ko esli matrica AB ØvlØetsØ normal~noæ. Pust~ W – unitarnaØ matrica, osuwestvlØ¸waØ takoe privedenie dlØ naxih matric A i B. Togda matricy

Λ = W^T AW = diag (λ_1, . . . , λ_n) i M = W^T BW = diag (μ_1, . . . , μ_n)

diagonal~ny. Esli i Λ, i M vewestvenny, to teorema dokazana; pofftomu my predpoloßim, qto oni ne ØvlØ¸tsØ vewestvennymi.

Svoæstvo psevdoperestanovoqnosti sohranØetsØ unitarnymi kongruffnciØmi, otkuda sleduet, qto ΛM = M Λ, ili λ_iμ_i ∈ R, i = 1, . . . , n. Teper~ posredstvom kongruffncii s podhodØweæ diagonal~noæ unitarnoæ matriceæ D_1 my moßem sdelat~ vse qisla μ_i vewestvennymi. Voobwe govorØ, ffto preobrazovanie izmenØet matricu Λ, odnako matrica ~Λ = D_1ΛD_1 (29)

ostaetsØ diagonal~noæ. K tomu ße, novye qisla ~λ_i i ~μ_i udovletvorØ¸t sootnoxeniØm ~λ_i ~μ_i ∈ R, i = 1, . . . , n, otkuda sleduet, qto matrica (29) vewestvenna vo vseh poziciØh, gde μ_i ≠ 0. Esli v matrice ~Λ osta¸tsØ nevewestvennye fflementy ~λ_j , to my moßem sdelat~ ih vewestvennymi, vypolnØØ ewe odnu kongruffnci¸ s podhodØweæ diagonal~noæ unitarnoæ matriceæ

D_2. �ta matrica soderßit edinicy v diagonal~nyh poziciØh,

dlØ kotoryh qisla ~λ_i uße vewestvenny, pofftomu matrica ~M =

D_1M D_1 ne izmenitsØ. Ots¸da my zakl¸qaem, qto

^Λ = D_2 ~ΛD_2 i ^M = D_2 ~M D_2

62 H. D. IKRAMOV, H. FASSBENDER

ØvlØ¸tsØ nußnymi vewestvennymi diagonal~nymi matricami, togda kak

V = W D_1D_2

est~ trebuemaØ unitarnaØ matrica. �

Legko proverit~, qto spravedlivo sledu¸wee obrawenie teoremy 13.

Teorema 14. Esli simmetriqnye matricy A, B ∈ C^n�^n mogut

byt~ preobrazovany v vewestvennye diagonal~nye matricy posredstvom odnoæ i toæ ße kongruffncii, to A i B psevdoperestanovoqny.

Literatura

1. M. Markus, H. Mink, Obzor po teorii matric i matriqnyh neravenstv.

Nauka, M., 1972.

2. Y. P. Hong, R. A. Horn, On simultaneous reduction of families of matrices to triangular or diagonal form by unitary congruences. — Linear Multilinear Algebra 17 (1985), 271–288.

3. H. Fassbender, Kh. D. Ikramov, Some observations on the Youla form and conjugate-normal matrices. — Linear Algebra Appl. 422 (2007), 29–38.

4. R. Horn, Q. Dßonson, Matriqnyæ analiz. Mir, M., 1990. 5. D. C. Youla, A normal form for a matrix under the unitary congruence group. —

Canad. J. Math. 13 (1961), 694–704.

Ikramov Kh. D., Fassbender H., Simultaneous reduction to block triangular form by a unitary congruence transformation.

Analogs of some classical theorems on commuting matrices are proved. The new theorems deal with unitary congruences rather than unitary similarities; commutation is replaced by concommutation, defined in the paper, whereas normal and Hermitian matrices are replaced by conjugatenormal and symmetric matrices, respectively.

Postupilo 18 ØnvarØ 2007 g.

Moskovskiæ gosudarstvennyæ universitet E-mail: ikramov@cs.msu.su

Institute of Computational Mathematics TU Braunschweig, Germany E-mail: h.fassbender@tu-bs.de