Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 346, 2007 g.

H. D. Ikramov

OB UNITARNO TRANSPONIRUEMYH MATRICAH

1. Vvedenie

Horoxo izvestno, qto vsØkaØ kvadratnaØ matrica A podobna svoeæ transponirovannoæ matrice A^T . Dokazatel~stvo fftogo utverßdeniØ dlØ kompleksnyh matric dano, naprimer, v [1, razdel 3.2.3], hotØ sam fakt spravedliv dlØ matric nad l¸bym polem F. Vproqem, v fftoæ stat~e rassmatriva¸tsØ lix~ sluqai

F = C i F = R; sootvetstvu¸wie mnoßestva matric oboznaqa-

¸tsØ qerez M_n(C) i M_n(R).

Kompleksnye matricy A i A^T ime¸t odinakovye sobstvennye znaqeniØ i odinakovu¸ ßordanovu strukturu dlØ kaßdogo iz nih, qto, sobstvenno, i obespeqivaet ih podobie. Odnako, pomimo nazvannyh harakteristik, A i A^T ime¸t rØd drugih obwih svoæstv, naprimer, odinakovye singulØrnye qisla, a potomu i odinakovye spektral~nu¸ i frobeniusovu normy. Ne ØvlØ¸tsØ li ffti dopolnitel~nye svoæstva sledstviem vozmoßnosti preobrazovat~ A v A^T posredstvom ne proizvol~nogo, a unitarnogo podobiØ?

V obwem sluqae, otvet na fftot vopros okazyvaetsØ otricatel~nym. Naskol~ko izvestno avtoru, pervyæ primer matricy A, ne ØvlØ¸weæsØ unitarno podobnoæ transponirovannoæ matrice A^T , byl ukazan v ego stat~e [2]. �to vewestvennaØ treugol~naØ matrica tret~ego porØdka A = 1 0 0 4 3 0 0 2 5 . (1)

To obstoØtel~stvo, qto A i A^T ne ØvlØ¸tsØ unitarno podobnymi, proverØlos~ s pomow~¸ kriteriØ Xpehta, formulirovku kotorogo my seæqas napomnim. Vyraßenie vida

W (s, t) = s^{m1} t^{n1} s^{m2} t^{n2} · · · s^{mk} t^{nk} , 39

40 H. D. IKRAMOV gde m_1, n_1, . . . , m_k, n_k – celye neotricatel~nye qisla, budem nazyvat~ slovom ot (nekommutiru¸wih) peremennyh s i t. Qislo m1 + n1 + · · · + m_k + n_k nazovem dlinoæ slova W (s, t).

Teorema 1 (kriteriæ Xpehta). Matricy A, B ∈ Mn(C) unitar-

no podobny togda i tol~ko togda, kogda

tr W (A, A�) = tr W (B, B�) (2)

dlØ vsØkogo slova W (s, t).

PolagaØ dlØ matricy (1) B = A^T i W (s, t) = sts^2t^2, poluqim

tr W (A, B) = 39223, tr W (B, A) = 39991,

otkuda i sleduet nevozmoßnost~ unitarnogo podobiØ.

Kriteriæ Xpehta, a toqnee ego koneqnaØ versiØ, predloßennaØ Pirsi [3], ostaetsØ universal~nym sredstvom proverki unitarnogo podobiØ dlØ konkretnyh par A, A^T . Odnako takaØ proverka moßet okazat~sØ ves~ma dorogostoØweæ: soglasno Pirsi, qtoby ubedit~sØ v suwestvovanii unitarnogo podobiØ meßdu n × n-matricami A i B, nußno proverit~ ravenstva (2) dlØ vseh slov dliny 1, 2, . . . , 2n^2.

Budem nazyvat~ A ∈ M_n(C) unitarno transponiruemoæ matriceæ (ili UT-matriceæ), esli

A^T = Q�AQ (3)

dlØ nekotoroæ unitarnoæ matricy Q. �to ne vpolne toqnoe nazvanie zamenØet pravil~nyæ, no bolee gromozdkiæ termin “matrica, transponiruemaØ unitarnym podobiem”.

IshodØ iz slixkom vysokoæ trudoemkosti kriteriØ Xpehta– Pirsi, my zadaemsØ sledu¸wimi voprosami.

1. Moßno li ukazat~ konkretnye klassy matric, prinadleßnost~ k kotorym garantiruet unitarnu¸ transponiruemost~?

2. Ime¸tsØ li neobhodimye usloviØ unitarnoæ transponiruemosti, bolee prostye, qem usloviØ Xpehta?

Posle izloßeniØ nekotoryh vspomogatel~nyh rezul~tatov v razdele 2, v razdele 3 my ukazyvaem rØd klassov UT-matric. Zatem, pri opredelennyh predpoloßeniØh o matrice A, my ustanavlivaem dva neobhodimyh usloviØ unitarnoæ transponiruemosti. Uslovie, formuliruemoe v razdele 4, otnositsØ k proizvol~nym matricam iz M_n(C), a uslovie iz razdela 5 – tol~ko k vewestvennym matricam.

OB UNITARNO TRANSPONIRUEMYH MATRICAH 41 2. Vspomogatel~nye rezul~taty Budem oboznaqat~ mnoßestvo vseh unitarno transponiruemyh matric simvolom UT (ili UT_n, esli trebuetsØ ukazanie porØdka). Simvol US(A) oboznaqaet klass unitarnogo podobiØ matricy A, t.e. mnoßestvo vseh matric B, unitarno podobnyh A.

Predloßenie 1. Pust~ A ∈ UT i B ∈ US(A). Togda B ∈ UT.

(Takim obrazom, unitarnaØ transponiruemost~ est~ svoæstvo vsego klassa unitarnogo podobiØ.)

Dokazatel~stvo. Po uslovi¸, A^T = Q�AQ i B = P �AP dlØ ne-

kotoryh unitarnyh matric P i Q. Ots¸da

B^T = P^T A^T P̄ = P^T (Q�AQ)P̄ = P^T Q�(P BP �)QP̄ = (P �QP̄ )�B(P �QP̄ ) = W �BW, gde W = P �QP̄ – unitarnaØ matrica.

Predloßenie 2. Pust~ Ai ∈ UTk_i (i = 1, 2, . . . , m). Togda A = A1 ⊕ · · · ⊕ A_m ∈ UT_n, gde n = k_1 + · · · + k_m.

Predloßenie 3. Esli A ∈ UT , to i A^T ,^¯A, A� ∈ UT. Predloßenie 4. Pust~ A ∈ UT . Togda f(A) ∈ UT dlØ l¸bogo mno-

goqlena f.

�ti tri predloßeniØ oqevidny.

3. Klassy unitarno transponiruemyh matric Lemma 1. VsØkaØ matrica A ∈ M2(C) unitarno transponiruema. Dokazatel~stvo. Vsledstvie predloßeniØ 1 i teoremy Xura

(sm. [1, razdel 2.3]), matricu A moßno sqitat~ treugol~noæ: A = ( λ1 a12 0 λ_2 ) . (4)

Po toæ ße teoreme Xura, A^T unitarno podobna nekotoroæ verhnetreugol~noæ matrice B vida B = ( λ1 b12 0 λ_2 ) . (5)

42 H. D. IKRAMOV Iz ravenstva frobeniusovyh norm ‖A‖_F = ‖A^T ‖_F = ‖B‖_F imeem

|b_{12}| = |a_{12}|, ili b12 = a12e^{iϕ}, ϕ ∈ (−π, π]. Ots¸da sleduet, qto B = D�AD, gde D = diag {1, e^{iϕ}}. Itak, B i A^T unitarno podobny matrice A.

Opredelenie. Matrica A ∈ Mn(C) nazyvaetsØ unitarno kvazi-

diagonalizuemoæ, esli unitarnym podobiem A moßno privesti k prØmoæ summe 1 × 1- i 2 × 2-matric.

Teorema 2. VsØkaØ unitarno kvazidiagonalizuemaØ matrica uni-

tarno transponiruema.

�to utverßdenie ØvlØetsØ prostym sledstviem predloßeniæ 1 i 2 i lemmy 1.

Sledstvie 1. VsØkaØ normal~naØ matrica unitarno transponi-

ruema.

Sledstvie 2. VsØkaØ matrica s kvadratiqnym minimal~nym

mnogoqlenom unitarno transponiruema.

Dokazatel~stvo. VsØkaØ matrica s kvadratiqnym minimal~-

nym mnogoqlenom unitarno kvazidiagonalizuema (sm. [4, teorema 1]).

Naibolee izvestnymi tipami matric s kvadratiqnymi minimal~nymi mnogoqlenami ØvlØ¸tsØ proektory (t.e. matricy A, opredelØemye uravneniem A^2 = A), invol¸cii (A^2 = I) i nil~- potenty indeksa dva (A^2 = 0).

Teper~ my opixem rØd klassov UT-matric, otliqnyh ot klassov, ukazannyh v sledstviØh 1 i 2. Otpravnym punktom ØvlØetsØ sledu¸wee prostoe nabl¸denie: (kompleksnaØ) simmetriqnaØ matrica S oqevidnym obrazom unitarno podobna matrice S^T (t.e. sebe samoæ), a potomu ves~ klass US(S) sostoit iz UTmatric. Itak, imeet mesto sledu¸wee utverßdenie.

OB UNITARNO TRANSPONIRUEMYH MATRICAH 43

Teorema 3. Esli matrica A ∈ Mn(C) unitarno podobna nekoto-

roæ simmetriqnoæ matrice, to A ∈ UT_n.

�to nabl¸denie moßno rasprostranit~ na rØd tipov obobwennyh simmetriqnyh matric. Pust~ H ∈ M_n(C) – nevyroßdennaØ ffrmitova matrica. S pomow~¸ H v C^n moßno vvesti (neznakoopredelennoe) skalØrnoe proizvedenie < x, y >_H = (Hx, y), (6) gde (·, ·) est~ evklidovo skalØrnoe proizvedenie. Matricy S, simmetriqnye otnositel~no < ·, · >_H , dolßny udovletvorØt~ sootnoxeni¸ HS = S^T H, ili S^T = HSH�1. (7)

Esli H ne tol~ko ffrmitova, no i unitarnaØ matrica, to ravenstvo (7) oznaqaet, qto S ∈ UT .

Rassmotrim nekotorye qastnye sluqai fftoæ konstrukcii. 1. H = I_k ⊕ (−I_l ), k + l = n.

SkalØrnoe proizvedenie, zadavaemoe takoæ matriceæ H, nazyvaetsØ psevdoevklidovym. Sootvetstvu¸wiæ klass obobwennyh simmetriqnyh matric sostavlØ¸t psevdosimmetriqnye matricy. Analogiqno teoreme 3, poluqaem sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 4. Esli matrica A ∈ Mn(C) unitarno podobna nekoto-

roæ psevdosimmetriqnoæ matrice, to A ∈ UT_n.

2. H – per¨ediniqnaØ matrica, t.e.

H = 1 1 · · · 1 .

V fftom sluqae obobwennye simmetriqnye matricy nazyva¸tsØ persimmetriqnymi i vizual~no opredelØ¸tsØ svoæstvom simmetrii otnositel~no vtoroæ glavnoæ diagonali (1, n), (2, n − 1), . . . , (n, 1). Persimmetriqnoæ matriceæ ØvlØetsØ, naprimer, ßordanova kletka porØdka n – matriqnyæ tip, v izvestnom smysle protivopoloßnyæ normal~nym matricam iz sledstviØ 1.

44 H. D. IKRAMOV

Teorema 5. Esli matrica A ∈ Mn(C) unitarno podobna nekoto-

roæ persimmetriqnoæ matrice, to A ∈ UT_n.

3. n = 2m – qetnoe qislo, H = iJ, gde J = ( 0 I_m −I_m 0 ) . Poskol~ku J�^1 = −J, ravenstvo (7) v dannom sluqae prinimaet vid S^T = −JSJ. (8) Matricy, udovletvorØ¸wie sootnoxeni¸ (8), nazyva¸tsØ gamil~tonovymi. Esli S predstavlena v bloqnoæ forme S = ( S11 S12 S21 S22 ) , gde vse qetyre bloka ime¸t porØdok m, to

S22 = −S^T11, S12 = S^T12, S21 = S^T21.

Teorema 6. Esli matrica A ∈ Mn(C) unitarno podobna nekoto-

roæ gamil~tonovoæ matrice, to A ∈ UT_n.

4. Sovpadenie spektral~nyh harakteristik Unitarnoe podobie sohranØet ne tol~ko sobstvennye znaqeniØ, no i metriqeskie sootnoxeniØ meßdu sobstvennymi vektorami.

Teorema 7. Predpoloßim, qto A ∈ Mn(C) imeet prostye sob-

stvennye znaqeniØ λ_1, λ_2 i sootvetstvu¸wie normirovannye sobstvennye vektory q_1, q_2. Pust~ B ∈ US(A) i p_1, p_2 – normirovannye sobstvennye vektory matricy B dlØ λ_1, λ_2. Togda

|(q_1, q_2)| = |(p_1, p_2)|. (9)

Dokazatel~stvo. Esli B = W �AW, gde W – unitarnaØ matrica,

to W q_1 i W q_2 ØvlØ¸tsØ sobstvennymi vektorami B sootvetstvenno dlØ λ_1 i λ_2. V silu prostoty fftih sobstvennyh znaqeniæ, W q_1 i W q_2 mogut otliqat~sØ ot p_1 i p_2 lix~ qislovymi mnoßitelØmi modulØ 1. Pofftomu

|(p_1, p_2)| = |(W q_1, W q_2)| = |(q_1, q_2)|.

OB UNITARNO TRANSPONIRUEMYH MATRICAH 45

Sledstvie 3. Predpoloßim, qto A ∈ Mn(C) imeet prostye

sobstvennye znaqeniØ λ_1, λ_2 i sootvetstvu¸wie normirovannye pravye sobstvennye vektory q_1, q_2 i levye sobstvennye vektory p1, p2. Esli A unitarno transponiruema, to vypolnØetsØ ravenstvo (9).

Primenim neobhodimoe uslovie, sformulirovannoe v sledstvii 3, k matrice (1). Poloßim λ_1 = 1, λ_2 = 3,

q1 = 1 √ 6 (1, −2, 1)^T , q_2 = 1 √ 2 (0, 1, −1)^T ,

p1 = (1, 0, 0)^T , p2 = 1 √ 5 (2, 1, 0)^T ,

|(q_1, q_2)| = √ 3 2 ≠ |(p_1, p_2)| = 2 √ 5 . Kak i vo vvedenii stat~i, zakl¸qaem, qto A ne ØvlØetsØ UTmatriceæ.

5. Vewestvennye UT-matricy Esli vewestvennye matricy A i B unitarno podobny, to podobie meßdu nimi moßno, v deæstvitel~nosti, osuwestvit~ posredstvom vewestvennoæ ortogonal~noæ matricy. (Dokazatel~- stvo fftogo fakta privedeno, naprimer, v [5, razdel 2].)

Pust~ A – vewestvennaØ UT-matrica i Q – vewestvennaØ ortogonal~naØ matrica, transformiru¸waØ A v A^T :

A^T = Q^T AQ. (10)

Predstavim A v vide

A = S + K, S = S^T , K = −K^T . (11)

Horoxo izvestno, qto takoe predstavlenie matricy A edinstvenno, priqem S = 1 2 (A + A^T ), K = 1 2 (A − A^T ). PodstavlØØ (11) v (10), nahodim S − K = Q^T SQ + Q^T KQ,

46 H. D. IKRAMOV otkuda S = Q^T SQ, (12) K = −Q^T KQ. (13) Predpoloßim teper~, qto simmetriqnaØ matrica S imeet tol~ko prostye sobstvennye znaqeniØ: S = P^T ΛP, P^T P = I, Λ = diag {λ1, · · · , λ_n}, λ_i ≠ λ_j , i ≠ j. V silu predloßeniØ 1, moßno sqitat~, qto S = Λ uße v ishodnoæ matrice A. PerepisyvaØ (12) v vide QΛ = ΛQ, zakl¸qaem, qto matrica Q takße dolßna byt~ diagonal~noæ. V soqetanii s ortogonal~nost~¸, ffto oznaqaet, qto na diagonali Q mogut stoØt~ lix~ pl¸s i minus edinicy. Esli Q = ±I, to iz (13) poluqaem K = 0, qto sootvetstvuet sluqa¸ simmetriqnoæ matricy A. Predpoloßim pofftomu, qto diagonal~ matricy Q soderßit i pl¸s, i minus edinicy. Bez ograniqeniØ obwnosti, moßno sqitat~, qto Q = I_k ⊕ (−I_l ), 0 < k, l < n, k + l = n. Sootvetstvenno fftomu razloßeni¸ Q, predstavim K v bloqnom vide K = ( K11 K12 −K^T_{12} K_{22} ) , gde K_{11} – blok razmera k × k. Teper~ (13) daet

K11 = 0, K22 = 0.

My prixli k sledu¸wemu utverßdeni¸.

Teorema 8. Pust~ A – vewestvennaØ i nesimmetriqnaØ UT-

matrica, priqem matrica S v predstavlenii (11) imeet tol~ko prostye sobstvennye znaqeniØ. Togda v ortonormirovannom bazise iz sobstvennyh vektorov matricy S kososimmetriqnaØ matrica K dolßna pri nekotoryh natural~nyh k i l imet~ bloqnu¸ formu ( 0 K_{12} −K^T_{12} 0 ) . (14)

OB UNITARNO TRANSPONIRUEMYH MATRICAH 47

Zameqanie. Kvadrat matricy (14) est~ bloqno-diagonal~naØ

matrica −(K_{12}K^T_{12} ⊕ K^T_{12}K_{12}).

Takim obrazom, v usloviØh teoremy 8 matricy S i K^2 dolßny imet~ ortogonal~nu¸ paru obwih invariantnyh podprostranstv, a imenno, lineænye oboloqki pervyh k i poslednih l sobstvennyh vektorov matricy S.

Neobhodimoe uslovie ortogonal~noæ transponiruemosti, davaemoe teoremoæ 8, proill¸striruem primerom, zaimstvovannym iz [6]. DlØ nesimmetriqnoæ matricy A = 1 1 1 −1 2 1 −1 −1 3 imeem S = diag {1, 2, 3},

no matrica K = 0 1 1 −1 0 1 −1 −1 0

ne imeet formy (14) ni pri kakih k i l (0 < k, l < 3, k + l = 3). Sledovatel~no, A ne ØvlØetsØ UT-matriceæ.

Literatura 1. R. Horn, Q. Dßonson, Matriqnyæ analiz. Mir, M., 1990. 2. H. D. Ikramov, Ob unitarnom podobii vzaimno transponirovannyh ma-

tric. — DAN 378, No. 5 (2001), 592–593.

3. C. Pearcy, A complete set of unitary invariants for operators generating finite

W^�-algebras of type I. — Pacific J. Math. 12 (1962), 1405–1416.

4. H. D. Ikramov, KanoniqeskaØ forma Xura unitarno kvazidiagonalizuemoæ

matricy. — ȷ. vyqisl. matem. matem. fiz. 37 (1997), 1411–1415.

5. H. D. Ikramov, Ob odnom kriterii kvazidiagonalizuemosti vewestven-

nyh matric. — ȷ. vyqisl. matem. matem. fiz. 40 (2000), 6–20.

6. J. Vermeer, Examples concerning orthogonal (unitary) similarity of matrices. —

Linear Algebra Appl. 428 (2008), 382–392.

Ikramov Kh. D. On unitarily transposable matrices. Matrices A ∈ M_n(C) such that

A^T = Q�AQ (1)

48 H. D. IKRAMOV for a certain unitary matrix Q are examined. Several classes of matrices with this property are indicated. Under certain assumptions on A, two conditions necessary for (1) to hold are provided.

Postupilo 19 fevralØ 2007 g. Moskovskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: ikramov@cs.msu.su