Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 346, 2007 g.

ı. K. Dem~Ønoviq^∗, A. V. Zimin

V�`VLETNYE RAZLOȷENI˚ NA MNOGOOBRAZII

1. Vvedenie

Approksimacii na mnogoobrazii stroilis~ ranee s ispol~zovaniem proekciæ ploskih approksimaciæ, svØzannyh s kasatel~- nym mnogoobraziem (sm. [1]). Splaæn-vffævletnye razloßeniØ na ravnomernyh setkah rassmatrivalis~ v rabotah [2–4]. V odnomernom sluqae splaæn-vffævletnye razloßeniØ (dekompoziciØ i rekonstrukciØ) na neravnomernoæ setke postroeny v [5–6].

V dannoæ rabote predlagaetsØ obwiæ podhod k postroeni¸ cepoqek vloßennyh prostranstv splaænov na gladkom (ne obØzatel~no kompaktnom) mnogoobrazii, baziru¸wiæsØ na approksimacionnyh sootnoxeniØh; zdes~ udaetsØ poluqit~ vffævletnoe razloßenie v sluqae proizvol~nogo vektornogo prostranstva. Poluqennye rezul~taty ill¸striru¸tsØ postroeniem vffævletnogo razloßeniØ cepoqki prosranstv B_φ-splaænov (sm. [6]) nulevogo porØdka na gladkom mnogoobrazii.

2. Approksimaconnye sootnoxeniØ

Rassmotrim cepoqku vektorov A^{def}= {a_i}_{i∈}Zprostranstva R^{m+1}. �tu cepoqku predstavim v vide matricy, kotoru¸ budem oboznaqat~ tak ße, kak i cepoqku vektorov:

A^{def}= (. . . , a_{−1}, a_0, a_1, . . . )^T . (2.1)

Pust~ X(M) – lineænoe prostranstvo izmerimyh vewestvennoznaqnyh funkciæ, zadannyh na nekotorom s-mernom (vozmoßno, nekompaktnom) gladkom mnogoobrazii M. Zadadim vektorfunkci¸ φ : M → R^{m+1} s komponentami [φ]_j(t), t ∈ M, takimi

�Rabota qastiqno podderßana grantami RFFI 07-01-00451 i 07-01- 00269. 26

V�`VLETNYE RAZLOȷENI˚ NA MNOGOOBRAZII 27 qto [φ]_j ∈ X(M), j = 0, 1, . . . , m. Pust~ funkcii ω_i(t), i ∈ Z, udovletvorØ¸t sootnoxeni¸

ω^T (t)A = φ(t), (2.2) gde ω(t)^{def}= (. . . , ω_{−1}(t), ω_0(t), ω_1(t), . . . )^T . (2.3) Sootnoxenie (2.2) budem nazyvat~ approksimacionnym sootnoxeniem.

NarØdu s vektor-funkcieæ (2.3) rassmotrim vektor-funkci¸

ω(t) = (. . . , ω_{−1}(t), ω_0(t), ω_1(t), . . . )^T ,

udovletvorØ¸wu¸ (voobwe govorØ, drugomu) approksimacionnomu sootnoxeni¸ (s toæ ße pravoæ qast~¸)

ω^T (t)A = φ(t), (2.4) gde A^{def}= (. . . , a_{−1}, a_0, a_1, . . .)^T , a_j ∈ R^{m+1}. (2.5)

Lemma 1. Esli {ωi}i∈Zi {ωj}j∈Z– lineæno nezavisimye sistemy

funkciæ, to A = g(ω^T A), g(ω^T A) = A; (2.6)

zdes~ g^{def}= (. . . , g^{(−1)}, g^{(0)}, g^{(1)}, . . . )^T i g^{def}= (. . . , g^{(−1)}, g^{(0)}, g^{(1)}, . . . )^T – sistemy funkcionalov, biortogonal~nye sistemam {ω_i}_{i∈}Zi {ω_j }_{j∈}Z, tak qto gω^T = I, g ω^T = I. (2.7) Dokazatel~stvo. PriravnivaØ levye qasti sootnoxeniæ (2.2)

i (2.4), imeem ω^T A = ω^T A. (2.8) UmnoßaØ (2.8) na vektory g i g, vvidu (2.7), poluqaem pervoe i vtoroe iz ravenstv (2.6) sootvetstvenno. �

Sledstvie 1. V usloviØh lemmy 1 spravedlivy sootnoxeniØ

A = g(ω^T (g(ω^T A))), g(ω^T (g(ω^T A)) = A. (2.9)

Dokazatel~stvo. SootnoxeniØ (2.9) poluqa¸tsØ vzaimnymi

podstanovkami v ravenstvah (2.6). �

28 ı. K. DEM^˚NOVIQ, A. V. ZIMIN

Zameqanie. Esli izvestno, qto vypolneno kalibrovoqnoe soot-

noxenie ω = Pω s matriceæ P, to umnoßaØ ego ffkvivalentnu¸ zapis~ ω^T = ω^T P^T (2.10)

na vektor-stolbec funkcionalov g sleva, vvidu pervogo iz sootnoxeniæ (2.7), nahodim

I = g(ω^T P^T ). (2.11)

Esli komponenty vektor-stolbca g opredeleny na ω^T , to pola-

gaØ Q^{def}= gω^T , iz (2.11) vyvodim QP^T = I, otkuda sleduet, qto

matrica Q ØvlØetsØ levoæ obratnoæ k matrice P^T ; krome togo, umnoßaØ (2.10) sleva na vektor-stolbec g, poluqaem P^T = gω^T .

3. Osnawennye semeæstva podmnoßestv

Predpoloßim, qto S^{def}= {S_j}_{j∈}Z– semeæstvo podmnoßestv mnogoobraziØ M, kaßdoe iz kotoryh gomeomorfno otkrytomu smernomu xaru.

Opredelenie 1. DlØ fiksirovannoæ toqki t ∈ M qislo κt ffle-

mentov mnoßestva {j | t ∈ S_j } nazyvaetsØ kratnost~¸ nakrytiØ toqki t semeæstvom S.

Pust~ semeæstvo S takovo, qto dlØ poqti vseh toqek t ∈ M spravedlivo ravenstvo

κ_t = m + 1 ∀j ∈ Z. (3.1)

DlØ kaßdoæ toqki t ∈ M so svoæstvom (3.1) rassmotrim soderßawee ee mnoßestvo C_{(t)}, ØvlØ¸weesØ pereseqeniem vseh mnoßestv S_j iz S. Oqevidno, qto mnoßestvo C_{(t)} gomeomorfno otkrytomu xaru i sostoit iz toqek, udovletvorØ¸wih svoæstvu (3.1), a mnoßestvo C razliqnyh mnoßestv C_{(t)} dlØ upomØnutyh t sqetno, tak qto v dal~neæxem ih perenumeruem i oboznaqim C_k; itak, C = {C_k | k ∈ Z} i, krome togo, spravedlivy sootnoxeniØ

Ck0 ∩ Ck00 = ∅ pri k^′ ≠ k^{′′}, k^′, k^{′′} ∈ Z,

Cl (Sj ) = Cl ( ⋃ Ck⊆Sj Ck ) , Cl ( ⋃ k∈Z^{Ck)= Cl (M), (3.2)}

gde simvol Cl oznaqaet zamykanie.

V�`VLETNYE RAZLOȷENI˚ NA MNOGOOBRAZII 29

Opredelenie 2. GovorØt, qto semeæstvo podmnoßestv S^{def}=

{Sj }j∈Zmnoßestva M osnaweno polnoæ sistemoæ vektorov A^{def}=

{a_j | j ∈ Z} prostranstva R^{m+1}, esli dlØ poqti vseh toqek t ∈ M sistema vektorov A_t^{def}= {a_j | t ∈ S_j } (3.3) ØvlØetsØ bazisom prostranstva R^{m+1}; v fftom sluqae sistema vektorov A nazyvaetsØ polnym osnaweniem semeæstva S.

Iz (3.1)–(3.3) sleduet, qto esli A – polnoe osnawenie semeæstva S, to pri fiksirovannom k ∈ Zverny sootnoxeniØ A_t0 = A_t00 pri t^′, t^{′′} ∈ C_k, (3.4) blagodarØ qemu moßno vvesti oboznaqenie

A_{(k)}^{def}= A_t pri t ∈ C_k. (3.5)

4. Prostranstva splaænov. Vloßennost~ prostranstv Funkcii ω_i(t), i ∈ Z, poqti vezde udovletvorØ¸wie sootnoxeniØm ω^T (t)A = φ(t), ω_j = 0 ∀t /∈ S_j , (4.1) nazyva¸tsØ (A, φ, S)-splaænami (m + 1)-go porØdka; zdes~

ω(t)^{def}= (. . . , ω_{−1}(t), ω_0(t), ω_1(t), . . . )^T . (4.2)

Teorema 1. Esli cepoqka A ØvlØetsØ polnym osnaweniem se-

meæstva S, to v prostranstve X(M) suwestvuet edinstvennaØ vektor-funkciØ (4.2), udovletvorØ¸waØ sootnoxeniØm (4.1).

Dokazatel~stvo. V sootvetstvii s opredeleniem mnoßestva

A_{(k)} (sm. takße formuly (3.4)–(3.5)), iz (4.1) imeem ∑ aj ∈A_{(k)} a_j ω_j(t) = φ(t) ∀t ∈ C_k ∀k ∈ Z. (4.3)

Poskol~ku po opredeleni¸ polnogo osnaweniØ mnoßestvo vektorov {a_j | a_j ∈ A_{(k)}} ØvlØetsØ bazisom v R^{m+1}, matrica sistemy (4.3) neosobennaØ, tak qto neizvestnye ω_j(t), rassmatrivaemye pri kaßdom fiksirovannom t ∈ C_k dlØ kaßdogo k ∈ Z, opredelØ- ¸tsØ odnoznaqno. Teorema dokazana. �

30 ı. K. DEM^˚NOVIQ, A. V. ZIMIN

Teorema 2. V usloviØh teoremy 1 lineænaØ nezavisimost~ kom-

ponent vektor-funkcii φ(t) na kletke C_k ffkvivalentna lineænoæ nezavisimosti sistemy funkciæ {ω_j(t) | C_k ⊆ S_j } na fftoæ kletke.

Dokazatel~stvo vytekaet iz sistemy (4.3), t.k. v usloviØh teo-

remy 1 matrica upomØnutoæ sistemy neosobennaØ. �

Teorema 3. Esli v usloviØh teoremy 1 komponenty vektor-

funkcii φ(t) lineæno nezavisimy na kaßdoæ kletke C_k, k ∈ Z, to sistema funkciæ {ω_j(t)}_{j∈}Z– lineæno nezavisimaØ sistema.

Dokazatel~stvo. RassmatrivaØ ravenstvo^∑_{j∈}Zcjωj (t) ≡ 0 pri

t ∈ Ck, vidim, qto v summe ostanutsØ lix~ slagaemye s temi

indeksami j, kotorye prinadleßat mnoßestvu {j | C_k ⊆ S_j}. Izza neosobennosti matricy sistemy (4.3) i blagodarØ lineænoæ nezavisimosti komponent vektor-funkcii φ(t) na kletke C_k, prihodim k vyvodu, qto vse kofffficienty c_j s upomØnutymi indeksami ravny nul¸. Poskol~ku dlØ kaßdogo j ∈ ZnaædetsØ takoe k = k(j), qto C_k ⊆ S_j , to vse kofffficienty c_j okaßutsØ ravnymi nul¸. �

Teorema 4. Pust~ cepoqka A – polnoe osnawenie semeæstva S, a

matrica P takova, qto pri

P^T A = A (4.4)

suwestvuet vektor-funkciØ ω(t)^{def}= (. . . , ω_{−1}(t), ω_0(t), ω_1(t), . . . )^T so svoæstvami ω^T (t)A = φ(t), [Pω]_j(t) ≡ 0 ∀t /∈ S_j ∀j ∈ Z. (4.5) Togda spravedlivo kalibrovoqnoe sootnoxenie ω(t) ≡ Pω(t). (4.6) Dokazatel~stvo. PodstavlØØ (4.4) v pervoe iz sootnoxeniæ

(4.5), imeem ω^T (t)P^T A = φ(t), tak qto (Pω(t))^T A = φ(t). Ots¸da, vvidu vtorogo iz sootnoxeniæ (4.5) i odnoznaqnoæ razreximosti zadaqi (4.1), poluqaem (4.6). �

Lemma 2. Esli ω i ω udovletvorØ¸t sootnoxeniØm ω^T A = φ, ω^T A = φ, (4.7)

V�`VLETNYE RAZLOȷENI˚ NA MNOGOOBRAZII 31 sootvetstvenno, a sistema funkcionalov g biortogonal~na sisteme funkciæ ω^T , t.e.

g ω^T = I, (4.8)

to matrica

P^{def}= (gω^T )^T (4.9)

udovletvorØet uslovi¸

P^T A = A. (4.10)

Dokazatel~stvo. Iz (4.7) imeem

ω^T (t)A = ω^T (t)A. (4.11)

PrimenØØ g k (4.11) i ispol~zuØ (4.8), nahodim: gω^T (t)A = A, tak qto s uqetom oboznaqeniØ (4.9) poluqaem (4.10). � Predpoloßim, qto krome semeæstva S na mnogoobrazii M imeetsØ ewe odno semeæstvo podmnoßestv S^{def}= {S_j0 }_j0_∈Z, i A – ego polnoe osnawenie.

Iz teoremy 4 i lemmy 2 vytekaet sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 5. Esli A i A – polnye osnaweniØ sistem S i S, φ(t) –

vektor-funkciØ s lineæno nezavisimymi komponentami na sootvetstvu¸wih im kletkah C_k i C_k, k ∈ Z, a matrica P^{def}= (gω^T )^T udovletvorØet vtoromu iz sootnoxeniæ (4.5), to spravedlivo kalibrovoqnoe sootnoxenie (4.6).

5. O vffævletnom razloßenii lineænyh prostranstv V vewestvennom vektornom prostranstve L rassmotrim dve sistemy fflementov ω^{def}= {ω_i}_{i∈}Zi ω^{def}= {ω_j }_{j∈}Z; pust~ sistema ω sostoit iz lineæno nezavisimyh fflementov.

Predpoloßim, qto (A) vypolneny sootnoxeniØ

ω_i = ∑ j∈Z^{pijωj ∀i ∈ Z, (5.1)} gde pri kaßdom fiksirovannom i ∈ Zmnoßestva {p_{ij} | p_{ij} ≠ 0, j ∈

Z} koneqny^1 i pij ∈ R^1.

1V dal~neæxem vse rassmatrivaemye summy ime¸t koneqnoe qislo nenulevyh slagaemyh.

32 ı. K. DEM^˚NOVIQ, A. V. ZIMIN

SootnoxeniØ (5.1) nazyva¸tsØ kalibrovoqnymi sootnoxeniØmi v prostranstve L. V dal~neæxem sistemy ω i ω budem predstavlØt~ v vide beskoneqnyh odnostolbcovyh matric

ω^{def}= (. . . , ω_{−1}, ω_0, ω_1, . . . )^T , ω^{def}= (. . . , ω_{−1}, ω_0, ω_1, . . . )^T ;

zapixem kalibrovoqnye sootnoxeniØ v vide

ω = Pω, (5.2) gde P – (beskoneqnaØ) matrica iz fflementov pij, P^{def}= (pij)i,j∈Z.

Oboznaqim g^{def}= {g_i}_{i∈}Zsistemu lineænyh funkcionalov, biortogonal~nu¸ sisteme ω, tak qto ⟨g_i, ω_j⟩ = δ_{i,j}, gde δ_{i,j} – simvol Kronekera; zapisyvaØ sistemu g v vide odnostolbcovoæ matricy g^{def}= (. . . , g_{−1}, g_0, g_1, . . .)^T , ukazannoe svoæstvo biortogonal~nosti predstavim v forme g ω^T = I; (5.3) zdes~ I = (δ_{i,j})_{i,j∈}Z– ediniqnaØ matrica.

Rassmotrim prostranstva S^{def}= L({ω_i}_{i∈}Z), i S^{def}= L({ω_j }_{j∈}Z), gde simvol L oznaqaet lineænu¸ oboloqku pereqislennyh vektorov. Vvidu predpoloßeniØ (A), verno sootnoxenie S⊆ S⊆ L.

Pust~ vypolneno sledu¸wee uslovie:

(B) suwestvu¸t lineænye prodolßeniØ funcionalov g_i na prostranstvo Stakie, qto dlØ l¸bogo j ∈ Zkoliqestvo nenulevyh fflementov vo mnoßestve {⟨g_i, ω_j ⟩}_{i∈}Zkoneqno.

Teorema 6. Esli vypolneny predpoloßeniØ (A)–(B), to matrica

Q^{def}= gω^T s fflementami qij^{def}= ⟨gi, ωj⟩, i, j ∈ Z, ØvlØetsØ levoæ

obratnoæ k matrice P^T .

Dokazatel~stvo. Transponiruem sootnoxenie (5.2) i umnoßim

ego na odnostolbcovu¸ matricu g sleva; s uqetom formuly (5.3) i predpoloßeniØ (B) nahodim I = gω^T P^T ; poslednee ffkvivalentno ravenstvu

QP^T = I. (5.4)

Teorema dokazana. �

Opredelim lineænu¸ operaci¸ proektirovaniØ P prostranstva Sna Sravenstvom

Pu^{def}= ∑ i∈Z^{⟨gi, u⟩ ωi ∀u ∈ S (5.5)}

V�`VLETNYE RAZLOȷENI˚ NA MNOGOOBRAZII 33

i vvedem lineænoe prostranstvo W^{def}= (I − P ) S, gde I – toßdestvennaØ operaciØ. Oqevidno, qto prostranstvo S moßet byt~ predstavleno v vide prØmoæ summy: S= S^˙+W. �ta formula daet vffævletnoe razloßenie prostranstva S; pervoe slagaemoe v fftom razloßenii nazyvaem osnovnym prostranstvom, a vtoroe – vffævletnym prostranstvom.

Pust~ R^∞_0 – prostranstvo beskoneqnyh posledovatel~nosteæ {c_j}_{j∈}Zs koneqnym qislom nenulevyh fflementov c_j ∈ R^1; budem predstavlØt~ ih vektor-stolbcami c^{def}= (. . . , c_{−1}, c_0, c_1, . . .)^T . Esli fflement u leßit v prostranstve S, to s nekotorymi kofffficientami c_j ∈ R^1 verno ravenstvo u = ∑ j∈Zωj cj; polagaØ c^{def}= (. . . , c_{−1}, c_0, c_1, . . . )^T zapixem ffto v vide u = ω^T c, c ∈ R^∞_0 .

Predpoloßim, qto (C) sistema {ω_i}_{i∈}Zsostoit iz lineæno nezavisimyh vektorov. Pust~ {g_i}_{i∈}Z– sistema lineænyh funkcionalov so svoæstvom ⟨g_i, ω_j ⟩ = δ_{i,j}; poslednee s pomow~¸ oboznaqeniØ g^{def}=

(. . . , g_{−1}, g_0, g_1, . . . )^T zapixem v vide

g ω^T = I. (5.6)

Teorema 7. Pust~ vypolneny predpoloßeniØ (A)–(C), a fflement

u ∈ Spredstavlen v vide summy u = u + w, gde u ∈ S, w ∈ W. Togda

dlØ vektorov c, c i b, sostavlennyh iz kofffficientov razloßeniØ fflementov u, u, w po bazisam, u = ω^T c, u = ω^T c, w = ω^T b, spravedlivy formuly dekompozicii

c = Qc, b = c − P^T Qc (5.7)

i formuly rekonstrukcii

c = P^T c + b. (5.8)

Dokazatel~stvo. Iz opredeleniØ (5.5) dlØ u = ω^T c imeem u = Pu = ∑ i∈Z^{ωi ∑}j∈Z^{⟨gi, ωj⟩cj = ωT Qc,} otkuda, vvidu edinstvennosti razloßeniØ po bazisu ω, vyvodim pervoe iz sootnoxeniæ (5.7). Iz (5.2) i (5.6) poluqaem

34 ı. K. DEM^˚NOVIQ, A. V. ZIMIN gω^T = gω^T P^T , otkuda P^T = gω^T . PerepisyvaØ predstavlenie u = u + w v vide ω^T c = ω^T c + ω^T b i umnoßaØ poslednee sootnoxenie sleva na g, a zatem ispol~zuØ opredelenie matricy Q i ravenstvo (5.6), nahodim (5.8). PodstavlØØ v formulu (5.8) tol~ko qto ustanovlennoe pervoe iz sootnoxeniæ (5.7), poluqaem vtoroe sootnoxenie v (5.7). Teorema dokazana. �

Sledstvie 2. Prostranstvo vffævletov W predstavimo v vide

W = {w | w = ω^T b ∀b ∈ ker Q}, (5.9)

gde ker Q – mnoßestvo vektorov prostranstva R^∞_0 , preobrazuemyh matriceæ Q v nul~.

Dokazatel~stvo sootnoxeniØ (5.9) legko poluqaetsØ primeneni-

em matricy Q ko vtoromu sootnoxeni¸ v (5.7) i ispol~zovaniem formuly (5.4). �

6. Nekotorye varianty vffævletnyh razloßeniæ pri m = 0

Pust~ upomØnutoe vyxe semeæstvo {S_j }_{j∈}Zpodmnoßestv smernogo gladkogo mnogoobraziØ M takovo, qto dlØ poqti vseh toqek t ∈ S_j spravedlivo ravenstvo

κ_t = 1. (6.1)

V rassmatrivaemom sluqae svØznye mnoßestva toqek t so svoæstvom (6.1) sovpada¸t s odnim iz mnoßestv semeæstva {S_j }_{j∈}Z, tak qto, ispol~zuØ preßnie oboznaqeniØ, imeem C_k = S_k, k ∈ Z, i, krome togo,

Ck0 ∩ Ck00 = ∅ pri k^′ ≠ k^{′′}, k^′, k^{′′} ∈ Z, Cl ( ⋃ k∈Z^{Ck)= Cl (M).}_{(6.2)}

Netrudno videt~, qto v dannom sluqae l¸baØ posledovatel~- nost~ {b_j}_{j∈}Znenulevyh qisel b_j moßet rassmatrivat~sØ kak osnawenie semeæstva {S_j }_{j∈}Z(odnomernymi) vektorami.

Predpoloßim, qto na mnogoobrazii M imeetsØ dva semeæstva podmoßestv {S_j }_{j∈}Zi {S_j0 }_j0_∈Zso svoæstvami (6.1)–(6.2), priqem vtoroe iz nih ØvlØetsØ izmel~qeniem pervogo, t.e. dlØ kaßdogo j^′ ∈ Zsuwestvuet j ∈ Z, tak qto S_j0 ⊆ S_j.

V�`VLETNYE RAZLOȷENI˚ NA MNOGOOBRAZII 35 V predyduweæ sheme vmesto cepoqek vektorov rassmotrim posledovatel~nosti iz vewestvennyh qisel {a_i}_{i∈}Zi {a_j}_{j∈}Z. �ti posledovatel~nosti predstavim v vide odnostolbcovyh matric A^{def}= (. . . , a_{−1}, a_0, a_1, . . . )^T , A^{def}= (. . . , a_{−1}, a_0, a_1, . . . )^T .

V rassmatrivaemom sluqae φ – skalØrnaØ funkciØ, φ ∈ X(M).

6.1. Pust~ A = (. . . , a−1, a0, a1, . . . )^T sostoit iz nenulevyh kompo-

nent; togda zadaqa ob opredelenii vektor-funkcii ω(t) = (. . . , ω_{−1}(t), ω_0(t), ω_1(t), . . . )^T iz sootnoxeniæ ω^T (t)A = φ(t), ω_i = 0 ∀t /∈ S_i imeet edinstvennoe rexenie: ω_i(t) = { φ(t)/a_i pri t ∈ S_i, 0 pri t /∈ S_i.

6.2. Predpoloßim, qto vypolneno uslovie

(D) suwestvuet rexenie ω(t) zadaqi ω^T (t)A = φ(t), ω_j = 0 ∀t /∈ S_j, (6.3) gde ω(t)^{def}= (. . . , ω_{−1}(t), ω_0(t), ω_1(t), . . . )^T .

Uslovie (D) oznaqaet, qto esli a_j = 0, to φ(t) ≡ 0 ∀t ∈ S_j. V qastnosti, rexeniem ØvlØetsØ vektor-funkciØ ω s komponentami ω_j(t) = { φ(t)/a_j pri a_j ≠ 0 i t ∈ S_j , 0 pri a_j = 0 ili pri t /∈ S_j.^{(6} .4) 6.3. Netrudno videt~, qto kalibrovoqnye sootnoxeniØ dlØ funk-

ciæ ω_i i ω_j ime¸t vid ω_i(t) = 1 a_i ∑ {j | S_j ⊆S_i} a_j ω_j(t) ∀i ∈ Z,

36 ı. K. DEM^˚NOVIQ, A. V. ZIMIN tak qto matrica P takova:

P = (pij), pij^{def}=^{{ aj /ai pri} S^{j ⊆} S^{i,}

0 pri S_j * S_i.^{(6} .5) 6.4. Primenim teper~ P^T k odnostolbcovaæ matrice A:

P^T A = P^T . . . a_{−1} a_0 a_1 . . . ;

v rezul~tate poluqaem

[P^T A]j =^∑_i pijai =^∑ Sj ⊆Si pijai. (6.6) Summa v pravoæ qasti sootnoxeniØ (6.6) soderßit lix~ odno slagaemoe, poskol~ku pri fiksirovannom j suwestvuet i pri tom tol~ko odno mnoßestvo S_i, soderßawee mnoßestvo S_j. Pust~ ffto mnoßestvo imeet indeks i_0 = i_0(j), tak qto [P^T A]_j = p_{i0j}a_{i0} ; vvidu formuly (6.5), ots¸da nahodim [P^T A]_j = a_j ∀j ∈ Z, a ffto ffkvivalentno ravenstvu P^T A = A.

6.5. Predpoloßim, qto

φ(t) ≠ 0 poqti vezde na M. (6.7)

V fftom sluqae, oqevidno, sistema {ω_j }_{j∈}ZØvlØetsØ lineæno nezavisimoæ, i pofftomu suwestvuet biortogonal~naØ k neæ sistema lineænyh funkcionalov {g^{(i)}}_{i∈}Z. DlØ rassmatrivaemoæ sistemy {g^{(i)}}_{i∈}Ziz (6.3) poluqaem ⟨g^{(i)}, φ⟩ = a_i.

Opredelenie 3. GovorØt, qto nositel~ funkcionala f soder-

ßitsØ v mnoßestve M ⊂ M, esli rezul~tat ego primeneniØ k l¸boæ funkcii u iz rassmatrivaemogo lineænogo prostranstva

X(M) polnost~¸ opredelØetsØ znaqeniØmi fftoæ funkcii na mno-

ßestve M ; pri fftom budem pisat~ supp f ⊂ M .

Predpoloßim, qto vypolneno uslovie (E) funkcionaly upomØnutoæ sistemy {g^{(i)}}_{i∈}Zrasprostraneny na prostranstvo X(M) tak, qto suwestvuet celoqislennaØ

V�`VLETNYE RAZLOȷENI˚ NA MNOGOOBRAZII 37 funkciØ χ(i), zadannaØ na mnoßestve i ∈ Z, dlØ kotoroæ spravedlivo sootnoxenie

supp g^{(i)} ⊂ C_{χ(i)} ⊂ C_i. (6.8)

Ispol~zuØ (6.8), iz (6.4) poluqim ⟨g^{(i)}, ω_j⟩ = { ⟨g^{(i)}, φ⟩/a_j = a_i/a_j pri j = χ(i), 0 pri j ≠ χ(i).

OpredelØØ matricu Q = (q_{ij} ) ravenstvom Q = gω^T , imeem qij = ⟨g^{(i)} , ωj ⟩ =^{{ ai/aj pri j = χ(i),} 0 pri j ≠ χ(i).

Rassmotrim proizvedenie matric QP^T . OboznaqaØ [QP^T ]_{ij} fflement i-æ stroki i j-go stolbca fftogo proizvedeniØ, nahodim [QP^T ]ij =^∑_s qispjs =^∑_{s=χ(i)} qispjs = qiχ(i)pjχ(i). V sootvetstvii s formuloæ (6.5) dlØ p_{jχ(i)} imeem pjχ(i) = { a_{χ(i)}/a_j pri S_{χ(i)} ⊆ S_j , 0 pri S_{χ(i)} * S_j .

Zametim, qto vvidu predpoloßeniØ (E) spravedliva ffkvivalentnost~ Sχ(i) ⊆ Sj ⇐⇒ i = j, tak qto okonqatel~no poluqaem

[QP^T ]ij =^{{ (ai/aχ(i))(aχ(i)/ai) pri} S^{χ(i) ⊆} S^j

0 pri S_{χ(i)} * S_j = { 1 pri i = j, 0 pri i ≠ j.

Itak, matrica Q ØvlØetsØ levoæ obratnoæ k matrice P^T : QP^T = I. Esli vypolneno uslovie (D) i predpoloßenie (6.7), to sistema {ω_j}_{j∈}Ztakße lineæno nezavisimaØ, i potomu suwestvuet biortogonal~naØ eæ sistema lineænyh funkcionalov {g^{(j)}}_{j∈}Z; dlØ nee verny sootnoxeniØ ⟨g^{(j)}, φ⟩ = a_j .

38 ı. K. DEM^˚NOVIQ, A. V. ZIMIN

Netrudno videt~, qto

ker Q = L { e^{(j)} | j /∈ ⋃ i∈Z^{χ(i)},} gde e^{(j)} – vektor-stolbec s komponentami δ_{i,j} ∀i ∈ Z. Itak, vffævletnoe prostranstvo moßet byt~ predstavleno ravenstvom W = {w | w = ∑ i∈Z^{ciωi ∀c ∈ ker Q}.} Literatura 1. ı. K. Dem~Ønoviq, Lokal~naØ approksimaciØ na mnogoobrazii i mini-

mal~nye splaæny. SPb., 1994.

2. S. Malla, Vffævlety v obrabotke signalov. M., 2005.

3. I. ˚. Novikov, V. ı. Protasov, M. A. Skopina, TeoriØ vspleskov. M., 2005.

4. J. Maes, A. Bultheel, Stability analysis of biorthogonal multiwavelets whose du-

als are not in L2 and its application to local semiorthogonal lifting. — Applied Numerical Mathematics (2007), doi:10.1016/j.apnum.2007.06.002.

5. ı. K. Dem~Ønoviq, Gladkost~ prostranstv splaænov i vspleskovye raz-

loßeniØ. — Doklady RAN 401, No. 4 (2005), 1–4.

6. ı. K. Dem~Ønoviq, Vloßennost~ i vspleskovye predstavleniØ prost-

ranstv minimal~nyh splaænov. — Probl. matem. analiza 35 (2007), 13– 41. Demjanovich Yu. K., Zimin A. V. Wavelet decompositions on a manifold.

A general method for constructing chains of embedded spline spaces on a smooth (not necessarily compact) manifold is suggested. A wavelet decomposition is obtained for the case of an arbitrary vector space. The results are illustrated by constructing a wavelet decompositon of a chain of embedded spaces of B_φ-splines of zero order on a smooth manifold.

Postupilo 1 dekabrØ 2007 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: Yuri.Demjanovich@paloma.spbu.ru