Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 346, 2007 g.

M. Gasemi Kamalvand, H. D. Ikramov

SOPR˚ȷENNO-NORMAL^NYE MATRICY S SOPR˚ȷENNO-NORMAL^NYMI PODMATRICAMI 1. Predstavim matricu A ∈ Mn(C) (n ¿ 3) v bloqnom vide A = ( B C D�_E ) , (1)

gde B ∈ M_m(C) (1 < m < n) i C, D – matricy razmera m×(n−m). DlØ normal~noæ matricy A, ne ØvlØ¸weæsØ ffrmitovoæ ili kosoffrmitovoæ, normal~nost~ podmatricy B predstavlØet soboæ ves~ma nestandartnu¸ situaci¸, nemalo govorØwu¸ o qastiqnoæ strukture A ili ee strukture v celom. Naprimer, v kontekste privedeniØ A k forme Hessenberga H posredstvom algoritma Arnol~di, T. Hukle obnarußil sledu¸wee obstoØtel~stvo (sm. [1]): esli H nerazloßima i ee veduwaØ glavnaØ podmatrica H_m (1 < m < n) normal~na, to v deæstvitel~nosti H – trehdiagonal~naØ matrica. V [2] fftot fakt byl oformlen i dokazan kak qisto teoretiko-matriqnaØ teorema, bez kakogo-libo upominaniØ o metode Arnol~di.

Budem teper~ vmesto unitarnyh podobiæ rassmatrivat~ unitarnye kongruffncii, t.e. preobrazovaniØ vida A → Q^T AQ, Q�Q = I. VvodØ neznaqitel~nye izmeneniØ v standartnyæ process privedeniØ k forme Hessenberga posredstvom otraßeniæ ili vraweniæ, nesloßno pokazat~, qto vsØku¸ kompleksnu¸ matricu moßno privesti k forme Hessenberga i s pomow~¸ posledovatel~- nosti fflementarnyh unitarnyh kongruffnciæ. Primenim taku¸ posledovatel~nost~ k soprØßenno-normal~noæ matrice A, t.e. k matrice, udovletvorØ¸weæ sootnoxeni¸ AA�_{= A}�_{A. (2)}

�tot klass matric igraet v teorii unitarnyh kongruffnciæ taku¸ ße rol~, kaku¸ obyqnye normal~nye matricy vypolnØ¸t 21

22 M. GASEMI KAMALVAND, H. D. IKRAMOV po otnoxeni¸ k unitarnym podobiØm. V qastnosti, svoæstvo soprØßennoæ normal~nosti (2) sohranØetsØ unitarnymi kongruffnciØmi.

Predpoloßim, qto hessenbergova matrica, poluqennaØ v rezul~tate privedeniØ soprØßenno-normal~noæ matricy A, nerazloßima i imeet soprØßenno-normal~nu¸ veduwu¸ glavnu¸ podmatricu porØdka m (1 < m < n). Naxa cel~ – dokazat~ utverßdenie, analogiqnoe teoreme Hukle. Budem sqitat~, qto uße sama matrica A hessenbergova.

Teorema 1. Pust~ A ∈ Mn(C) (n ¿ 3) – soprØßenno-normal~naØ

matrica, ime¸waØ nerazloßimu¸ formu Hessenberga (dlØ opredelennosti, verhn¸¸). Esli ee veduwaØ glavnaØ podmatrica porØdka m (1 < m < n) takße ØvlØetsØ soprØßenno-normal~noæ, to v deæstvitel~nosti A – trehdiagonal~naØ matrica.

Dokazatel~stvo teoremy dano niße, v razdele 2.

2. Predstavim A v bloqnom vide (1). Togda, s uqetom usloviØ

BB�_{= B}�_{B, (3)}

opredelenie (2) ffkvivalentno trem matriqnym sootnoxeniØm CC�_{= DD}�_{, (4)} BD + CE� = B�C + DE, (5) D�_{D + EE}�_{= C}�_{C + E}�_{E. (6)}

Poskol~ku A – nerazloßimaØ hessenbergova matrica, to blok D imeet edinstvennyæ nenulevoæ fflement v pozicii (m, 1). Pokaßem, qto to ße ustroæstvo imeet blok C.

Zametim, qto dlØ l¸bogo i (1 6 i 6 n) 2-norma stroki i ravna 2-norme stolbca i. (�to sleduet iz ravenstva diagonal~nyh fflementov {AA�}_{ii} i {A�A}_{ii}.) To ße samoe, koneqno, verno i dlØ podmatricy B. Pofftomu, sqitaØ qto 1 6 i 6 m − 1, nahodim n∑ j=1 |a_{ji}|^2 = m∑ j=1 |a_{ji}|^2 = m∑ j=1 |a_{ij}|^2 = n∑ j=1 |a_{ij}|^2, otkuda a_{ij} = 0, i = 1, . . . , m − 1, j = m + 1, . . . , n.

SOPR˚ȷENNO–NORMAL^NYE MATRICY 23 Itak, “pravye” qasti pervyh m − 1 strok matricy A sut~ nulevye podvektory. Naprotiv, v strokah m + 2, . . . , n nulevymi podvektorami ØvlØ¸tsØ “levye qasti” (sootvetstvu¸wie poziciØm 1 6 j 6 m). �to oznaqaet, v qastnosti, qto {AA�_{}m}�_{1,j = 0, j = m + 2, . . . , n.} No togda {A�_{A}m}�_{1,j = am,m}�_{1āmj = 0, j = m + 2, . . . , n.} Poskol~ku a_{m,m}�_1 ≠ 0 v silu nerazloßimosti A, imeem a_{mj} = 0, j = m + 2, . . . , n. My pokazali, qto a_{m,m+1} – edinstvennyæ nenulevoæ fflement bloka C. Teper~ iz ravenstva 2-norm stroki m i stolbca m v matrice A zakl¸qaem, qto

|a_{m,m}�_1|^2 + |a_{m,m+1}|^2 = m�1_∑ j=1 |a_{jm}|^2 + |a_{m+1,m}|^2. (7)

Analogiqnoe ravenstvo dlØ podmatricy B daet

|a_{m,m}�_1|^2 = m�1_∑ j=1 |a_{jm}|^2. (8)

SliqaØ (7) i (8), poluqaem |a_{m,m+1}| = |a_{m+1,m}|. (9) Ots¸da D�_{D = C}�_{C (10)} (obe matricy ime¸t edinstvennyæ nenulevoæ fflement v pozicii (1,1), ravnyæ |a_{m+1,m}|^2 = |a_{m,m+1}|^2). PodstavlØØ (10) v (6), vidim, qto podmatrica E takße soprØßenno-normal~naØ.

SqitaØ, qto m < n − 1, pokaßem, qto soprØßenno-normal~noæ ØvlØetsØ i veduwaØ glavnaØ podmatrica B_{m+1}. V samom dele, ravenstvo {B_{m+1}B�_{m+1}}_{m+1,m+1} = {B�_{m+1}B_{m+1}}_{m+1,m+1}

24 M. GASEMI KAMALVAND, H. D. IKRAMOV vytekaet iz (9), a dlØ ostal~nyh par (i, j) imeem {B_{m+1}B�_{m+1}}_{ij} = {AA�}_{ij} = {A�A}_{ij} = {B�_{m+1}B_{m+1}}_{ij}. Itak, iz soprØßennoæ normal~nosti podmatricy B my vyveli analogiqnoe svoæstvo podmatricy B_{m+1} i trehdiagonal~noe stroenie poslednego stolbca fftoæ podmatricy. PrimenØØ analogiqnoe rassußdenie k B_{m+1}, zatem k B_{m+2}, i t.d., my pokaßem, qto vse stolbcy A, naqinaØ s (m + 1)-go, ime¸t trehdiagonal~- nyæ vid.

OstaetsØ proverit~ trehdiagonal~nost~ samoæ podmatricy B. V stolbce m + 1 matricy B_{m+1} otliqny ot nulØ tol~ko dva poslednih fflementa, pofftomu {B�_{m+1Bm+1}m+1,j = 0, j = 1, . . . , m − 2.} Ots¸da sleduet, qto b_{m+1,m}b̄_{jm} = {B_{m+1}B�_{m+1}}_{m+1,j} = 0, j = 1, . . . , m − 2, t.e. b_{jm} = 0, j = 1, . . . , m − 2. Takim obrazom, soprØßennaØ normal~nost~ podmatricy B_{m+1} vleqet za soboæ trehdiagonal~nost~ poslednego stolbca v B. Pokaßem, qto veduwaØ glavnaØ podmatrica B_m�_1 takße ØvlØetsØ soprØßenno-normal~noæ. �to pozvolit primenit~ rassußdeniØ, analogiqnye privedennym vyxe, k param (B, B_m�_1), zatem (B_m�_1, B_m�_2), i t.d., qem, v koneqnom sqete, budet ustanovlena trehdiagonal~nost~ B.

Iz sootnoxeniæ {BB�_{}mm = {B}�_{B}mm} i {BB�_{}m}�_{1,m}�_{1 = {B}�_{B}m}�_{1,m}�_1

zakl¸qaem, qto |a_{m,m}�_1| = |a_m�_{1,m}| i |a_m�_{1,m}�_2|^2 = m�2_∑ j=1 |a_{j,m}�_1|^2,

SOPR˚ȷENNO–NORMAL^NYE MATRICY 25 t.e.

{B_m�_1B�_m�_1}_m�_{1,m}�_1 = {B�_m�_1B_m�_1}_m�_{1,m}�_1.

UqityvaØ hessenbergovu formu B i trehdiagonal~nost~ ee poslednego stolbca, vidim, qto dlØ ostal~nyh par (i, j) ime¸t mesto ravenstva

{B_m�_1B�_m�_1}_{ij} = {BB�}_{ij} = {B�B}_{ij} = {B�_m�_1B_m�_1}_{ij}.

Itak, soprØßennaØ normal~nost~ podmatricy B_m�_1 ustanovlena, qem i dokazana teorema v celom.

Literatura

1. T. Huckle, The Arnoldi method for normal matrices. — SIAM J. Matrix Anal.

Appl. 15, No. 2 (1994), 479–489.

2. H. D. Ikramov, L. �l~zner, O normal~nyh matricah s normal~nymi glavnymi podmatricami. — Zap. nauqn. semin. POMI 229 (1995), 63–94.

Ghasemi Kamalvand M., Ikramov Kh. D. Conjugate-normal matrices with conjugate-normal submatrices.

In studying the reduction of a complex n×n matrix A to its Hessenberg form by the Arnoldi algorithm, T. Huckle discovered that an irreducible Hessenberg normal matrix with a normal leading principal m × m submatrix, where 1 < m < n, actually is tridiagonal. We prove a similar assertion for the conjugate-normal matrices, which play the same role in the theory of unitary congruences as the conventional normal matrices in the theory of unitary similarities. This fact is stated as a purely matrixtheoretic theorem, without any reference to Arnoldi-like algorithms.

Postupilo 18 fevralØ 2007 g.

Universitet Lorestana, Horramabad, Iran

E-mail: m�ghasemi98@yahoo.com

Moskovskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: ikramov@cs.msu.su