Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 346, 2007 g.

A. N. Borzyh

O SHODIMOSTI ODNOGO OPTIMIZACIONNOGO ALGORITMA VYQISLENI˚ NAIBOL^XEGO SOBSTVENNOGO ZNAQENI˚ SIMMETRIQNO` MATRICY

V rØde inßenernyh priloßeniæ trebuetsØ vyqislenie tol~ko naibol~xego sobstvennogo znaqeniØ zadannoæ matricy (qastiqnaØ problema sobstvennyh znaqeniæ), qto trebuet men~xih vyqislitel~nyh zatrat, neßeli vyqislenie vseh ee sobstvennyh znaqeniæ (polnaØ problema). DlØ rexeniØ dannoæ zadaqi vozmoßno primenenie stepennogo metoda (sm., naprimer, [1, 2, 3, 4]), metodov relaksacii otnoxeniØ ReleØ (sm., naprimer, [2]), metoda bisekcii (sm., naprimer, [5]). Stepennoæ metod ØvlØetsØ prosteæxim i universal~nym (primenim k matricam l¸boæ struktury), odnako pri real~nyh vyqisleniØh on obyqno neffffektiven (ego skorost~ shodimosti suwestvenno zavisit ot blizosti dvuh starxih sobstvennyh znaqeniæ). Gruppa metodov relaksacii otnoxeniØ ReleØ vkl¸qaet razliqnye strategii vybora popravok dlØ perehoda ot predyduwego vektora k posledu- ¸wemu. KakaØ iz strategiæ bolee ffffektivna – vopros praktiqeskogo ffksperimenta. Sfera primenimosti metoda relaksacii otnoxeniØ ReleØ – simmetriqnye matricy, metoda bisekcii – trehdiagonal~nye matricy.

V rabote [6] avtorom byl predloßen novyæ ffffektivnyæ algoritm vyqisleniØ naibol~xego sobstvennogo znaqeniØ. V dannoæ stat~e predlagaetsØ neskol~ko inaØ modifikaciØ algoritma i dokazyvaetsØ lineænaØ skorost~ shodimosti.

Predlagaemyæ algoritm vyqislØet naibol~xee sobstvennoe znaqenie proizvol~noæ vewestvennoæ simmetriqnoæ matricy. Algoritm osnovyvaetsØ na posledovatel~nyh preobrazovaniØh podobiØ, obespeqiva¸wih iteracionnoe uveliqenie summy fflementov matricy. PokazyvaetsØ, qto pri osuwestvlØemyh preobrazovaniØh summa fflementov matricy ØvlØetsØ veliqinoæ ograniqennoæ i shoditsØ k svoemu maksimal~nomu znaqeni¸ li- 5

6 A. N. BORZYH neæno. S drugoæ storony, rassmatrivaetsØ povedenie strokovyh summ. PokazyvaetsØ, qto na intervale, ograniqennom naimen~- xeæ i naibol~xeæ strokovymi summami, suwestvuet hotØ by odno sobstvennoe qislo, a v predele vypolneniØ iteracionnogo processa dannyæ interval sußaetsØ do toqki.

V rabote ispol~zu¸tsØ sledu¸wie oboznaqeniØ:

p_i(A) = ∑ k a_{ik}, p(A) = 1 n ∑ i p_i(A);

d_i(A) = p_i(A) − p(A), d(A) = √ 1 n ∑ i d_i(A)^2;

T_{ij}(α) – ortogonal~naØ matrica vraweniØ:

T_{ij} (α) =

1 ... c . . . −s ... . . 1 . . ... s . . . c ... 1

←− i

←− j ,

gde s = sin α, c = cos α;

e = (1, 1, . . ., 1)^T – vektor iz edinic; I – ediniqnaØ matrica; ‖A‖ = ‖A‖_2 = √ λ_{max}(A^∗A) – spektral~naØ norma matricy;

‖A‖_∞ = max_i ∑ j |a_{ij}| – ∞-norma matricy; ‖A‖_E = √∑ ij a^2_{ij} – evklidova norma matricy.

Sperva predstavim vyqislitel~nu¸ shemu predlagaemogo algoritma, a zatem rassmotrim ego matematiqeskoe obosnovanie.

Vyqislitel~naØ shema

1. Vyberem stroki s naimen~xeæ i naibol~xeæ strokovymi summami:

i = arg min_k (p_k(A)), j = arg max_k (p_k(A)).

O SHODIMOSTI ODNOGO ALGORITMA 7 2. Vypolnim preobrazovanie podobiØ B = T^{−1}_{ij} AT_{ij} = T^T_{ij} AT_{ij} . (1) Parametr α v matrice vraweniØ T_{ij} vyberem tak, qtoby summa fflementov matricy B byla naibol~xeæ, t.e. rexim zadaqu na poisk ffkstremuma: f(α) = ∑ k,m b_{km}^α−→ max . DlØ fftogo vypixem v Øvnom vide fflementy matricy B: b_{km} = b_{mk} = a_{km} = a_{mk}, k ≠ i, j; m ≠ i, j; b_{ik} = b_{ki} = ca_{ik} + sa_{jk}, k ≠ i, j; b_{jk} = b_{kj} = ca_{jk} − sa_{ik}, k ≠ i, j; b_{ii} = a_{ii}c^2 + 2a_{ij}sc + a_{jj}s^2; b_{jj} = a_{ii}s^2 − 2a_{ij}sc + a_{jj}c^2;

b_{ij} = b_{ji} = a_{ij}(c^2 − s^2) + (a_{jj} − a_{ii})sc.

(2)

Vvedem oboznaqeniØ: p̃_i = p_i(A) − a_{ii} − a_{ij} = ∑ k≠i,j a_{ik}, p̃_j = p_j(A) − a_{ji} − a_{jj} = ∑ k≠i,j a_{jk}. Togda imeem:

f(α) = 2(p̃_j − p̃_i) sin α + 2(p̃_i + p̃_j) cos α + a_{ii} + a_{jj} + 2a_{ij} cos(2α) +(a_{jj} − a_{ii}) sin(2α) + ∑ k,m≠i,j a_{km}; f^′(α) = −4a_{ij} sin(2α) + 2(a_{jj} − a_{ii}) cos(2α)

−2(p̃_i + p̃_j ) sin α + 2(p̃_j − p̃_i) cos α. RexaØ uravnenie f^′(α) = 0, poluqaem:

c_1 sin(2α) + c_2 cos(2α) + c_3 sin α + c_4 cos α = 0, (3) gde c_1 = 2a_{ij}, c_2 = a_{ii} − a_{jj}, c_3 = p̃_i + p̃_j, c_4 = p̃_i − p̃_j.

8 A. N. BORZYH Oqevidno, qto uravnenie (3) imeet 2, 3 ili 4 vewestvennyh kornØ. Ih priblißennye znaqeniØ moßno vyqislit~ kakim-libo qislennym metodom za vremØ O(1). Sredi neskol~kih naædennyh korneæ v kaqestve α voz~mem tot, pri kotorom znaqenie f(α) budet naibol~xim (t. e. tot, pri kotorom budet obespeqen global~- nyæ maksimum summy fflementov matricy B).

3. Poloßim A = B.

4. Pust~ ε – trebuemaØ toqnost~ vyqisleniæ. Esli d(A) < ε, to prekratit~ vyqisleniØ i v kaqestve priblißennogo znaqeniØ naibol~xego sobstvennogo qisla vzØt~

λ_{max} ≈ p(A);

pri fftom λ_{max} ∈ [p(A) − d(A), p(A) + d(A)].

5. Inaqe pereæti k p. 1.

Rassmotrim matematiqeskoe obosnovanie predstavlennogo algoritma.

Utverßdenie 1. Na kaßdom xage algoritma hotØ by odno sob-

stvennoe znaqenie leßit v intervale [p(A) − d(A), p(A) + d(A)].

Dokazatel~stvo. V silu simmetriqnosti ishodnoæ matricy i

svoæstv matric vraweniØ, moßno utverßdat~, qto na kaßdom xage algoritma matrica A sohranØet simmetriqnost~. Rassmotrim teoremu ob ocenke nevØzki ([3, §4.5; 4, §7]).

Pust~ matrica A diagonalizuema, t.e. suwestvuet matrica P takaØ, qto P^{−1}AP = D, gde D = diag (λ_1, . . . , λ_n). Togda dlØ proizvol~nyh μ ∈ C i x ∈ R^n suwestvuet λ ∈ σ(A) takoe, qto |λ − μ| 6 cond P^{‖Ax−μx‖}_{‖x‖} . Zdes~ i niße qerez σ(A) oboznaqaetsØ spektr matricy A. Vyberem μ i x sledu¸wim obrazom: μ = p(A), x = e. Togda suwestvuet λ ∈ σ(A) takoe, qto |λ − μ| 6 cond P =1 ‖Ax − μx‖ ‖x‖

=

‖ ‖ ‖ ‖ p_1 . . p_n − p . . p ‖ ‖ ‖ ‖ ‖e‖ =

‖ ‖ ‖ ‖ d_1 . . d_n ‖ ‖ ‖ ‖ √ n = √∑ i d^2_i √ n = √ 1 n ∑ i d^2_i = d.

O SHODIMOSTI ODNOGO ALGORITMA 9 Sledovatel~no, λ ∈ [p(A)−d(A), p(A) + d(A)]. �

Utverßdenie 2. Na kaßdom xage algoritma preobrazovanie po-

dobiØ (1) obespeqivaet ravenstvo summ fflementov strok i i j: p_i(B) = p_j(B).

Dokazatel~stvo. Iz formul (2) imeem:

p_i(B) = (cp̃_i + sp̃_j ) + (a_{ii}c^2 + 2a_{ij}sc + a_{jj}s^2) + b_{ij},

p_j(B) = (cp̃_j − sp̃_i) + (a_{ii}s^2 − 2a_{ij}sc + a_{jj}c^2) + b_{ij}.

Sledovatel~no,

p_i(B) − p_j (B) = (a_{ii} − a_{jj})(c^2 − s^2) + 4a_{ij}sc + (p̃_i + p̃_j )s + (p̃_i − p̃_j)c = 2a_{ij} c_1 sin(2α) + (a_{ii} − a_{jj}) c2 cos(2α) + (p̃_i + p̃_j ) c3 sin α + (p̃_i − p̃_j) c4 cos α

= c_1 sin(2α) + c_2 cos(2α) + c_3 sin α + c_4 cos α = 0. �

Zameqanie 1. Otmetim, qto v opisanii predloßennogo algorit-

ma parametr α vybiraetsØ kak rexenie ffkstremal~noæ zadaqi e^T Be^α−→ max. S drugoæ storony, maksimizirovav po α summu vseh fflementov B, poluqaem ravenstvo p_i(B) = p_j(B). Takim obrazom, zadaqa maksimizacii summy vseh fflementov i zadaqa “uravnivaniØ” strokovyh summ okazyva¸tsØ ffkvivalentnymi (obe privodØt k uravneni¸ (3)).

Utverßdenie 3. Na kaßdom xage algoritma posle preobrazova-

niØ podobiØ (1) summa vseh fflementov matricy ne umen~xaetsØ, t.e. ∑ k,m b_{km} > ∑ k,m a_{km}. Dokazatel~stvo. Tak kak α ØvlØetsØ toqkoæ global~nogo maksi-

muma f(α), to dlØ l¸bogo α_0 imeem f(α) > f(α_0). V qastnosti, pri α_0 = 0 my imeem ∑ k,m b_{km} = f(α) > f(0) = ∑ k,m a_{km}. �

10 A. N. BORZYH

Utverßdenie 4. V hode vypolneniØ algoritma summa vseh ffle-

mentov matricy stremitsØ k nekotoromu predel~nomu znaqeni¸: ∑ k,m a_{km} → s. Dokazatel~stvo. Ranee bylo pokazano, qto summa vseh fflemen-

tov matricy ØvlØetsØ veliqinoæ neubyva¸weæ. Ostalos~ pokazat~, qto dannaØ summa ostaetsØ ograniqennoæ sverhu.

Oboznaqim qerez A_k i T_k matricy A i T , poluqennye na k-om xage algoritma; A_0 = A. Imeem:

A_k = T^T_k A_{k−1}T_k = T^T_k T^T_{k−1} · · · T^T_1 A_0T_1T_2 · · · T_k

Vvedem oboznaqenie: e_k = T_1T_2 · · · T_ke. Otmetim, qto (e_k, e_k) = (e, e) = n. Summa vseh fflementov A_k est~

e^T A_ke = e^T T^T_k · · · T^T_1 e^T_k A_0 T_1 · · · T_ke e_k = e^T_k A_0e_k = (A_0e_k, e_k)

= n (A_0e_k, e_k) (e_k, e_k) 6 nλ_{max} (A_0). �

Zameqanie 2. Zametim, qto zadaqa maksimizacii summy vseh

fflementov okazyvaetsØ toßdestvennoæ zadaqe maksimizacii otnoxeniØ ReleØ. Deæstvitel~no, vzglØnem na algoritm s inoæ storony: A_0 est~ neizmennaØ ishodnaØ matrica, T_k – poroßdaemye algoritmom fflementarnye matricy vraweniØ, e_k = T_1T_2 · · · T_ke – poroßdaemye vektory. Parametry matric vraweniØ T_k vybira¸tsØ kak rexeniØ ffkstremal~nyh zadaq (Ae_k, e_k) → max.

Metody vyqisleniØ naibol~xego sobstvennogo qisla, osnovannye na maksimizacii otnoxeniØ ReleØ, nazyva¸tsØ metodami relaksacii [2, §61]. VydelØ¸t metody relaksacii po odnoæ iz koordinat, po gruppe koordinat (gruppovaØ koordinatnaØ relaksaciØ), a takße po napravleni¸ gradienta (sm. [2, §74]). Predlagaemyæ algoritm shoden s metodom koordinatnoæ relaksacii, odnako relaksaciØ na kaßdom xage vedetsØ ne po koordinate, a po uglu v dvumernom koordinatnom prostranstve.

O SHODIMOSTI ODNOGO ALGORITMA 11

Lemma 1. Pust~ vektory x i y udovletvorØ¸t sootnoxeni¸

‖x‖ = ‖y‖. Pust~ θ – ostryæ ugol meßdu vektorami x i y:

cos θ = (x, y) ‖x‖ ‖y‖ , 0 < θ < π 2 . Togda suwestvuet takaØ ortogonal~naØ matrica U , qto U x = y i vypolneno sootnoxenie ‖U − I‖ = 2 sin ( θ/2 ) . Dokazatel~stvo. Moßno sqitat~, qto ‖x‖ = ‖y‖ = 1. Deæstvi-

tel~no, esli lemma 1 spravedliva dlØ normirovannyh x i y, to ona takße spravedliva i dlØ proizvol~nyh x^∗ i y^∗ takih, qto ‖x^∗‖ = ‖y^∗‖. Postroim vektor z, udovletvorØ¸wiæ sledu¸wim usloviØm: 1) z = a_1x + a_2y (z – lineænaØ kombinaciØ x, y); 2) (z, x) = 0 (z ortogonalen x); 3) ‖z‖ = 1 (z imeet ediniqnu¸ normu).

Iz usloviØ (2) sleduet, qto

(z, x) = a_1(x, x) + a_2(y, x) = a_1 + a_2 cos θ = 0,

a_1 = −a_2 cos θ.

Iz usloviØ (3) imeem:

(z, z) = a^2_1 + 2a_1a_2 cos θ + a^2 = 1,

i tak kak a_1 = −a_2 cos θ, to a_2 =^1_{sin θ} . Togda a_1 = − ctg θ.

Postroim ortogonal~nu¸ matricu B, u kotoroæ pervaØ stroka – vektor x, vtoraØ stroka – vektor z (ortogonalen x), a ostal~- nye stroki ortogonal~ny vektoram x, z i drug drugu. Iz lineænoæ algebry izvestno, qto takoe postroenie vsegda vozmoßno.

Otmetim sledu¸wie svoæstva matricy B: 1) Bx = x_0 = (1, 0, 0, . . . , 0)^T ; B^T x_0 = x; 2) Bz = z_0 = (0, 1, 0, . . . , 0)^T ; B^T z_0 = z; 3) By = ( − a_1 a_2 , 1 a_2 , 0, . . . , 0 )_T = (cos θ, sin θ, 0, . . . , 0)^T = y_0; B^T y_0 = y.

12 A. N. BORZYH

Pust~ Q – fflementarnaØ matrica vraweniØ vida Q = c −s 0 0 s c 0 . . 0 0 0 1 0 . . . ... 0 0 0 1

, gde s = sin θ, c = cos θ.

Togda

Qx0 = Q(1, 0, 0, . . ., 0)^T = (c, s, 0, . . ., 0)^T = y0 i ‖Q − I‖ =^‖^{( c − 1 −s}_{s c − 1}^{) ‖} = 2 sin(θ/2). My utverßdaem, qto U = B^T QB – iskomaØ matrica. Deæstvitel~no, U x = B^T Q Bx x0 = B^T Qx_0 y0 = B^T y_0 = y,

a poskol~ku matrica U − I ortogonal~no podobna Q − I, to ‖U − I‖ = ‖Q − I‖ = 2 sin(θ/2). � Utverßdenie 5. DlØ l¸bogo β ∈ [0, π/8] spravedlivo neravenstvo

sin β 6 sin(π/8) sin(4β).

Dokazatel~stvo. Opredelim funkci¸ t(β) = sin(4β) sin β

= 4 cos β cos(2β)

i zametim, qto na intervale [0, π/8] funkciØ f(β) monotonno ubyvaet, tak kak cos β i cos(2β) – monotonno ubyva¸wie funkcii. Sledovatel~no, dlØ l¸bogo β ∈ [0, π/8] my imeem t(β) > t(π/8) = [sin(π/8)]^{−1}, sin(4β) sin β >

[sin(π/8)]^{−1},

sin β 6 sin(π/8) sin(4β). �

O SHODIMOSTI ODNOGO ALGORITMA 13

Lemma 2. Pust~ A – simmetriqnaØ matrica, λ1, . . . , λn – sob-

stvennye qisla A, x_1, . . ., x_n – sootvetstvu¸wie sobstvennye vektory, d(A) = ε. Soglasno utverßdeni¸ 1, na intervale [p(A) − ε, p(A) + ε] suwestvuet hotØ by odno sobstvennoe qislo A. Pust~ ε malo nastol~ko, qto na intervale [p(A) − ε √ n, p(A) + ε √ n] suwestvuet rovno odno sobstvennoe qislo λ_k, i pust~ ono prostoe.

Togda suwestvu¸t ortogonal~naØ U i simmetriqnaØ A^∗ takie, qto U AU^T = A^∗, d(A^∗) = 0, ‖U − I‖ 6 C_1ε, C_1 = 4 √ n min_{i≠k} |λ_i − λ_k| sin(π/8). Dokazatel~stvo. Voz~mem D = diag (d1, . . . , dn), di = pi(A) − p(A).

Togda ‖D‖ = max_i |d_i| = √ (max_i |d_i|)^2

6^{√∑}_i d^2_i =^√n √ 1 n ∑ i d^2_i = √ nd(A) = ε √ n. DlØ Ã = A − D my imeem Ãe = Ae − De = p_1(A) . . p_n(A) − p_1(A) − p(A) . . p_n(A) − p(A) = p(A) . . p(A) = p(A)e, tak qto {p(A), e} – sobstvennaØ para Ã.

Matricu A po otnoxeni¸ k matrice Ã sqitaem “vozmuwennoæ”: A = Ã + D, ‖D‖ 6 ε √ n. Iz teorii vozmuweniæ izvestno, qto suwestvuet sobstvennaØ para {λ_m, x_m} matricy A = Ã + D, udovletvorØ¸waØ sledu¸wim ocenkam (sm. [5, §5.2]): 1) |λ_m − p(A)| 6 ‖D‖; 2)^1_2 sin(2θ) 6^{‖D‖}_{mini6=m |λi−λm |} , gde θ – ugol meßdu vektorami e i x_m.

Iz pervoæ ocenki imeem: |λ_m − p(A)| 6 ‖D‖ 6 ε √ n ⇒ λ_m ∈ [p(A) − ε √ n, p(A) + ε √ n]. Zametim, qto, po usloviØm lemmy 2, na intervale [p(A) − ε √ n, p(A) + ε √ n] suwestvuet tol~ko odno sobstvennoe qislo λ_k. Sledovatel~no, λ_m est~ λ_k, m = k.

14 A. N. BORZYH

Iz vtoroæ ocenki vytekaet, qto

sin(2θ) 6 2 ‖D‖ min_{i≠m} |λ_i − λ_m| 6 2ε √ n min_{i≠k} |λ_i − λ_k| . Polagaem, qto ‖x_m‖ = ‖e‖ = √ n. Po lemme 1, suwestvuet ortogonal~naØ matrica U takaØ, qto U x_m = e, ‖U − I‖ = 2 sin(θ/2).

V silu utverßdeniØ 5, sin(θ/2) 6 sin(π/8) sin(2θ). Sledovatel~- no, ‖U − I‖ 6 2 sin(π/8) sin(2θ) 6 2 sin(π/8) 2 √ n min_{i≠k} |λ_i − λ_k| ε = C_1ε. Predstavim matricu A v vide A = P ΛP^T, gde Λ = diag (λ_1, . . . , λ_n), P – matrica sobstvennyh vektorov, x_m – odin iz stolbcov P .

Oboznaqim P_2 = U P . Togda e – odin iz stolbcov P_2 (tak kak x_m – est~ stolbec P , U x_m = e).

Poluqaem: A^∗ = U AU^T = U P ΛP^T U^T = P_2ΛP^T_2 , e – sobstvennyæ vektor A^∗ (tak kak ØvlØetsØ stolbcom P_2).

Togda A^∗e = λe, p_1(A^∗) = · · · = p_n(A^∗) = λ, d(A^∗) = 0. �

Utverßdenie 6.

e^T Be − e^T Ae > C_2d(A)^2, C_2 = 3 28 √ n‖A‖_E . Dokazatel~stvo. Ranee bylo pokazano, qto summa fflementov ma-

tricy B opredelØetsØ vyraßeniem

e^T Be = 2(p̃_j − p̃_i) sin α^∗ + 2(p̃_i + p̃_j) cos α^∗ + a_{ii} + a_{jj}

+2a_{ij} cos(2α^∗) + (a_{jj} − a_{ii}) sin(2α^∗) + ∑ k,m≠i,j a_{km},

gde α^∗ – rexenie zadaqi e^T Be^{α�}−→ max. Sledovatel~no, dlØ l¸- bogo α spravedlivo neravenstvo

e^T Be > 2(p̃_j − p̃_i) sin α + 2(p̃_i + p̃_j) cos α + a_{ii} + a_{jj}

+2a_{ij} cos(2α) + (a_{jj} − a_{ii}) sin(2α) + ∑ k,m≠i,j a_{km}.

O SHODIMOSTI ODNOGO ALGORITMA 15 Sdelaem zameny po formulam Teælora: sin α = α + R_3(α), |R_3(α)| 6 1 6 α^3,

cos α = 1 + R_2(α), |R_2(a)| 6 1 2 α^2.

Togda poluqim

e^T Be > e^T Ae + 2(p̃_j − p̃_i)α + 2α(a_{jj} − a_{ii}) + R(α), gde R(α) = 2R_3(α)(p̃_j − p̃_i) + 2R_2(α)(p̃_i + p̃_j )

+R_3(2α)(a_{jj} − a_{ii}) + 2a_{ij}R_2(2α), i e^T Be − e^T Ae > 2α(p̃_j − p̃_i + a_{jj} − a_{ii}) + R(α) = 2(p_j − p_i)α + R(α). (4) Dalee predpolagaem, qto |α| < 1. Poskol~ku |R(α)| 6 |R_3(α)| |2(p̃_j − p̃_i)| + |R_2(α)| |2(p̃_i + p̃_j )| +|R_3(2α)| |a_{jj} − a_{ii}| + |R_2(2α)| |2a_{ij}| 6^1_6 α^2 · 4‖A‖∞ +^1_2α^2 · 4‖A‖∞ +^1_6 · 8α^2 · 2‖A‖∞ +^1_2 · 4α^2 · 2‖A‖∞ = 28 3 ‖A‖_∞α^2 6 28 3 √ n‖A‖_Eα^2 = 1 C_2 α^2, to R(α) > −^1_{C2} α^2, i neravenstvo (4) prinimaet vid

e^T Be − e^T Ae > 2(p_j − p_i)α + R(α) > 2(p_j − p_i)α − 1 C_2 α^2. (5) Otmetim, qto p_j − p_i 6 2‖A‖_∞ 6 2 √ n‖A‖_E < 1 C_2 . Poloßim v neravenstve (5) α = C_2(p_j − p_i) < 1. Togda e^T Be − e^T Ae > 2α(p_j − p_i) − 1 C_2 α^2

= 2(p_j − p_i)C_2(p_j − p_i) − 1 C_2

(C_2(p_j − p_i))^2 = C_2(p_j − p_i)^2.

Legko proverit~, qto d(A) 6 p_j − p_i. Sledovatel~no, e^T Be − e^T Ae > C_2(p_j − p_i)^2 > C_2d(A)^2. �

16 A. N. BORZYH

Utverßdenie 7. Pust~ U – ortogonal~naØ matrica takaØ, qto

‖U − I‖ = χ 6^1_2 . Togda U i U^T predstavlØ¸tsØ v vide

U = I + S + P, U^T = I − S + P^T ,

priqem S – kososimmetriqnaØ matrica, ‖S‖ 6 2χ, ‖P ‖ 6 2χ^2.

Dokazatel~stvo. Opredelim S = log U , gde logarifm zadaetsØ

rØdom po stepenØm U − I:

S = log U = log(I + U − I) = (U − I) − 1 2 (U − I)^2 + 1 3 (U − I)^3 − · · · . Zametim, qto sobstvennye qisla S opredelØ¸tsØ takim ße rØdom, kotoryæ daet glavnoe znaqenie logarifma, otkuda sleduet, qto log U^{−1} = − log U . Togda

S^T = (log U )^T = log(U^T ) = log(U^{−1}) = − log U = −S, tak qto S – kososimmetriqnaØ matrica.

Dalee, P = U − I − S = (U − I) − log U = 1 2 (U − I)^2 − 1 3 (U − I)^3 + · · · .

OstaetsØ zametit~, qto ‖P ‖ 6 ∞∑ k=2 1 k ‖(U − I)^k‖ 6 ∞∑ k=2 χ^k = χ^2 1 − χ 6

2χ^2; ‖S‖ = ‖U − I − P ‖ 6 ‖U − I‖ + ‖P ‖ 6 χ + 2χ^2 6 2χ; U^T = (I + S + P )^T = I − S + P^T . �

Utverßdenie 8. NaqinaØ s nekotorogo xaga algoritma, imeet

mesto neravenstvo

d(A)^2 > C_3(λ_1 − p(A)), C_3 = 1 8n^2C^2_1 ‖A‖ . Dokazatel~stvo. Soglasno utverßdeni¸ 6, prirost summy vseh

fflementov matricy ocenivaetsØ snizu veliqinoæ C_2d(A)^2. Summa vseh fflementov matricy – veliqina ograniqennaØ. Sledovatel~- no, e^T Be − e^T Ae → 0, d(A) → 0.

O SHODIMOSTI ODNOGO ALGORITMA 17 Rassmotrim nekotoryæ xag algoritma, na kotorom d(A) dostatoqno malo: d(A) = ε, priqem C_1ε <^1_2 .

Soglasno lemme 2, suwestvu¸t ortogonal~naØ matrica U i simmetriqnaØ matrica A^∗ takie, qto U AU^T = A^∗, d(A^∗) = 0, ‖U − I‖ 6 C_1ε. Po utverßdeni¸ 7, U = I + S + P, U^T = I − S + P^T , gde ‖S‖ 6 2C_1ε, S – kososimmetriqnaØ matrica, ‖P ‖ 6 2(C_1ε)^2. Togda A = U^T A^∗U = (I − S + P^T )A^∗(I + S + P ) = A^∗ − SA^∗ + A^∗S + P_0, gde P_0 = −SA^∗S + P^T A^∗U + U^T A^∗P .

Podsqitaem veliqinu, ravnu¸ raznosti summy vseh fflementov A^∗ i summy vseh fflementov A: f(A^∗)−f(A) = (A^∗e, e)−(Ae, e) = (A^∗e, e)−((A^∗ −SA^∗ +A^∗S +P_0)e, e) = (SA^∗e, e) − (A^∗Se, e) − (P_0e, e) = λ(Se, e) − (Se, A^∗e) − (P_0e, e) = −(P_0e, e), tak kak A^∗e = λe.

Ocenim ‖P_0‖:

‖P_0‖ = ‖ − SA^∗S + P^T A^∗U + U^T A^∗P ‖ 6 ‖S‖ ‖A^∗‖ ‖S‖ + ‖P^T ‖ ‖A^∗U ‖ =‖A‖ + ‖U^T A^∗‖ =‖A‖ ‖P ‖ 6 2C1ε‖A‖(2C1ε) + 2(C1ε)^2‖A‖ + 2(C1ε)^2‖A‖ = 8‖A‖(C_1ε)^2.

Togda f(A^∗) − f(A) = −(P_0e, e) = −n (P_0e, e) (e, e) 6 n‖P_0‖ 6 8n‖A‖(Cε)^2. Poskol~ku f(A^∗) − f(A) d(A)^2 = f(A^∗) − f(A) ε^2 6 8n‖A‖(C_1ε)^2 ε^2

= 8nC^2_1 ‖A‖,

18 A. N. BORZYH to d(A)^2 > 1 8nC^2_1 ‖A‖ (f(A^∗) − f(A)) = 1 8n^2C^2_1 ‖A‖

(λ_1 − p(A)) = C_3(λ_1 − p(A)). �

Teorema 1. Algoritm imeet lineænu¸ skorost~ shodimosti. Dokazatel~stvo. V silu utverßdeniæ 6 i 8, naqinaØ s nekoto-

rogo xaga, ime¸t mesto neravenstva

e^T Be − e^T Ae > C_2d(A)^2, d(A)^2 > C_3(λ_1 − p(A)).

Poluqaem: p(B) − p(A) = 1 n (e^T Be − e^T Ae) > 1 n C_2d(A)^2

>^1_n C2C3(λ1 − p(A)) = C4(λ1 − p(A)),

gde C_4 = C_2C_3/n,

λ_1 − p(A) – pogrexnost~ na tekuwem xage, λ_1 − p(B) – pogrexnost~ na sledu¸wem xage,

λ_1 − p(B) λ_1 − p(A) = (λ_1 − p(A)) − (p(B) − p(A)) λ_1 − p(A)

= 1 − p(B) − p(A) λ_1 − p(A) 6

1 − C_4. �

Takim obrazom pokazano, qto summa vseh fflementov matricy, maksimiziruemaØ na kaßdom xage algoritma, stremitsØ k predel~nomu znaqeni¸ s lineænoæ skorost~¸. Predel~noe znaqenie est~ nλ_1, gde λ_1 – odno iz sobstvennyh qisel A (trebuetsØ, qtoby ono bylo prostym). Moßet li algoritm soætis~ ne k naibol~- xemu sobstvennomu qislu?

Predpoloßim, qto tak ono i sluqilos~. Na nekotorom xage algoritma imeem: dlØ vseh i, j, p_i(A) ≈ p_j (A) ≈ λ_p, gde λ_p otliqno ot naibol~xego sobstvennogo qisla (znakom “≈” oboznaqeno ravenstvo so skol~ ugodno maloæ pogrexnost~¸).

O SHODIMOSTI ODNOGO ALGORITMA 19 Pokaßem, qto, s pozicii metodov optimizacii, dannaØ toqka est~ “minimaks”, to est~ pokaßem, qto skol~ko ugodno maloe smewenie v prostranstve vzaimno podobnyh matric moßet vyzvat~ kak uveliqenie, tak i umen~xenie celevoæ funkcii.

DlØ matricy A summa vseh fflementov est~ e^T Ae = (Ae, e) = n (Ae, e) (e, e) ≈ nλ_p. Summa vseh fflementov qut~ vozmuwennoæ matricy Ã = U^T AU , gde U – proizvol~naØ ortogonal~naØ matrica blizkaØ k ediniqnoæ, est~ e^T Ãe = e^T U^T AU e = ẽ^T Aẽ = (Aẽ, ẽ) = n (Aẽ, ẽ) (ẽ, ẽ) , gde vektor ẽ = U e blizok k e.

Iz svoæstv otnoxeniØ ReleØ horoxo izvestno, qto ego minimum dostigaetsØ na naimen~xem sobstvennom qisle, maksimum – na naibol~xem, a minimaksy (stacionarnye toqki) – na vseh ostal~nyh sobstvennyh znaqeniØh. Tak kak λ_p ne est~ ffkstremal~noe sobstvennoe znaqenie, to raznost~ e^T Ãe − e^T Ae moßet imet~ l¸boæ znak.

V silu vyxeskazannogo, shodimost~ k λ_p neustoæqiva. L¸boe maleæxee vozmuwenie (naprimer, vyzvannoe nakopleniem oxibok okrugleniØ ili netoqnost~¸ vyqisleniØ uglov vraweniæ) moßet privesti k tomu, qto summa vseh fflementov matricy prevysit nλ_p, i algoritm naqnet shodit~sØ k inomu sobstvennomu qislu, poka ne soædetsØ k naibol~xemu.

Zameqanie 3. Koneqno, moßno pridumat~ iskl¸qitel~nye pri-

mery, dlØ kotoryh algoritm “zastrØnet” na sobstvennom qisle, otliqnom ot naibol~xego. Naprimer, esli ewe do naqala vypolneniØ algoritma ishodnaØ matrica imeet ravnye strokovye summy, to algoritm ostanovitsØ na pervom ße xage (hotØ “naædennoe” sobstvennoe qislo ne obØzatel~no budet naibol~xim). V kaqestve praktiqeskogo priema, predotvrawa¸wego poisk neßelatel~nogo (t.e. ne naibol~xego) sobstvennogo qisla, moßno predloßit~ vypolnenie neskol~kih “sluqaænyh”preobrazovaniæ podobiØ i posledu¸wiæ povtornyæ zapusk algoritma. Esli po rezul~tatam dvuh ili bolee zapuskov poluqaetsØ odin i tot ße rezul~tat, to s veroØtnost~¸ 1 moßno utverßdat~, qto vyqisleno imenno naibol~xee sobstvennoe qislo.

20 A. N. BORZYH

Zameqanie 4. Oqevidno, qto predlagaemyæ algoritm moßno

rassmatrivat~ kak relaksacionnyæ algoritm. Celevoæ funkcieæ vystupaet summa vseh fflementov tekuweæ matricy, a prostranstvom, v kotorom vedetsØ optimizaciØ, - prostranstvo ortogonal~nyh matric: F (U ) = e^T U^T AU e^U−→ max.

V teorii metodov optimizacii izvestno mnoßestvo teorem, predstavlØ¸wih dostatoqnye usloviØ lineænoæ skorosti shodimosti relaksacionnyh metodov. Tem ne menee, primenenie kakoælibo iz suwestvu¸wih teorem k rassmatrivaemoæ zadaqe okazalos~ qrezvyqaæno trudoemkim (byt~ moßet nevozmoßnym) po sledu¸wim priqinam.

1) Toqka ffkstremuma ØvlØetsØ vyroßdennoæ. Deæstvitel~no, esli U_1 est~ rexenie F (U )^U−→ max, to dlØ l¸bogo ε > 0 suwestvuet matrica U_2 takaØ, qto ‖U_2 − U_1‖ = ε, F (U_2) = F (U_1) (bez dokazatel~stva).

2) Mnoßestvo, na kotorom iwetsØ rexenie, ØvlØetsØ nelineænym.

Literatura

1. Dß. H. Uilkinson, AlgebraiqeskaØ problema sobstvennyh znaqeniæ. Nauka, M., 1970.

2. D. K. Faddeev, V. N. Faddeeva, Vyqislitel~nye metody lineænoæ algebry. Lan~, SPb., 2002.

3. B. Parlett, SimmetriqnaØ problema sobstvennyh znaqeniæ. Mir, M., 1983.

4. H. D. Ikramov, NesimmetriqnaØ problema sobstvennyh znaqeniæ. Nauka, M., 1991.

5. Dß. Demmel~, Vyqislitel~naØ lineænaØ algebra. Mir, M., 2001. 6. A. N. Borzyh, �ffektivnaØ lokalizaciØ sobstvennyh znaqeniæ simmetriqnyh matric vysokogo porØdka. — NauqnaØ sessiØ MIFI-2006. Sbornik nauqnyh trudov. Tom 7. Izd. MIFI, M., 2006, s. 159–160. Borzykh A. N. Convergence analysis of an optimization algorithm for computing the largest eigenvalue of a symmetric matrix.

A new optimization algorithm for computing the largest eigenvalue of a real symmetric matrix is considered. The algorithm is based on a sequence of plane rotations increasing the sum of the matrix entries. It is proved that the algorithm converges linearly and it is shown that it can be regarded as a relaxation method for the Rayleigh quotient.

Postupilo 1 oktØbrØ 2007 g.

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: borzih alex@mail.ru