Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 345, 2007 g.

D. V. Maksimov

ODNO OBOBWENIE NERAVENSTVA GAL^˚RDO

1. Vvedenie

V rabote [1] odnim iz kl¸qevyh tehniqeskih momentov byla sledu¸waØ teorema vloßeniØ. Pust~ u_1, . . . , u_ℓ ∈ D(R^2). Oboznaqim φ_0 = −∂_2u_1, φ_j = −∂_2u_{j+1} + ∂_1u_j (1 ≤ j ≤ ℓ − 1), φ_ℓ = ∂_1u_ℓ. Togda_ℓ ∑ j=1 ||u_j||_L2_(R2_) ≤ C · ℓ∑ j=0 ||φ_j||_L2_(R2_). (∗)

Pri ℓ = 1 ffta ocenka prevrawaetsØ v dvumernyæ sluqaæ klassiqeskogo neravenstva Gal~Ørdo: ||v||_L k_k�_{1 (}R_{k)} ≤ C||∇v||_L1_(Rk_), k ≥ 2, v ∈ D(R^k), odnako pri b&ol~xih znaqeniØh ℓ ona k nemu ne svoditsØ.

Estestvenno popytat~sØ obobwit~ neravenstvo (∗) v sledu¸- wem napravlenii: pust~ zadan nabor funkciæ iz D(R^2), i pust~ imeetsØ nabor lineænyh kombinaciæ (s fiksirovannymi kofffficientami) qastnyh proizvodnyh pervogo porØdka ot fftih funkciæ. Pri kakih usloviØh L^2-normy dannyh funkciæ moßno ocenit~ qerez L^1-normy upomØnutyh lineænyh kombinaciæ s konstantoæ, zavisØweæ tol~ko ot kofffficientov? V qastnosti, kakogo koliqestva lineænyh kombinaciæ budet dostatoqno? OkazyvaetsØ, qto pri nekotoryh (dovol~no legko proverØemyh) usloviØh na kofffficienty takaØ ocenka vozmoßna, esli koliqestvo upomØnutyh differencial~nyh vyraßeniæ na odin bol~xe koliqestva vhodØwih v nih funkciæ. Toqnye formulirovki dany v §3. My uvidim, qto usloviØ, naloßennye na koliqestvo ravenstv i na ih kofffficienty, toqny. AnalogiqnaØ teorema verna i v periodiqeskom sluqae (dlØ tora), esli, kak i v [1], vvesti dopolnitel~noe uslovie “pravil~nosti” ocenivaemyh funkciæ. Nakonec, v poslednem paragrafe rassmotreny vozmoßnosti obobweniØ v tom ße kl¸qe neravenstva Gal~Ørdo pri proizvol~nom k. Poluqa¸weesØ dostatoqnoe uslovie okaßetsØ 120

ODNO OBOBWENIE NERAVENSTVA GAL^˚RDO 121

ne takim legko proverØemym, kak dlØ ploskosti, odnako “algoritmiqeskim”. Na samom dele ffto budet prosto uslovie otliqiØ ot toßdestvennogo nulØ nekotorogo polinoma ot bol~xogo qisla peremennyh.

2. Predvaritel~nye svedeniØ

V fftom paragrafe my napomnim opredeleniØ i sformuliruem fakty koneqnomernogo lineænogo analiza, kotorye ponadobØtsØ pri dal~neæxem izloßenii. Pust~ A – lineænyæ operator, deæstvu¸wiæ iz R^n v R^n. My budem otoßdestvlØt~ ego s matriceæ, kotoraØ zadaet operator v kanoniqeskom koordinatnom bazise. Napomnim, qto operator nazyvaetsØ nevyroßdennym, esli

A(R^n) = R^n. V dal~neæxem my budem rassmatrivat~ v osnovnom

nevyroßdennye operatory, ne upominaØ ob fftom osobo.

Mnogoqlen P(x) nazyvaetsØ annuliru¸wim polinomom operatora A, esli P(A) – ffto nulevoæ operator. Zdes~ my rassmatrivaem A kak matricu, a vozvedenie v stepen~ ponimaetsØ kak obyqnoe umnoßenie matric. Dalee my budem pisat~ P(A) = 0, ponimaØ pod fftim, qto v pravoæ qasti poluqaetsØ nulevaØ matrica. Udobno zafiksirovat~ oboznaqeniØ dlØ kofffficientov polinoma P:

P(x) = α_mx^m + α_{m−1}x^{m−1} + · · · + α_1x + α_0, (1)

gde α_i ∈ R. Izvestno (sm., naprimer, [2]), qto u l¸bogo operatora suwestvuet annuliru¸wiæ polinom, stepen~ kotorogo ne prevoshodit n, to est~ my moßem sqitat~, qto m ≤ n. V dal~neæxem my budem sqitat~, qto v kaqestve annuliru¸wego polinoma my vsegda vybiraem annuliru¸wiæ polinom minimal~noæ stepeni.

Napomnim ewe, qto lineænyæ operator R_λ(A) = (A − λE)^{−1} nazyvaetsØ rezol~ventoæ operatora A. �tot operator opredelen pri vseh λ ∈ R, krome teh, pri kotoryh neobratim (to est~ ØvlØetsØ vyroßdennym) operator A − λE. �ti qisla ØvlØ¸tsØ kornØmi polinoma D(λ) = det(A − λE). Izvestno, qto polinom D(λ) ØvlØetsØ annuliru¸wim polinomom dlØ operatora A, no ne obØzatel~no minimal~nym. Ego korni

122 D. V. MAKSIMOV

ØvlØ¸tsØ sobstvennymi qislami operatora A. Netrudno ponØt~, qto vse sobstvennye qisla takße obØzatel~no ØvlØ¸tsØ kornØmi minimal~nogo annuliru¸wego polinoma. OkazyvaetsØ, qto rezol~ventu operatora A moßno vyrazit~ kak polinom ot A. DlØ fftogo nam potrebu¸tsØ dopolnitel~nye oboznaqeniØ. A imenno, oboznaqim

P_k(x) = m−k−1 ∑ j=0 α_{j+k+1}x^j pri vseh k ot 0 do m − 1. Kofffficienty α_i vzØty iz ravenstva (1). Togda imeet mesto sledu¸wee ravenstvo:

R_λ(A) = − 1 P(λ) m−1∑ j=0 P_j (λ)A^j (2)

pri vseh λ, krome teh, v kotoryh polinom P(λ) obrawaetsØ v nol~, to est~ prosto krome sobstvennyh qisel operatora A. �to toßdestvo dokazyvaetsØ prostym domnoßeniem obeih qasteæ na A − λE i raskrytiem skobok; sm., vproqem, [2].

Nakonec, vvedem ewe sledu¸wee opredelenie: budem govorit~, qto vektor x ∈ R^n imeet porØdok k otnositel~no operatora A, esli vektory x, Ax, A^2, . . . , A^{k−1}x lineæno nezavisimy, no pri dobavlenii vektora A^kx fftot nabor stanovitsØ lineæno zavisimym. Esli dlØ vektora x ego porØdok otnositel~no operatora A raven n, to my budem govorit~, qto fftot vektor imeet polnyæ porØdok otnositel~no operatora A. V sluqae, kogda u operatora A est~ vektor, ime¸wiæ otnositel~no nego polnyæ porØdok, Øsno, qto annuliru¸wiæ polinom operatora A imeet stepen~ n. Vse vyxeizloßennye fakty horoxo izvestny, i puti dokazatel~stva nameqeny, naprimer, v [2].

Nakonec, v zakl¸qitel~noæ qasti vvedeniØ my napomnim neravenstvo (ispol~zovannoe v [1]). Pust~ e_1, e_2 ∈ R^2 – lineæno nezavisimye vektory. Pod proizvodnoæ v napravlenii vektora e_1 = (a_1, b_1) funkcii u my ponimaem ∂_{e1} u = a_1∂_1u + b_1∂_2u. Kak obyqno, qerez ∂_i my oboznaqaem proizvodnu¸ na ploskosti po i-æ peremennoæ. Vse uqastvu¸wie v formulirovke funkcii my polagaem leßawimi v D(R^2), to est~ v klasse beskoneqno differenciruemyh finitnyh funkciæ. Togda imeet mesto sledu¸wee

ODNO OBOBWENIE NERAVENSTVA GAL^˚RDO 123

neravenstvo: ∫ R2^{|uv| ≤ C(e1, e2)} ∫ R2^{|∂e1 u| ·} ∫ R2^{|∂e2 v|. (3)} Dokazatel~stvo privedeno v [1]. V suwnosti, ffto – nebol~xoe usilenie ocenki, na kotoroæ osnovano standartnoe dokazatel~- stvo neravenstvo Gal~Ørdo dlØ k = 2. Poloßiv u = v, my poluqaem ocenku L^2-normy funkcii u qerez L^1-normy proizvodnyh fftoæ funkcii po dvum razliqnym napravleniØm.

3. Teorema vloßeniØ

Pust~ funkcii u_1, u_2, . . . , u_n leßat v D(R^2). Predpoloßim, qto vypolnen sledu¸wiæ nabor ravenstv:

∂_1(a_{1i}u_1 + a_{2i}u_2 + · · ·+ a_{ni}u_n) + ∂_2(b_{1i}u_1 + b_{2i}u_2 + · · · + b_{ni}u_n) = φ_i (4)

pri i ot 1 do k. My hotim ocenit~ L^2-normy funkciæ u_i qerez L^1-normy funkciæ φ_i. Zametim, qto esli k = 2n i ravenstva v nabore (4) lineæno nezavisimy, to my moßem vyrazit~ vse qastnye proizvodnye funkciæ u_i qerez funkcii φ_j (prosto rexit~ sistemu) i ocenit~ L^2-normy funkciæ u_i s pomow~¸ neravenstva (3), primenennogo k dvum odinakovym funkciØm. Odnako, my pokaßem, qto pri nekotoryh dopolnitel~nyh usloviØh koliqestvo ravenstv v nabore (4) moßno znaqitel~no umen~xit~. DlØ naqala vvedem oboznaqeniØ, kotorye v dal~neæxem uprostØt nam zapis~.

Oboznaqim qerez u vektor-funkci¸ (u_1, u_2, . . . , u_n). Analogiqno, oboznaqim qerez φ vektor-funkci¸ (φ_1, φ_2, . . . , φ_k). Qerez ∂_iu oboznaqim vektor (∂_iu_1, ∂_iu_2, . . . , ∂_iu_n) pri i = 1; 2. Matricu kofffficientov (a_{ij}) oboznaqim simvolom A, a matricu (b_{ij}) oboznaqim simvolom B. Obe ffti matricy ime¸t razmer n × k. Togda nabor uravneniæ moßno zapisat~ v vektornom vide:

∂_1uA + ∂_2uB = φ. (5)

Teper~ my budem nazyvat~ fftu sistemu uravneniæ nevyroßdennoæ (hotØ ffto ne sootvetstvuet obyqnomu ponimani¸ nevyroßdennoæ sistemy), esli hotØ by odna iz matric A ili B imeet rang n. Dalee, ne umalØØ obwnosti, my budem sqitat~, qto ffto matrica B. V fftom sluqae my moßem preobrazovat~ sistemu (5)

124 D. V. MAKSIMOV

sledu¸wim sposobom: vybrat~ n stolbcov (sm. (4), (5): vektor

u vosprinimaetsØ kak stroka), kotorye lineæno nezavisimy v

matrice B, i privesti ih lineænymi preobrazovaniØmi k ediniqnoæ matrice. Pri fftom v pravoæ qasti budut obrazovyvat~sØ lineænye kombinacii funkciæ φ_i, my ih snova pereoboznaqim temi ße simvolami φ_i. S fftogo mesta my budem sqitat~, qto uravneniæ rovno n + 1, i poslednee uravnenie vydelim osobo. V nem moßno sqitat~, qto slagaemoe, soderßawee proizvodnye po vtoroæ peremennoæ, otsutstvuet, tak kak ot nego moßno izbavit~sØ s pomow~¸ uße obrazovavxeæsØ ediniqnoæ matricy. Togda sistema primet vid:

∂_1uA_1 + ∂_2uE = φ1,

⟨a, ∂_1u⟩ = φ_{n+1}. (6)

V fftoæ sisteme my oboznaqili qerez φ1 vektor iz pervyh n funkciæ φ_i, a qerez a – kofffficienty poslednego uravneniØ (kotoroe my vydelili). V pervom ravenstve teper~, kstati, matrica A_1 imeet razmery n × n, tak qto my moßem rassmatrivat~ ee kak operator iz R^n v R^n. �tot operator moßet byt~ vyroßdennym – na dal~neæxee ffto ne vliØet. Teper~ my gotovy sformulirovat~ osnovnoæ rezul~tat fftogo paragrafa i vseæ stat~i.

Teorema 3.1. Pust~ sistema (5) nevyroßdennaØ (v ranee opre-

delennom smysle), a v sisteme (6) (poluqennoæ iz (5) lineænymi preobrazovaniØmi) vektor a imeet otnositel~no operatora A_1 polnyæ porØdok. Togda funkcii u_i leßat v L^2(R^2) i n∑ i=1 ||u_i||^2_L2_(R2_) ≤ C · n+1∑ i=1 ||φ_i||_L1_(R2_). (7)

Konstanta C zavisit tol~ko ot matricy A_1.

Dokazatel~stvo. My budem deæstvovat~ soglasno metodu, pred-

loßennomu v [1]. Snaqala budem rassmatrivat~ pervye n uravneniæ otdel~no. Umnoßim i-e uravnenie fftogo nabora na p_i ∈ R. Srazu ße oboznaqim qerez p vektor, sostavlennyæ iz p_i. Teper~ sloßim pervye n ravenstv, i poluqim sledu¸wee vyraßenie:

⟨A_1p, ∂_1u⟩ + ⟨p, ∂_2u⟩ = φ^{(p)}_1 . (8)

ODNO OBOBWENIE NERAVENSTVA GAL^˚RDO 125

Poslednee uravnenie (kotoroe my vydelili otdel~no) my domnoßim na −α ∈ R i toße pribavim k (8). PoluqitsØ takoe vyraßenie:

⟨A_1p − αa, ∂_1u⟩ + ⟨p, ∂_2u⟩ = φ^{(p)} (9)

Zdes~ φ^{(p)} – ffto nekotoraØ lineænaØ kombinaciØ funkciæ φ_i.

Pust~ teper~ okazalos~, qto

A_1p − αa = λp (10)

pri nekotorom vewestvennom λ. Togda vyraßenie (9) moßno perepisat~ v vide (λ∂_1 + ∂_2)⟨p, u⟩ = φ^{(p)}.

Oboznaqim u^{(p)} = ⟨p, u⟩ i togda, nakonec, my poluqim

∂_{eλ} u^{(p)} = φ^{(p)}. (11)

Zdes~ my poloßili e_λ = (λ, 1).

Naxa zadaqa teper~ – naæti dostatoqnoe koliqestvo vektorov p, qtoby vypolnØlos~ ravenstvo (11). DlØ fftogo dostatoqno, qtoby vypolnØlos~ ravenstvo (10). Perepixem ego v vide: A_1p − λEp = αa. �to ravenstvo oznaqaet, qto

p = R_λ(A_1)(αa).

Poslednee my moßem perepisat~ s pomow~¸ ravenstva (2), otkuda poluqaetsØ, qto p = − 1 P(λ) n−1∑ j=0 P_j(λ)A^j_1(αa). (12)

Zdes~ my uße oboznaqili qerez P(x) annuliru¸wiæ polinom operatora A_1, kotoryæ imeet, kak uße otmeqalos~, stepen~ n (tak kak otnositel~no A_1 imeetsØ vektor, ime¸wiæ polnyæ porØdok, – ffto vektor a po uslovi¸ teoremy). Pofftomu vektory A^j_1(a) lineæno nezavisimy. Krome togo, my teper~ ob¨Øvim α = −P(λ), tak qto fftot kofffficient prosto sokratitsØ so stoØwim pered summoæ.

126 D. V. MAKSIMOV

Teper~ vyberem nabor iz n qisel: λ_1, λ_2, . . . , λ_n, i posmotrim, qto oznaqaet, qto otveqa¸wie im soglasno ravenstvu (12) vektory {p_{λi} }^n_{i=1} lineæno nezavisimy, to est~ obrazu¸t bazis prostranstva R^n. �to nußno, qtoby po sootvetstvu¸wim im funkci- Øm u^{(pλ}i^) moßno bylo vosstanovit~ sami funkcii u_i putem rexeniØ sistemy lineænyh uravneniæ. TakaØ sistema okaßetsØ razreximoæ, esli opredelitel~ matricy

P_0(λ_1) P_1(λ_1) . . . P_{n−1}(λ_1) P_0(λ_2) P_1(λ_2) . . . P_{n−1}(λ_2) . . . . . . . . . . . . P_0(λ_n) P_1(λ_n) . . . P_{n−1}(λ_n)

(13)

otliqen ot nulØ. Zametim, qto fftot opredelitel~ – prosto mnogoqlen ot n peremennyh λ_1, λ_2, . . . , λ_n. Krome togo, nesloßno videt~, qto slagaemoe, soderßawee monom λ^{n−1}_1 λ^{n−2}_2 . . . λ^1_n, ne sokratitsØ, tak kak vstretitsØ tol~ko odin raz – v proizvedenii fflementov glavnoæ diagonali. Takim obrazom, fftot mnogoqlen otliqen ot toßdestvennogo nulØ, a znaqit est~ beskoneqno mnogo naborov λ_1, λ_2, . . . , λ_n, pri kotoryh on ne obrawaetsØ v nol~.

Teper~ my gotovy zakonqit~ dokazatel~stvo teoremy. DlØ fftogo voz~mem dva takih nabora λ_1, λ_2, . . . , λ_n i λ^′_1, λ^′_2, . . . , λ^′_n, vse fflementy kotoryh poparno razliqny i opredelitel~ matricy (13) dlØ kaßdogo nabora ne raven 0. Otveqa¸wie fftim dvum naboram soglasno ravenstvu (12) vektory my oboznaqim, sootvetstvenno, qerez p_1, p_2, . . . , p_n i p^′_1, p^′_2, . . . , p^′_n. �tim vektoram v svo¸ oqered~ otveqaet 2n ravenstv vida (11) s sootvetstvennymi funkciØmi u^{(pi )}, u^{(p}0^{i)} i φ^{(pi)}, φ^{(p}0^{i)}. �to oznaqaet, qto my imeem vozmoßnost~ ocenit~ skalØrnoe proizvedenie ⟨u^{(pi)}, u^{(p}

0_{j )} ⟩ s pomow~¸ neravenstva (3), tak kak l¸bye dva vektora vida (λ_i, 1) i (λ^′_j , 1) lineæno nezavisimy. Takim obrazom, my imeem sledu¸- wu¸ ocenku: |⟨u^{(pi)}, u^{(p} 0_{j )} ⟩| ≤ C_1||∂_{eλi} φ^{(pi)}||_L1_(R2_) · ||∂_{eλ}0_j φ^{(p} 0_{j )} ||_L1_(R2_) ≤

≤ C_2( n+1∑ i=1 ||φ_i||_L1_(R2_))^2.

Nakonec, zametim, qto my moßem vyrazit~ funkcii u_i kak qerez nabor u^{(pi)}, tak i qerez nabor u^{(p}0^{i)}, potomu qto nabory vektorov p_i i p^′_i byli vybrany lineæno nezavisimymi. Nußno prosto

ODNO OBOBWENIE NERAVENSTVA GAL^˚RDO 127

rexit~ sootvetstvu¸wu¸ sistemu uravneniæ. Pust~ poluqilos~

u_k = n∑ i=1 c_{ki}u^{(pi)} i u_k = n∑ i=1 d_{ki}u^{(p}0^{i)}.

Togda my imeem:

||u_k||^2_L2_(R2_) = ⟨u_k, u_k⟩ = | | | | n∑ i,j=1 c_{ki}d_{kj}⟨u^{(pi)}, u^{(p} 0_{j )} ⟩ | | | | ≤ C^′( n+1∑ i=1 ||φ_i||_L1_(R2_))^2.

Nakonec, summiruØ vse ffti neravenstva po k, my i poluqaem utverßdenie teoremy.

ZameqaniØ.

1. Teper~ posmotrim, qto izmenitsØ, esli ravenstv v (5) bol~-

xe, qem n + 1. My snova privedem sistemu k vidu (6), tol~ko krome osnovnoæ qasti dobavitsØ neskol~ko ravenstv vida ⟨a_l, ∂_1u⟩ = φ_{n+l} pri l ot 1 do m, m < n. V fftom sluqae, naprimer, dostatoqno, qtoby hotØ by odin iz vektorov a_l imel otnositel~no operatora A_1 polnyæ porØdok – togda ostal~nye ravenstva moßno prosto otbrosit~. Vproqem, ffto uslovie moßno nemnogo oslabit~. Naprimer, esli dopolnitel~nyh uravneniæ rovno n, to ot vektorov a_l dostatoqno prosto trebovat~ lineænoæ nezavisimosti.

Oboznaqim L = span{a_l}^m_{l=1}.

Esli my prosledim dokazatel~stvo teoremy 3.1, to zametim, qto kl¸qevoæ qast~¸ okazalos~ vozmoßnost~ vybrat~ n lineæno nezavisimyh vektorov v prostranstvah E_λ = R_λ(A_1)(L). V sluqae, esli L odnomerno, ffto uslovie moßno estestvenno sformulirovat~ s terminah nekotorogo opredelitelØ. Analogiqnoæ formulirovki dlØ mnogomernogo sluqaØ ne prosmatrivaetsØ, pofftomu my ostanovimsØ na takoæ: esli span_{λ∈}R{E_λ} = R^n, to ocenki teoremy 3.1 osta¸tsØ verny.

2. Teorema 3.1 dokazana tol~ko dlØ finitnyh beskoneqno dif-

ferenciruemyh funkciæ, no prostym predel~nym perehodom my

128 D. V. MAKSIMOV

moßem obobwit~ ee na sluqaæ, kogda u_i – raspredeleniØ s kompaktnym nositelem, a φ_i – mery, ponimaØ pod ∂_j obobwennu¸ proizvodnu¸. Dostatoqno prosto svernut~ uqastvu¸wie obobwœnnye funkcii s beskoneqno-differenciruemoæ approksimativnoæ ediniceæ na ploskosti.

4. Toqnost~ usloviæ v teoreme vloßeniØ

V fftom paragrafe my pokaßem, qto nekotorye usloviØ v teoreme 3.1 nel~zØ otbrosit~. A imenno, qto nel~zØ izbavit~sØ ot usloviØ nevyroßdennosti sistemy (5) (v ranee opredelennom smysle) i qto, voobwe govorØ, nel~zØ umen~xit~ koliqestvo ravenstv. Naqnem so vtorogo utverßdeniØ.

Pust~ v sisteme (5) vsego n ravenstv. Togda my privedem ee (kak i ran~xe) k vidu (6). Ot usloviØ nevyroßdennosti my poka ne otkazyvaemsØ; (n + 1)-go ravenstva ne budet, a znaqit sistema primet vid:

∂_1uA_1 + ∂_2uE = ’. (14)

Teper~ budem sqitat~, qto A_1 – skalØrnyæ operator s sobstvennymi znaqeniØmi λ_1, λ_2, . . . , λ_n i otveqa¸wimi im sobstvennymi vektorami p_1, p_2, . . . , p_n, obrazu¸wimi bazis prostranstva R^n. Umnoßim sistemu (14) skalØrno na vektor p_i i poluqim:

< A_1p_i, ∂_1u > + < p_i, ∂_2u >=< φ, p_i > .

Poskol~ku A_1p_i = λ_ip_i, ffti ravenstva primut vid:

∂_{eλi} u^{(pi )} = φ^{(pi)}. (15)

Vse oboznaqeniØ zdes~ pereneseny iz predyduwego paragrafa, a e_{λi} = (λ_i, 1). Sistema ravenstv (15) polnost~¸ ravnosil~na sisteme (14), tak kak funkcii u_i moßno vyrazit~ qerez nabor u^{(pi)}, a funkcii φ_i qerez nabor φ^{(pi)}, i nabor kofffficientov vyraßeniØ ne zavisit ni ot qego, krome ishodnoæ sistemy. Teper~ my prosto poloßim u^{(p2)} = u^{(p3)} = . . . = u^{(pn)} = 0 i iz fftogo budet sledovat~, qto φ^{(p2)} = φ^{(p3)} = . . . = φ^{(pn)} = 0. Zamenoæ koordinat my moßem svesti delo k sluqa¸, kogda pervoe ravenstvo nabora (15) imeet vid ∂_1u^{(p1)} = φ^{(p1)}.

ODNO OBOBWENIE NERAVENSTVA GAL^˚RDO 129

Teper~ vyberem v kaqestve u^{(p1)}_j posledovatel~nost~ finitnyh funkciæ, L^2-normy kotoryh stremØtsØ k beskoneqnosti, a L^1- normy ih proizvodnyh po pervoæ peremennoæ osta¸tsØ ograniqennymi. V kaqestve takih funkciæ moßno vzØt~, naprimer, funkcii, ravnye^1_j na prØmougol~nike razmera j^2 × j, a potom beskoneqno gladko ubyva¸wie k nul¸ na “kaemke” fftogo prØmougol~nika xiriny 1. Dadim bolee toqnoe opisanie (ono nam ponadobitsØ i dlØ dal~neæxego izloßeniØ). DlØ fftogo snaqala vvedem v rassmotrenie beskoneqno gladku¸ funkci¸ h(x) : [0, 1] → [0, 1], oblada¸wu¸ sledu¸wimi svoæstvami: ona monotonno vozrastaet ot 0 k edinice, h(0) = 0, h(1) = 1, no pri fftom h^{(i)}(0) = h^{(i)}(1) = 0 pri vseh i ≥ 1. Krome togo, potrebuem, qtoby pri vseh x ∈ [0, 1] vypolnØlos~ neravenstvo h^′(x) ≤ 2. Dalee, oboznaqim qerez g_k(x) funkci¸, opredelennu¸ sledu¸wim obrazom: ona budet ravna 1 na otrezke dliny k (voobwe govorØ, vybrannom v proizvol~nom meste prØmoæ R). Sleva i sprava ot fftogo otrezka ona na otrezkah dliny odin budet ravna, sootvetstvenno, funkciØm h(x) i (1 − h(x)), sdvinutym nußnym obrazom. Vne uße rassmotrennogo otrezka dliny k + 2 my doopredelim funkci¸ g_k(x) nulem. Napixem Øvnu¸ formulu. Pust~ c – levyæ konec otrezka dliny k, na kotorom funkciØ g_k(x) budet ediniceæ. Togda

g_k(x) =

1, esli x ∈ [c, c + k];

h(x − c + 1), esli x ∈ [c − 1, c];

1 − h(x − c − k), esli x ∈ [c + k, c + k + 1];

0, esli x /∈ [c − 1, c + k + 1].

PoluqennaØ funkciØ budet beskoneqno gladkoæ, ee proizvodnaØ budet ne prevoshodit~ 2 i budet otliqnoæ ot nulØ tol~ko na dvuh otrezkah dliny 1. �ti oboznaqeniØ prigodØtsØ nam v dal~- neæxem, a poka zametim, qto v kaqestve funkcii u^{(p1)} my moßem vybrat~ kak raz^1_j g_j(x_1) · g_j2(x_2). Ee L^2-norma imeet porØdok j^{3/2}, a L^1-norma ee proizvodnoæ po pervoæ peremennoæ ne prevoshodit konstanty. Vosstanoviv u_i i φ_i po poluqennym funkciØm, my uvidim, qto L^1-normy funkciæ φ_i ograniqeny, a L^2-normy funkciæ u_i neograniqeny. Tem samym my pokazali, qto, voobwe govorØ, uslovie na koliqestvo uravneniæ v sisteme (5) nel~zØ otbrosit~.

130 D. V. MAKSIMOV

Teper~ my pokaßem, qto uslovie nevyroßdennosti sistemy (5) v prinØtom zdes~ smysle ØvlØetsØ neobhodimym. A imenno, esli rang matric A i B men~xe n, to moßno pred¨Øvit~ (kak uße tol~ko qto bylo sdelano) posledovatel~nost~ funkciæ u^j_i (i = 1, . . . , n; j ∈ N), u kotoryh L^2-normy neograniqeny, no L^1-normy funkciæ φ^j_i ograniqeny. V qastnosti, ffto budet oznaqat~, qto esli uravneniæ v sisteme (6) men~xe n, to zakl¸qenie teoremy 3.1 ne moßet vypolnØt~sØ. My vospol~zuemsØ uße privedennymi konstrukciØmi. To, qto rang kaßdoæ iz matric A i B men~xe n, oznaqaet lineænu¸ zavisimost~ stolbcov. Pust~ α = (α_1, α_2, . . . , α_n) – nabor kofffficientov (ne vse iz kotoryh nuli), s pomow~¸ kotorogo nulevoæ vektor vyraßaetsØ qerez stolbcy matricy A, a β = (β_1, β_2, . . . , β_n) – analogiqnye kofffficienty dlØ matricy B. Teper~ postroim podhodØwie funkcii u_i sledu¸wim obrazom. Snaqala my dopolnim opredelenie funkcii g_k(x), dannoe vyxe, usloviem, qto otrezok dliny k, na kotorom ffta funkciØ prinimaet znaqenie 1, simmetriqen otnositel~no naqala koordinat. Teper~ srazu oboznaqim K_j (x_1, x_2) =^1_j g_j2 (x_1)g_j2 (x_2) – ffto budet sreza¸waØ funkciØ, s pomow~¸ kotoroæ my dob~emsØ finitnosti. Nakonec, my opredelim:

u^j_i = K_j(x_1, x_2)(α_ig_j (x_1) + β_ig_j (x_2)).

Zametim, qto u fftoæ funkcii L^2-norma stremitsØ k beskoneqnosti s rostom j, esli hotØ by odin iz kofffficientov α_i ili β_i otliqen ot 0. Deæstvitel~no, ona prinimaet znaqeniØ^{αi}_n na prØmougol~nike plowadi j ·^{j2−j}_2 , qto uße garantiruet neograniqennost~ L^2-normy. Teper~ podstavim ffti funkcii v sistemu (5). Snaqala posqitaem proizvodnye:

∂_1u^j_i = α_ig^′_j(x_1)K_j (x_1, x_2) + (α_ig_j(x_1) + β_ig_j(x_2)) · K^′_j (x_1, x_2)

i analogiqno dlØ proizvodnoæ po vtoroæ peremennoæ. Zdes~ pod K^′_j (x_1, x_2) my ponimaem proizvodnu¸ po pervoæ peremennoæ, hotØ i ne otmeqaem fftogo v oboznaqeniØh. Zametim, qto L^1-norma vtorogo slagaemogo ograniqena, tak kak samo ffto slagaemoe ne ravno nul¸ na 2j ediniqnyh kvadratah, na kaßdom iz kotoryh ne prevoshodit^1_j . Qto kasaetsØ pervyh slagaemyh, to pri podstanovke v sistemu (5) oni obnulØ¸tsØ, tak kak kofffficienty α_i vybrany podhodØwim obrazom. AnalogiqnaØ situaciØ budet

ODNO OBOBWENIE NERAVENSTVA GAL^˚RDO 131

s proizvodnoæ po vtoroæ peremennoæ, i tem samym my poluqim primer, dokazyva¸wiæ, qto ot usloviØ nevyroßdennosti sistemy nel~zØ otkazat~sØ.

5. Analog teoremy vloßeniØ dlØ tora

Kak obyqno, pod operatorom differencirovaniØ ∂_i na tore my ponimaem:

∂_if(x_1, x_2) = ∂f(e^{iϑ1} , e^{iϑ2} ) dϑ_i . UsloviØ teoremy 3.1 bez ispravleniæ perenesti na tor nel~zØ – ffto bylo otmeqeno v [1]. Deæstvitel~no, esli v sisteme (5) vybrat~ v kaqestve funkciæ u_i toßdestvennye konstanty, to v pravoæ qasti v kaqestve funkciæ φ_i poluqatsØ prosto nulevye funkcii, pofftomu L^2-normy funkciæ u_i ocenit~ ne udastsØ. Na ploskosti podobnoæ situacii ne vozniklo iz-za finitnosti. Poloßenie moßno ispravit~, podqiniv funkcii u_i dopolnitel~nym usloviØm. My snova budem sledovat~ opredeleniØm, dannym v [1].

Meru μ na tore nazovem pravil~noæ, esli ^μ(0, n) = ^μ(n, 0) = 0 dlØ vseh n ∈ Z. Analogiqnyæ smysl imeet ponØtie pravil~noæ obobwennoæ funkcii, pravil~nogo trigonometriqeskogo polinoma. My budem sqitat~ v dal~neæxem, qto u_i – ffto trigonometriqeskie polinomy, a potom rasprostranim poluqennye rezul~taty na proizvol~nye obobwennye funkcii na tore prostym predel~nym perehodom, naprimer, svernuv vse s Ødrom Feæera po kaßdoæ peremennoæ. OkazyvaetsØ, qto v teoreme 3.1 krome uße privedennyh usloviæ dostatoqno potrebovat~, qtoby polinomy u_i byli pravil~nymi. A imenno, verna sledu¸waØ teorema.

Teorema 5.1. Pust~ sistema (5) nevyroßdennaØ (v ranee opre-

delennom smysle), a v sisteme (6) (poluqennoæ iz (5) lineænymi preobrazovaniØmi) vektor a imeet polnyæ porØdok otnositel~no operatora A_1. Esli pri fftom u_i — pravil~nye trigonometriqeskie polinomy, to n∑ i=1 ||u_i||^2_L2_(T2_) ≤ C · n+1∑ i=1 ||φ_i||_L1_(T2_).

Konstanta C zavisit tol~ko matricy A_1.

132 D. V. MAKSIMOV

Dokazatel~stvo. Vse algebraiqeskie preobrazovaniØ osta¸tsØ

takimi ße, kakimi oni byli v teoreme 3.1. My vyberem snaqala λ = −m, gde m – celoe nenulevoe qislo i, kak i ran~xe, budem sqitat~, qto vybran vektor

p_λ = R_λ(A_1)(αa)

(my iskl¸qaem te m, dlØ kotoryh λ est~ sobstvennoe qislo operatora A, – takovyh budet razve lix~ koneqnoe mnoßestvo). Togda, preobrazovav sistemu (6), my poluqaem (kak i pri dokazatel~stve teoremy 3.1) ravenstvo ∂_{eλ} u^{(pλ)} = φ^{(pλ)}, v kotorom teper~ my polagaem e_λ = (−m, 1). Dal~neæxemu toqnomu sledovani¸ dokazatel~stvu teoremy 3.1 mexaet to, qto po funkcii φ^{(pλ )} teper~ ne udaetsØ vosstanovit~ funkci¸ u^{(pλ )}, i pofftomu net analoga neravenstva (3). Qtoby vse-taki sumet~ ocenit~ skalØrnoe proizvedenie kak v analogiqnoæ teoreme dlØ ploskosti, nam, sleduØ [1], pridetsØ razbit~ funkci¸ u^{(pλ )} na dva slagaemyh:

u^{(pλ)}(ϑ_1, ϑ_2) = ∑ (k,l):l≠mk c_{nk}e^{ikϑ1} e^{ilϑ2} + ∑ (k,l):l=mk c_{nk}e^{ikϑ1} e^{ilϑ2}

= α^{(pλ )} + β^{(pλ )}.

Pri takih usloviØh ∂_{eλ} β^{(pλ)} = 0. Nam potrebu¸tsØ (kak i v [1]) ocenki kofffficientov Fur~e funkcii β^{(pλ)}. DlØ fftogo my ih vyrazim qerez kofffficienty Fur~e funkciæ φ_i.

Fiksiruem k, l ∈ Zi perepixem uslovie

∂_1uA_1 + ∂_2uE = ’_1

v terminah kofffficientov Fur~e. DlØ fftogo razloßim φ_i i u_i v rØd Fur~e: φ_i = ∑ k d^i_{kl}e^{ikϑ1} e^{ilϑ2} , a u_i = ∑ k c^i_{kl}e^{ikϑ1} e^{ilϑ2} .

ODNO OBOBWENIE NERAVENSTVA GAL^˚RDO 133

Togda_n ∑ s=1 ika_{sj}c^s_{kl} + ilc^j_{kl} = d^j_{kl} pri vseh j ot 1 do n. �to – sistema uravneniæ na kofffficienty c^s_{kl} s matriceæ G = ikA^′_1 + ilE. My rexim ee s pomow~¸ metoda Kramera. Matricy, poluqa¸wiesØ iz G zamenoæ sootvetstvu¸- wego stolbca na stolbec kofffficientov d^j_{kl}, my oboznaqim qerez G_s. Zametim, qto

det G_s = s∑ j=1 (−1)^{j+s}d^j_{kl} det G_{j s}

– ffto prosto razloßeniØ opredelitelØ po algebraiqeskim dopolneniØm. Togda my poluqaem vyraßenie

c^s_{kl} = n∑ j=1 (−1)^{j+s}d^j_{kl} det G_{j s}

det G . V fftom ravenstve my ocenim po modul¸ kofffficient pered d^j_{kl}.

Vspomnim, qto l = mk, i m ∈ Zseæqas fiksirovano, no vposledstvii my smoßem vybrat~ ego bolee ili menee proizvol~- nym. Togda my imeem | det G| = | det (ikA_1 + ilE)| = |k|^n · | det (A_1 + mE)| = |k|^n|P(−m)|, gde P(x), napomnim, ffto minimal~nyæ polinom, annuliru¸wiæ operator A_1, v dannom sluqae on sovpadaet s harakteristiqeskim (tak kak po uslovi¸ teoremy imeet stepen~ n). Teper~ rassmotrim qislitel~: | det G_{j s}| = |k|^{n−1} · · · |P_{j s}(m)|, gde P_{j s}(x) – ffto nekotoryæ polinom stepeni ne vyxe n − 1, kofffficienty kotorogo zavisØt tol~ko ot matricy A_1. Takim obrazom, modul~ kofffficienta v vyraßenii c^s_{kl} pered d^j_{kl} imeet vid |P_{j s}(m)| |k||P(m)| . Poskol~ku stepen~ polinoma v qislitele kak minimum na edinicu men~xe stepeni polinoma v znamenatele, my moßem sqitat~

134 D. V. MAKSIMOV

(pri dostatoqno bol~xih m), qto fftot kofffficient ne prevoshodit^C_{|k|·(|m|+1)} =^C_{|k|+|l|} . SummiruØ ffti ocenki, my poluqaem: |c^s_{kl}| ≤ C |k| + |l| n∑ j=1 (|d^j_{kl}|) ≤ C |k| + |l| n+1∑ j=1 ||φ_i||_L1_(T2_).

�ta ocenka polnost~¸ sootvetstvuet toæ, kotoraØ byla poluqena v [1].

OstavxaØsØ qast~ dokazatel~stva praktiqeski doslovno povtorØet rassußdeniØ iz [1] p. 2.3. Tem samym teorema dokazana. � 6. Obobwenie na mnogomernyæ sluqaæ

V fftom paragrafe my obobwim teoremu 3.1 na sluqaæ R^n – inymi slovami, dokaßem analog neravenstva Gal~Ørdo. K soßaleni¸, usloviØ poluqatsØ ne stol~ prostymi, kak v sluqae ploskosti. V pervu¸ oqered~ nam ponadobitsØ obobwit~ neravenstvo (3) na razmernost~ n. Naqnem s lemmy.

Lemma 6.1. Pust~ f1(x), f2(x), . . . , fn(x) – poloßitel~nye funk-

cii na R^n. Togda imeet mesto sledu¸wee neravenstvo: ∫ R^{n√f1(x)f2(x) . . . fn(x) ≤ n} ∫ R^{f1(x)} ∫ R^{f2(x) . . .} ∫ R^{fn(x).} Dokazatel~stvo fftogo utverßdeniØ moßno poluqit~ po indukcii s pomow~¸ neravenstva Gœl~dera. Bazoæ slußit neravenstvo Koxi–BunØkovskogo.

Teper~ my moßem sformulirovat~ mnogomernyæ analog neravenstva (3).

Teorema 6.1. Pust~ e1, e2, . . . , en – ffto lineæno nezavisimye vek-

tory v R^n, a f_i(x_1, x_2, . . . , x_n) pri i ot 1 do n – beskoneqno gladkie finitnye funkcii. Togda ∫ Rn^{n�1√|f1| · |f2| · . . . · |fn|dμ ≤} C(e_1, e_2, . . . , e_n) ·^n�^1 √ ||∂_{e1}f_1||_L1_(Rn_)||∂_{e2} f_2||_L1_(Rn_) . . . ||∂_{en} f_n||_L1_(Rn_).

ODNO OBOBWENIE NERAVENSTVA GAL^˚RDO 135

Dokazatel~stvo. IndukciØ po n. Bazoæ slußit neravenstvo (3).

Dokaßem perehod ot n−1 k n. Vnaqale, kak i v (3) sdelaem zamenu peremennyh tak, qtoby okazalos~, qto ∂_{ei} = ∂_i. Dalee, vydelim otdel~no integrirovanie po x_1: ∫ Rn^{n�1√|f1| · |f2| · . . . · |fn|dx1dx2 . . . dxn} = ∫ R^( ∫ Rn�1^{n�1√|f1| · |f2| · . . . · |fn|dx2 . . . dxn)dx1} ≤ ∫ R^{((} ∫ Rn�1^{|f1|dx2 . . . dxn) 1n�1} × ( ∫ Rn�1^{n�2√|f2||f3| . . . |fn|dx2 . . . dxn) n�2n�1} ) dx_1

≤ ∫ R^{((} ∫ Rn�1^{|f1|dx2 . . . dxn) 1n�1} · ( ||∂_2f_2||_L1_(Rn�1_) . . . ||∂_nf_n||_L1_(Rn�1_)

) 1_n�_1 ) dx_1, gde my snaqala vospol~zovalis~ neravenstvom Gœl~dera dlØ pokazateleæ n − 1 i^{n−1}_{n−2} , a potom primenili predpoloßenie indukcii k funkciØm f_2, f_3, . . . , f_n, rassmatrivaemym kak funkcii ot peremennyh x_2, x_3, . . . , x_n. Zametim takße, qto poluqivxiesØ v konce vyraßeniØ ||∂_if_i||_L1_(Rn�1_) – ffto funkcii ot x_1.

Teper~ zametim, qto ∫ Rn�1^{|f1|dx2 . . . dxn =} ∫ Rn�1 (| | x∫ −∞ ∂_1f_1(t, x_2, . . . , x_n)dt | | ) dx_2 . . . dx_n

≤ ∫ Rn�1 ( ∫ R^{|∂1f1(t, x2, x3, . . . , xn)|dt} ) dx_2 . . . dx_n = ||∂f_1||_L1_(Rn_).

Primeniv posledovatel~no poslednee ravenstvo i lemmu 6.1 (v kaqestve funkciæ ot x_1, kak my uße otmeqali, vystupa¸t

136 D. V. MAKSIMOV ||∂_if_i||_L1_(Rn�1_)) k pravoæ qasti poluqennogo neravenstva, my poluqaem trebuemoe. Tem samym teorema dokazana. � Teper~ my pereædem k formulirovke mnogomernogo analoga teoremy 3.1. Pust~ est~ funkcii u_1, u_2, . . . , u_n, leßawie v D(R^k) (to est~ beskoneqno gladkie finitnye funkcii ot k peremennyh). My budem rassmatrivat~ tol~ko situaci¸, kogda uravneniæ rovno n(k − 1) + 1. Kak i v §3, my oboznaqim qerez u vektor-funkci¸ {u_1, u_2, . . . , u_n}, a qerez ∂_iu – vektor-funkci¸ {∂_iu_1, ∂_iu_2, . . . , ∂_iu_n}. My vydelim otdel~no k − 1 gruppu po n uravneniæ i poslednee. Togda sistema primet vid: ∂_1uA_{11} + ∂_2uA_{12} + · · · + ∂_kuA_{1k} = φ_1 ∂_1uA_{21} + ∂_2uA_{22} + · · · + ∂_kuA_{2k} = φ_2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ∂_1uA_{k−1,1} + ∂_2uA_{k−1,2} + · · · + ∂_kuA_{k−1,k} = φ_{k−1} ⟨a_1, ∂_1u⟩ + ⟨a_2, ∂_2u⟩ + · · · + ⟨a_k, ∂_ku⟩ = φ_k.

(16)

Zdes~ A_{ij} – matricy razmera n × n, φ_1, φ_2, . . . , φ_{k−1} – ffto vektory, kaßdaØ iz n komponent kotoryh – funkciØ iz L^1(R^k), a φ_k – prosto funkciØ iz L^1(R^k). Teper~ my sostavim matricu razmera n(k − 1) × n(k − 1): A_{12} A_{13} . . . A_{1k} A_{22} A_{23} . . . A_{2k} . . . . . . . . . . . . A_{k−1,2} A_{k−1,3} . . . A_{k−1,k} Budem sqitat~, qto fftu matricu udaetsØ privesti k vidu: 0 0 . . . 0 E 0 0 . . . E 0 . . . . . . . . . . . . . . . E 0 0 0 0 sohraniv ee bloqnu¸ strukturu (zdes~ qerez E oboznaqena ediniqnaØ matrica razmerom n × n). Togda sistema primet vid: ∂_1uA_1 + ∂_kuE = φ_1 ∂_1uA_2 + ∂_{k−1}uE = φ_2 . . . . . . . . . . . . . . . ∂_1uA_{k−1} + ∂_2uE = φ_{k−1} ⟨a, ∂_1u⟩ = φ_k. (17)

ODNO OBOBWENIE NERAVENSTVA GAL^˚RDO 137

Pravye qasti izmenilis~, no my ne menØem ih oboznaqeniØ, tak kak sut~ ih ostaetsØ preßneæ. Teper~ fiksiruem vektor p ∈ R^n (usloviØ na nego vyberem pozdnee) i umnoßim pervye k − 1 ravenstv sistemy (17) na vektory λ_ip skalØrno i sloßim. Poslednee ravenstvo my vyqtem iz poluqennoæ summy. Pridem k sledu¸wemu vyraßeni¸: ⟨ k−1∑ i=1 λ_iA_ip − a, ∂_1u⟩ + k∑ j=2 ⟨λ_{k+1−j}p, ∂_ju⟩ = φ_λ. (18) Qerez φ_λ my oboznaqili nekotoru¸ funkci¸ iz L^1(R^k), kotoraØ lineæno vyraßaetsØ qerez ishodnye. Teper~, kak i v dvumernom sluqae, my hotim, qtoby okazalos~, qto k−1∑ i=1 λ_iA_ip − a = λ_kp. (19) Togda ravenstvo (18) primet vid ∂_λ⟨p, u⟩ = φ_λ, (20) gde pod ∂_λ my ponimaem proizvodnu¸ v napravlenii {λ_1, λ_2, . . . , λ_k}. Uslovie (19) prosto oznaqaet, qto

p(λ_1, λ_2, . . . , λ_k) = R_{λk} ( k−1∑ i=1 λ_iA_i)(a). (21)

Napisannoe vyraßenie – ffto otobraßenie iz R^k v R^n. Ot ego svoæstv i zavisit vozmoßnost~ poluqit~ ocenki, analogiqnye ocenkam teoremy 3.1. Zametim, qto v silu (2), a takße potomu, qto v kaqestve annuliru¸wego polinoma moßno vzØt~ P(x) = det(^{k−1} ∑ i=1 λ_iA_i − xE), otobraßenie (21) polinomial~no po kaßdoæ koordinate. Teper~ my gotovy, nakonec, sformulirovat~ osnovnoæ rezul~tat.

Teorema 6.2. Pust~ vypolnena sistema (17) i pust~ v obraze

otobraßeniØ (21) est~ n lineæno nezavisimyh vektorov. Togda n∑ i=1 ||u_i||^{kk}�^1_{L kk}�_{1 (}R_{k)} ≤ C · n(k−1)+1 ∑ i=1 ||φ̃_i||_L1_(Rk_).

138 D. V. MAKSIMOV

Konstanta C zavisit tol~ko ot kofffficientov sistemy (16), a qerez φ̃_i my oboznaqaem komponenty pravyh qasteæ sistemy (17).

Dokazatel~stvo. My vyberem nk vektorov

(λ^{(i)}_1 , λ^{(i)}_2 , . . . , λ^{(i)}_k ), (1 ≤ i ≤ nk)

so sledu¸wimi dvumØ svoæstvami:

(i) l¸bye k iz fftih vektorov lineæno nezavisimy; (ii) ih obrazy pri otobraßenii (21) razbiva¸tsØ na k grupp po n lineæno nezavisimyh vektorov v kaßdoæ.

My moßem ffto sdelat~ soglasno usloviØm teoremy. Deæstvitel~no, otobraßenie (21) nepreryvno i v ego obraze est~ n lineæno nezavisimyh vektorov: pust~ ffto p(l^{(1)}), . . . , p(l^{(n)}). Uslovie lineænoæ nezavisimosti obrazov vypolnØetsØ v nekotoroæ okrestnosti vektorov l^{(j)}. Oboznaqim ffti okrestnosti U (l^{(j)}). Pervoe uslovie prosto trebuet, qtoby nikakoæ vektor ne popal na giperploskost~, opredelØemu¸ k − 1 drugimi. Udovletvorit~ fftomu uslovi¸ moßno, vybiraØ iskomye vektory posledovatel~- no iz sootvetstvu¸wih okrestnosteæ U (l^{(j)}); tak kak giperploskosti ime¸t meru nol~, oni ni v kakoæ moment ne nakro¸t vse okrestnosti. Posle togo, kak tol~ko takoæ nabor zafiksirovan, zakonqit~ dokazatel~stvo nesloßno. Kaßdomu iz k naborov sootvetstvuet nabor funkciæ ⟨p, u⟩, qerez kotorye moßno vyrazit~ funkcii u_i (kak raz v silu lineænoæ nezavisimosti poluqaemyh vektorov p). Poluqiv k takih vyraßeniæ dlØ kaßdoæ funkcii u_i, my peremnoßim ih. IzvlekaØ koren~ stepeni k − 1 iz obeih qasteæ poluqennogo ravenstva, a takße pol~zuØs~ tem, qto koren~ stepeni k − 1 iz summy ne prevoshodit summy korneæ iz kaßdogo slagaemogo, my poluqaem slagaemye, kaßdoe iz kotoryh ocenivaetsØ po neravenstvu iz teoremy 6.1. Nakonec, summiruØ vse ffti ocenki, my poluqaem utverßdenie teoremy.

Otmetim v zakl¸qenie, qto, kak i na ploskosti, predel~nym perehodom my poluqaem utverßdenie teoremy dlØ obobwennyh funkciæ, ponimaØ po operatorom ∂_i obobwennoe differencirovanie.

Literatura

1. S. V. KislØkov, D. V. Maksimov, Izomorfnyæ tip prostranstv gladkih funkciæ, poroßdennyh koneqnym semeæstvom differencial~nyh operatorov. — Zap. nauqn. semin. POMI 327 (2005), 78–97.

ODNO OBOBWENIE NERAVENSTVA GAL^˚RDO 139 2. I. M. Glazman, ı. I. L¸biq, Koneqnomernyæ lineænyæ analiz. Nauka, M. (1969).

Maksimov D. V. One generalization of the Gagliardo inequality. Suppose u_1, u_2, . . . , u_n ∈ D(R^k) and suppose we are given a certain set of linear combinations of the form ∑ i,j a^{(l)}_{ij} ∂_ju_i. Sufficient conditions in terms of the coefficients a^{(l)}_{ij} are indicated for the norms ||u_i||_L k_k�_1 to be controlled in terms of the L^1-norms these linear combinations. These conditions are most transparent if k = 2. The classical Gagliardo inequality corresponds to a sole function u_1 = u and the collection of its pure partial derivatives ∂_1u, . . . , ∂_ku.

Postupilo 21 maØ 2007 g.

RGPU im. A. I. Gercena E-mail: dimax239@ bk.ru