Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 345, 2007 g.

S. V. KislØkov, D. V. Parilov

O SINGUL˚RNYH INTEGRALAH, SV˚ZANNYH S NERAVENSTVOM LITLVUDA–P�LI DL˚ PROIZVOL^NYH INTERVALOV

V rabote [1] my rasprostranili tak nazyvaemoe neravenstvo Litlvuda-Pffli dlØ proizvol~nyh intervalov (obnarußennoe vpervye v [2] i zatem usilennoe v [3]) na l¸bye pokazateli p ∈ (0, 2]. Vaßnu¸ tehniqesku¸ rol~ v dokazatel~stve igrali operatory sledu¸wego vida, perevodØwie l^2-znaqnye funkcii na okrußnosti v skalØrnye:

{h_j} → Σ_jz^{nj} (Ψ_j ∗ h_j). (1)

Pohoßiæ operator ispol~zovalsØ i v [2]. Bylo ustanovleno, qto pri special~nyh ograniqeniØh na trigonometriqeskie polinomy Ψ_j i qisla n_j operator (1) deæstvuet iz H^p(l^2) v L^p pri 0 < p 6 2. Priqina sostoit v tom, qto ego (l^2-znaqnoe) Ødro K(ζ, η) = K(e^{iσ} , e^{iτ} ) = { Ψ_j ( e^{i(σ−τ )} ) e^{inj σ} } j∈N^{(2)}

(ζ = e^{iσ} ∈ T, η = e^{iτ} ∈ T) ØvlØetsØ Ødrom tipa Kal~derona– Zigmunda po peremennoæ τ ; sm. [1, teorema 2].

UsloviØ, naloßennye v [1] na funkcii Ψ_j , byli dvuh tipov: ograniqeniØ na “razmer” i “strukturnye” ograniqeniØ. Odno iz strukturnyh ograniqeniæ otveqaet suti dela i vyglØdit tak:

supp ^Ψ_j ⊂ Δ_j = [0, m_j − n_j ], pri fftom otrezki [n_j, m_j] ⊂ Z poparno ne pereseka¸tsØ. (3) Drugoe strukturnoe ograniqenie – oqen~ ßestkoe i ne vyglØdit estestvennym, esli otvleq~sØ ot tehniqeskih detaleæ v [1] i rassmatrivat~ operatory vida (1) sami po sebe. Vot ono:

dliny vseh otrezkov Δ_j — stepeni dvoæki i |Δ_j| = |Δ_j′ | ⇒ Ψ_j = Ψ_j′ . (4) Rabota vypolnena pri podderßke RFFI, grant No. 05-01-00924. 113

114 S. V. KISL˚KOV, D. V. PARILOV My hotim pokazat~, qto ot takoæ ßœstkosti moßno otkazat~sØ. Predpoloßim, qto vypolneneno uslovie (3), i podqinim funkcii Ψ_j sledu¸wim ograniqeniØm:

sup_{j,l} |^Ψ_j (l)| < ∞; (5)

sup_{j,l} |Ψ_j (l + 1) − 2Ψ_j (l) + Ψ_j (l − 1)| < C|Δ_j|^{−1}, (6)

pri fftom naædetsØ takaØ postoØnnaØ M, qto vtoraØ raznost~ Ψ_j (l + 1) − 2Ψ_j(l) + Ψ_j (l − 1) otliqna ot nulØ ne bolee, qem dlØ M znaqeniæ parametra l.

Qtoby sformulirovat~ rezul~tat, vvedem ewe nekotorye oboznaqeniØ, ispol~zovannye v (1). So vsØkoæ dugoæ I na okrußnosti svØßem kakoæ-nibud~ otrezok J toæ ße dliny, perehodØwiæ v I pri standartnom otobraßenii prØmoæ na okrußnost~, i poloßim J_s = 2^{s+1}J \ 2^sJ pri 2^s|J| = 2^s|I| > 2π.

Predloßenie. Pust~ vypolneny usloviØ (3), (5) i (6), a Ødro K

zadano formuloæ (2). Togda dlØ vsØkogo ξ ∈ l^2, vsØkoæ dugi I na okrußnosti i l¸bogo τ iz sootvetstvu¸wego otrezka J na prØmoæ spravedlivo neravenstvo ( ∫ J_s |⟨K(e^{iσ}, e^{iτ} ) − K(e^{iσ} , e^{iτ0} ), ξ⟩|^2dσ )_{1/2} 6 C‖ξ‖l2 |J|^{−1/2} 2^{−Bs}, (7) s = 1, 2, . . . . Zdes~ τ_0 – centr otrezka J, a B > 1/2 – postoØnnaØ, ne zavisØwaØ ot I i ξ.

Obsußdenie. Neravenstvo (7) vyraßaet to, qto nazyvalos~

usloviem (S_0) v [1]. My ne ostanavlivaemsØ zdes~ na uslovii (S_N ) s N > 0 radi prostoty. Soglasno predloßeni¸ 1 v [1], pri sdelannyh predpoloßeniØh operator (1) deæstvuet iz H^p(l^2) v L^p pri p > (B +1/2)^{−1}. Naxe dokazatel~stvo dast B = 5/6, qto vedœt k uslovi¸ p > 3/4. Legko proverit~, qto pri teh ße predpoloßeniØh operator (1) ØvlØetsØ operatorom Kal~derona–Zigmunda. Deæstvitel~no, on ograniqen kak operator iz L^2(l^2) v L^2 v silu (3) i (5) – dostatoqno vospol~zovat~sØ ortogonal~nost~¸ slagaemyh v formule (1). Dalee, legko proverit~ uslovie Hœrmandera

O SINGUL˚RNYH INTEGRALAH 115 v sledu¸weæ forme: ( ∫ T\2I^{|⟨K(eiσ , eiτ ) − K(eiσ , eiτ0 ), ξ⟩|2dσ} )_{1/2} 6 C‖ξ‖l2 , τ ∈ J. (8) Deæstvitel~no, v silu (7) i neravenstva Koxi, levaØ qast~ v (8) maßoriruetsØ veliqinoæ ∑ s¿1^{|Js|} 1/2 |J|^{−1/2} 2^{Bs}‖ξ‖_l2 ≍ ∑ s¿1^2 −(B−1/2)s‖ξ‖ l2 6 C‖ξ‖l2 . V to vremØ kak uslovie (5) govorit lix~ o “razmere” funkciæ Ψ_j , uslovie (6) nakladyvaet takße i ograniqeniØ na ih “ustroæstvo”. Grafiki preobrazovaniæ Fur~e ^Ψ_j – koneqnozvennye lomanye, pri fftom qislo zven~ev ne prevyxaet M , a ih naklony ne prevyxa¸t C|Δ_j|^{−1}. Tipiqnyæ grafik takogo roda izobraßœn na sledu¸wem risunke.

Ris. 1.

Vse tri intervala meßdu toqkami izloma sravnimy s Δ_j po dline (ravnomerno po j), odnako v fftih predelah ih otnositel~nye dliny mogut var~irovat~sØ s izmeneniem j. V primeneniØh ffto daœt znaqitel~no b&ol~xu¸ svobodu, qem uslovie (4).

Dokazatel~stvo predloßeniØ. Poloßim

A_k = {k : 2^k 6 |Δ_k| < 2^{k+1}}, k = 0, 1, 2, . . . .

116 S. V. KISL˚KOV, D. V. PARILOV V silu formuly (2), neravenstvo (7) moßno perepisat~ v sledu- ¸wem vide (naqinaØ s fftogo mesta sqitaem, qto ‖ξ‖_l2 = 1):

d_s^{def}= ( ∫ J_s | | ∑ k∈Z+^∑j∈Ak^{einj σ(Ψj (ei(σ−τ ) ) − Ψj(ei(σ−τ0 )))ξj |2dσ)1/2} 6 C|J|^{−1/2} 2^{−Bs}. Qtoby dokazat~ fftu ocenku, primenim snaqala neravenstvo treugol~nika v L^2 : d_s 6 ∑ k¿0^{dsk} , gde d_{sk} = ( ∫ J_s | | ∑ j∈A_k e^{inj σ} ( Ψ_j (e^{i(σ−τ )} ) − Ψ_j(e^{i(σ−τ0 )}) ) ξ_j | |^2 dσ )_{1/2}

Preßde qem idti dal~xe, napomnim standartnye ocenki dlØ trigonometriqeskih rØdov s malymi lakunami, sm. [4, gl. V, teorema 9.9]. Pust~ f(t) = ∑ c_se^{iτst}, gde celye qisla τ_s otstoØt drug ot druga ne menee, qem na D (budem govorit~ o D kak o razmere lakun). Togda dlØ vsØkogo intervala Q na prØmoæ spravedliva ocenka ∫ Q |f(t)|^2dt 6 { C|Q| Σ_s |c_s|^2, esli |Q| ¿ 2π/D; CD^{−1} Σ_s |c_s|^2, esli |Q| < 2π/D. (9) Qisla d_{sk} my ocenim dvumØ sposobami. Vo-pervyh, moßno napisat~ (poskol~ku j ∈ A_k) d_{sk} 6 ∑ 06l62^{k+1} ( ∫ J_s | | ∑ j∈A_k e^{inj σ} ^Ψ_j (l) ( e^{il(σ−τ )} − e^{il(σ−τ0 )} ) ξ_j | |^2dσ )_{1/2}

6 C^∑_{06l62k+1}^|e^{−lτ} − e^{−lτ0 |( ∫}_J s | | ∑ j∈A_k ^Ψ_j (l)ξ_j e^{i(n}j^{+l)σ} | |^2dσ )_{1/2} . Tak kak |e^{−lτ} − e^{−lτ0} | 6 C2^k|J|, iz neraverstva (9) poluqaem (s uqetom ocenki (5) i togo, qto l¸bye dva raznyh indeksa iz mnoßestva A_k otliqa¸tsØ ne menee, qem na 2^k (sm. (3)):

d_{sk} 6 C2^{2k}|J| |J_s|^{1/2} ( ∑ j∈A_k |ξ_j|^2 )_{1/2} , |J_s| = 2^s|J| ¿ 2^{−k+1}2π;

C2^{2k}|J| 2^{−k/2} ( ∑ j∈A_k |ξ_j |^2 )_{1/2} , 2^s|J| < 2^{−k+1}2π. (10)

O SINGUL˚RNYH INTEGRALAH 117 Vo-vtoryh, my moßem napisat~

d_{sk} 6 δ_{sk}(τ ) + δ_{sk}(τ_0), gde δ_{sk}(α) = ( ∫ J_s | | ∑ j∈A_k e^{inj σ}Ψ_j ( e^{i(σ−α)} ) ξ_j | |^2dσ )_{1/2} , α ∈ J. Dalee, esli σ ∈ J_s (s ¿ 1) i α ∈ J, to 2^s|J| 6 c|e^{i(σ−α)} −1|. Pofftomu

2^{2s}|J|^2δ_{sk} 6 C ( ∫ J_s | | ∑ j∈A_k e^{inj σ} [( e^{i(σ−α)} − 1 )_2

Ψ_j ( e^{i(σ−α)} )] ξ_j | |^2dσ )_{1/2} . V kvadratnyh skobkah stoit trigonometriqeskiæ polinom, kofffficienty kotorogo (oboznaqim ih qerez c_j (l)) po mnimym ffksponentam e^{il(σ−α)} sut~ vtorye raznosti kofffficientov Fur~e funkcii Ψ_j . Takim obrazom δ_{sk} 6 C2^{−2s}|J|^{−2} ( ∫ J_s | | ∑ j∈A_k ∑ l c_j (l)e^{i(nj +l)σ} ξ_j | |^2dσ )_{1/2} . (11)

UqityvaØ uslovie (6), netrudno ubedit~sØ v tom, qto dvoænu¸ summu (po j i l) v (11) moßno razbit~ na 4M rØdov s malymi lakunami razmera 2^k. Iz (9) togda poluqaem, s uqetom togo, qto |c_j(l)| 6 C2^{−k} pri j ∈ A_k (sm. (6):

δ_{sk}(α) 6 C(M )2^{−2s} |J|^{−2} 2^{−k} |J_s|^{1/2} ( ∑ j∈A_k |ξ_j|^2 )_{1/2} , α ∈ J, |J_s| ¿ 2^{−k+1}2π (my ispol~zovali lix~ verhn¸¸ stroku v (9) – nißnØØ nam v fftom sluqae ne ponadobitsØ). Itak, d_{sk} 6 C2^{− 32 s}|J|^{−3/2}2^{−k} ( ∑ j∈A_k |ξ_j|^2 )_{1/2} , |J_s| ¿ 2^{−k+1}2π. (12)

Teper~ vspomnim, qto

d_s 6 ∑ k¿0^{dsk =} ∑ 2k< 4^π2_{s |J|} d_{sk} + ∑ 2k¿^{4π}_2s_{|J|}

d_{sk} = Σ_1 + Σ_2

118 S. V. KISL˚KOV, D. V. PARILOV (granicy summirovaniØ nahodØtsØ iz neravenstva |J_s| ¿ 2^{−k+1}2π (sm. (10) i (12)). Pri ocenke pervoæ summy vospol~zuemsØ nißneæ strokoæ v (10) i neravenstvom Koxi:

Σ_1 6 C|J| ∑ 2k< 4^π2_{s|J|} 2^{32 k} ( ∑ j∈A_k |ξ_j|^2 )_{1/2} 6 C|J|^{(∑}_j |ξj|^{2)1/2( ∑}_{2k< 4π} 2^s|J| 2^{3k} )_{1/2} 6 C^′|J|2^{−3}2^s|J|^{−3/2} = C^′|J|^{−1/2}2^{− 3}2^s. (13)

Qtoby ocenit~ Σ_2, sravnim ocenki (10) (verhnØØ stroka) i (12): esli 2^k ¿^{4π}_{2s|J|} , to

d_{sk} 6 C min { 2^{2k} 2^{s/2}|J|^{3/2}, 2^{−k} 2^{− 32 s}|J|^{−3/2} } ( ∑ j∈A_k |ξ_j|^2 )_{1/2} . Minimum dostigaetsØ na pervom qlene, kogda 2^{3k} 6 2^{−2s}|J|^{−3}, t.e. 2^k 6 2^{− 23 s}|J|^{−1}. Takim obrazom,

Σ_2 6 C ( ∑ j |ξ_j|^2 )_{1/2}( 2^{s/2}|J|^{3/2} ( ∑ 2k6(2^23^s|J|)^{−1}

2^{4k} )_{1/2} +

+ 2^{− 32 s}|J|^{−3/2} ( ∑ 2k>(2 2 3^s|J|)^−1 2^{−2k} )_{1/2}) 6 6 C^{′ (}2^{s/2}|J|^{3/2} 2^{− 4}3^s|J|^{−2} +2^{− 3}2^s|J|^{−3/2} 2^23^s|J|^)6 C^{′′}|J|^{−1/2} 2^{−(5/6)s}.

S uqœtom ocenki (13), okonqatel~no poluqaem, qto predloßenie spravedlivo s B = 5/6.

Literatura

1. S. V. KislØkov, D. V. Parilov, O teoreme Litlvuda–Pffli dlØ proiz-

vol~nyh intervalov. — Zap. nauqn. semin. POMI 327 (2005), 98–113.

2. J, L. Rubio de Francia, A Littlewood{Paley inequality for arbitrary intervals. —

Rev. Mat. Iberoamer. 1 (1985), 1–13.

3. J. Bourgain, On square functions on the trigonometric system. — Bull. Soc. Math.

Belg. 37, No. 1 (1985), 20–26.

4. A. Zigmund, Trigonometriqeskie rØdy. T. 1, Mir, Moskva (1965).

O SINGUL˚RNYH INTEGRALAH 119 Kislyakov S. V., Parilov D. V. On singular integrals related to the Littlewood–Paley inequality for arbitrary intervals.

The proof of the inequality mentioned in the title requires the knowledge of the fact that operators of a certain class are Calderór–Zygmund singular integral operators. We slightly extend this class.

Postupilo 2 i¸lØ 2007 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN