Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 345, 2007 g.

M. F. Gamal~

OB OPERATORAH T´PLICA, PODOBNYH ODNOSTORONNEMU SDVIGU

1. Vvedenie

V rabote rassmatriva¸tsØ operatory Tœplica v prostranstve Hardi H^2 v ediniqnom kruge, podobnye izometrii. Suwestvuet mnogo rezul~tatov o podobii operatorov Tœplica bolee prostym operatoram, no oni v osnovnom sledu¸wih dvuh tipov: dlØ operatorov Tœplica, podobnyh samosoprØßennym (sm. [1]) ili unitarnym (sm. [2, 3]), ili dlØ operatorov Tœplica s gladkimi simvolami (sm., naprimer, [4–9]). S drugoæ storony, v [2] dokazano, qto dlØ funkciæ Φ, predstavimyh v forme

Φ = ωf/f , (1.1)

gde ω – vnutrennØØ, f, 1/f ∈ H^∞, operator Tœplica s simvolom Φ podoben izometrii. L¸baØ izometriØ imeet vid U ⊕ S, gde U – unitarnyæ operator, a S – odnostoronniæ sdvig, i esli operator Tœplica s simvolom Φ, ime¸wim formu (1.1), podoben operatoru U ⊕ S, to operator U absol¸tno nepreryven, a kratnost~ spektra odnostoronnego sdviga S ravna stepeni vnutrenneæ funkcii ω. No v obwem sluqae niqego bol~xe ob U ne izvestno.

V [10] my rassmatrivaem operatory Tœplica s simvolom

Φ = φ/ψ, (1.2)

gde ψ – koneqnoe proizvedenie BlØxke, deg ψ = N < ∞, a φ – vnutrennØØ funkciØ, deg φ ≥ N (stepen~ deg vnutrenneæ funkcii φ – ffto qislo mnoßiteleæ BlØxke v sluqae, kogda φ – koneqnoe proizvedenie BlØxke, i ∞ vo vseh ostal~nyh sluqaØh). TakaØ funkciØ Φ moßet byt~ predstavlena v forme (1.1) (sm. [10]), pofftomu operator Tœplica s simvolom Φ podoben izometrii. V [10] naæden spektral~nyæ tip fftoæ izometrii (sm. teoremu 1.1

Rabota vypolnena pri podderßke RFFI, grant No. 05-01-00925. 85

86 M. F. GAMAL^ niße). Osnovnoæ rezul~tat nastoØweæ stat~i – teorema 1.2 niße – ØvlØetsØ utoqneniem qastnogo sluqaØ teoremy 1.1. Imenno, v teoreme 1.2 daetsØ bolee udobnaØ formulirovka usloviæ, neobhodimyh i dostatoqnyh dlØ togo, qtoby operator Tœplica s simvolom vida (1.2) byl podoben odnostoronnemu sdvigu.

V rabote ispol~zu¸tsØ sledu¸wie oboznaqeniØ: T= {z ∈ C :

|z| = 1} – ediniqnaØ okrußnost~, D = {z ∈ C : |z| < 1} – edi-

niqnyæ krug, m – normalizovannaØ mera Lebega na T. Dalee,

L^2 = L^2(T, m) – prostranstvo Lebega, H^2 = H^2(T) – prostranstvo

Hardi, P_+ – ortogonal~nyæ proektor iz L^2 na H^2. Operator Tœplica s simvolom Φ oboznaqaetsØ qerez T_Φ, gde Φ ∈ L^∞(T, m). Operator Tœplica T_Φ deæstvuet v prostranstve H^2 po formule

T_Φh = P_+Φh, h ∈ H^2.

V [10] dokazana sledu¸waØ teorema.

Teorema 1.1. Pust~ ψ – koneqnoe proizvedenie BlØxke, deg ψ =

N < ∞, φ – vnutrennØØ funkciØ, N ≤ deg φ ≤ ∞, φ i ψ vzaimno prosty i Φ = φ/ψ. Pust~ T_Φ: H^2 → H^2 – operator Tœplica s simvolom Φ. Poloßim I_n = {λ ∈ T : Φ − λ imeet po kraæneæ mere n nuleæ v D } i σ_n = T\ I_n, n = 1, . . ., N . Togda operator T_Φ podoben izometrii U ⊕ S, gde S – odnostoronniæ sdvig kratnosti deg φ − N , a U – operator umnoßeniØ na nezavisimu¸ peremennu¸ v prostranstve ⊕^N_{n=1}L^2(σ_n, m).

Osnovnym rezul~tatom nastoØweæ stat~i ØvlØetsØ sledu¸waØ teorema.

Teorema 1.2. Pust~ ψ – koneqnoe proizvedenie BlØxke, deg ψ =

N < ∞, φ – vnutrennØØ funkciØ, N ≤ deg φ ≤ ∞, φ i ψ vzaimno prosty i Φ = φ/ψ. Togda Φ imeet meromorfnoe prodolßenie v D, zadavaemoe formuloæ Φ(z) = φ(z)/ψ(z), z ∈ D. Poloßim Ω_Φ = {z ∈ D : |Φ(z)| > 1}. Dalee, pust~ T_Φ: H^2 → H^2 – operator Tœplica s simvolom Φ. Togda T_Φ podoben odnostoronnemu sdvigu esli i tol~ko esli m(∂Ω_Φ ∩ T) = 0.

Teorema 1.2 neposredstvenno vytekaet iz teoremy 1.1 i sledu¸wego utverßdeniØ.

Predloßenie 1.3. Pust~ ψ – koneqnoe proizvedenie BlØxke,

deg ψ = N < ∞, φ – vnutrennØØ funkciØ, N ≤ deg φ ≤ ∞, φ i ψ vzaimno prosty i Φ = φ/ψ. Dalee, pust~ mnoßestvo σ_N opredeleno v teoreme 1.1, a mnoßestvo Ω_Φ – v teoreme 1.2. Sledu¸wie utverßdeniØ ravnosil~ny:

OB OPERATORAH T´PLICA 87 1) m(σ_N ) = 0;

2) m(∂Ω_Φ ∩ T) = 0.

V samom dele, po teoreme 1.1 operator T_Φ podoben odnostoronnemu sdvigu esli i tol~ko esli m(σ_N ) = 0, i teper~ zakl¸qenie teoremy 1.2 sleduet iz predloßeniØ 1.3.

Stat~Ø organizovana sledu¸wim obrazom. Paragrafy 2–4 posvØweny dokazatel~stvu predloßeniØ 1.3. Imenno, v §2 my pokazyvaem, qto Φ imeet uglovye graniqnye znaqeniØ vo vseh toqkah iz ∂Ω_Φ ∩ T. Zatem my opredelØem funkci¸ Φ na mnoßestve ∂Ω_Φ ∩ Tee uglovymi graniqnymi znaqeniØmi i dokazyvaem, qto Φ nepreryvna na clos Ω_Φ. Nakonec, v §2 my dokazyvaem, qto

σ_N = Φ(∂Ω_Φ ∩ T). V §3 my dokazyvaem, qto esli m(∂Ω_Φ ∩ T) = 0,

to m(Φ(∂Ω_Φ ∩ T)) = 0. V §4 my pokazyvaem, qto φ imeet uglovye proizvodnye vo vseh toqkah iz ∂Ω_Φ ∩ T, i dokazyvaem, qto esli

m(∂Ω_Φ ∩ T) > 0, to m(Φ(∂Ω_Φ ∩ T)) > 0. V §5 soderßatsØ primery.

2. Nepreryvnost~ funkcii Φ na clos ΩΦ

V fftom paragrafe my pokazyvaem, qto funkciØ Φ nepreryvna na mnoßestve clos Ω_Φ i qto σ_N = Φ(∂Ω_Φ ∩ T).

Nam ponadobØtsØ sledu¸wie lemmy.

Lemma 2.1. Pust~ C ⊂ D – svØznoe mnoßestvo. Togda mnoße-

stvo {ζ ∈ clos C ∩ T: ζ ne ØvlØetsØ uglovym predelom toqek iz C} ne bolee qem sqetno.

Dokazatel~stvo. My ispol~zuem ide¸ iz dokazatel~stva lem-

my 3.2 iz [11]. Oboznaqim mnoßestvo iz lemmy 2.1 qerez τ . Zafiksiruem qislo s, 0 < s < π/2, i oboznaqim qerez S(ζ, s) sektor s verxinoæ ζ, rastvora 2s, simmetriqnyæ otnositel~- no luqa, prohodØwego qerez 0 i ζ. Po predpoloßeni¸, suwestvu¸t racional~nye qisla a_ζ , b_ζ ∈ (0, 1), takie qto mnoßestvo S(ζ) = {tζ : a_ζ < t < 1} ∪ {z ∈ D : |z − a_ζ ζ| ≤ b_ζ } soderßitsØ v S(ζ, s) \ C. Predpoloßim, qto τ nesqetno. Togda suwestvu¸t ne-

sqetnoe mnoßestvo τ_0 ⊂ τ i qisla a, b, takie qto a_ζ = a i b_ζ = b dlØ vseh ζ ∈ τ_0. ˚sno, qto togda moßno naæti toqki ζ_1, ζ_2, ζ_3 ∈ τ_0, takie qto S(ζ_1) ∩ S(ζ_2) ∩ S(ζ_3) ≠ ∅. Oqevidno, qto

D \ (S(ζ_1) ∪ S(ζ_2) ∪ S(ζ_3)) = G_1 ∪ G_2 ∪ G_3,

gde G_j – otkrytye mnoßestva, takie qto G_j ∩ G_ℓ = ∅, esli j ≠ ℓ,

j, ℓ = 1, 2, 3. Tak kak C svØzno, to suwestvuet nomer j, j = 1, 2, ili

88 M. F. GAMAL^ 3, takoæ, qto C ⊂ G_j. Takim obrazom, τ_0 ⊂ clos C ⊂ clos G_j , sledovatel~no, ζ_1, ζ_2, ζ_3 ∈ clos G_j tol~ko dlØ odnogo nomera j. Poluqili protivoreqie. �

Lemma 2.2. Pust~ φ – vnutrennØØ funkciØ, ψ – koneqnoe proizve-

denie BlØxke, φ i ψ vzaimno prosty i deg ψ = N . Togda dlØ l¸bogo λ ∈ C , |λ| > 1, uravnenie φ − λψ = 0 imeet rovno N nuleæ v D (s uqetom kratnosteæ).

�ta lemma – sledstvie teoremy Ruxe.

My budem ispol~zovat~ sledu¸wie oboznaqeniØ. Pust~ γ :

[0, 1) → C – nepreryvnoe otobraßenie. Predel~noe mnoßestvo

dlØ γ – ffto mnoßestvo C(γ) = {w ∈ C : suwestvuet posledovatel~- nost~ t_n →_n 1 takaØ, qto γ(t_n) →_n w}. C(γ) ØvlØetsØ zamknutym svØznym mnoßestvom (sm. [12, gl. 1]). Poloßim A = {λ ∈ ^C \clos D : Φ−λ imeet kratnyæ nol~ v D }. Iz horoxo izvestnyh svoæstv analitiqeskih funkciæ i lemmy 2.2 srazu sleduet, qto A sostoit iz izolirovannyh drug ot druga toqek. V samom dele, pust~ λ_0 ∈ A, togda suwestvuet okrestnost~ V toqki λ_0 takaØ, qto V ⊂ ^C \clos D i Φ − λ imeet N prostyh nuleæ v D dlØ l¸boæ toqki λ ∈ V \ {λ_0}. Po lemme 2.2 funkciØ Φ − λ imeet rovno N nuleæ v D (s uqetom kratnosteæ), i my zakl¸qaem, qto vse nuli funkcii Φ − λ prostye. Takim obrazom, A sostoit iz izolirovannyh drug ot druga toqek.

Lemma 2.3. Pust~ ψ – koneqnoe proizvedenie BlØxke, deg ψ =

N < ∞, φ – vnutrennØØ funkciØ, N ≤ deg φ ≤ ∞, φ i ψ vzaimno prosty i Φ = φ/ψ. Dalee, pust~ A = {λ ∈ ^C \ clos D : Φ − λ imeet kratnyæ nol~ v D }, λ_0 ∈ Ti

Γ: [0, 1] → ( (^C \ clos D ) \ A ) ∪ {λ_0} – prostaØ krivaØ, takaØ qto Γ(1) = λ_0 i

Γ[0, 1) ⊂ (^C \ clos D ) \ A.

Togda suwestvu¸t prostye krivye γ_j : [0, 1] → clos D, j = 1, . . . , N , takie qto

γ_j [0, 1) ⊂ D, Φ^{−1}(Γ[0, 1)) = N⋃ j=1 γ_j[0, 1), γ_j [0, 1) ∩ γ_ℓ[0, 1) = ∅,

OB OPERATORAH T´PLICA 89

esli j ≠ ℓ i Φ ∘ γ_j = Γ na [0, 1), j, ℓ = 1, . . . , N .

Dokazatel~stvo. Imeem

Γ[0, 1) ⊂ (^C \ clos D ) \ A,

pofftomu legko postroit~ nepreryvnye otobraßeniØ γ_j : [0, 1) → D, takie, qto Φ^{−1}(Γ[0, 1)) = ∪^N_{j=1}γ_j [0, 1) i γ_j [0, 1) ∩ γ_ℓ[0, 1) = ∅, esli

j ≠ ℓ, j, ℓ = 1, . . . , N . Tak kak Γ(1) = λ_0, imeem lim_{t→1} Φ(γ_j (t)) = λ_0, j = 1, . . . , N . Pust~ 1 ≤ j ≤ N , dokaßem, qto mnoßestvo C(γ_j ) sostoit iz odnoæ toqki. Snaqala zametim, qto esli C(γ_j ) ∩ D ≠ ∅, to

Φ(C(γ_j ) ∩ D ) = {λ_0}. Esli predpoloßit~, qto C(γ_j ) ∩ D sostoit

bol~xe qem iz odnoæ toqki, to C(γ_j ) ∩ D imeet predel~nu¸ toqku v D, no Φ – meromorfnaØ funkciØ v D, pofftomu ona dolßna byt~ postoØnnoæ v D – protivoreqie. Takim obrazom, esli

C(γ_j ) ∩ D ≠ ∅, to C(γ_j ) ∩ D sostoit iz odnoæ toqki. Iz svØznosti

mnoßestva C(γ_j ) zakl¸qaem, qto C(γ_j ) = C(γ_j ) ∩ D. Teper~ rassmotrim sluqaæ, kogda C(γ_j ) ⊂ T. Esli predpoloßit~, qto C(γ_j ) sostoit bol~xe qem iz odnoæ toqki, to nußno zakl¸qit~, qto

C(γ_j ) – ffto zamknutaØ duga, i, sledovatel~no, C(γ_j ) imeet polo-

ßitel~nu¸ meru. Rassmotrim mnoßestvo toqek ζ iz C(γ_j ) takih, qto ζ ØvlØetsØ uglovym predelom toqek iz γ_j i funkciØ Φ imeet uglovoe graniqnoe znaqenie Φ(ζ) v ζ. Po lemme 2.1 i svoæstvam funkcii Φ ffto mnoßestvo imeet poloßitel~nu¸ meru. Po postroeni¸ Φ(ζ) = λ_0 dlØ vseh ζ iz fftogo mnoßestva, sledovatel~no, funkciØ Φ dolßna byt~ postoØnnoæ – protivoreqie.

Takim obrazom, C(γ_j ) sostoit iz odnoæ toqki. Oboznaqim fftu toqku qerez w_j i poloßim γ_j (1) = w_j, togda γ_j : [0, 1] → clos D – nepreryvnoe otobraßenie. �

Teper~ my dokaßem, qto Φ imeet uglovoe graniqnoe znaqenie v kaßdoæ toqke mnoßestva ∂Ω_Φ ∩ T, i qto funkciØ Φ, opredelennaØ na mnoßestve ∂Ω_Φ ∩ Tsvoimi uglovymi graniqnymi znaqeniØmi, nepreryvna na clos Ω_Φ.

Lemma 2.4. Pust~ ψ – koneqnoe proizvedenie BlØxke, deg ψ =

N < ∞, φ – vnutrennØØ funkciØ, N ≤ deg φ ≤ ∞, φ i ψ vzaimno prosty i Φ = φ/ψ. Dalee, pust~ Ω_Φ = {z ∈ D : |Φ(z)| > 1}, {z_n}^∞_{n=1} ⊂ Ω_Φ, ζ_0 ∈ Ti z_n →_n ζ_0. Togda Φ imeet uglovoe graniqnoe znaqenie Φ(ζ_0) v ζ_0 i lim_n Φ(z_n) = Φ(ζ_0).

90 M. F. GAMAL^

Dokazatel~stvo. Poloßim A = {λ ∈^^C \ clos D : Φ − λ imeet krat-

nyæ nol~ v D } i λ_n = Φ(z_n). Snaqala rassmotrim sluqaæ

{λ_n}_n ⊂ (^C \ clos D ) \ A.

Imeem 1 < |λ_n| = |φ(z_n)|/|ψ(z_n)| < 1/|ψ(z_n)| →_n 1, to est~

lim_n |λ_n| = 1. Pofftomu moßno vybrat~ podposledovatel~nost~ {n_ℓ}^∞_{ℓ=1}, taku¸ qto suwestvuet predel lim_ℓ λ_{nℓ} . Oboznaqim fftot

predel qerez λ_0. Imeem

{λ_{nℓ} }^∞_{ℓ=1} ⊂ (^C \ clos D ) \ A,

λ_0 ∈ Ti λ_{nℓ} →_ℓ λ_0. Postroim prostu¸ krivu¸

Γ: [0, 1] → ( (^C \ clos D ) \ A ) ∪ {λ_0}, taku¸ qto

Γ[0, 1) ⊂ (^C \ clos D ) \ A,

Γ(t_ℓ) = λ_{nℓ} dlØ nekotoryh toqek t_ℓ →_ℓ 1 i Γ(1) = λ_0. Prime-

nim lemmu 2.3 k Γ, poluqim γ_j , j = 1, . . . , N . Imeem {z_{nℓ} }_ℓ ⊂

∪^N_{j=1}γ_j [0, 1). Iz svoæstva γ_i[0, 1) ∩ γ_j [0, 1) = ∅, esli i ≠ j, zakl¸-

qaem, qto suwestvuet nomer ν, 1 ≤ ν ≤ N , takoæ qto mnoßestvo nomerov ℓ, dlØ kotoryh z_{nℓ} ∈ γ_ν [0, 1), beskoneqno. Sledovatel~- no, γ_ν (1) = ζ_0. Dalee, lim_{t→1} Φ(γ_ν (t)) = λ_0, pofftomu suwestvuet predel lim_{t→1} φ(γ_ν (t)), sledovatel~no ([12, teorema 2.3]), φ imeet uglovoe graniqnoe znaqenie v ζ_0, i ffto uglovoe graniqnoe znaqenie ravno predelu lim_{t→1} φ(γ_ν (t)). Takim obrazom, Φ imeet uglovoe graniqnoe znaqenie λ_0 v ζ_0. Teper~, esli my predpoloßim, qto suwestvuet drugaØ podposledovatel~nost~ {n_s}_s, takaØ qto predel lim_s λ_{ns} suwestvuet i raven nekotoroæ toqke μ_0, my dolßny zakl¸qit~, qto uglovoe graniqnoe znaqenie Φ(ζ_0) v ζ_0 ravno μ_0. My poluqili, qto suwestvuet predel lim_n λ_n. Lemma dokazana v sluqae λ_n /∈ A, n = 1, 2, . . ..

V proizvol~nom sluqae voz~mem posledovatel~nost~ {ε_n}_n, taku¸ qto ε_n > 0 i ε_n →_n 0, i vyberem posledovatel~nost~ {z_{∗n}}_n ⊂

Ω_Φ, taku¸ qto Φ(z_{∗n}) /∈ A, |z_n −z_{∗n}| < ε_n i |λ_n −Φ(z_{∗n})| < ε_n. Zatem

primenim uße dokazannu¸ qast~ lemmy k {z_{∗n}}_n. �

Sledstvie 2.5. Opredelim funkci¸ Φ na ∂ΩΦ ∩ T ee uglovymi

graniqnymi znaqeniØmi. Togda Φ nepreryvna na clos Ω_Φ.

Sledstvie 2.5 vyvoditsØ iz lemmy 2.4 standartnym sposobom. Teper~ my gotovy dokazat~ sledu¸wu¸ teoremu.

OB OPERATORAH T´PLICA 91

Teorema 2.6. Pust~ ψ – koneqnoe proizvedenie BlØxke, deg ψ =

N < ∞, φ – vnutrennØØ funkciØ, N ≤ deg φ ≤ ∞, φ i ψ vzaimno prosty i Φ = φ/ψ. Poloßim Ω_Φ = {z ∈ D : |Φ(z)| > 1} i I_N = {λ ∈ T : Φ − λ imeet N nuleæ v D (s uqetom kratnosti)}. Togda I_N = T\ Φ(∂Ω_Φ ∩ T).

Dokazatel~stvo. Poloßim A = {λ ∈^^C \ clos D : Φ − λ imeet krat-

nyæ nol~ v D }. Pust~ λ_0 ∈ T. Togda suwestvuet prostaØ krivaØ

Γ: [0, 1] → ( (^C \ clos D ) \ A ) ∪ {λ_0}, takaØ qto

Γ[0, 1) ⊂ (^C \ clos D ) \ A

i Γ(1) = λ_0. Primenim lemmu 2.3 k Γ, poluqim prostye krivye

γ_j : [0, 1] → clos D, j = 1, . . . , N . Poloßim w_j = γ_j (1), j = 1, . . . , N ,

togda Φ^{−1}(Γ[0, 1)) = ∪^N_{j=1}γ_j [0, 1) i Φ(w_j) = λ_0, j = 1, . . . , N (moßet byt~ w_j = w_ℓ dlØ nekotoryh j ≠ ℓ). Pokaßem, qto

Φ^{−1}(λ_0)^{def}= { z ∈ clos Ω_Φ : Φ(z) = λ_0 } = N⋃ j=1 {w_j}. (2.1) Snaqala pust~ w_∗ ∈ D i Φ(w_∗) = λ_0. Togda Γ[t, 1] ⊂ Φ(U) dlØ nekotorogo t, 0 < t < 1, i dlØ nekotoroæ okrestnosti U toqki w_∗. Pofftomu Φ^{−1}(Γ[0, 1)) ∩ U ⊂ ∪^N_{j=1}γ_j [0, 1) i w_∗ ∈ ∪^N_{j=1}{w_j}. Pri fftom kratnost~ qisla w_∗ kak nulØ funkcii Φ − λ_0 ravna koliqestvu nomerov j, dlØ kotoryh w_∗ = w_j.

Dalee, predpoloßim, qto suwestvuet qislo w_∗ ∈ ∂Ω_Φ∩T, takoe qto Φ(w_∗) = λ_0 i w_∗ ≠ w_j dlØ j = 1, . . . , N . Togda suwestvuet posledovatel~nost~ {z_n}_n ⊂ D, takaØ qto z_n →_n w_∗ i λ_n = Φ(z_n) ∈

(^C \ clos D ) \ A. Imeem λ_n →_n λ_0. Vyberem posledovatel~nost~ {μ_n}_n, taku¸ qto {μ_n}_n ⊂ Γ[0, 1) i μ_n →_n λ_0, i postroim prostu¸

krivu¸ Γ_∗: [0, 1] → ( (^C \ clos D ) \ A ) ∪ {λ_0}, taku¸ qto Γ_∗[0, 1) ⊂

(^C \ clos D ) \ A i {λ_n}_n ∪ {μ_n}_n ⊂ Γ_∗[0, 1). Primenim lemmu 2.3 k Γ_∗,

poluqim prostye krivye γ_{∗j} : [0, 1] → clos D, j = 1, . . . , N . Poloßim

w_{∗j} = γ_{∗j} (1). Po postroeni¸ w_∗ = w_{∗ν} dlØ nekotorogo nomera ν, 1 ≤ ν ≤ N . Dalee, suwestvu¸t posledovatel~nosti {t_n}_n i {s_n}_n,

takie qto t_n →_n 1, s_n →_n 1 i Γ(t_n) = Γ_∗(s_n) = μ_n, n = 1, 2, . . .. Imeem Φ(γ_{∗ν} (s_n)) = μ_n i Φ(γ_j (t_n)) = μ_n dlØ vseh j = 1, . . . , N . Zakl¸qaem, qto dlØ l¸bogo n, n = 1, 2, . . ., suwestvuet nomer j_n,

1 ≤ j_n ≤ N , takoæ qto γ_{∗ν} (s_n) = γ_{jn} (t_n). Togda suwestvuet nomer

92 M. F. GAMAL^ κ, 1 ≤ κ ≤ N , takoæ qto koliqestvo nomerov n, dlØ kotoryh

j_n = κ, beskoneqno, pofftomu w_∗ = lim_n γ_{∗ν} (s_n) = lim_n γ_κ(t_n) = w_κ–

protivoreqie s predpoloßeniem w_∗ ≠ w_j dlØ j = 1, . . . , N .

Takim obrazom, ravenstvo (2.1) dokazano. Iz analitiqnosti funkcii Φ imeem, qto esli λ ∈ T, z ∈ D i Φ(z) = λ, to z ∈ clos Ω_Φ, to est~ z ∈ Φ^{−1}(λ). Sledovatel~no, I_N = {λ ∈ T : Φ^{−1}(λ) ∩ D sostoit iz N toqek (s uqetom kratnosteæ)}. No, po (2.1), Φ^{−1}(λ) sostoit iz N toqek, pofftomu I_N = {λ ∈ T: Φ^{−1}(λ) ⊂ D }. �

3. VerhnØØ ocenka mery mnoßestva Φ(∂Ω_Φ ∩ T)

V fftom paragrafe my pokaßem, qto esli m(∂Ω_Φ ∩ T) = 0, to

m(Φ(∂Ω_Φ ∩ T)) = 0. S uqetom ravenstva σ_N = Φ(∂Ω_Φ ∩ T), do-

kazannogo v teoreme 2.6, my poluqim implikaci¸ 2) ⇒ 1) iz zakl¸qeniØ predloßeniØ 1.3.

Lemma 3.1. Pust~ ψ – koneqnoe proizvedenie BlØxke, deg ψ =

N < ∞, φ – vnutrennØØ funkciØ, N ≤ deg φ ≤ ∞, φ i ψ vzaimno prosty i Φ = φ/ψ. Poloßim Ω_Φ = {z ∈ D : |Φ(z)| > 1}. Togda suwestvuet postoØnnaØ C > 0 (zavisØwaØ ot Φ) takaØ, qto

m(Φ(E)) ≤ Cm(E) (3.1)

dlØ l¸bogo izmerimogo mnoßestva E ⊂ ∂Ω_Φ ∩ T. V qastnosti, m(Φ(∂Ω_Φ ∩ T)) ≤ Cm(∂Ω_Φ ∩ T).

Dokazatel~stvo. Horoxo izvestno (i moßet byt~ poluqeno pri

pomowi lemmy 2.3), qto otkrytoe mnoßestvo Ω_Φ imeet koneqnoe qislo komponent svØznosti. Dalee, esli Ω – ffto komponenta svØznosti mnoßestva Ω_Φ, to suwestvuet natural~noe qislo N_Ω, takoe qto Φ − λ imeet rovno N_Ω nuleæ v Ω (s uqetom kratnosteæ) dlØ l¸bogo λ ∈ ^C \ clos D. Horoxo izvestno, qto Ω – koneqnosvØznoe mnoßestvo.

Nam nußno rassmatrivat~ tol~ko takie komponenty svØznosti Ω mnoßestva Ω_Φ, dlØ kotoryh ∂Ω ∩ T≠ ∅. DlØ takogo mnoßestva Ω opredelim odnosvØznu¸ oblast~ O(Ω) kak dopolnenie neograniqennoæ komponenty svØznosti mnoßestva ^C \ Ω. Oqevidno, qto

Ω ⊂ O(Ω) ⊂ D, ∂O(Ω) ⊂ ∂Ω i ∂Ω∩T= ∂O(Ω)∩T. Pust~ ω: D → O(Ω)

– konformnoe otobraßenie. Legko videt~, qto suwestvuet qislo r, 0 < r < 1, takoe qto R = {z ∈ C : r < |z| < 1} ⊂ ω^{−1}(Ω). DlØ udobstva vyberem r tak, qtoby pol¸sy funkcii Φ ne prinadleßali mnoßestvu ω(R).

OB OPERATORAH T´PLICA 93 Poloßim h = Φ ∘ ω, h: ω^{−1}(Ω) → ^C \ clos D. Togda h – meromorfnaØ funkciØ. Tak kak ω – konformnoe otobraßenie kruga D na O(Ω), to ω imeet uglovye graniqnye znaqeniØ poqti vs¸- du na T, i uglovye graniqnye znaqeniØ funkcii ω prinadleßat mnoßestvu ∂O(Ω). Dalee, ∂O(Ω) ⊂ ∂Ω ⊂ ∂Ω_Φ, pofftomu uglovye graniqnye znaqeniØ funkcii ω prinadleßat mnoßestvu ∂Ω_Φ. Napomnim, qto funkciØ Φ nepreryvna na clos Ω_Φ i Φ(∂Ω_Φ) ⊂ T. Pofftomu esli ω imeet uglovoe graniqnoe znaqenie ω(ζ) v nekotoroæ toqke ζ iz T, to h = Φ ∘ ω imeet uglovoe graniqnoe znaqenie Φ(ω(ζ)) v ζ, i Φ(ω(ζ)) ∈ T. Ispol~zuØ to, qto h − λ imeet rovno N_Ω nuleæ v ω^{−1}(Ω) dlØ l¸bogo λ ∈ ^C \ clos D, analogiqno dokazatel~stvu nepreryvnosti funkcii Φ na clos Ω_Φ poluqaem, qto h moßet byt~ prodolßena do funkcii, nepreryvnoæ na clos ω^{−1}(Ω). Kak tol~ko qto bylo otmeqeno, uglovye graniqnye znaqeniØ funkcii h prinadleßat T, pofftomu h(T) ⊂ T. My poluqili, qto h moßet byt~ prodolßena do funkcii, analitiqeskoæ na {z ∈ C : r < |z| < 1/r}, po formule h(z) = 1/h(1/z̄)),

1 < |z| < 1/r. Dalee, h(R) ⊂ ^C \ clos D, pofftomu h^′ ≠ 0 na T. V sa-

mom dele, predpoloßim, qto h^′(ζ) = 0 dlØ nekotoroæ toqki ζ ∈ T. Oboznaqim qerez κ kratnost~ toqki ζ kak proobraza qisla h(ζ) pri otobraßenii h, togda κ > 1. Pust~ I – dostatoqno malaØ otkrytaØ duga okrußnosti T, takaØ qto h(ζ) ∈ I. Togda proobraz dugi I pri otobraßenii h – ffto ob¨edinenie 2κ prostyh krivyh. �ti krivye naqina¸tsØ v ζ, i ugly meßdu dvumØ sosednimi krivymi ravny π/κ. Pofftomu my dolßny zakl¸qit~, qto nekotorye iz fftih krivyh leßat v R, qto protivoreqit vkl¸qeni¸

h(R) ⊂ ^C \ clos D. Takim obrazom, h^′ ≠ 0 na T. Tak kak h – glad-

kaØ funkciØ, imeem |h^′| ≍ 1 na T. Iz fftogo fakta i predyduwego vkl¸qeniØ poluqaem, qto argument funkcii h|T– strogo ubyva- ¸waØ funkciØ. Takim obrazom, suwestvu¸t postoØnnye c_h, C_h, takie qto 0 < c_h < C_h < ∞ i c_hm(τ ) ≤ m(h(τ )) ≤ C_hm(τ ) dlØ l¸bogo izmerimogo mnoßestva τ ⊂ T.

Otmetim, qto funkciØ ω nepreryvna na clos D. V samom dele, pust~ γ: [0, 1] → clos D – nepreryvnoe otobraßenie, takoe qto

γ[0, 1) ⊂ D. Imeem Φ(C(ω(γ))) = {h(γ(1))}, gde predel~noe mno-

ßestvo C(ω(γ)) opredeleno pered lemmoæ 2.3. �to oznaqaet, qto

Φ(C(ω(γ))) sostoit iz odnoæ toqki, pofftomu C(ω(γ)) sostoit iz

odnoæ toqki. OstavxaØsØ qast~ dokazatel~stva nepreryvnosti funkcii ω standartna.

94 M. F. GAMAL^

Po [13, VIII.30] suwestvuet postoØnnaØ C_ω > 0, takaØ qto

m(ω^{−1}(E)) ≤ C_ωm(E) dlØ l¸bogo izmerimogo podmnoßestva E

okrußnosti T, takogo qto E ⊂ ∂Ω ∩ T. Pust~ E – takoe mnoßestvo. Poloßim τ = ω^{−1}(E). Imeem

m(Φ(E)) = m ( (Φ ∘ ω)(ω^{−1}(E)) ) = m(h(τ )) ≤ C_hm(τ ) ≤ C_hC_ωm(E). Poluqili, qto m(Φ(E)) ≤ C_hC_ωm(E) dlØ l¸bogo izmerimogo mnoßestva E ⊂ ∂Ω ∩ T. Tak kak qislo komponent svØznosti Ω mnoßestva Ω_Φ koneqno, neravenstvo (3.1) dokazano. �

Zameqanie. Esli N = 1, to, po lemme 2.2, Φ − λ imeet rovno

odin nol~ v Ω_Φ dlØ l¸bogo λ ∈ ^C \ clos D. �to oznaqaet, qto

1/Φ: Ω_Φ → D – konformnoe otobraßenie, v qastnosti, Ω_Φ – od-

nosvØznaØ oblast~. Kak otmeqalos~ v dokazatel~stve lemmy 3.1, obratnoe k 1/Φ otobraßenie nepreryvno na clos D. Po sledstvi¸ 2.5 otobraßenie 1/Φ nepreryvno na clos Ω_Φ. Takim obrazom, Ω_Φ – ßordanova oblast~ i Φ|_{∂ΩΦ} – gomeomorfizm mnoßestv ∂Ω_Φ i T.

4. Uglovye proizvodnye funkcii φ i nißnØØ ocenka mery mnoßestva Φ(∂ΩΦ ∩ T)

V fftom paragrafe my pokaßem, qto esli m(∂Ω_Φ ∩ T) > 0, to

m(Φ(∂Ω_Φ ∩ T)) > 0. S uqetom ravenstva σ_N = Φ(∂Ω_Φ ∩ T), dokazan-

nogo v teoreme 2.6, my poluqim implikaci¸ 1) ⇒ 2) iz zakl¸- qeniØ predloßeniØ 1.3. Takim obrazom, dokazatel~stvo predloßeniØ 1.3, a s nim i teoremy 1.2, budet zaverxeno.

Napomnim, qto Φ = φ/ψ, gde ψ – koneqnoe proizvedenie BlØxke, φ – vnutrennØØ funkciØ, φ i ψ vzaimno prosty i Ω_Φ = {z ∈ D : |Φ(z)| > 1}. VnutrennØØ funkciØ φ moßet byt~ predstavlena v vide φ(z) = ∏ n |a_n| a_n a_n − z 1 − ā_nz exp ( − ∫ T^{ζ + zζ − z dμ(ζ)} ) , z ∈ D , (4.1)

gde {a_n}_n ⊂ D, ∑ n(1 − |a_n|) < ∞ i μ – poloßitel~naØ koneqnaØ

borelevskaØ singulØrnaØ (po otnoxeni¸ k m) mera na T. Pokaßem, qto φ imeet uglovu¸ proizvodnu¸ φ^′(ξ) v kaßdoæ toqke

ξ ∈ ∂Ω_Φ ∩ T. Po teoreme 2 iz [14] |φ^′(ξ)| = ∑ n 1 − |a_n|^2 |ξ − a_n|^2 + 2 ∫ T^{dμ(ζ)|ζ − ξ|2 , ξ ∈ T, (4.2)}

OB OPERATORAH T´PLICA 95 i φ^′(ξ) suwestvuet togda i tol~ko togda, kogda pravaØ qast~ ravenstva (4.2) koneqna.

Lemma 4.1. Vo vvedennyh ranee oboznaqeniØh |φ^′(ξ)| ≤ |ψ^′(ξ)| dlØ ξ ∈ ∂Ω_Φ ∩ T. Dokazatel~stvo. Pust~ z ∈ ΩΦ. Po opredeleni¸ mnoßestva ΩΦ

imeem |φ(z)| > |ψ(z)|, pofftomu log |φ(z)| > log |ψ(z)|. Dalee, log |φ(z)| = ∑ n log | | | | a_n − z 1 − ā_nz | | | | − ∫ T^{1 − |z|2|ζ − z|2 dμ(ζ) =} = 1 2 ∑ n log | | | a_n − z 1 − ā_nz | | | 2 − (1 − |z|^2) ∫ T^{dμ(ζ)|ζ − z|2 .} Iz neravenstva 1 − x < − log x dlØ 0 < x < 1 imeem 1 2 ∑ n (| | | | a_n − z 1 − ā_nz | | | | 2 − 1 ) − (1 − |z|^2) ∫ T^{dμ(ζ)|ζ − z|2 =} = (|z|^2 − 1) 1 2 ∑ n 1 − |a_n|^2 |1 − ā_nz|^2 + ∫ T^{dμ(ζ)|ζ − z|2} > log |φ(z)| > log |ψ(z)|, pofftomu 1 2 ∑ n 1 − |a_n|^2 |1 − ā_nz|^2 + ∫ T^{dμ(ζ)|ζ − z|2 < − log |ψ(z)|1 − |z|2 , z ∈ ΩΦ. (4.3)} Tak kak ψ – koneqnoe proizvedenie BlØxke, to^{− log |ψ(z)|}_{1−|z|2} →_{z→ξ} 1 2 |ψ^′(ξ)|, gde ξ ∈ T.

Poloßim μ_0 =^1_2 ∑ n(1 − |a_n|^2)δ_{an} + μ, gde δ_{an} – mera Diraka v

toqke a_n. Togda levaØ qast~ neravenstva (4.3) ravna ∫ clos D 1 |1 − ζ̄z|^2 dμ_0(ζ). Pust~ ξ ∈ ∂Ω_Φ ∩ T, togda suwestvuet posledovatel~nost~ {z_n}_n, takaØ qto z_n ∈ Ω_Φ i z_n →_n ξ. Po lemme Fatu ∫ clos D 1 |1 − ζ̄ξ|^2 dμ_0(ζ) ≤ lim inf_n ∫ clos D 1 |1 − ζ̄z_n|^2 dμ_0(ζ) ≤

96 M. F. GAMAL^

≤ lim inf_n ( − log |ψ(z_n)| 1 − |z_n|^2 ) = 1 2 |ψ^′(ξ)|, to est~ ∑ n 1 − |a_n|^2 |ξ − a_n|^2 + 2 ∫ T^{dμ(ζ)|ζ − ξ|2 ≤ |ψ′(ξ)|, ξ ∈ ∂ΩΦ ∩ T. (4.4)} Teper~ lemma sleduet iz ravenstva (4.2) i ocenki (4.4). �

Sledstvie 4.2. Pust~ ξ ∈ ∂ΩΦ ∩ T. Togda ∏ n |a_n| a_n a_n − ξ 1 − ā_nξ i ∫ T^{ζ + ξζ − ξ dμ(ζ)} shodØtsØ, i uglovye graniqnye znaqeniØ funkcii φ na ∂Ω_Φ ∩ TvyqislØ¸tsØ po formule φ(ξ) = ∏ n |a_n| a_n a_n − ξ 1 − ā_nξ exp ( − ∫ T^{ζ + ξζ − ξ dμ(ζ)} ) , ξ ∈ ∂Ω_Φ ∩ T. (4.5)

Dokazatel~stvo sledstviØ 4.2 sostoit iz horoxo izvestnyh standartnyh vyqisleniæ i opuskaetsØ.

Sledstvie 4.3. Pust~ μ i {an}n opredeleny formuloæ (4.1). Togda

μ(∂Ω_Φ ∩ T) = 0, i esli I ⊂ ∂Ω_Φ ∩ T– otkrytaØ duga, to {a_n}_n ne imeet predel~nyh toqek na I.

Dokazatel~stvo. Horoxo izvestno (sm. [15, II.6.2]), qto

lim_{ε→0} μ(I(ξ, ε)) ε = ∞ dlØ poqti vseh toqek ξ ∈ T po otnoxeni¸ k μ, gde I(ξ, ε) = {ζ ∈ T: | arg ζ − arg ξ| < ε}. Imeem 1 ε μ(I(ξ, ε)) ≤ 1 ε^2 μ(I(ξ, ε)) = ∫ I(ξ,ε) dμ(ζ) ε^2 ≤ ∫ I(ξ,ε) dμ(ζ) |ζ − ξ|^2 ≤ 1 2 |ψ^′(ξ)| dlØ vseh ξ ∈ ∂Ω_Φ ∩ T, pofftomu

lim_{ε→0} μ(I(ξ, ε)) ε ≤ 1 2 |ψ^′(ξ)| < ∞

OB OPERATORAH T´PLICA 97 dlØ vseh ξ ∈ ∂Ω_Φ ∩ T. Takim obrazom, μ(∂Ω_Φ ∩ T) = 0.

Pust~ teper~ I – otkrytaØ duga, I ⊂ ∂Ω_Φ ∩ T. Predpoloßim, qto suwestvu¸t posledovatel~nos~ {n_ℓ}_ℓ i toqka ξ_0 ∈ I, takie qto a_{nℓ} →_ℓ ξ_0. Poloßim ξ_ℓ = a_{nℓ} /|a_{nℓ}|, togda ξ_ℓ →_ℓ ξ_0, pofftomu ξ_ℓ ∈ I dlØ dostatoqno bol~xih nomerov ℓ. Po lemme 4.1 i ravenstvu (4.2) |ψ^′(ξ_ℓ)| ≥ |φ^′(ξ_ℓ)| ≥ 1 − |a_{nℓ} |^2 |ξ_ℓ − a_{nℓ} |^2 = 1 − |a_{nℓ} |^2 (1 − |a_{nℓ} |)^2 = 1 + |a_{nℓ} | 1 − |a_{nℓ} | →_ℓ ∞, ffto protivoreqit tomu, qto supT|ψ^′| < ∞. �

Lemma 4.4. Pust~ μ i {an}n opredeleny formuloæ (4.1), i pust~

{ε_ν }^∞_{ν=1} – posledovatel~nost~, takaØ qto ε_ν > ε_{ν+1} > 0 i ε_ν →_ν 0. Poloßim I_ν = {ζ ∈ T: dist(ζ, ∂Ω_Φ ∩ T) < ε_ν } i φ_ν (z) = ν∏ n=1 |a_n| a_n a_n − z 1 − ā_nz exp ( − ∫ T\Iν^{ζ + zζ − z dμ(ζ)} ) , z ∈ D ∪ I_ν .

Togda φ_ν (ξ) →_{ν→∞} φ(ξ), ξ ∈ ∂Ω_Φ ∩ T.

�ta lemma vytekaet iz sledstviæ 4.2 i 4.3. Nam ponadobØtsØ sledu¸wie dve lemmy.

Lemma 4.5. Pust~ K ⊂ T– kompaktnoe mnoßestvo, gν, g: K → C ,

ν = 1, 2, . . ., – nepreryvnye funkcii i g_ν →_ν g na K. Togda suwestvuet posledovatel~nost~ {K_n}^∞_{n=1}, takaØ qto K_n – kompaktnye mnoßestva, K_n ⊂ K_{n+1} ⊂ K, m(K \ ∪^∞_{n=1}K_n) = 0 i g_ν →_ν g ravnomerno na K_n, n = 1, 2, . . ..

Dokazatel~stvo. Voz~mem posledovatel~nost~ {εn}^∞_{n=1}, taku¸

qto ε_n > 0 i ε_n →_n 0. Po teoreme Egorova suwestvuet izmerimoe mnoßestvo τ_1, takoe qto τ_1 ⊂ K, m(τ_1) < ε_1 i g_ν →_ν g ravnomerno na K\τ_1. Poloßim K_1 = clos(K\τ_1). Iz nepreryvnosti funkciæ g_ν i g imeem g_ν →_ν g ravnomerno na K_1. Teper~ primenim teoremu Egorova k mnoßestvu K \K_1 i qislu ε_2. Poluqim izmerimoe mnoßestvo τ_2, takoe qto τ_2 ⊂ K \ K_1, m(τ_2) < ε_2 i g_ν →_ν g ravnomerno na (K \ K_1) \ τ_2. Poloßim K_2 = K_1 ∪ clos((K \ K_1) \ τ_2). Poluqim, qto g_ν →_ν g ravnomerno na K_2 i m(K \ K_2) < ε_2. ProdolßaØ takim obrazom, poluqim posledovatel~nost~ {K_n}^∞_{n=1}, taku¸ qto

98 M. F. GAMAL^

K_n ⊂ K_{n+1} ⊂ K, g_ν →_ν g ravnomerno na K_n, i m(K \ K_n) < ε_n.

Pofftomu m(K \ ∪^∞_{n=1}K_n) = lim_{n→∞} m(K \ K_n) ≤ lim_n ε_n = 0. �

Lemma 4.6. Pust~ K ⊂ T – kompaktnoe mnoßestvo, i pust~

g_n, g : K → T, n = 1, 2, . . ., – nepreryvnye funkcii, takie qto g_n →_n g ravnomerno na K. Togda m(g(K)) ≥ lim sup_n m(g_n(K)).

Dokazatel~stvo. Imeem

m(g(K)) = lim_{ε→0} m(G_ε), gde G_ε = {ζ ∈ T: dist(ζ, g(K)) < ε}. Iz ravnomernoæ shodimosti posledovatel~nosti {g_n}_n sleduet, qto dlØ l¸bogo ε > 0 suwestvuet nomer ν, takoæ qto g_n(K) ⊂ G_ε dlØ vseh n > ν. Pofftomu lim sup_n m(g_n(K)) ≤ m(G_ε) dlØ l¸bogo

ε > 0, i my zakl¸qaem, qto lim sup_n m(g_n(K)) ≤ lim_{ε→0} m(G_ε). �

Teper~ my gotovy dokazat~ sledu¸wu¸ teoremu.

Teorema 4.7. Pust~ ψ – koneqnoe proizvedenie BlØxke, deg ψ =

N < ∞, φ – vnutrennØØ funkciØ, N ≤ deg φ ≤ ∞, φ i ψ vzaimno prosty i Φ = φ/ψ. Poloßim Ω_Φ = {z ∈ D : |Φ(z)| > 1}. Togda

m(Φ(∂Ω_Φ ∩ T)) ≥ 1 N ∫ ∂Ω_Φ∩T ( |ψ^′| − |φ^′| ) dm. Dokazatel~stvo. Poloßim Φν = φν /ψ, ν = 1, 2, . . ., gde funk-

cii φ_ν opredeleny v lemme 4.4. Togda Φ_ν – gladkie funkcii na I_ν i Φ_ν(ξ) →_ν Φ(ξ) dlØ vseh ξ ∈ ∂Ω_Φ ∩ T. Primenim lemmu 4.5 k mnoßestvu ∂Ω_Φ ∩ T i funkciØm Φ_ν , ν = 1, 2, . . ., i Φ. Poluqim posledovatel~nost~ {K_n}^∞_{n=1} kompaktnyh mnoßestv, takih qto K_n ⊂ K_{n+1} ⊂ ∂Ω_Φ ∩ T, Φ_ν →_ν Φ ravnomerno na K_n i m ( (∂Ω_Φ ∩ T) \ ∪^∞_{n=1}K_n ) = 0. Iz poslednego ravenstva i ocenki (3.1) imeem m(Φ(∂Ω_Φ ∩ T)) = m(Φ(∪^∞_{n=1}K_n)) = lim_n m(Φ(K_n)). Po lemme 4.6 m(Φ(K_n)) ≥ lim sup_ν m(Φ_ν (K_n)), n = 1, 2, . . ..

Dalee, Φ^′_ν = (φ^′_ν ψ − φ_νψ^′)/ψ^2 na I_ν , i, po teoreme ȷ¸lia– Karateodori (sm. [14, 16]), φ^′_ν (ξ) = ξ̄φ_ν (ξ)|φ^′_ν (ξ)|, ψ^′(ξ) =

ξ̄ψ(ξ)|ψ′(ξ)| dlØ ξ ∈ I_ν , pofftomu |Φ′_ν| = |ψ′| − |φ′_ν| na I_ν . Pust~ K –

kompaktnoe mnoßestvo, takoe qto K ⊂ ∂Ω_Φ ∩ T. Ispol~zuØ obyqnu¸ zamenu peremennyh i prinimaØ vo vnimanie to, qto kaßdaØ

OB OPERATORAH T´PLICA 99 toqka okrußnosti T imeet ne bolee N proobrazov na ∂Ω_{Φν} ∩ T pri otobraßenii Φ_ν, poluqaem, qto

m(Φ_ν (K)) ≥ 1 N ∫ K (|ψ^′| − |φ^′_ν|)dm. Po lemme Levi ∫ K |φ^′_ν|dm →_ν ∫ K |φ^′|dm. Takim obrazom,

lim sup_ν m(Φ_ν (K_n)) ≥ lim sup_ν 1 N ∫ Kn (|ψ^′|−|φ^′_ν|)dm = 1 N ∫ Kn (|ψ^′|−|φ^′|)dm, pofftomu

m(Φ(K_n)) ≥ 1 N ∫ Kn (|ψ^′| − |φ^′|)dm. Teper~ v oboih qastØh poslednego neravenstva ustremlØem n k ∞ i poluqaem trebuemoe utverßdenie. �

Sledstvie 4.8. Esli m(∂ΩΦ ∩ T) > 0, to m(Φ(∂ΩΦ ∩ T)) > 0. Dokazatel~stvo. Iz lemmy 4.1 vytekaet, qto |ψ^′| − |φ^′| ≥ 0 na

∂Ω_Φ ∩ T, pofftomu integral ∫ ∂Ω_Φ∩T ( |ψ^′| − |φ^′| ) dm moßet byt~ raven nul¸, esli i tol~ko esli

|ψ^′| = |φ^′| p.v. na ∂Ω_Φ ∩ T.

Rassmotrim funkci¸ h = φ^′ψ − φψ^′. FunkciØ h analitiqna na D. Po teoreme ȷ¸lia–Karateodori i lemme 4.1 funkciØ h imeet uglovye graniqnye znaqeniØ h(ξ) = ξ̄φ(ξ)ψ(ξ)(|φ^′(ξ)| − |ψ^′(ξ)|) dlØ vseh ξ ∈ ∂Ω_Φ ∩ T. Esli m(∂Ω_Φ ∩ T) > 0 i |ψ^′| = |φ^′| p.v. na

∂Ω_Φ ∩T, my dolßny zakl¸qit~, qto mnoßestvo toqek ξ ∈ T, takih

qto h(ξ) = 0, imeet poloßitel~nu¸ meru, pofftomu h dolßna byt~ ravna nul¸ na D ([12, teorema 8.1]). �to protivoreqit forme funkcii h. �

Teper~ predloßenie 1.3, a s nim i teorema 1.2, vyteka¸t iz teoremy 2.6, lemmy 3.1 i sledstviØ 4.8. Takim obrazom, teorema 1.2 dokazana.

100 M. F. GAMAL^

5. Primery

Primer 5.1. [16] Suwestvuet vnutrennØØ funkciØ φ, takaØ qto

dlØ l¸bogo koneqnogo proizvedeniØ BlØxke ψ operator Tœplica s simvolom T_Φ: H^2 → H^2 podoben odnostoronnemu sdvigu, gde

Φ = φ/ψ. Imenno, v [16] postroena vnutrennØØ funkciØ φ, takaØ

qto φ ne imeet uglovoæ proizvodnoæ ni v odnoæ toqke okrußnosti T. Pust~ ψ – koneqnoe proizvedenie BlØxke i Φ = φ/ψ. Po lemme 4.1 ∂Ω_Φ ∩ T = ∅, i po teoreme 1.2 operator T_Φ podoben odnostoronnemu sdvigu.

Primer 5.2. Suwestvuet funkciØ Φ, takaØ qto m(∂ΩΦ ∩ T) > 0 i

∂Ω_Φ ∩ T ne soderßit otkrytyh dug. Imenno, poloßim ψ(z) = z, z ∈ D, i postroim singulØrnu¸ vnutrenn¸¸ funkci¸ φ s ato-

miqeskoæ meroæ μ, taku¸ qto ∂Ω_Φ ∩ T= {e^{it} : t ∈ K}, gde Φ = φ/ψ i K ⊂ [0, 2π] – zamknutoe mnoßestvo, ime¸wee poloßitel~nu¸ meru Lebega i ne soderßawee otkrytyh promeßutkov.

Nam ponadobitsØ sledu¸waØ lemma.

Lemma 5.3. Pust~ μ – poloßitel~naØ atomiqeskaØ mera na T s

nagruzkoæ (oboznaqennoæ takße qerez μ) tol~ko v toqke 1. Pust~

φ_μ(z) = exp ( − μ 1 + z 1 − z ) , ψ(z) = z, z ∈ D, i Φ_μ = φ_μ/ψ. Dalee, pust~ 0 < μ < 2. Togda arg Φ_μ(e^{it}) vozrastaet na (0, t(μ)) ∪ (2π − t(μ), 2π) i ubyvaet na (t(μ), 2π − t(μ)), gde t(μ) = arccos(1 − μ). Takim obrazom, ∂Ω_{Φμ} ∩ T = {e^{it} : t ∈ [t(μ), 2π − t(μ)]}. Dalee, m(∂Ω_{Φμ} ∩ T) ubyvaet ot 1 do 0, kogda μ izmenØetsØ ot 0 do 2. Esli μ = 2, to ∂Ω_{Φμ} ∩ T= {−1}, i esli μ > 2, to ∂Ω_{Φμ} ∩ T= ∅.

Dokazatel~stvo lemmy 5.3 sostoit v prostyh vyqisleniØh i opuskaetsØ.

Pristupim k postroeni¸ primera 5.2.

Pust~ {c_n}^∞_{n=1} – takaØ posledovatel~nost~, qto 0 < c_n < π/2, ∑ n c_n < ∞ i ∑ n ( c_n ∑_∞ ν=n+1 cν )_2

< ∞ (5.1)

(naprimer, moßno vzØt~ c_n = 1/n^a, gde a > 1).

OB OPERATORAH T´PLICA 101 Poloßim μ_n = 1 − cos c_n i s_n = c_n + 2 ∑_∞ ν=n+1 cν , n = 1, 2, . . .. Imeem ∑_∞ n=1 μ_n sin^2 s_n

< ∞. V samom dele, iz neravenstva C_1x <

sin x < x dlØ 0 < x < C_2 s nekotorymi postoØnnymi C_1, C_2 > 0

sleduet, qto μ_n sin^2 s_n = 2 sin^2 c_n 2 sin^2 ( c_n + 2 ∑_∞ ν=n+1 cν ) ≤ C_3 ( c_n c_n + 2 ∑_∞ ν=n+1 cν )_2

dlØ nekotoroæ postoØnnoæ C_3 > 0 i dostatoqno bol~xih n, i c_n c_n + 2 ∑_∞ ν=n+1 cν < c_n 2 ∑_∞ ν=n+1 cν . Teper~ shodimost~ rØda ∑_∞ n=1 μ_n sin^2 s_n

sleduet iz (5.1).

Dalee, suwestvuet posledovatel~nost~ {n_ℓ}^∞_{ℓ=1}, takaØ qto ∞∑ ℓ=1 2^{ℓ+1}s_{nℓ} < 2π i ∞∑ ℓ=1 2^ℓ ( μ_{nℓ} sin^2 s_{nℓ} + 2 ∞∑ ν=nℓ+1 μ_ν sin^2 s_ν ) < 1. Poloßim

Δ_ℓ = 2s_{nℓ} i M_ℓ = μ_{nℓ} sin^2 s_{nℓ} + 2 ∞∑ ν=nℓ+1 μ_ν sin^2 s_ν . Imeem ∑_∞ ℓ=1 2^{ℓ−1}M_ℓ < 1/2. Oboznaqim qerez m_1 meru Lebega na [0, 2π].

Postroim obobwennoe kantorovo mnoßestvo K na [0, 2π], ispol~zuØ posledovatel~nost~ {2Δ_ℓ}^∞_{ℓ=1}. Imenno, voz~mem odin otkrytyæ promeßutok I_{11} s centrom v toqke π i takoæ qto m_1(I_{11}) =

2Δ_1, togda [0, 2π]\I_{11} sostoit iz dvuh zamknutyh promeßutkov J_{11}, J_{12}. Voz~mem dva okrytyh promeßutka I_{21}, I_{22} s centrami v teh

ße toqkah, qto i u J_{11}, J_{12}, i takih qto m_1(I_{2j} ) = 2Δ_2, j = 1, 2, togda [0, 2π] \ (I_{11} ∪ I_{21} ∪ I_{22}) sostoit iz qetyreh zamknutyh promeßutkov J_{21}, J_{22}, J_{23}, J_{24}. Voz~mem qetyre otkrytyh promeßutka

I_{31}, I_{32}, I_{33}, I_{34} s centrami v teh ße toqkah, qto i u J_{21}, J_{22}, J_{23}, J_{24}, i takih qto m_1(I_{3j}) = 2Δ_3, j = 1, 2, 3, 4, i tak dalee. Poluqim

mnoßestvo

K = [0, 2π] \ ∞⋃ ℓ=1

2ℓ^{−1}⋃

j=1 I_{ℓj} .

102 M. F. GAMAL^ Imeem

m_1(K) = 2π − ∞∑ ℓ=1

2ℓ^{−1}∑

j=1 m_1(I_{ℓj} ) = 2π − ∞∑ ℓ=1 2^{ℓ−1}2Δ_ℓ > 0.

Dalee,

m_1(J_{ℓj}) = 1 2^ℓ ( 2π − ℓ∑ ν=1 2^{ν−1}2Δ_ν ) →_{ℓ→∞} 0, j = 1, . . . , 2^ℓ, pofftomu K ne soderßit otkrytyh promeßutkov. Takße K ØvlØetsØ zamykaniem mnoßestva, sostoØwego iz koncov promeßutkov I_{ℓj} , ℓ = 1, 2, . . ., j = 1, . . . , 2^{ℓ−1}. Opredelim atomiqesku¸ meru μ sledu¸wim obrazom. Pust~

1 ≤ ℓ < ∞, 1 ≤ j ≤ 2^{ℓ−1}, i I_{ℓj} – postroennyæ ranee promeßu-

tok. Pomestim nagruzku μ_{nℓ} v toqku ζ_{+ℓj0} = e^{it+ℓj0} , gde t_{+ℓj0} – centr promeßutka I_{ℓj} , i nagruzku μ_{κ+1} v toqku ζ_{±ℓjκ} = e^{it±ℓjκ} , gde t_{±ℓjκ} = t_{+ℓj0} ± ( c_{nℓ} + 2 ∑_κ ν=nℓ+1 cν + cκ+1 ) , κ = n_ℓ, n_ℓ + 1, n_ℓ + 2, . . . . Imeem t_{±ℓjκ} ∈ I_{ℓj} i μ({e^{it} : t ∈ I_{ℓj} }) = μ_{nℓ} + 2 ∑_∞ ν=nℓ+1 μν ≤ M_ℓ, pofftomu μ(T) ≤ ∑_∞ ℓ=1 2^{ℓ−1}M_ℓ <^1_2 < ∞. Poloßim φ(z) = exp ( − ∫ T^{ζ + zζ − z dμ(ζ)} ) , z ∈ D.

Dalee, poloßim φ_{±ℓjκ}(z) = exp ( − μ_{κ+1} ζ_{±ℓjκ} + z ζ_{±ℓjκ} − z ) , z ∈ D, i

Φ_{±ℓjκ} = φ_{±ℓjκ}/ψ dlØ vseh naborov indeksov ±, ℓ, j, κ. Imeem T\ ∂Ω_Φ ⊃ T\ ∂Ω_{Φ±ℓjκ} . Po lemme 5.3 T\ ∂Ω_{Φ±ℓjκ} = {e^{it} : |t − t_{±ℓjκ}| < c_{κ+1}}. Po postroeni¸

T\ ∂Ω_Φ ⊃ ∞⋃ ℓ=1

2ℓ^{−1}⋃

j=1 {e^{it} : t ∈ I_{ℓj} }, to est~ ∂Ω_Φ ∩ T⊂ {e^{it} : t ∈ K}.

Pust~ t_∗ – konec promeßutka I_{ℓ∗ j∗} dlØ nekotoryh ℓ_∗, j_∗, i pust~

ξ = e^{it∗} . Pokaßem, qto rξ ∈ Ω_Φ dlØ 0 < r < 1. Poloßim Γ = {ζ ∈ T: | arg ζ − arg ξ| ≥ π/2}. Togda |ζ − rξ| ≥ 1, esli ζ ∈ Γ, i |ζ − rξ| ≥ sin | arg ζ − arg ξ|, esli ζ /∈ Γ. Pust~ ζ_{±ℓjκ} /∈ Γ. Oboznaqim qerez t_{ℓj} konec promeßutka I_{ℓj} , blißaæxiæ k t_∗. Imeem |t_{±ℓjκ} − t_∗| ≥ |t_{±ℓjκ} − t_{ℓj}| ≥ c_{κ+1} + 2 ∑_∞ ν=κ+2 cν = sκ+1. Takim obrazom, |ζ_{±ℓjκ} − rξ| ≥ sin |t_{±ℓjκ} − t_∗| ≥ sin s_{κ+1}.

OB OPERATORAH T´PLICA 103 Pofftomu log |φ(rξ)| r^2 − 1 = ∑ ±ℓjκ μ_{κ+1} |ζ_{±ℓjκ} − rξ|^2 ≤ ∑ ±ℓjκ ζ_±ℓjκ ∈Γ μ_{κ+1} + ∑ ±ℓjκ ζ_±ℓjκ /∈Γ μ_{κ+1} sin^2 s_{κ+1} ≤

≤ ∑ ±ℓjκ μ_{κ+1} sin^2 s_{κ+1} = ∞∑ ℓ=1

2ℓ^{−1}∑

j=1 ( μ_{nℓ} sin^2 s_{nℓ} + 2 ∞∑ κ=nℓ μ_{κ+1} sin^2 s_{κ+1} ) =

= ∞∑ ℓ=1 2^{ℓ−1} ( μ_{nℓ} sin^2 s_{nℓ} + 2 ∞∑ ν=nℓ+1 μ_ν sin^2 s_ν ) = ∞∑ ℓ=1 2^{ℓ−1}M_ℓ. Poluqili, qto |Φ(rξ)| = |φ(rξ)| r ≥ exp ( − (1 − r^2) ∑_∞ ℓ=1 2^{ℓ−1}M_ℓ ) r > e^{r−1} r > 1. Pofftomu {rξ : 0 < r < 1} ⊂ Ω_Φ, sledovatel~no, ξ ∈ ∂Ω_Φ. �to oznaqaet, qto koncy dug {e^{it} : t ∈ I_{ℓj}} prinadleßat mnoßestvu

∂Ω_Φ dlØ vseh nomerov l = 1, 2, . . ., j = 1, . . . , 2^{ℓ−1}. Nakonec, ∂Ω_Φ

– zamknutoe mnoßestvo, i my zakl¸qaem, qto {e^{it} : t ∈ K} ⊂

∂Ω_Φ ∩ T.

Primeqanie pri korrekture. Oblasti vida {z ∈ D : |z| <

|φ(z)|}, gde φ : D → D – analitiqeskaØ funkciØ, φ(0) ≠ 0, ras-

smatriva¸tsØ v rabotah [17]–[20].

Literatura

1. M. Rosenblum, J. Rovnyak, Hardy classes and operator theory. Oxford Math.

Monogr. (1985).

2. D. N. Clark, On Toeplitz operators with unimodular symbols. in: Operators in

indefinite metric spaces, scattering theory and other topics (Bucharest, 1985), Oper. Theory Adv. Appl., 24, Birkhäuser, Basel (1987), 59–68.

3. D. N. Clark, Perturbation and similarity of Toeplitz operators. in: Topics in

operator theory: Ernst D. Hellinger memorial volume, Oper. Theory Adv. Appl.

48, Birkhäuser, Basel (1990), 235–243.

4. D. N. Clark, On Toeplitz operators with loops. — J. Operator Theory 4 (1980), 37–54.

5. D. N. Clark, On a similarity theory for rational Toeplitz operators. — J. Reine

Angew. Math. 320 (1980), 6–31.

6. D. Wang, Similarity theory of smooth Toeplitz operators. — J. Operator Theory 12 (1984), 319–330.

104 M. F. GAMAL^

7. D. V. Yakubovich, Riemann surface models of Toeplitz operator. — Toeplitz Op-

erators and Spectral Function Theory, Oper. Theory Adv. Appl. 42, Birkhäuser, Basel (1989), 305–415.

8. D. V. ˚kuboviq, K spektral~noæ teorii operatorov Tœplica s gladkim simvolom. — Algebra i analiz 3 (1991), No. 4, 208–226.

9. D. V. Yakubovich, Dual piecewise analytic bundle shift models of linear opera-

tors. — J. Funct. Anal. 136 (1996), 294–330.

10. M. F. Gamal’, On Toeplitz operators similar to isometries. — J. Operator Theory

(to appear).

11. H. Bercovici, Notes on invariant subspaces. — Bull. Amer. Math. Soc. 23 (1990), 1–36.

12. �. Kollingvud, A. Lovater, TeoriØ predel~nyh mnoßestv. Mir, M.

(1971).

13. M. Tsuji, Potential theory in modern function theory. Maruzen, Tokyo (1959). 14. P. R. Ahern, D. N. Clark, On inner functions with H^p derivative. — Michigan

Math. J. 21 (1974), 115–127.

15. Dß. Garnett, Ograniqennye analitiqeskie funkcii. Mir, M. (1984). 16. B. D. MacCluer, J. H. Shapiro, Angular derivatives and compact composition

operators on the Hardy and Bergmann spaces. — Canadian J. Math. 38 (1986),

878–906.

17. D. Mejía, Ch. Pommerenke, The analytic fixed point function in the disk. —

Comput. Methods Funct. Theory 5 (2005), no. 2, 275–299.

18. D. Mejía, Ch. Pommerenke, The analytic fixed point function II. — Revista

Colombiana de Matematicas 40 (2006), 39–52.

19. A. ı. Solynin, AnalitiqeskaØ funkciØ nepodvißnoæ toqki i ee svoæstva. — Zap. nauqn. semin. POMI 337 (2006), 238–252.

20. A. Yu. Solynin, Hyperbolic convexity and the analytic fixed point function. —

Proc. Amer. Math. Soc. 135 (2007), 1181–1186.

Gamal’ M. F. On Toeplitz operators similar to unilateral shifts. Let T be a Toeplitz operator on the Hardy space H^2 on the unit circle, and let the symbol of T be of the form φ/ψ, where φ is an inner function, ψ is a finite Blaschke product, and deg ψ ≤ deg φ. D. N. Clark proved that such T is similar to an isometry. In this paper we find necessary and sufficient conditions to such T be similar to a unilateral shift.

Postupilo 2 aprelØ 2007 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: gamal@pdmi.ras.ru