Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 345, 2007 g.

ı. S. Belov

KRITERII DOPUSTIMOSTI MAȷORANT DL˚ MODEL^NYH PODPROSTRANSTV S BYSTRO RASTUWIM ARGUMENTOM POROȷDAıWE` VNUTRENNE` FUNKCII

§1. Vvedenie

Pust~ Θ – vnutrennØØ funkciØ v verhneæ poluploskosti C^+ . Simvolom K_Θ my oboznaqaem prostranstvo H^2 ⊖ ΘH^2, gde H^2 – prostranstvo Hardi v C^+ (ego fflementy my qawe vsego budem vosprinimat~ kak kvadratiqno summiruemye na R funkcii s neotricatel~nym spektrom ili, qto to ße, kak graniqnye sledy analitiqeskih v C^+ funkciæ klassa Hardi H^2(C^+ )). Prostranstvo K_Θ qasto nazyva¸t model~nym, imeØ v vidu rol~, kotoru¸ ego vektornye analogi igra¸t v teorii NadØ–FoØxa; Θ nazyva- ¸t poroßda¸weæ funkcieæ prostranstva K_Θ. FunkciØ ω = e^{−Ω}, gde Ω – neotricatel~naØ funkciØ, zadannaØ na R, nazyvaetsØ dopustimoæ maßorantoæ dlØ K_Θ (ili Θ-dopustimoæ), esli naædetsØ takaØ nenulevaØ funkciØ f ∈ K_Θ, qto |f| ≤ ω p.v. na R. Takim obrazom, to, qto dannaØ neotricatel~naØ funkciØ ne Θdopustima, ravnosil~no sledu¸weæ teoreme edinstvennosti:

f ∈ K_Θ, |f| ≤ ω p.v. na R ⇒ f = 0.

(V [3] dana dvoæstvennaØ approksimacionnaØ pereformulirovka fftogo svoæstva.)

Dopustimost~ maßorant dlØ model~nyh prostranstv issledovalas~ v [6, 7, 1, 3, 4, 9]. V posledneæ rabote bylo, v qastnosti, naædeno novoe dokazatel~stvo teoremy Bœrlinga–Mal~Øvena o mul~tiplikatore, ne ispol~zu¸wee ni apparata kompleksnogo analiza, ni teorii potenciala. Cel~ nastoØweæ stat~i – naæti

Rabota podderßana grantom RFFI 06-01-00313. 55

56 ı. S. BELOV

dostatoqnye usloviØ dopustimosti dlØ rØda konkretnyh prostranstv K_Θ, gde v roli Θ vystupaet meromorfnoe proizvedenie BlØxke B (v poluploskosti C^+ ).

Toæ ße teme posvØwena i stat~Ø [4]. Odnako, prostranstva K_Θ, rassmotrennye v [4], po bol~xeæ qasti otliqny ot prostranstv, kotorye izuqaem my. Metody, ispol~zuemye nami, takße otliqny ot metodov raboty [4].

V [6] byli naædeny dovol~no toqnye kriterii dopustimosti maßorant dlØ proizvedeniæ B s “vertikal~nymi” (t.e. qisto mnimymi) nulØmi; ffti rezul~taty byli utoqneny i obobweny A. Baranovym v [1]. Rezul~taty nazvannyh rabot pokazyva¸t, qto kriterii B-dopustimosti sil~no otliqa¸tsØ drug ot druga v zavisimosti ot povedeniØ na R argumenta proizvedeniØ BlØxke B. Napomnim, qto meromorfnaØ vnutrennØØ (v C^+ ) funkciØ Θ analitiqna na osi R i moßet byt~ predstavlena v vide Θ = e^{iφ}, gde φ – vewestvenno-analitiqeskaØ funkciØ, opredelennaØ na R s toqnost~¸ do vewestvennoæ additivnoæ postoØnnoæ, kratnoæ 2π; my budem nazyvat~ ee argumentom funkcii Θ i oboznaqat~ simvolom arg Θ.

MeromorfnaØ vnutrennØØ funkciØ imeet vid Θ(z) = e^{iaz} ∏ k∈Z^{z − zkz − z}k^{· eiαk , ℑz > 0,} gde a ≥ 0, a posledovatel~nost~ {z_k} takova, qto ℑz_k > 0,

lim_{k→∞} |z_k| = ∞, z_k = x_k + iy_k, x_k ∈ R, y_k > 0 i ∑ k∈Z^{yk|z}k^{|2 < +∞ (uslovie BlØxke);}

unimodulØrnye mnoßiteli e^{iαk} obespeqiva¸t shodimost~ proizvedeniØ. FunkciØ arg Θ vozrastaet, i ([6, str. 1259]) d dx arg Θ(x) = a + ∑ k∈Z^{2yk(x − x}k^{)2 + y2}k^{, x ∈ R. (1.1)}

Kak pokazano v rabotah [6, 7, 1], kriterii Θ-dopustimosti sil~no zavisØt ot skorosti vraweniØ orta Θ(x) vokrug naqala koordinat s rostom vewestvennoæ peremennoæ x, toqnee,

KRITERII DOPUSTIMOSTI MAȷORANT 57

ot skorosti vozrastaniØ funkcii arg Θ. Grubo govorØ, analiz Θ-dopustimosti dannoæ maßoranty oblegqaetsØ s zamedleniem vraweniØ orta Θ(x) i stanovitsØ tem bolee problematiqnym, qem bystree proishodit ffto vrawenie. Vektor B(x), gde B – meromorfnoe proizvedenie BlØxke, vrawaetsØ tem bystree, qem tesnee k osi R primyka¸t korni z_k. Tak, skaßem, v kraænem sluqae, kogda B – koneqnoe proizvedenie, krivaØ y = arg B(x) sovsem pologaØ, a kriterii dopustimosti maßorant soverxenno oqevidny (ved~ K_B v fftom sluqae est~ prosto klass vseh racional~nyh drobeæ^{P (z)}

(z−z1)···(z−z_N ) , gde deg (P ) < N ).

DlØ sluqaØ, kogda korni proizvedeniØ B “vertikal~ny” ili “poqti vertikal~ny” (t.e. v izvestnom smysle daleki ot R), tipiqnyæ rost argumenta ewe medlennyæ, ego skorost~ zatuhaet ((arg B)^′(x) = o(1), |x| → ∞), a B-dopustimost~ udaetsØ issledovat~ poqti isqerpyva¸wim obrazom.

V rabote [7] “v porØdke ffksperimenta” byli poluqeny nekotorye dostatoqnye usloviØ B-dopustimosti maßoranty ω dlØ sluqaØ “gorizontal~nyh korneæ” vida z_k = sgn (k)|k|^α +i, α ∈ (1/2, 1),

k ∈ Z. (Ograniqenie α > 1/2 prodiktovano usloviem BlØxke, a

sluqaæ α ≥ 1 otveqaet sravnitel~no medlennomu rostu funkcii

arg B i issledovan v [6]). �ti qastnye rezul~taty “ffsperimen-

tal~nogo” haraktera v naxeæ stat~e vkl¸qeny v gorazdo bolee obwu¸ shemu, ohvatyva¸wu¸ posledovatel~nosti nuleæ vida

z_k = f(k) + i, k ∈ Z, (1.2)

a zatem i

z_k = f(k) + ig(k), k ∈ Z, (1.3)

gde f – vewestvennaØ vozrasta¸waØ, a g – poloßitel~naØ funkcii vewestvennoæ peremennoæ, podqinennye nekotorym estestvennym usloviØm (sredi nih, koneqno, uslovie BlØxke). �ti predpoloßeniØ ohvatyva¸t ne tol~ko “qisto gorizontal~nye” situacii (g = const) ili blizkie k nim situacii korneæ, leßawih v polose (inf_{s∈}Rg(s) > 0, sup_{s∈}Rg(s) < +∞), no takße i nekotorye

sluqai neograniqennogo rosta ordinat g(k) ( lim_{|x|→∞} g(x) = +∞).

Samym problematiqnym okazyvaetsØ sluqaæ nuleæ, neograniqenno priblißa¸wihsØ k osi R ( lim_{|x|→∞} g(x) = 0), kotoryæ takße

rassmotren v fftoæ rabote.

58 ı. S. BELOV

Prodvißenie, poluqennoe nami po sravneni¸ s [7], sostoit ne tol~ko v bol~xeæ obwnosti izuqennyh situaciæ, no i v samom haraktere usloviæ dopustimosti. V [7] usloviØ dopustimosti nalaga¸tsØ ne neposredstvenno na maßorantu ω (ili, qto to ße, na Ω), a na preobrazovanie Gil~berta ~Ω funkcii Ω. Ispol~zuØ nedavniæ rezul~tat F. L. Nazarova ob “ispravlenii” preobrazovaniØ Gil~berta lipxicevoæ funkcii [9], my nahodim dostatoqnye usloviØ dopustimosti, nalagaemye neposredstvenno na Ω i dovol~no prosto proverØemye.

DannaØ rabota posvØwena iskl¸qitel~no dostatoqnym usloviØm dopustimosti. Vopros ob ih toqnosti ostaetsØ otkrytym. Nekotoroe prodvißenie v fftom napravlenii poluqeno v [2].

My budem ispol~zovat~ sledu¸wie oboznaqeniØ: P budet oboznaqat~ meru Puassona na R:

dP(x) =^1_π ·^{dx}_{1 + x2} ;

simvol L(F ) – logarifmiqeskiæ integral neotricatel~noæ funkcii F , zadannoæ na R:

L(F ) = ∫ R^{log F dP;}

simvol Lip_α(I) budet oboznaqat~ prostranstvo funkciæ, udovletvorØ¸wih uslovi¸ Lipxica porØdka α na promeßutke I: f ∈ Lip_α(I) ⇔ |f(x) − f(y)| ≤ C_f |x − y|^α, x, y ∈ I. IssleduØ maßorantu na dopustimost~, my budem sqitat~ ee strogo poloßitel~noæ i ograniqennoæ. Napomnim, qto koneqnost~ integrala L(ω) (t.e. neravenstvo L(ω) > −∞) neobhodimo dlØ Θ-dopustimosti. Otmetim takße, qto esli dlØ dannoæ maßoranty udalos~ naæti taku¸ Θ-dopustimu¸ maßorantu ω_1, qto ω ≥ ω_1, to maßoranta ω toße Θ-dopustima. Pofftomu, imeØ delo s poloßitel~nymi nepreryvnymi maßorantami ω, my qasto moßem sqitat~ ih skol~ ugodno gladkimi (ved~ dlØ kaßdoæ poloßitel~noæ funkcii ω ∈ C(R) s koneqnym integralom L(ω) legko postroit~ taku¸ poloßitel~nu¸ funkci¸ ω_1 ∈ C^∞(R), qto

L(ω_1) > −∞ i ω_1 ≤ ω).

My postoØnno budem ispol~zovat~ preobrazovanie Gil~berta, ponimaØ ego kak operator, preobrazu¸wiæ l¸bu¸ funkci¸ F ∈

KRITERII DOPUSTIMOSTI MAȷORANT 59

L^1(P) v funkci¸ ~F ,

~F (x) = 1 π (p.v.) ∫ R^{F (t)( 1x − t + tt2 + 1 )dt; (1.4)}

kak izvestno, fftot integral shoditsØ poqti vs¸du na R.

Stat~Ø organizovana sledu¸wim obrazom. V §2, ograniqiva- Øs~ snaqala qastnym sluqaem (z_k = sgn (k)|k|^α + i, α ∈ (1/2, 1)), rassmotrennym v [7], my izbavlØemsØ ot odnogo gromozdkogo usloviØ B-dopustimosti, uqastvovavxego v [7, teorema 1.10], zameniv ego prostym usloviem, otnosØwimsØ neposredstvenno k Ω (vmesto ~Ω) (teorema 3 p. 2).

V teoreme 4 (p. 2.2) my nahodim asimptotiku funkcii (arg B)^′ dlØ dovol~no obwego klassa proizvedeniæ BlØxke s “qisto gorizontal~nymi” nulØmi, a v teoreme 5 primenØem ee i prihodim k dostatoqnym usloviØm B-dopustimosti dlØ takih B; ffti usloviØ formuliru¸tsØ s uqastiem funkcii ~Ω. V teoreme 5 req~ idet o “qisto gorizontal~nyh” nulØh.

V §3, ispol~zuØ tehniku raboty [9], my osvoboßdaemsØ ot uqastiØ preobrazovaniØ Gil~berta v dostatoqnyh usloviØh Bdopustimosti. DlØ fftogo, kak i v [9], nam prihoditsØ dokazat~ “teoremu ob ispravlenii” preobrazovaniØ Gil~berta, predstavlØ¸wu¸, na nax vzglØd, samostoØtel~nyæ interes (sm. teoremu 7).

V §4 my obrawaemsØ k proizvedeniØm B, kotorye otveqa¸t nulØm z_k = f(k) + ig(k), k ∈ Z, gde funkciØ f rastet ot −∞ do +∞, funkciØ g poloßitel~na i moßet rasti do +∞. Ill¸stracieæ dokazannoæ zdes~ teoremy 9 slußit sledstvie 9.1, gde vypisany prostye dostatoqnye usloviØ B-dopustimosti dlØ proizvedeniæ B, postroennyh po nulØm z_k = sgn (k)|k|^α + i|k|^γ (k ∈ Z\ {0}), gde

1/2 < α < 1, 0 ≤ γ < 2α − 1. Zametim, qto osnovnaØ teorema 9

formal~no soderßit “qisto gorizontal~nu¸” teoremu 8, dokazatel~stvo kotoroæ my predpoqli izloßit~ otdel~no, ne zagromoßdaØ ego osloßneniØmi, vyzvannymi neograniqennym rostom ordinat nuleæ. Krome togo, sopostavlenie fftih teorem demonstriruet opredelennu¸ ustoæqivost~ naædennyh nami usloviæ dopustimosti: v sluqae razrexennogo nami rosta ordinat usloviØ dopustimosti osta¸tsØ temi ße, qto i dlØ qisto gorizontal~nyh nuleæ.

60 ı. S. BELOV

V zakl¸qitel~nom §5 izlagaetsØ to nemnogoe, qto udalos~ poluqit~ dlØ posledovatel~nosteæ nuleæ, neograniqenno priblißa¸wihsØ k prØmoæ R.

§2. UsloviØ dopustimosti v terminah funkcii ~Ω

Kak i v [7], nazovem funkci¸ f : R → R v osnovnom vozrasta¸- weæ, esli ona udovletvorØet sledu¸wim usloviØm:

1) funkciØ f absol¸tno nepreryvna;

2a) suwestvuet vozrasta¸waØ posledovatel~nost~ {d_n}_{n∈}ZtakaØ, qto f(d_n) = 2πn, lim_{n→−∞} d_n = −∞, lim_{n→+∞} d_n = +∞;

2b) posledovatel~nost~ l_n =^1_2 (d_n − d_{n−1}) ograniqena; 3) suwestvuet konstanta C takaØ, qto 1 2l_n d_n∫

d_n�1 |f^′(x) − f^′(t)|dt ≤ C (2.1) dlØ vseh x ∈ (d_{n−1}, d_n) i vseh n ∈ Z.

Osnovnym istoqnikom kriteriev dopustimosti v rabote [7] slußit sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 1 (Havin–Maxregi). Esli funkciØ Ω = − log ω ograni-

qena snizu i funkciØ arg Θ+2~Ω v osnovnom vozrasta¸waØ, to funkciØ ω – dopustimaØ maßoranta dlØ prostranstva K_Θ.

V rabote [3] pokazano, qto teorema 1 verna, daße esli opustit~ uslovie 2b).

V fftoæ stat~e v roli funkcii Θ budet vystupat~ proizvedenie BlØxke

Θ(z) = B(z) = k=+∞∏

k=−∞ 1 −^z_{zk} 1 −^z_{zk} , lim |k|→+∞ |z_k| = +∞ (2.2)

s bystro rastuwim argumentom arg Θ(x). My budem predpolagat~, qto ∑ k∈Z^{ℑzk|zk|2 < +∞ (uslovie shodimosti proizvedeniØ}

BlØxke). �ti usloviØ vypolneny, esli z_k = sgn (k)|k|^α+i, (^1_2 < α); sootvetstvu¸wee proizvedenie BlØxke my budem oboznaqat~ simvolom B_α. My ograniqimsØ sluqaem α ∈ ( 1/2, 1 ) . (2.3)

KRITERII DOPUSTIMOSTI MAȷORANT 61

Sluqaæ α ≥ 1 razobran (s neskol~ko inoæ toqki zreniØ) v rabotah [6, 7]. Pri uslovii (2.3) v rabote [7] byli poluqeny sledu- ¸wie dostatoqnye usloviØ dopustimosti.

Teorema 2 (Havin–Maxregi). Predpoloßim, qto funkciØ Ω ta-

kova, qto

∫R^{ΩdP < +∞, ~Ω ∈ C1(R), Ω ≥ 0, priqem vypolneny sle-}

du¸wie usloviØ:

a) − π α ≤ lim_{|x|→∞} inf ~Ω′(x) |x|^1α^{−1} ≤ lim_{|x|→∞} sup ~Ω′(x) |x|^1α^{−1} < C, dlØ nekotorogo C > 0;

b) λ_t(t^{1− 1α} ) ≤ K, gde λ_t – modul~ nepreryvnosti funkcii ~Ω^′ na R\(−t, t), to est~ λ_t(δ) = sup{|~Ω^′(t_1) − ~Ω^′(t_2)| : |t_1|, |t_2| ≥ t, |t_1 − t_2| < δ}.

Togda funkciØ ω = e^{−Ω} dopustima dlØ prostranstva K_{Bα} .

2.1. Predvaritel~nye zameqaniØ. V dal~neæxem nam zdes~ po-

nadobØtsØ dva nesloßnyh utverßdeniØ. Oboznaqim qerez S operator usredneniØ po Steklovu: Sf(x) =^1_2^{x+1} ∫ x−1 f(s)ds. Utverßdenie 1. Esli funkciØ f differenciruema, to |Sf(x) −

f(x)| ≤ sup_{|s−x|<1} |f^′(s)|, (Sf)^′ (x) =^1_2 (f(x + 1) − f(x − 1)) = f^′(s), gde s = s(x) ∈ [x − 1, x + 1].

Utverßdenie 2. Pust~ β ∈ (0, 1), Ω(x) = |x|^β, x ∈ R. Togda funk-

ciØ ~Ω udovletvorØet usloviØm a) i b) teoremy 2 (i tem samym maßoranta ω (ω(x) = e^{−|x|β} ) dopustima dlØ prostranstva K_{Bα} ).

FunkciØ Ω v poslednem utverßdenii summiruema po mere Puassona pri l¸bom β ∈ (0, 1) i qrezvyqaæno pravil~na; odnako dlØ mnogih “vertikal~nyh” (qisto mnimyh) posledovatel~nosteæ nuleæ K_B -dopustimost~ imeet mesto ne dlØ vsØkoæ maßoranty e^{−|x|β} , 0 < β < 1; sm. primery v rabote [7].

Dokazatel~stvo. Kak izvestno,

(~Ω)^′(x) = c_β((sgn x)|x|^β)^′ = c_βsgn (x)β|x|^{β−1}

62 ı. S. BELOV

pri l¸bom x ∈ R\{0}, tak qto funkciØ ~Ω^′ udovletvorØet uslovi¸ a) teoremy 2, ibo β − 1 < 0 <^1_α − 1. S drugoæ storony, dlØ vypolneniØ usloviØ b) dostatoqno ocenki ~Ω^{′′}(x) = O(|x|^1α^{−1}) (sm. [7, str. 1300]). Tak kak ~Ω^{′′}(x) = c_β sgn (x)|x|^{β−2} (x ∈ R\{0}), uslovie b) teoremy 2 toße vypolneno. �

Teorema 3. V teoreme 2 uslovie b) moßno zamenit~ paroæ uslo- viæ 1) ~Ω ∈ C^2(R) i 2) Ω^′(x) = O(|x|^β), |x| → ∞, pri nekotorom β < 1 (podqerknem, qto β zdes~ ne svØzano s α).

Uslovie 1 nesuwestvenno, sm. Vvedenie.

Dokazatel~stvo. 1. Kak uße govorilos~, uslovie b) teoremy

2 vypolneno, esli verna ocenka ~Ω^{′′}(x) = O(|x|^1α^{−1}) (sm. [7, str. 1300]);

2. PoslednØØ ocenka vtoroæ proizvodnoæ verna dlØ funkcii SΩ: | ~SΩ^{′′}(x)| ≤ 2 sup_{|s−x|≤1} |~Ω^′(s)| = O(|x|^{1α −1}), tak kak ( ~SΩ)^′ =

S[(~Ω)]^′ (operatory S i ~ perestanovoqny, sm. podrobnosti v [7,

str. 1286–1287]). Dalee, verna ocenka |SΩ(x) − Ω(x)| = |Ω(x_1) −

Ω(x)| ≤ |Ω^′(x_2)| = O(|x|^β) (sm. Utverßdenie 1) dlØ nekotoryh x_1

i x_2 iz intervala [x − 1, x + 1]. Sledovatel~no, funkciØ SΩ summiruema po mere Puassona, i suwestvu¸t takie konstanty C_{Ω,1} i C_{Ω,2} , qto pri vseh x ∈ R

SΩ(x) + C_{Ω,1}|x|^β + C_{Ω,2} ≥ Ω(x). (2.4)

S drugoæ storony, funkciØ SΩ(x) + C_{Ω,1}|x|^β + C_{Ω,2} udovletvorØet usloviØm a) i b) teoremy 2, tak kak ~|x|^{β′} = c_βsgn (x)β|x|^{β−1 |x|→∞}−→ 0 i ~|x|^{β′′} = c_β sgn (x)β(β − 1)|x|^{β−2 |x|→∞}−→ 0. Znaqit, funkciØ ω, zadannaØ ravenstvom ω(x) = e^{−(SΩ(x)+CΩ,1|x|β +CΩ,2)}, x ∈ R, dopustima. Sledovatel~no, dopustima i funkciØ ω_1 = e^{−Ω}, tak kak. ω_1 ≥ ω (sm. neravenstvo (2.4)). �

KRITERII DOPUSTIMOSTI MAȷORANT 63

2.2. Ocenka proizvodnoæ argumenta proizvedeniØ BlØxke. Pust~ f : R → R – strogo vozrasta¸waØ funkciØ, priqem

∫R^{dt1+f2(t) < +∞. Oboznaqim qerez Bf proizvedenie BlØxke, nu-}

lØmi kotorogo slußat toqki z_k = f(k) + i, k ∈ Z. Poskol~ku my interesuemsØ znaqeniØmi funkcii f lix~ v celyh toqkah, my moßem sqitat~, qto funkciØ f differenciruema. Uslovie shodimosti integrala

∫R^{dt1+f2(t) garantiruet shodimost~ proiz-}

vedeniØ BlØxke. Netrudno videt~, qto lim_{t→±∞} f(t) = ±∞. Togda, v silu (1.1), d dx arg B_f (x) = 2 +∞∑ k=−∞ 1 (x − f(k))^2 + 1

= 2σ(x). (2.5)

Pust~ x > f(0), a l – takoe qislo, qto f(l) ≤ x < f(l + 1). Togda

l = f^{−1}(x) + O(1). Razob¨em summu na tri qasti:

σ(x) = ( 0∑ k=−∞ + l∑ k=1 + +∞∑ k=l+1 ) 1 (x − f(k))^2 + 1

= Σ_1 + Σ_2 + Σ_3.

Dalee,

Σ_1 = +∞∑ k=0 1 (x − f(−k))^2 + 1 ≤ +∞∑ k=1 1 (f(0) − f(−k))^2 + 1 < +∞. DlØ ocenki summ Σ_2 i Σ_3 poloßim

F (t) = 1 (x − f(t))^2 + 1 , t > 0. Takim obrazom,

Σ_2 = l∑ k=1 F (k), Σ_3 = +∞∑ k=l+1 F (k). Zametim, qto funkciØ F vozrastaet na promeßutke [0, f^{−1}(x)] i ubyvaet na promeßutke [f^{−1}(x), +∞), tak qto

F (1) + l∫ 1 F (t)dt ≤ Σ_2 ≤ l∫ 1 F (t)dt + 1 (0 ≤ F ≤ 1),

64 ı. S. BELOV

to est~

Σ_2 = l∫ 1 F (t)dt + O(1) = f�1_{(x)}∫

0 F (t)dt + O(1),

F (l + 1) + +∞∫ l+1 F (t)dt ≥ Σ_3 ≥ +∞∫ l+1 F (t)dt,

Σ_3 = +∞∫ f�1_{(x)} F (t)dt + O(1). Poloßim h(x) = (f^{−1})^′(x). Predpoloßim, qto h ∈ Lip_β (R) (pri nekotorom β ∈ (0, 1)). Togda dlØ x > 0 f�1_{(x)}∫

0 F (t)dt = f�1_{(x)}∫

0 dt (x − f(t))^2 + 1 = x∫ 0 h(x − z) z^2 + 1 dz =

= x∫ 0 h(x) z^2 + 1 dz + x∫ 0 h(x − z) − h(x) z^2 + 1 dz ≤

≤ h(x) x∫ 0 dz z^2 + 1 + C_f x∫ 0 z^α z^2 + 1 dz ≤ π 2 h(x) + C_2.

S drugoæ storony, x∫ 0 h(x) z^2 + 1 dz = h(x) π 2 − h(x) +∞∫ x dz z^2 + 1 ≥ π 2 h(x) − h(x) x ≥ π 2 h(x) − C_4.

Analogiqo ocenivaetsØ integral^{+∞} ∫ f�1_{(x)} F (t)dt. Takim obrazom, dokazana sformulirovannaØ niße teorema.

Teorema 4. Pust~ funkciØ f : R → R udovletvorØet sledu¸wim

usloviØm (gde h = h(f) = (f^{−1})^′):

a) funkciØ f strogo vozrastaet; b) h ∈ Lip_β(R) pri nekotorom β ∈ (0, 1);

KRITERII DOPUSTIMOSTI MAȷORANT 65 c) ∫ R^{dtf 2(t) + 1 < +∞.}

Togda proizvedenie BlØxke s nulØmi z_k = f(k) + i (k ∈ Z) udovletvorØet sledu¸wemu uslovi¸ d dx arg B_f (x) = 2πh(x) + O(1), |x| → ∞. (2.6)

Zameqanie 1. DifferenciruemaØ strogo vozrasta¸waØ funkciØ

f takaØ, qto f(x) = sgn (x)|x|^α log^δ(|x| + 2), |x| ≥ C_δ, (^1_2 < α < 1, δ ∈

R), udovletvorØet usloviØm teoremy 4.

Zameqanie 2. Pust~ B1 i B2 – proizvedeniØ BlØxke, postroen-

nye po nulØm {z_{k,1}}_{k∈}Zi {z_{k,2}}_{k∈}Z, priqem

a) ℜ(z_{k,1}) = ℜ(z_{k,2}); b) 0 < inf_{k∈}Z ℑ(z_{k,1}) ℑ(z_{k,2}) ≤ sup_{k∈}Z ℑ(z_{k,1}) ℑ(z_{k,2}) < ∞. Togda naædutsØ takie poloßitel~nye postoØnnye c, C, qto c ≤ d dx arg B_1(x) d dx arg B_2(x)

≤ C, pri l¸bom x ∈ R.

Dokazatel~stvo. Pust~ zk,j = xk + iyk,j (j = 1, 2). Esli y^2_1 ≤ y^2 ,

to^{a2+y21}_{a2+y}2 ≤ 1 pri l¸bom a ∈ R; esli ße y^2_1 > y^2, to pri l¸bom

a ∈ R_{a2 + y21}

a^2 + y^2

= 1 + y^2_1 − y^2 a^2 + y^2 ≤ y^2_1 y^2 . Znaqit, pri l¸bom a ∈ R

y_2 a^2 + y^2 / y_1 a^2 + y^2_1

≤ max(1, y_1/y_2) ≤ max(1, C),

esli y_1/y_2 ≤ C. Pofftomu pri l¸bom x ∈ R d dx arg B_1(x) = k=+∞∑

k=−∞ 2y_{k,1} (x_k − x)^2 + y^2_{k,1} ≤

≤ max(1, C) k=+∞∑

k=−∞ 2y_{k,2} (x_k − x)^2 + y^2_{k,2}

= max(1, C) d dx arg B_2(x),

esli y_{k,1}/y_{k,2} ≤ C, k ∈ Z. �

66 ı. S. BELOV

Zameqanie 3. DlØ proizvedeniæ BlØxke, postroennyh po nulØm

z_k = f(k) + ig(k), gde 0 < c ≤ g(k) ≤ C, vmesto asimptotiqeskoæ

formuly teoremy 4 poluqaem ocenku

(arg B)^′(x) ≍ h(x).

2.3. UsloviØ dopustimosti dlØ prostranstva KB_f . Teper~ my

gotovy dokazat~ nekotorye dostatoqnye usloviØ dopustimosti dlØ prostranstva K_{Bf} .

Teorema 5. Pust~ funkciØ f : R → R udovletvorØet sledu¸wim

usloviØm:

a) funkciØ f strogo vozrastaet i differenciruema;

b) h(= h_f ) ∈ Lip_α(R), (0 < α < 1); c) ∫ R^{dt1 + f 2(t) < +∞.}

(�to – usloviØ predyduweæ teoremy). Predpoloßim, qto lim_{x→∞} f^′(x) = 0. Togda l¸baØ gladkaØ funkciØ ω = e^{−Ω} takaØ, qto 1) ∫ R^{ΩdP < +∞; 2) Ω′(x) = O(|x|β) (pri nekotorom β ∈ (0, 1));}

3) |~Ω^′(x)| ≤ Ah(x) pri l¸bom x ∈ R i pri nekotorom A < 2π, dopustima dlØ prostranstva K_{Bf} . (Napomnim, qto B_f – proizvedenie BlØxke s nulØmi z_k = f(k) + i, k ∈ Z.)

�ta teorema – togo ße tipa, qto i teorema 2, odnako uslovie b) teoremy 2 zameneno bolee prostoæ ocenkoæ 2).

Dokazatel~stvo. Soglasno teoreme 1, dostatoqno dokazat~, qto

funkciØ Φ_f = arg B_f + 2~Ω_1 v osnovnom vozrastaet dlØ nekotoroæ maßoranty Ω_1 ≥ Ω s koneqnym integralom

∫R^{Ω1dP. Zametim, qto} (2π − A)h ≤ d dx Φ_f ≤ (2π + A)h, (2.7)

tak qto^d_{dx} Φ_f ≥ c > 0 (funkciØ h otdelena ot nulØ, tak kak

supR^{|f ′| < +∞). Sledovatel~no, suwestvuet takaØ strogo vozra-}

sta¸waØ posledovatel~nost~ d_n, qto Φ_f (d_n) = 2πn, n ∈ Z. Netrudno videt~, qto posledovatel~nost~ l_n = d_{n+1}−d_n ograniqena. Teper~ ostalos~ proverit~ uslovie (2.1).

KRITERII DOPUSTIMOSTI MAȷORANT 67

FunkciØ Ω takova, qto |~Ω^′| ≤ C_{Ω,3}h. VzØv (esli ffto neobhodimo) v kaqestve maßoranty Ω_1 funkci¸ SΩ+C_1|x|^β+C_2 (napomnim, qto |SΩ(x) − Ω(x)| ≤ C_1|x|^β + C_2, x ∈ R), my moßem sqitat~, qto

|~Ω^{′′}| ≤ C_{Ω,3}h + C_{Ω,4}.

Poloßim ϕ(x) =^d_{dx} arg B_f (x) − 2πh(x). FunkciØ ϕ ograniqena (sm. teoremu 4). Dalee, 1 2l_n d_n+1∫

d_n |Φ^′_f (x) − Φ^′_f (t)|dt ≤ π l_n d_n+1∫

d_n |h(x) − h(t)|dt+

+ 1 2l_n d_n+1∫

d_n |ϕ(x) − ϕ(t)|dt + 1 2l_n d_n+1∫

d_n |~Ω^′(x) − ~Ω^′(t)|dt ≤

≤ C π 2l_n d_n+1∫

d_n |x − t|^αdx + d_{n+1} − d_n l_n max_{s∈}R|ϕ(s)|+

+ 1 2l_n d_n+1∫

d_n (d_{n+1} − d_n)|~Ω^{′′}(ζ(t))|dt, gde ζ(t) ∈ [d_n, d_{n+1}]. Pervoe i vtoroe slagaemye ograniqeny. Ispol~zuØ ocenku |~Ω^{′′}| ≤ C_{Ω,3}h + C_{Ω,4}, lipxicevost~ funkcii h i ograniqennost~ posledovatel~nosti l_n, poluqaem ograniqennost~ tret~ego slagaemogo: 1 2l_n d_n+1∫

d_n (d_{n+1} − d_n)|~Ω^{′′}(ζ(t))|dt ≤ C_0 + C_{Ω,3} d_n+1∫

d_n h(ζ(t))dt =

= C_0 + C_{Ω,3} (^{dn+1}∫ d_n h(t)dt + d_n+1∫

d_n [h(ζ(t)) − h(t)]dt ) ≤

≤ C_1 + C_2 d_n+1∫

d_n h(t)dt ≤ C_1 + C_2(f^{−1}(d_{n+1}) − f^{−1}(d_n)) =

= C_1 + C_2(f^{−1}(Φ^{−1}_f (2πn + 2π)) − f^{−1}(Φ^{−1}_f (2πn))) =

68 ı. S. BELOV

= C_1 + C_2(2π(f^{−1} ∘ Φ^{−1}_f )^′(ξ)) = C_1 + C_22π h(Φ^{−1}_f (ξ))

Φ^′_f (Φ^{−1}_f (ξ)) ≤ C_3, gde 2πn ≤ ξ ≤ 2πn + 2π. �

Zameqanie 4. DifferenciruemaØ strogo vozrasta¸waØ funkciØ

f takaØ, qto f(x) = sgn (x)|x|^α log^δ (|x| + 2) pri |x| ≥ 1 (^1_2 < α < 1), udovletvorØet usloviØm teoremy pri l¸bom δ ∈ R.

§3. UsloviØ dopustimosti v terminah funkcii Ω V usloviØh dopustimosti v teoreme 5 krome samoæ funkcii Ω uqastvuet ewe i ~Ω. �to glavnyæ nedostatok teoremy 5. No nam ne obØzatel~no dokazyvat~ dopustimost~ funkcii Ω. Dostatoqno dokazat~ dopustimost~ hot~ kakoæ-nibud~ funkcii Ω_1 takoæ, qto

Ω_1 ≥ Ω. V svØzi s fftim obstoØtel~stvom vopros o suwestvovanii

maßoranty Ω_1 funkcii Ω s nußnymi svoæstvami priobretaet znaqitel~nyæ interes.

Nedavno v rabote [9] byla dokazana teorema o suwestvovanii takoæ maßoranty s lipxicevym preobrazovaniem Gil~berta.

Teorema 6 (F. L. Nazarov). Pust~ Ω – neotricatel~naØ funkciØ

klassa L^1(P) ⋂ Lip_1(R). Togda dlØ l¸bogo ε > 0 suwestvuet takaØ funkciØ Ω_1, qto

a) Ω_1 ≥ Ω; b) Ω_1 ∈ Lip_1(ε, R);

c) Ω_1 ∈ L^1(P); d) ~Ω_1 ∈ Lip (ε, R).

Dokazatel~stvo teoremy 6 opiraetsØ na suwestvovanie lokal~noæ maßoranty, dokazannoe F. L. Nazarovym (sm. [9]).

Qerez cI my budem oboznaqat~ interval dliny c|I| s tem ße centrom, qto i interval I.

OsnovnaØ lemma. Pust~ I – zamknutyæ ograniqennyæ promeßu-

tok, δ – poloßitel~noe qislo, K ≥ 1, f ∈ Lip_1(K, I) i f ≥ 0, ‖f‖_∞ ≤ δ|I|. Togda naædetsØ takaØ funkciØ F ∈ C^∞(R), F ≥ 0, qto

1) F ≡ 0 vne 3 2 I; 2) F ≥ f na promeßutke I; 3) ‖F^′‖_∞ ≤ Aδ;

4) ‖ ~F^′‖_∞ ≤ Aδ; 5) ∫ I f(s)ds ≥ Aδ K ∫ R^{F (s)ds,} gde A – absol¸tnaØ konstanta.

Nam ponadobitsØ sledu¸waØ ocenka rosta funkcii Ω.

KRITERII DOPUSTIMOSTI MAȷORANT 69

Utverßdenie 3. Pust~ funkciØ λ monotonno vozrastaet na lu-

qe [0, +∞) i monotonno ubyvaet na luqe (−∞, 0], a poloßitel~- naØ differenciruemaØ funkciØ Ω takova, qto Ω ∈ L^1(P), |Ω^′| ≤ λ, Ω(0) = 0. Togda Ω(x) = o(|x| √ λ(x)) (kak pri x → +∞, tak i pri x → −∞). Dokazatel~stvo. Ne umalØØ obwnosti, moßno sqitat~, qto x > 0.

Ocenim funkci¸ Ω: Ω(x) =^x ∫ 0 Ω^′(t)dt ≤ x∫ 0 λ(t)dt ≤ xλ(x). Sledova- tel~no, esli 0 ≤ x −^{Ω(x)}_{2λ(x)} ≤ y ≤ x, to

Ω(y) = Ω(x) + Ω(y) − Ω(x) = Ω(x) + Ω^′(ξ)(y − x) ≥ ≥ Ω(x) + λ(ξ)(y − x) ≥ Ω(x) + λ(x)(y − x). Dalee,_x ∫ x− Ω(^x)2_λ(_x)

Ω(y) 1 + y^2 dy ≥ 1 1 + x^2 x∫ x− Ω(^x) 2λ(x) Ω(y)dy ≥

≥ 1 1 + x^2 x∫ x− Ω(^x) 2λ(x) (Ω(x) + λ(x)(y − x))dy = 3 8 · Ω^2(x) (1 + x^2)λ(x) .

Sledovatel~no,

Ω(x) √ 1 + x^2 √ λ(x) ≤ 3 (^{+∞}∫ x− Ω(^x)2_λ(_x)

Ω(y) 1 + y^2 dy ) 1_2 . � Teorema 7. Pust~ dvaßdy differenciruemaØ neotricatel~naØ

funkciØ Ω takova, qto Ω ∈ L^1(P), |Ω^′| ≤ λ, Ω(0) = 0, gde funkciØ λ obladaet sledu¸wimi svoæstvami:

1) λ ≥ 1; 2) funkciØ λ monotonno vozrastaet

na luqe [0, +∞) i monotonno ubyvaet na luqe (−∞, 0];

3) lim |x|→+∞ λ(x) = +∞; 4) sup_{x∈}R | | λ(x) λ(^x_2 ) | | ≤ +∞.

70 ı. S. BELOV Togda dlØ l¸bogo ε > 0 suwestvuet funkciØ Ω_1 takaØ, qto

a) Ω_1 ≥ Ω; b) Ω_1 ∈ L^1(P); c) |~Ω^′_1(x)| ≤ ελ(x); d) |Ω^′_1(x)| ≤ ελ(x). Dokazatel~stvo. Razob¨em vewestvennu¸ prØmu¸ R na prome-

ßutki sledu¸wim obrazom: R = I_0 ∪^∞ ⋃ k=N I_k ∪^{−∞} ⋃ k=−N I_k.

I_0 = [−2^N , 2^N ], I_k = [2^k, 2^{k+1}] (k ≥ N ),

I_k = [−2^{k+1}, −2^k] (k ≤ −N ).

Qislo N vyberem pozdnee. Pust~ f_j = Ω |_{Ij} (j > 0). Togda pri x > 0 |f_j(x)| ≤ A_1x √ λ(x) ≤ 2A_12^j √ λ(2^{j+1}), |f^′_j(x)| ≤ λ(x) ≤ λ(2^{j+1}); (x ∈ I_j). Poloßim g_j(x) =^{fj (x)}_{λ(2j+1)} , x ∈ I_j. Pust~ δ > 0. Esli N = N (δ) dostatoqno veliko, to |g_j(x)| ≤ 2A_1 √ λ(2^{j+1})

2^j =

2A_1 √ λ(2^{j+1}) · |I_j| ≤ δ|I_j| (x ∈ I_j ), |g^′_j(x)| ≤ 1 (x ∈ I_j ). Sledovatel~no, soglasno osnovnoæ lemme, suwestvu¸t takie funkcii G_j, qto

G_j ≥ g_j, G_j ≡ 0 vne 3 2 I_j , | ~G^′_j| ≤ A_2δ, |G^′_j| ≤ A_2δ, ∫ I_j g_j (s)ds ≥ A_3δ ∫ R^{Gj(s)ds, Gj ≥ 0, Gj ∈ C∞(R).} Rassmotrim funkcii H_j = G_j · λ(2^{j+1}). Togda

H_j ≥ f_j na I_j , H_j ≡ 0 vne 3 2 |I_j|, | ~H^′_j| ≤ A_2δλ(2^{j+1}), |H^′_j| ≤ A_2δλ(2^{j+1}).

KRITERII DOPUSTIMOSTI MAȷORANT 71

DlØ j < 0 analogiqno postroim funkcii H_j. Funkci¸ H_0 vyberem tak, qto H_0 ∈ C^∞(R), H_0 neotricatel~na i finitna, H_0 ≥ f_0,

| ~H^′_0| ≤ δ. Poloßim Ω_1 = ∑ j∈Z^{Hj. ˚sno, qto Ω1 ≥ Ω. Tak kak po-}

krytie vewestvennoæ prØmoæ intervalami^3_2 I_j imeet koneqnu¸ kratnost~, a funkciØ λ udovletvorØet uslovi¸ udvoeniØ 4) teoremy 7, to dlØ nekotoroæ absol¸tnoæ konstanty A_4 |Ω^′_1(x)| ≤ A_4δλ(x), x ∈ R. Ostalos~ ocenit~ funkci¸ ~Ω_1^′(x). Pust~ x ∈ I_{j−1}∪I_j ∪I_{j+1}. Poskol~ku funkciØ λ obladet svoæstvom 4), suwestvuet konstanta

A_3 takaØ, qto | ~H^′_j(x)| ≤ A_3δλ(x) pri x ∈ I_{j−1} ∪ I_j ∪ I_{j+1}. Pust~ x /∈^3_2 I_j . Togda | ~H^′_j(x)| = ∫ R^{Hj(t)(x − t)2 dt ≤ 16 ∫}R^{Hj(t)t2 , (3.1)}

tak kak |x − t| ≥^{|t|}_4 .

˚sno, qto

∫R^{Hj ≤ A4δ ∫}R^{fj . Sledovatel~no, funkciØ Ω1 leßit v}

L^1(P), tak kak^1_{1+x2} ≍^1_{1+y2} , x, y ∈ I_j . Pust~ x ∈ I_{j0} , togda |~Ω_1^′(x)| ≤ | ~H^′_0(x)| + ∑ |j|≥N | ~H_j^′(x)| ≤

≤ δ + ∑ |j−j0|≤1,|j|≥N | ~H^′_j(x)| + ∑ |j−j0|>1,|j|≥N | ~H^′_j(x)| ≤

≤ δ + 3A_3δλ(x) + 16 ∑ |j−j0|≥1,|j|≥N ∫ R^{Hj(t)t2 dt ≤} ≤ A_4δλ(x) + 16 ∫ |t|≥2^N�1 Ω_1(t) t^2 dt ≤ A_5δλ(x) pri nadleßawem vybore N (tak kak λ ≥ 1). �

72 ı. S. BELOV

Sledstvie 7.1. Pust~ funkcii Ω i λ udovletvorØ¸t usloviØm

teoremy 7. Esli dlØ nekotorogo β ∈ (0, 1) i nekotoroæ konstanty C(λ) vypolneno neravenstvo λ(x) ≤ C(λ)|x|^β, x ∈ R, to suwestvuet maßoranta Ω_1, udovletvorØ¸waØ ne tol~ko usloviØm a)–d) teoremy 7, no i dopolnitel~nomu neravenstvu |~Ω^{′′}(x)| ≤ ελ(x), x ∈ R. (3.2) Dokazatel~stvo. PrimenØØ teoremu 7 k funkciØm Ω i λ i qi-

slu ε_0 (vybor qisla ε_0 = ε(Ω, λ) my ob¨Øsnim pozdnee), postroim funkci¸ Ω_1. Poloßim Ω_2(x) = SΩ_1(x)+C_1(Ω_1)|x|^β +C_2(Ω_1). Vyberem konstanty C_1(Ω_1) i C_2(Ω_1) takimi, qto (sm. dokazatel~stvo teoremy 3)

Ω_2(x) ≥ Ω_1(x), x ∈ R.

(Napomnim, qto S – operator usredneniØ po Steklovu.) Zametim, qto esli |x − y| < 1 i |x| > 2, to otnoxenie λ(x)/λ(y) ograniqeno. Kak i v dokazatel~stve teoremy 3, netrudno videt~, qto

SΩ^′_1(x) = Ω^′_1(s_1), ^(SΩ_1)^′(x) = ~Ω_1^′(s_2), gde s_1, s_2 ∈ [x − 1, x + 1]. Zame-

tim, qto | ^(SΩ_1)^{′′}(x)| =^1_2 |~Ω_1^′(x + 1) − ~Ω_1^′(x − 1)| ≤ sup_{|s−x|≤1} |~Ω_1^′(s)| ≤

ε_0λ(x + 1) ≤ c(λ)ε_0λ(x). Sledovatel~no, funkciØ SΩ_1 udovletvo-

rØet neravenstvam c) i d) teoremy 7 i uslovi¸ (3.2) pri nadleßawem vybore ε_0. Ewe raz umen~xiv ε_0, my moßem dobit~sØ vypolneniØ neravnstv c), d) i (3.2) dlØ funkcii Ω_2, naqinaØ s nekotorgo mesta. Netrudno videt~, qto suwestvuet maßoranta funkcii Ω_2 (so shodØwimsØ integralom Puassona), dlØ kotoroæ ffti neravenstva vypolneny na vseæ vewestvennoæ osi. Sledstvie dokazano. �

Napomnim, qto h(x) = (f^{−1})^′(x).

Teorema 8. Pust~ differenciruemaØ funkciØ f : R → R strogo

vozrastaet i udovletvorØet sledu¸wim usloviØm:

1) h(= h_f ) ∈ Lip_β(R) (0 < β < 1); 2) ∫ R^{dt1 + f 2(t) < +∞;}

3) lim |x|→+∞ f^′(x) = 0; 4) sup_{x∈}R | | h(x) h(x/2) | | < +∞;

KRITERII DOPUSTIMOSTI MAȷORANT 73 5) sup s∈[min(0,x),max(0,x)] h(s) ≤ C_hh(x). Togda l¸baØ gladkaØ funkciØ ω = e^{−Ω} takaØ, qto

a) Ω ∈ L^1(P); b) |Ω^′| ≤ M h dlØ nekotorogo M > 0, dopustima dlØ prostranstva K_{Bf} .

Dokazatel~stvo. Tak kak h(x) =^1_f0_{(f}�1_{(x))} , to (sm. uslovie 3 teo-

remy 8) lim_{|x|→∞} h(x) = +∞. Poloßim λ(x) = C sup_{s∈[min(0,x),max(0,x)]} h(s), gde konstanta C takova, qto λ ≥ 1. FunkciØ λ vozrastaet na luqe

[0, +∞), ubyvaet na luqe (−∞, 0] i udovletvorØet uslovi¸ udvoe-

niØ (teorema 7.4), tak kak fftomu uslovi¸ udovletvorØet funkciØ h. Sledovatel~no, dlØ l¸bogo ε > 0 naædetsØ takaØ maßoranta

Ω_1, qto |~Ω_1^′| ≤ ελ ≤ εC_hh i |Ω^′_1(x)| ≤ ελ(x) ≤ εC_hh(x) = O(|x|^β) (iz-

za lipxicevosti funkcii h). Umen~xiv ε, moßem sqitat~, qto

εC_h < 2π. Togda iz teoremy 4 sleduet trebuemoe. �

DifferenciruemaØ strogo vozrasta¸waØ funkciØ f takaØ, qto f(x) = |x|^α log^δ(|x| + 2), |x| ≥ 1 (^1_2 < α < 1), udovletvorØet usloviØm teoremy 7. PrØmym podsqetom poluqaem, qto v fftom sluqae h(x) ≍ |x|^1α^{−1} log^{− δα} (|x| + 2).

Sledstvie 8.1. FunkciØ ω = e^{−Ω} takaØ, qto a) ∫ R^{ΩdP < +∞;}

b) |Ω^′(x)| ≤ M |x|^{1α −1} log^{− δα} (|x| + 2) dlØ nekotorogo M > 0 i l¸bogo x ∈ R, dopustima dlØ prostranstva K_{Bf} , gde f(x) = sgn (x)|x|^α(log(|x| + 2))^δ (^1_2 < α < 1, δ ∈ R).

§4. UsloviØ dopustimosti v sluqae rosta mnimoæ qasti nuleæ proizvedeniØ BlØxke Rassmotrim proizvedenie BlØxke B s nulØmi z_k = f(k)+ig(k),

k ∈ Z, (funkciØ f : R → R strogo vozrastaet i differenciruema,

74 ı. S. BELOV lim x→±∞ f(x) = ±∞, funkciØ g poloßitel~na i ∑ k∈Z^{g(k)f2(k)+g2(k) < +∞),} togda, v silu (1.1), d dx arg B(x) = 2 +∞∑ −∞ g(k) (x − f(k))^2 + g^2(k)

= 2σ(x). (4.1)

Predpoloßim, qto

4a) inf_{s∈}Rg(s) > 0; 4b) sup_{|x−y|≤1} g(x) g(y) < +∞; 4c) f ∈ Lip_1(R).

Togda, kak my uvidim niße, σ(x) ≍ ∫ R^{g(t)(x − f(t))2 + g2(t)) dt. (4.2)}

Nam ponadobitsØ odno nesloßnoe vspomogatel~noe utverßdenie.

Utverßdenie 4. Pust~ qisla a, b, c, d takovy, qto 0 < M0 <^b_d <

M_1, b > M_2 > 0, d > M_2, |a − c| < M_3. Togda otnoxenie^{a2+b2}_{c2+d2} otdeleno ot nulØ i beskoneqnosti konstantami, zavisØwimi tol~ko ot veliqin M_0, M_1, M_2, M_3.

Dokazatel~stvo. Esli |a| > 1 i |c| > 1, to a ≍ c, b ≍ d. Ispol~zuØ

fflementarnoe neravenstvo min ( a^2 c^2 , b^2 d^2 ) ≤ a^2 + b^2 c^2 + d^2

≤ max ( a^2 c^2 , b^2 d^2 ) , poluqaem trebuemoe. Esli ße libo |a| ≤ 1, libo |c| ≤ 1, to a, c ⪯ 1, i potomu a^2 + b^2 ≍ b^2, c^2 + d^2 ≍ d^2 i^{a2+b2}_{c2+d2} ≍^{b2}_{d2} . �

Poloßim F_x(t) =^{g(t)}_{(x−f(t)2)+g2(t)} . Togda σ(x) = ∑ k∈Z^{Fx(k). S dru-}

goæ storony, esli |t_1 − t_2| ≤ 1, to

F_x(t_1) F_x(t_2) = g(t_1) g(t_2) · (x − f(t_2))^2 + g^2(t_2) (x − f(t_1))^2 + g^2(t_1) . PervaØ drob~ otdelena ot nulØ i beskoneqnosti v silu usloviØ 4b). Tak kak funkciØ f lipxiceva, to raznost~ |(x − f(t_1)) − (x −

f(t_2))| ograniqena. Pofftomu, primenØØ utverßdenie 4 (a = x −

KRITERII DOPUSTIMOSTI MAȷORANT 75 f(t_1), c = x − f(t_2), b = g(t_1), d = g(t_2)), poluqaem, qto vtoraØ

drob~ takße otdelena ot nulØ i beskoneqnosti (konstantami, ne zavisØwimi ot t_1, t_2 i x), to est~

0 < inf x∈R,|t1−t2|≤1^{Fx(t1)}Fx(t2)^{≤ sup}x∈R,|t1−t2|≤1^{Fx(t1)}Fx(t2)^{< +∞.} Sledovatel~no, F_x(t) ≍^{t+1} ∫ t F_x(s)ds. SummiruØ ffti ocenki, polu-

qaem nußnu¸ nam ocenku (4.2): σ(x) = ∑ k∈Z^{Fx(k) ≍ ∫}R^{Fx(t)dt.} Poloßim G(x) = g(f^{−1}(x)), H(x) = h(x)G(x) (napomnim, qto h = (f^{−1})^′). (4.3)

Predpoloßim, qto H ∈ Lip_γ (R) dlØ nekotorogo γ ∈ (0, 1), a funkciØ g udovletvorØet usloviØm 4a), 4b). Pust~ x > 0, a f(0) = 0. Ocenim integral

f�1_{(x)}∫

0 g(t) (x − f(t))^2 + g^2(t) dt = x∫ 0 H(x − z) z^2 + G^2(x − z) dz =

= H(x) x∫ 0 dz z^2 + G^2(x − z) + x∫ 0 H(x − z) − H(x) z^2 + G^2(x − z) dz. Naqnem s poslednego integrala: | | x∫ 0 H(x − z) − H(x) z^2 + G^2(x − z) dz | | ≤ x∫ 0 |H(x − z) − H(x)| z^2 + G^2(x − z) dz ≤

≤ C_H x∫ 0 z^γ z^2 + G^2(x − z) dz ≤ C_1.

76 ı. S. BELOV

Poslednee neravenstvo verno, tak kak funkciØ G otdelena ot nulØ. Dalee, x∫ 0 dz z^2 + G^2(x − z) = 1 G(x) x∫ 0 d(^z_{G(x)} ) (^z_{G(x)} )^2 + (^{G(x−z)}_{G(x)} )^2 =

= 1 G(x) x G(x)∫

0 dz z^2 + (^{G(x−G(x)z)} G(x) ) 2 . Predpoloßim, qto G(x) = o(x) i^{G(x)}_{G(y)} → 1, kogda^x_y → 1. Togda, s odnoæ storony,_1 ∫ 0 dz z^2 + (^{G(x−G(x)z)} G(x) ) 2 ⪯ 1, tak kak otnoxenie^{x−G(x)z}_x stremitsØ k 1 pri |x| → +∞ ravnomerno po vsem z ∈ [0, 1]. S drugoæ storony, my moßem vybrat~ stol~ maloe a, qto^{G(x−G(x)z)}_{G(x)} < 2 dlØ vseh z ∈ [0, ax/G(x)]. Pofftomu x G(x)∫

1 dz z^2 + (^{G(x−G(x)z)} G(x) ) 2 ≥ a^x_G(_x)∫

0 dz z^2 + 4 ≍ 1 i_{xG(x)} ∫ 1 dz z^2 + (^{G(x−G(x)z)} G(x) ) 2 ≤ +∞∫ 1 dz z^2

= 1.

Sledovatel~no, x G(x)∫

0 dz z^2 + (^{G(x−G(x)z)} G(x) ) 2 ≍ 1. Takim obrazom, f�1_{(x)}∫

0 g(t) (x − f(t))^2 + g^2(t) dt ≍ H(x) G(x) = h(x).

KRITERII DOPUSTIMOSTI MAȷORANT 77

Analogiqno ocenivaetsØ integral^{+∞} ∫ f�1_{(x)} g(t) (x−f(t))2+g2(t) dt. Legko

videt~, qto integral^0 ∫ −∞ g(t) (x−f(t))2+g2(t) dt ograniqen.

Takim obrazom (sm. (4.2)), esli H ∈ Lip_γ (R) (γ < 1), G(x) =

o(x),^{G(x)}_{G(y)} → 1, kogda^x_y → 1, a funkciØ g udovletvorØet usloviØm

4a) i 4b), to d dx arg B(x) ≍ h(x). (4.4)

Ispol~zuØ ocenku (4.4), my dokaßem sledu¸wu¸ teoremu.

Teorema 9. Pust~ differenciruemaØ strogo vozrasta¸waØ funk-

ciØ f : R → RudovletvorØet usloviØm 1, 3, 4, 5 teoremy 8, funkciØ g udovletvorØet uslovi¸ 4a), ∑ k∈R^{g(k)f2(k)+g2(k) < +∞ (uslovie shodi-}

mosti proizvedeniØ BlØxke) i verna ocenka skorosti rosta argumenta proizvedeniØ BlØxke (4.4). Togda l¸baØ funkciØ ω = e^{−Ω} takaØ, qto

a) Ω ∈ L^1(P), b) |Ω^′| ≤ M h dlØ nekotorogo M,

dopustima dlØ prostranstva K_B .

DlØ dokazatel~stva teoremy 9 nam ponadobitsØ lemma.

Lemma. Pust~ dvaßdy differenciruemaØ strogo vozrasta¸waØ

funkciØ m : R → R takova, qto

1) lim_{x→±∞} m^′(x) = +∞;

2) suwestvuet takaØ konstanta C, qto |m^{′′}(x)| ≤ Cm^′(x) pri vseh x ∈ R.

Togda funkciØ m v osnovnom vozrasta¸waØ.

Dokazatel~stvo. Legko videt~, qto suwestvuet takaØ posledo-

vatel~nost~ d_n, qto m(d_n) = 2πn, (n ∈ Z). Poloßim I_n = [d_n, d_{n+1}],

l_n = d_{n+1} − d_n. Iz 1) sleduet, qto |I_n|_{n→±∞} → 0. Dalee, 1 l_n ∫ I_n |m^′(x) − m^′(t)|dt = ∫ I_n |m^{′′}(ξ(t))|dt ≤

78 ı. S. BELOV ≤ C ∫ I_n m^′(ξ(t))dt ≤ C sup_{In} (m^′)l_n = (4.5)

= C sup_{In} (m^′) · (m^{−1})^′(s) = C sup_{In} (m^′) m^′(t) , gde x ∈ I_n, ξ(t) ∈ I_n, s ∈ (2πn, 2πn + 2π), t ∈ I_n.

S drugoæ storony, dlØ l¸byh x, y ∈ I_n |m^′(x) − m^′(y)| = |m^{′′}(s)l_n| ≤ ≤ C sup_{In} (m^′)l_n ⇒ |1 − m^′(x)/ sup_{In} m^′| ≤ l_n →_{|n|→+∞} 0, ravnomerno otnositel~no x ∈ I_n. Sledovatel~no, dlØ dostatoqno bol~xih |n| imeem^{supIn m} 0 inf_{In} m0 ≤ 2. Utverßdenie lemmy sleduet

teper~ iz (4.5). �

Dokazatel~stvo teoremy 9. Nam dostatoqno dokazat~, qto

funkciØ arg B_{zk} + 2~Ω_1 ØvlØetsØ v osnovnom vozrasta¸weæ dlØ nekotoroæ maßoranty Ω_1 ≥ Ω s koneqnym integralom Puassona. DlØ l¸bogo ε > 0 (vybor ε my ob¨Øsnim pozdnee) my moßem naæti taku¸ maßorantu Ω_1, qto |~Ω_1^′| ≤ εh i |~Ω_1^{′′}| ≤ εh. Deæstvitel~no, kak i v dokazatel~stve teoremy 8, my moßem postroit~ funkci¸ λ(= C sup s∈[min(0,x),max(0,x)] h(s)), kotoraØ udovletvorØet

usloviØm sledstviØ 7.1, tak kak λ(x) = O(|x|^β). Rassmotrim rØd (4.1) i prodifferenciruem ego: | | d^2 dx^2 arg B_{zk} (x) | | = | | ∑ k 4g(k)(x − f(k)) ((x − f(k)^2) + g^2(k))^2 | | ≤

≤ ∑ k 2g(k)|x − f(k)| (x − f(k))^2 + g^2(k) 2g(k) (x − f(k))^2 + g^2(k) · 1 g(k) ≤

≤ 1 infR(g)^∑k^{2g(k)}(x − f(k))^2 + g^2(k)^{= 1}infR(g)^ddx^{arg B(x).}

Takim obrazom, dlØ nekotoroæ konstanty C_3 verno neravenstvo | | d^2 dx^2 arg B | | ≤ C_3 d dx arg B. (4.6)

KRITERII DOPUSTIMOSTI MAȷORANT 79

DlØ dostatoqno malyh ε imeem (arg B + 2~Ω_1)^′ ≍ h. Pofftomu uslovie 1 lemmy vypolneno. Ispol~zuØ neravenstvo (4.6), my moßem vybrat~ ε takim, qto

(arg B + 2~Ω_1)^{′′} ⪯ h ≍ (arg B + 2~Ω_1)^′.

Vospol~zovavxis~ lemmoæ, poluqaem, qto funkciØ arg B + 2~Ω_1 ØvlØetsØ v osnovnom vozrasta¸weæ. �

Rassmotrim funkcii f(x) = |x|^α (^1_2 < α < 1) i g(x) = |x|^γ. Netrudno videt~, qto ffta para funkciæ udovletvorØet usloviØm teoremy 9, esli γ < 2α − 1. (To est~ qem bystree rastet funkciØ f, tem bystree moßet rasti funkciØ g.) Sledu¸wee utverßdenie slußit konkretnoæ ill¸stracieæ teoremy 9.

Sledstvie 9.1. Pust~ zk = sgn (k)|x|^α +i|x|^γ (k ≠ 0), gde^1_2 < α < 1,

0 ≤ γ < 2α − 1. Togda l¸baØ funkciØ ω = e^{−Ω} takaØ, qto a) ∫R^{ΩdP < +∞;}

b) |Ω^′(x)| ≤ M |x|^{1α −1} dlØ nekotorogo M i pri vseh x ∈ R,

dopustima dlØ prostranstva K_{Bzk} .

Esli g ≡ 1, to my vnov~ poluqaem teoremu 8.

Zameqanie 5. Esli funkciØ g1 takova, qto 0 < infR^{g1}_g ≤ supR^{g1}_g <

+∞, to teorema 9 verna i dlØ proizvedeniØ BlØxke, postroennogo po nulØm z_k = f(k) + ig_1(k), k ∈ Z.

Dokazatel~stvo. Iz zameqaniØ 2 sleduet, qto funkciØ (arg B)^′

imeet nußnu¸ ocenku i neravenstvo (4.6) ostaetsØ vernym dlØ fftogo novogo proizvedeniØ BlØxke. �

Zameqanie 6. Esli vnutrennØØ funkciØ B takaØ, kak v teoreme

9, to l¸baØ maßoranta ω = e^{−Ω} so shodØwimsØ logarifmiqeskim integralom L(ω) takaØ, qto funkciØ Ω lipxiceva (t.e. takaØ kak v teoreme Berlinga-Mal~Øvena), B-dopustima.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku nepreryvnaØ funkciØ h otdelena

ot nulØ, my moßem vybrat~ stol~ bol~xoe M , qto sup_{s∈}R|Ω^′(s)| < M h. Togda iz teoremy 9 sleduet trebuemoe. �

80 ı. S. BELOV

Zameqanie 7. Esli vnutrennØØ funkciØ B takaØ, kak v teoreme 9,

to l¸baØ qetnaØ poloßitel~naØ i ubyva¸waØ na poloßitel~noæ poluosi maßoranta ω = e^{−Ω} B-dopustima.

Dokazatel~stvo. DlØ takoæ funkcii Ω moßno postroit~ lip-

xicevu maßorantu Ω_1, summiruemu¸ po mere Puassona ([5, str. 310) (to est~ |Ω^′_1| ⪯ 1). Sledovatel~no, ona B-dopustima. � §5. UsloviØ dopustimosti v sluqae ubyvaniØ mnimoæ qasti nuleæ proizvedeniØ BlØxke

Kak i v §4, rassmotrim proizvedenie BlØxke s nulØmi z_k =

f(k) + ig(k), k ∈ Z. FunkciØ f : R → R strogo vozrastaet i dif-

ferenciruema, funkciØ g poloßitel~na i ∑ k∈Z^{g(k)f2(k)+g2(k) < +∞. V} fftom paragrafe my budem rassmatrivat~ funkcii g, podqinennye uslovi¸ inf_{s∈}Rg(s) = 0. Trudnost~ fftogo sluqaØ zakl¸qaetsØ v tom, qto funkciØ arg B, v otliqie ot §§3–4, voobwe govorØ, perestaet byt~ v osnovnom vozrasta¸weæ. Pofftomu pri pomowi teoremy 1 (kotoroæ my pol~zovalis~ pri dokazatel~stve vseh kriteriev dopustimosti v fftoæ stat~e) my ne moßem daße dokazat~ dopustimost~ maßoranty ω ≡ 1 (Ω ≡ 0). DlØ takih proizvedeniæ neverna ocenka (4.6), i my ne moßem vospol~zovat~sØ lemmoæ iz predyduwego paragrafa.

Nam ponadobitsØ sledu¸wee nesloßnoe utverßdenie (analogiqnoe utverßdeni¸ 4).

Utverßdenie 5. Pust~ qisla a, b, c, d takovy, qto 0 < M0 <^b_d <

M_1, 0 < b < M_2, 0 < d < M_2, |a − c| < M_3b. Togda otnoxenie a2+b2 c2+d2 otdeleno ot nulØ i beskoneqnosti konstantami, zavisØwi-

mi tol~ko ot veliqin M_0, M_1, M_2, M_3.

Deæstvitel~no, esli |a| > b i |c| > b, to a ≍ c, b ≍ d. Ispol~zuØ neravenstvo min ( a^2 c^2 , b^2 d^2 ) ≤ a^2 + b^2 c^2 + d^2

≤ max ( a^2 c^2 , b^2 d^2 ) , poluqaem trebuemoe. Esli ße libo |a| < b, libo |c| < b, to a, c ⪯ b. Sledovatel~no, a^2 + b^2 ≍ b^2, c^2 + d^2 ≍ d^2, tak qto^{a2+b2}_{c2+d2} ≍^{b2}_{d2} . �

Pust~ funkciØ σ opredelena formuloæ (4.1). Predpoloßim, qto

KRITERII DOPUSTIMOSTI MAȷORANT 81 5a) sup_{|x−y|≤1}^{g(x)}_{g(y)} < +∞;

5b) f^′ ⪯ g.

Togda, kak my pokaßem niße, σ(x) ≍ h(x) = ∫ R^{g(t)(x − f(t))2 + g2(t) dt. (5.1)}

(V fftom paragrafe, v otliqie ot predyduwih, funkciØ h opredelena kak integral v pravoæ qasti ocenki (5.1).) Poloßim

F_x(t) =^{g(t)}

(x−f(t)2)+g2(t) . Togda σ(x) = ∑ k∈Z^{Fx(k). S drugoæ storony,}

esli |t_1 − t_2| ≤ 1, to

F_x(t_1) F_x(t_2) = g(t_1) g(t_2) · (x − f(t_2))^2 + g^2(t_2) (x − f(t_1))^2 + g^2(t_1) . PervaØ drob~ otdelena ot nulØ i beskoneqnosti v silu usloviØ 5a). Tak kak funkciØ f lipxiceva, to |(x − f(t_1)) − (x − f(t_2))| ⪯ g (svoæstvo 5b)). Pofftomu, primenØØ utverßdenie 5 (a = x −

f(t_1), c = x − f(t_2), b = g(t_1), d = g(t_2)), poluqaem, qto vtoraØ

drob~ takße otdelena ot nulØ i beskoneqnosti (konstantami, ne zavisØwimi ot t_1, t_2 i x). Takim obrazom,

0 < inf x∈R,|t1−t2|≤1^{Fx(t1)}Fx(t2)^{≤ sup}x∈R,|t1−t2|≤1^{Fx(t1)}Fx(t2)^{< +∞.} Sledovatel~no, F_x(t) ≍^{t+1} ∫ t F_x(s)ds. SummiruØ ocenki, poluqaem

nußnoe sootnoxenie.

Teorema 10. Pust~ funkcii f, g takovy, qto f strogo vozrasta-

et i differenciruema, ∑ k∈Z^{g(k)f2(k)+g2(k) < +∞, a funkciØ h = (hf,g )}

udovletvorØet usloviØm 1, 4, 5 teoremy 8 i lim_{|x|→+∞} h(x) = +∞. Predpoloßim, qto dlØ nekotoryh C_1, C_2 > 0

| arg B(x) − arg B(y)| ≤ C_1 ⇒ |(arg B)^′(x) − (arg B)^′(y)| ≤ C_2.

Togda l¸baØ gladkaØ funkciØ ω = e^{−Ω} takaØ, qto

a) Ω ∈ L^1(P); b) |Ω^′| ≤ M h dlØ nekotorogo M > 0,

82 ı. S. BELOV dopustima dlØ prostranstva K_B .

Dokazatel~stvo. Kak i v dokazatel~stve teoremy 9, dlØ l¸bogo

ε > 0 my moßem naæti funkci¸ Ω_1 ≥ Ω taku¸, qto Ω_1 ∈ L^1(P), |Ω^′_1| ≤ εh, |~Ω_1^′| ≤ εh, |~Ω_1^{′′}| ≤ εh. Budem sqitat~, qto funkciØ Ω

obladaet fftimi svoæstvami. Poloßim dlØ kratkosti a = arg B. My moßem vybrat~ stol~ maloe ε, qto (napomnim, qto arg B^′ ≍ h) |~Ω(x) − ~Ω(y)| ≤ 1 2 |a(x) − a(y)|, x, y ∈ R. Togda |a(x) + 2~Ω(x) − (a(y) + 2~Ω(y))| ≤ C_1 2 ⇒ |a(x) − a(y)| ≤ C_1. (5.2) DlØ takih x, y (|a(x)+2~Ω(x)−(a(y)+2~Ω(y))| ≤^{C1}_2 ) legko videt~, qto |~Ω^′(x) − ~Ω^′(y)| ≤ |x − y|~Ω^{′′}(s) ⪯ |x − y|h(s) (s leßit meßdu x i y). FunkciØ h otdelena ot nulØ, raznost~ |x − y| ograniqena i otnoxenie^{h(s)}_{h(t)} (s, t leßat meßdu x i y) takße ograniqeno (ffto sleduet iz svoæstv 4) i 5) funkcii h). Ocenim |x − y|h(s), gde s leßit meßdu x i y: |x−y|h(s) = |a^{−1}(a(x))−a^{−1}(a(y))|h = (a^{−1})^′(ζ)|a(x)−a(y)|h(s) ⪯ h(s) a^′(t) dlØ nekotorogo t meßdu x i y. Poskol~ku a^′ ≍ h, poluqaem, qto |~Ω^′(x) − ~Ω^′(y)| ⪯ 1. Znaqit, suwestvuet takaØ konstanta C_3, qto |a(x) + 2~Ω(x) − (a(y) + 2~Ω(y))| ≤ ≤ C_1 2 ⇒ |a^′(x) + 2~Ω^′(x) − (a^′(y) + 2~Ω^′(y))| ≤ C_3.

Esli posledovatel~nost~ {d_n} takova, qto a(d_n) + 2~Ω(d_n) = 2πn,

n ∈ Z, to sup_n { sup_{s,t∈(dn,dn+1)}{a^′(s) + 2~Ω^′(s) − (a^′(t) + 2~Ω^′(t))}} < +∞.

Sledovatel~no, funkciØ arg B + 2~Ω v osnovnom vozrasta¸waØ. � Zametim, qto para funkciæ f(x) = |x|^α, g(x) = |x|^β, gde α ∈ (^1_2 , 1),

α − 1 < β < 0, udovletvorØet usloviØm teoremy 10.

KRITERII DOPUSTIMOSTI MAȷORANT 83

Sledstvie 10.1. Pust~ zk = sgn (k)|x|^α + i|x|^β (k ≠ 0), gde^1_2 < α <

1, α − 1 < β ≤ 0. Togda l¸baØ funkciØ ω = e^{−Ω} takaØ, qto a) ∫R^{ΩdP < +∞;}

b) |Ω^′(x)| ≤ M |x|^{1α −1} dlØ nekotorogo M i pri vseh x ∈ R,

dopustima dlØ prostranstva K_B .

˚ blagodaren V. P. Havinu za postanovku zadaq i pomow~ pri podgotovke fftoæ raboty k peqati.

Literatura

1. A. D. Baranov, Polynomials in the de Branges spaces of entire functions. — Ark.

Mat. 44 (2006), no. 1, 16–38.

2. ı. S. Belov, Neobhodimye usloviØ dopustimosti dlØ nekotoryh klassov model~nyh podprostranstv (gotovitsØ k peqati).

3. A. D. Baranov, V. P. Havin, Dopustimye maßoranty dlØ model~nyh podprostranstv i argumenty vnutrennih funkciæ. — Funkcional~nyæ analiz i ego priloßeniØ 40, no. 4 (2006), 2–21.

4. A. D. Baranov, A. A. Borichev, V. P. Havin, Admissible majorants for meromorphic functions with fixed poles (prinØto k peqati v Indiana University Math. J.).

5. V. Havin, B. Jöricke, The Uncertainty Principle in Harmonic Analysis. —

Springer-Verlag (1994).

6. V. P. Havin, J. Mashreghi, Admissible majorants for model subspaces of H^2. Part 1: slow winding of the generating inner function. — Can. J. Math. 55, 6 (2003), 1231–1263.

7. V. P. Havin, J. Mashreghi, Admissible majorants for model subspaces of H^2. Part 2: fast winding of the generating inner function. — Can. J. Math. 55, 6(2003), 1264–1301.

8. P. Koosis, The Logarithmic integral. I. — Cambridge Stud. Adv. Math. 12, Cam-

bridge University Press, Cambridge, 1988.

9. V. P. Havin, Dß. Maxregi, F. Nazarov, Teorema Berlinga–Mal~Øvena o mul~tiplikatore: sed~moe dokazatel~stvo. — Algebra i Analiz 17 (2005), No. 5, 3–68.

Belov Yu. S. Admissibility criteria for model subspaces with fast growth of the argument of the generating inner function.

Let Θ be an inner function in the upper half plane and let K_Θ = H^2 ⊖ ΘH^2 be the associated model subspace of the Hardy space H^2. We call a non-negative function ω Θ-admissible if in the space K_Θ there exists a non-zero function f ∈ K_Θ such that |f| ≤ ω a.e. on R. We

84 ı. S. BELOV give some sufficient conditions of Θ-admissibility for the case when Θ is meromorphic and arg Θ grows fast ((arg Θ)^′ tends to infinity).

Postupilo 9 noØbrØ 2006 g.

Norwegian University of Science and Technology (NTNU) E-mail: j�b�juri�belov@mail.ru