Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 345, 2007 g.

V. A. Bednaß O HARAKTERIZACII GLAVNYH QASTE` MEROMORFNYH FUNKCI` KONEQNOGO POR˚DKA I NORMAL^NOGO TIPA V OKRESTNOSTI OSOBYH TOQEK

Pust~ C – kompleksnaØ ploskost~, M (C) – mnoßestvo funkciæ f, meromorfnyh v C, {z_k}^{+∞}_1 – posledovatel~nost~ kompleksnyh qisel, takih qto |z_1| ≤ |z_2| ≤ . . . , lim_{k→+∞} z_k = ∞.

Po klassiqeskoæ teoreme Mittag-Lefflera dlØ proizvol~- noæ posledovatel~nosti racional~nyh funkciæ {g_k}^{+∞}_1 s pol¸- sami v toqkah z_k vsegda suwestvuet funkciØ f ∈ M (C), takaØ qto glavnaØ qast~ razloßeniØ v rØd Lorana v okrestnosti toqki z_k sovpadaet s funkciØmi g_k, k = 1, 2, . . .. Estestvenno voznikaet vopros: pri kakih usloviØh na {g_k}^{+∞}_1 i {z_k}^{+∞}_1 moßno naæti funkci¸ f ∈ M (C) koneqnogo porØdka i normal~nogo tipa s takimi glavnymi qastØmi?

V zametke naædeno neobhodimoe i dostatoqnoe uslovie, pri kotorom moßno postroit~ taku¸ funkci¸. Otmetim, qto vpervye zadaqa takogo roda v klasse R. Nevanlinny v ediniqnom kruge byla postavlena i rexena v rabote A. G. Naftaleviqa [6].

DlØ formulirovki osnovnogo rezul~tata vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ: pust~ f ∈ M (C), T (r, f) – harakteristika R. Nevanlinny, to est~ T (r, f) = 1 2π π∫ −π ln^+ |f(re^{iφ})|dφ + r∫ 0 n(t) t dt, gde n(t) = {card b_k, |b_k| ≤ t}, b_k – mnoßestvo pol¸sov funkcii f.

FunkciØ f iz M (C) imeet koneqnyæ porØdok ρ i normal~nyæ tip, esli suwestvuet postoØnnaØ c_f ∈ R_+, takaØ qto T (r, f) ≤ c_f r^ρ, ρ > 0, r ≥ r_0 > 0. Mnoßestvo takih funkciæ oboznaqim qerez M (ρ; +∞), a mnoße- 51

52 V. A. BEDNAȷ stvo vseh celyh funkciæ koneqnogo porØdka ρ i normal~nogo tipa – qerez H(ρ; +∞).

Pust~

g_k(z) = a_{k,1} z − z_k + a_{k,2} (z − z_k)^2 + . . . + a_{k,pk} (z − z_k)^{pk} , |z_1| ≤ |z_2| ≤ . . . , lim_{k→+∞} z_k = ∞, zadannaØ posledovatel~nost~ racional~nyh funkciæ; pri kakih usloviØh, naloßennyh na rost moduleæ |a_{k,j}|, k = 1, 2, 3, . . ., j =

1, 2, . . . , p_k, suwestvuet funkciØ iz M (ρ; +∞) s pol¸sami v toqkah z_k, i tol~ko v nih, s sootvetstvu¸wimi glavnymi qastØmi g_k?

Kak sledovalo oßidat~, takie zadaqi svodØtsØ k sootvetstvu- ¸weæ interpolØcionnoæ zadaqe v klasse H(ρ; +∞). Posledovatel~nost~ razliqnyh kompleksnyh qisel {z_k}^{+∞}_1 vmeste s ih kratnostØmi p_k nazyvaetsØ interpolØcionnoæ v klasse H(ρ; +∞), esli dlØ l¸boæ posledovatel~nosti kompleksnyh qisel λ_{k,j},

k = 1, 2, . . ., j = 1, 2, . . . , p_k, udovletvorØ¸weæ uslovi¸ lim k→+∞ 1 |z_k|^ρ ln max 1≤j≤p_k |λ_{k,j}| j! < +∞, suwestvuet F ∈ H(ρ; +∞) so svoæstvom F^{(j)}(z_k) = λ_{k,j}, k = 1, 2, . . . , j = 1, 2, . . . , p_k. PolnaØ harakterizaciØ interpolØcionnyh mnoßestv v klassah H(ρ; +∞) poluqena v rabotah [1–4]. Iz fftih rezul~tatov sleduet, qto esli posledovatel~nost~ {z_k}^{+∞}_1 – interpolØcionnaØ v klasse H(ρ; +∞), to vypolnØetsØ uslovie lim k→+∞ ln | | |^{F (pk ) (zk)} p_k! | | | |z_k|^ρ < +∞, (1) gde F (z) = +∞∏ k=1 ( 1 − z z_k )_{pk} exp p_k m∑ j=1 1 j ( z z_k )_j , m – rod posledovatel~nosti {z_k}^{+∞}_1 .

O HARAKTERIZACII GLAVNYH QASTE` 53

Teorema. Pust~ posledovatel~nost~ {zk}^{+∞}_1 interpolØcionnaØ v

klasse H(ρ; +∞). Togda dlØ togo, qtoby suwestvovala funkciØ g ∈ M (ρ; +∞) s glavnymi qastØmi a_{k,1} z − z_k + a_{k,2} (z − z_k)^2 + . . . + a_{k,pk} (z − z_k)^{pk} (2) v okrestnosti toqki z_k, neobhodimo i dostatoqno, qtoby lim k→+∞ ln |a_{k,i}| |z_k|^ρ < +∞, i = 1, . . . , p_k. (3) Dokazatel~stvo. Neobhodimost~. Predpoloßim, qto suwestvuet

funkciØ g ∈ M (ρ; +∞) s glavnymi qastØmi vida (2). Horoxo izvestno, qto funkciØ g predstavima v vide otnoxeniØ dvuh celyh funkciæ klassa H(ρ; +∞) (sm. [5]), t.e. g =^h_F .

Takim obrazom, v okrestnosti toqki z_k imeem h(z) = F (z) ( a_{k,1} z − z_k + a_{k,2} (z − z_k)^2 + . . . + a_{k,pk} (z − z_k)^{pk} ) =

= +∞∑ j=p_k 1 j! F^{(j)}(z_k)(z − z_k)^j ( a_{k,1} z − z_k + a_{k,2} (z − z_k)^2 + · · · + a_{k,pk} (z − z_k)^{pk} ) . Poluqim vyraßenie dlØ a_{k,i}, i = 1, 2, . . . , p_k: h(z) = p_k∑

i=1 +∞∑ j=p_k 1 j! F^{(j)}(z_k)(z − z_k)^{j−i}a_{k,i}. NahodØ (p_k − i)-¸ proizvodnu¸ funkcii h v toqke z_k, poluqaem h^{(pk−i)}(z_k) = F^{(pk)}(z_k)a_{k,i}(p_k − i)! p_k!

. (4)

Ispol~zuØ to, qto h ∈ H(ρ; +∞) i posledovatel~nost~ {z_k}^{+∞}_1 – interpolØcionnaØ, iz ravenstva (4) imeem lim k→+∞ ln |a_{k,i}| |z_k|^ρ < +∞, i = 1, . . . , p_k. Dostatoqnost~. Predpoloßim, qto uslovie (3) vypolnØetsØ i posledovatel~nost~ {z_k}^{+∞}_1 – interpolØcionnaØ. Dokaßem, qto suwestvuet funkciØ g ∈ M (ρ; +∞) s glavnymi qastØmi vida (2).

54 V. A. BEDNAȷ

Tak kak lim k→+∞ ln |^{F (pk )(zk)·ak,i} p_k! | |z_k|^ρ < +∞, i = 1, . . . , p_k, to suwestvuet funkciØ h ∈ H(ρ; +∞) (sm. [1–4]), rexa¸waØ interpolØcionnu¸ zadaqu h^{(pk−i)}(z_k) (p_k − i)! = F^{(pk)}(z_k) · a_{k,i} p_k! , i = 1, . . . , p_k. (5) Poloßim g =^h_F . Tak kak h ∈ H(ρ; +∞) i F ∈ H(ρ; +∞), to funkciØ g leßit v M (ρ; +∞), i ee osobye toqki – ffto pol¸sa z_k porØdka p_k, k = 1, 2, . . .. Sledovatel~no, razloßenie dannoæ funkcii v rØd Lorana v okrestnosti toqki z_k imeet vid a^′_{k,1} z − z_k + a^′_{k,2} (z − z_k)^2 + . . . + a^′_{k,pk} (z − z_k)^{pk} . UqityvaØ ravenstvo (5), netrudno zametit~, qto a^′_{k,i} = a_{k,i}, i =

1, . . . , p_k. Teorema dokazana.

Literatura 1. A. F. Leont~ev, Razreximost~ interpolØcionnoæ zadaqi v klasse celyh

funkciæ. — DAN SSSR 66, (1949), 33–34.

2. O. S. Firsakova, Nekotorye voprosy interpolirovanniØ s pomow~¸ ce-

lyh funkciæ. — DAN SSSR 120, No. 3 (1958), 477–480.

3. A. V. Bratiwev, K odnoæ zadaqe Leont~eva. — DAN SSSR 270, No. 2 (1983), 265–267.

4. A. F. Grixin, A. M. Russakovskiæ, SvobodnaØ interpolØciØ celymi

funkciØmi. — TeoriØ funkciæ, funkcion. analiz i ih pril., vyp. 44

(1985), 32–42.

5. A. A. Gol~dberg, I. V. Ostrovskiæ, Raspredelenie znaqeniæ meromorfnyh

funkciæ. Nauka, M. (1970).

6. A. G. Naftaleviq, Ob interpolirovanii funkciæ ograniqennogo vida. — Uqenye zapiski Vil~n¸sskogo universiteta, 5 (1956), 5–27. Bednazh V. A. Characterizing the principal parts of meromorphic functions of finite order and normal type near singlular points.

A complete description of the principal parts of meromorphic functions of finite order and normal type in their Laurent decomposition near singular points is presented. Postupilo 12 i¸nØ 2006 g.

BrØnskiæ gosudarstvennyæ universitet im. akademika I.G. Petrovskogo

E-mail: verabednazh@rambler.ru