Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 345, 2007 g.

S. V. Astaxkin, F. A. Sukoqev

R˚DY NEZAVISIMYH FUNKCI` S NULEVYM SREDNIM V SIMMETRIQNYH PROSTRANSTVAH SO SVO`STVOM KRUGLOVA

§1. Vvedenie

Vvidu klassiqeskogo neravenstva Hinqina, sistema Rademahera {r_n}^∞_{n=1}, r_n(t) = sgn sin(2^nπt) (0 6 t 6 1), rassmatrivaemaØ v L_p[0, 1] (1 6 p < ∞), ffkvivalentna posledovatel~nosti diz¨- ¸nktnyh “sdvigov” {r_n(·) := r_n(· − n + 1)}^∞_{n=1} v L_2(0, ∞). Esli rassmatrivat~ sistemu Rademahera kak special~nyæ sluqaæ posledovatel~nosteæ nezavisimyh funkciæ s nulevym srednim (t.e. 1∫ 0 f_k(t)dt = 0, k = 1, 2, . . .), to zameqatel~noe obobwenie fftogo ne-

ravenstva na simmetriqnye prostranstva (s.p.) funkciæ na [0, 1] bylo dokazano v 1989 godu V. Dßonsonom i G. Xehtmanom [1]. Po dannomu s.p. X oni opredelili s.p. Z^2_X na [0, ∞) (naxe oboznaqenie ne sovpadaet s ispol~zovannym v [1]) i pokazali, qto proizvol~naØ posledovatel~nost~ {f_k}^∞_{k=1} nezavisimyh funkciæ s nulevym srednim v X ffkvivalentna posledovatel~nosti ih diz¨- ¸nktnyh “sdvigov” {f_k(·) := f_k(· − k + 1)}^∞_{k=1} v Z^2_X pri uslovii, qto X soderßit L_p[0, 1] pri nekotorom p < ∞. Podqerknem, qto osnovnaØ trudnost~ zakl¸qaetsØ pri fftom v dokazatel~stve neravenstva ‖ ‖ ‖ n∑ k=1 f_k ‖ ‖ ‖_X 6 C ‖ ‖ ‖ n∑ k=1 f_k ‖ ‖ ‖_{Z2X} (1.1)

(sm. pravu¸ qast~ neravenstva (3) v [1, teorema 1]).

Osnovnymi sredstvami pri dokazatel~stve ocenki (1.1) v [1] byli odin iz variantov horoxo izvestnogo neravenstva Hoffmana–`orgensena [2], a takße svØzannaØ s nim tehnika svedeniØ zadaqi k L_p-sluqa¸. RassmatrivaØ analogiqnyæ vopros zdes~, my primenØem sovsem drugie rassußdeniØ, osnovyva¸wiesØ na teorii bezgraniqno delimyh raspredeleniæ i na izuqenii svoæstv poloßitel~nogo lineænogo operatora K, vvedennogo 25

26 S. V. ASTAXKIN, F. A. SUKOQEV nami nedavno v [3] (sm. takße [4]). Tehnika bezgraniqno delimyh raspredeleniæ, bezuslovno, horoxo izvestna v teorii veroØtnosteæ. V to ße vremØ, pri izuqenii geometrii s.p. ona xiroko primenØlas~, vidimo, tol~ko M. X. Bravermanom [5], ispol~zovavxim pri fftom nekotorye idei i veroØtnostnye konstrukcii V. M. Kruglova [6]. Nax podhod, krome togo, tesno svØzan so stohastiqeskim integrirovaniem otnositel~no simmetrizovannogo puassonovskogo processa, primenennym v [7] (sm. takße [8]) dlØ izuqeniØ voprosa o tom, kogda dannoe s.p. na [0, 1] izomorfno nekotoromu s.p. na poluosi. My detal~no rassmatrivaem ffti svØzi v posledneæ qasti raboty. V §2 vvodØtsØ neobhodimye opredeleniØ i svedeniØ iz teorii s.p., a takße nekotorye veroØtnostnye konstrukcii. V §3 my dokazyvaem glavnyæ rezul~tat, sostoØwiæ v tom, qto dlØ xirokogo klassa s.p. X vypolnenie neravenstva (1.1) dlØ proizvol~noæ posledovatel~nosti {f_k}^∞_{k=1} ⊆ X nezavisimyh funkciæ so srednim 0 ffkvivalentno ograniqennosti operatora K v fftom prostranstve (sm. teoremy 3.1 i 3.6). Vnexne ffto utverßdenie analogiqno teoreme 6.1 raboty [3], gde req~ idet o proizvol~nyh posledovatel~nostØh (neotricatel~- nyh) nezavisimyh funkciæ (sm. naqalo §3). Podqerknem, tem ne menee, qto dokazatel~stva fftih rezul~tatov soverxenno razliqny. �to ob¨ØsnØetsØ razniceæ svoæstv posledovatel~nosteæ neotricatel~nyh funkciæ i funkciæ s nulevym srednim (sm. takße razliqie v dokazatel~stvah neravenstv (3) i (4) v teoreme 1 stat~i [1]). Vaßno otmetit~, qto preimuwestvo naxego podhoda po sravneni¸ s rabotoæ [1] sostoit v tom, qto on pozvolØet poluqat~ neravenstvo (1.1) v celom rØde vaßnyh v priloßeniØh s.p., ne soderßawih L_p-prostranstvo ni pri kakom p < ∞. Sootvetstvu¸wiæ primer priveden v zameqanii 3.5, gde naxi rezul~taty primenØ¸tsØ k ffksponencial~nym prostranstvam Orliqa ExpL_p, 0 < p < 1 (naprotiv, usloviØ teoremy 1 v [1] dlØ nih ne vypolnØ¸tsØ). Iz teoremy 3.6, a takße rezul~tatov stat~i [3] vytekaet sledstvie 3.7, kotoroe v opredelennom smysle obratno po otnoxeni¸ k utverßdeni¸ pervoæ qasti teoremy 1 v [1]. Odnovremenno ono pokazyvaet, qto, v otliqie ot situacii s neravenstvom Hinqina (sm. [9]), ne suwestvuet “minimal~nogo” s.p. E takogo, qto neravenstvo (1.1) vypolneno dlØ kaßdogo s.p. X ⊇ E.

V posledneæ qasti raboty, v §4, my primenØem poluqennye

R˚DY NEZAVISIMYH FUNKCI` 27 rezul~taty k horoxo izvestnoæ zadaqe o tom, imeet li dannoe s.p. X na [0, 1] izomorfnoe predstavlenie kak s.p. na poluosi (vpervye postavlennoæ v [10] i gluboko izuqennoæ v [7] i [8]). Vo-pervyh, okazyvaetsØ, qto pri uslovii ograniqennosti operatora K prostranstvo X soderßit podprostranstvo, izomorfnoe s.p. Z^2_X na poluosi. Ranee podobnoe utverßdenie bylo dokazano lix~ dlØ gorazdo bolee uzkogo klassa s.p. s netrivial~nym nißnim indeksom Boæda. Vo-vtoryh, teorema 3.1 pozvolØet dat~ gorazdo bolee prostoe dokazatel~stvo horoxo izvestnoæ teoremy (sm. [7, §8] ili [8, s. 203]) o tom, qto X izomorfno nekotoromu s.p. na poluosi, esli indeksy Boæda X netrivial~ny. I nakonec, my pokazyvaem, qto suwestvuet glubokaØ svØz~ meßdu operatorom K i stohastiqeskim integrirovaniem otnositel~no simmetrizovannogo puassonovskogo processa, primenØemogo v [7].

Dalee budut ispol~zovat~sØ sledu¸wie sokraweniØ: s.p.– simmetriqnoe prostranstvo;

s.v.– sluqaænaØ veliqina (izmerimaØ funkciØ); f.r.– funkciØ raspredeleniØ sluqaænoæ veliqiny; h.f.– harakteristiqeskaØ funkciØ sluqaænoæ veliqiny; f^d= g oznaqaet, qto s.v. f i g ime¸t odinakovye f.r..

§2. OpredeleniØ i predvaritel~nye svedeniØ

Razdel soderßit osnovnye opredeleniØ i oboznaqeniØ iz teorii s.p. (podrobnee sm. [11, 8]), a takße nekotorye ponØtiØ i konstrukcii veroØtnostnogo haraktera, vzØtye, v osnovnom, iz [5] i [3], kotorye budut ispol~zovat~sØ v fftoæ rabote.

2.1. Simmetriqnye prostranstva. Banahovo prostranstvo

(X, ‖ · ‖_X ) vewestvennoznaqnyh funkciæ, izmerimyh po Lebegu na intervale J = [0, α), 0 < α 6 ∞ (s otoßdestvleniem λpoqti vs¸du), nazyvaetsØ simmetriqnym (ili perestanovoqnoinvariantnym), esli

(i) X ØvlØetsØ porØdkovoæ rexetkoæ, t.e. esli y ∈ X i x – l¸baØ izmerimaØ funkciØ na J takaØ, qto |x| 6 |y|, to x ∈ X i ‖x‖_X 6 ‖y‖_X ; (ii) X perestanovoqno invariantno v tom smysle, qto esli y ∈ X i x – l¸baØ izmerimaØ funkciØ na J takaØ, qto x^∗ = y^∗, to x ∈ X i ‖x‖_X = ‖y‖_X .

28 S. V. ASTAXKIN, F. A. SUKOQEV Zdes~ i vs¸du dalee λ – mera Lebega, a x^∗(t) – nevozrasta¸waØ nepreryvnaØ sprava perestanovka funkcii |x(s)|, t.e. x^∗(t) = inf{ τ > 0 : λ({s ∈ [0, α) : |x(s)| > τ }) 6 t } (t > 0), gde n_{|x|}(τ ) := λ{s > 0 : |x(s)| > τ } (τ > 0). DlØ l¸bogo s.p. X = X[0, ∞) (sootvetstvenno X = X[0, 1]) ime- ¸t mesto nepreryvnye vloßeniØ

L_1 ∩ L_∞[0, ∞) ⊆ X ⊆ L_1 + L_∞[0, ∞) (L_∞[0, 1] ⊆ X ⊆ L_1[0, 1])

(opredeleniØ summy i pereseqeniØ banahovyh prostranstv, obrazu¸wih banahovu paru, sm. dalee v fftom razdele).

Pust~ X – s.p. na [0, 1]. Dalee my budem rassmatrivat~ takße s.p. X(Ω, P) izmerimyh funkciæ ili sluqaænyh veliqin (s.v.) na veroØtnostnom prostranstve (Ω, P), opredelØemoe sledu¸wim obrazom: X(Ω, P) := {f ∈ L_1(Ω, P) : f^∗ ∈ X}, ‖f‖_{X(Ω,P)} := ‖f^∗‖_X . Zdes~ f^∗ – nevozrasta¸waØ perestanovka otnositel~no mery P na Ω. Qerez S(Ω)(= S(Ω, μ)) budet oboznaqat~sØ lineænoe prostranstvo vseh izmerimyh koneqnyh p.v. funkciæ na prostranstve s meroæ (Ω, μ), snabßennoe topologieæ shodimosti po mere na podmnoßestvah koneqnoæ mery v Ω.

Esli X – s.p. na intervale J = [0, α), to dvoæstvennoe (ili associirovannoe) prostranstvo X^× sostoit iz vseh izmerimyh funkciæ y, dlØ kotoryh

‖y‖_{X×} := sup {∫ J |x(t)y(t)|dt : x ∈ X, ‖x‖_X 6 1 } < ∞ (osnovnye svoæstva dvoæstvennogo prostranstva moßno naæti v [11]). Esli X^∗ – prostranstvo, soprØßennoe s X, to X^× ⊂ X^∗, a X^× = X^∗, esli i tol~ko esli norma ‖ · ‖_X porØdkovo nepreryvna, t.e. iz {x_n}_{n≥1} ⊆ X, x_n ↓_n 0, sleduet, qto ‖x_n‖_X → 0. Zametim, qto norma ‖ · ‖_X s.p. X na J porØdkovo nepreryvna togda i tol~ko togda, kogda X separabel~no. GovorØt, qto s.p. X na J maksimal~no (ili imeet svoæstvo Fatu), esli iz togo, qto {f_n}_{n≥1} ⊆ X, f_n → f p.v. na J i sup_n ‖f_n‖_X < ∞, sleduet: f ∈ X i ‖f‖_X 6 lim inf_{n→∞} ‖f_n‖_X . Horoxo izvestno, qto s.p. X maksimal~no togda i tol~ko togda, kogda estestvennoe vloßenie X v

R˚DY NEZAVISIMYH FUNKCI` 29 ego vtoroe dvoæstvennoe X^{××} ØvlØetsØ izometriqeskoæ s¸r¨ekcieæ. Gorazdo bolee slabym ØvlØetsØ sledu¸wee uslovie. Norma ‖ · ‖_X s.p. X nazyvaetsØ porØdkovo polunepreryvnoæ (ili normoæ Fatu), esli ediniqnyæ xar prostranstva X zamknut v X otnositel~no shodimosti poqti vs¸du. Poslednee ffkvivalentno tomu, qto estestvennoe vloßenie X v ego vtoroe dvoæstvennoe X^{××} – izometriØ.

Napomnim, qto dlØ τ > 0 operator rastØßeniØ σ_τ opredelØetsØ sledu¸wim obrazom: σ_τ x(t) = x(t/τ ), esli J = [0, ∞), i σ_τ x(t) = { x(t/τ ), 0 6 t 6 min(1, τ )

0, min(1, τ ) < t 6 1,

esli J = [0, 1]. Operatory σ_τ ograniqeny v l¸bom s.p. X. Krome togo, suwestvu¸t qisla

α_X := lim_{τ→0} ln ‖σ_τ ‖_X ln τ

, β_X := lim_{τ→∞} ln ‖σ_τ ‖_X ln τ , nazyvaemye indeksami Boæda prostranstva X. Vsegda 0 6 α_X 6 β_X 6 1. GovorØt, qto indeksy Boæda s.p. X netrivial~ny, esli 0 < α_X 6 β_X < 1.

Vaßnymi primerami s.p. ØvlØ¸tsØ L_p-prostranstva (1 6 p 6 ∞), a takße ih obobwenie – prostranstva Orliqa. Pust~ Φ – nepreryvnaØ vypuklaØ vozrasta¸waØ funkciØ na [0, ∞), Φ(0) = 0 i Φ(∞) = ∞. Prostranstvo Orliqa L_Φ = L_Φ[0, α) sostoit iz vseh funkciæ f ∈ S[0, α), dlØ kotoryh koneqna norma

‖f‖_{LΦ} = inf { ρ > 0 : α∫ 0 Φ ( |f(t)| ρ ) dt 6 1^}. Qerez χ_E (t) dalee budet oboznaqat~sØ harakteristiqeskaØ funkciØ mnoßestva E ⊂ [0, ∞), a qerez suppf – nositel~ izmerimoæ funkcii f.

2.2. Svoæstvo Kruglova i operator K v s.p.. Pust~ f – iz-

merimaØ funkciØ (ili s.v.) na [0, 1], a F_f – ee f.r. Qerez π(f)

30 S. V. ASTAXKIN, F. A. SUKOQEV oboznaqim sluqaænu¸ veliqinu, h.f. kotoroæ opredelØetsØ ravenstvom

φ_{π(f)}(t) = exp (^∞∫ −∞ ( e^{itx} − 1 ) dF_f (x) ) ,

ili, ffkvivalentno, ffto s.v. ∑_N i=1 f_i, gde f_i – nezavisimye kopii f, a s.v. N imeet raspredelenie Puassona s parametrom 1 i nezavisima otnositel~no posledovatel~nosti {f_i}.

Opredelenie 2.1. GovorØt, qto s.p. X na [0, 1] imeet svoæstvo

Kruglova (my pixem: X ∈ K), esli f ∈ X ⇐⇒ π(f) ∈ X. �to svoæstvo izuqalos~ i intensivno ispol~zovalos~ M. X. Bravermanom [5]. Zametim, qto netrivial~na lix~ implikaciØ f ∈ X =⇒ π(f) ∈ X; obratnoe vvidu neravenstva Prohorova [12] (sm. takße [5, s. 11]) spravedlivo vsegda. Izvestno [5, teorema 2, s. 16], qto s.p. X obladaet svoæstvom Kruglova, esli X ⊇ L_p dlØ nekotorogo p < ∞. V qastnosti, poslednee vypolneno dlØ s.p. s netrivial~nym nißnim indeksom Boæda, t.e. esli α_X > 0. Krome togo, fftim svoæstvom oblada¸t takße nekotorye ffksponencial~nye prostranstva Orliqa, ne soderßawie L_p ni pri kakom p < ∞ (sm. zameqanie 3.5).

So svoæstvom Kruglova tesno svØzan operator K [3] (sm. takße [4]). Snaqala opredelim vspomogatel~nyæ operator K_1 so znaqeniØmi v prostranstve S(Ω, P), gde (Ω, P) := ∏_∞ k=0 ([0, 1], λ_k) (λ_k – mera Lebega na [0, 1], k = 0, 1, . . .). Pust~ {E_n} – posledovatel~nost~ poparno diz¨¸nktnyh podmnoßestv otrezka [0, 1], λ(E_n) =^1_{e·n!} , n ∈ N. DlØ proizvol~noæ funkcii f iz S([0, 1], λ) poloßim

K_1f(ω_0, ω_1, ω_2, . . . ) := ∞∑ n=1 n∑ k=1 f(ω_k )χ_{En} (ω_0).

Horoxo izvestno, qto suwestvuet sohranØ¸wee meru otobraßenie δ : (Ω, P) → ([0, 1], λ). DlØ kaßdoæ funkcii g iz S(Ω, P) opredelim R(g)(x) := g(δ^{−1}x), x ∈ [0, 1]. Legko videt~, qto λ{x ∈ [0, 1] : R(g)(x) < t} = P{ω ∈ Ω : g(ω) < t} (t ∈ R).

R˚DY NEZAVISIMYH FUNKCI` 31 Pofftomu K := RK_1 – poloßitel~nyæ lineænyæ operator, deæstvu¸wiæ iz S([0, 1], λ) v S([0, 1], λ), priqem dlØ l¸boæ izmerimoæ na [0, 1] funkcii f raspredeleniØ funkciæ Kf i K_1f odinakovy.

Tak kak my rassmatrivaem s.p., to dlØ nas vaßno lix~ raspredelenie funkcii Kf, v svØzi s qem na opredelenie operatora K moßno smotret~ s neskol~ko inoæ (i zaqastu¸ bolee udobnoæ) toqki zreniØ. Esli f ∈ S([0, 1], λ) i {f_{n,k}}^n_{k=1} (n ∈ N) – posledovatel~nost~ naborov funkciæ, izmerimyh na [0, 1], takaØ, qto dlØ kaßdogo n ∈ N

(i) f_{n,1}, f_{n,2}, . . . , f_{n,n}, χ_{En} – posledovatel~nost~ nezavisimyh s.v.; (ii) F_{fn,k} = F_f , k = 1, 2, . . ., n, to opredelim:

K^′f(x) := ∞∑ n=1 n∑ k=1 f_{n,k}(x)χ_{En} (x), x ∈ [0, 1]. NeposredstvennaØ proverka pokazyvaet, qto f.r. funkciæ Kf i K^′f odinakovy. Pofftomu, kak uße otmeqalos~, operator K moßno v opredelennom smysle otoßdestvlØt~ s K^′.

Napomnim, qto operator K ograniqenno deæstvuet v s.p. X togda i tol~ko togda, kogda X imeet svoæstvo Kruglova [3, lemma 3.3]. V [3], glavnym obrazom, izuqalos~ deæstvie operatora K v razliqnyh klassah s.p. V fftoæ rabote nas, preßde vsego, budet interesovat~ problema sravneniØ v prostranstvah so svoæstvom Kruglova summ nezavisimyh funkciæ s nulevym srednim, s odnoæ storony, i ih diz¨¸nktnyh kopiæ, s drugoæ.

§3. Ocenki summ nezavisimyh funkciæ s nulevym srednim v simmetriqnyh prostranstvah so svoæstvom Kruglova

Pust~ X i Y – s.p. na [0, 1], X ⊆ Y . Napomnim sledu¸wiæ rezul~tat [3, teorema 6.1]: esli (i) operator K : X → Y ograniqen ili esli (ii) norma prostranstva Y porØdkovo polunepreryvna i operator K : X → Y^{××} ograniqen, to suwestvuet takaØ posto- ØnnaØ C > 0, qto dlØ l¸bogo n ∈ N i proizvol~noæ posledovatel~nosti s.v. {f_k}^n_{k=1} ⊂ X vypolneno neravenstvo: ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ k=1 f_k ‖ ‖ ‖ ‖_Y 6 C ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ k=1 f_k ‖ ‖ ‖ ‖_{Z1X} ,

32 S. V. ASTAXKIN, F. A. SUKOQEV gde Z^p_X := {f ∈ (L_1 + L_∞)(0, ∞) : ‖f‖_Z^p_X := ‖f^∗χ_{[0,1]}‖_X + ‖f^∗χ_{[1,∞)}‖_{Lp[1,∞)} < ∞}, 1 6 p < ∞, a {f_k}^∞_{k=1} – posledovatel~nost~ diz¨¸nktnyh funkciæ na [0, ∞), takih, qto f.r. dlØ f_k i f_k (k ∈ N) odinakovy. Zdes~ my dokaßem analogiqnoe neravenstvo (s prostranstvom Z^2_X vmesto Z^1_X ) dlØ posledovatel~nosteæ nezavisimyh funkciæ {f_k}^n_{k=1}, koto-

rye na otrezke [0, 1] ime¸t nulevye srednie, t.e.^1 ∫ 0 f_k(t) dt = 0 (k = 1, 2, . . ., n). Kak uße govorilos~ vo Vvedenii, fftot rezul~tat usilivaet teoremu 1 iz [1] v sluqae normirovannyh prostranstv (podrobnee sm. zameqanie 3.5).

Teorema 3.1. Pust~ X i Y – s.p. na [0, 1], X ⊆ Y i vypolneno hotØ

by odno iz usloviæ: (i) operator K : X → Y ograniqen; (ii) norma prostranstva Y porØdkovo polunepreryvna i operator K : X → Y^{××} ograniqen. Togda suwestvuet takaØ postoØnnaØ C > 0, qto dlØ l¸bogo n ∈ N i proizvol~noæ posledovatel~nosti nezavisimyh funkciæ {f_k}^n_{k=1} so srednim 0 v X vypolneno: ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ k=1 f_k ‖ ‖ ‖ ‖ ‖_Y 6 C ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ k=1 f_k ‖ ‖ ‖ ‖ ‖_{Z2X} . (3.1)

Naibolee vaßnym komponentom dokazatel~stva teoremy 3.1 ØvlØetsØ sledu¸wee utverßdenie.

Predloßenie 3.2. Esli X i Y – s.p. na [0, 1], X ⊆ Y i operator

K deæstvuet iz X v Y , to dlØ l¸boæ posledovatel~nosti simmetriqno raspredelennyh s.v. {f_k}^n_{k=1} ⊂ X spravedliva sledu¸waØ implikaciØ:

esli ∞∑ k=1 f_k ∈ Z^2_X , to ∞∑ k=1 f_k

shoditsØ p.v. na [0, 1] i ∞∑ k=1 f_k ∈ Y. (3.2)

Dokazatel~stvo. Pust~ Fk – f.r. s.v. fk, a {gk}^∞_{k=1} – posledo-

vatelnost~ nezavisimyh s.v., opredelennyh na [0, 1], takaØ, qto

R˚DY NEZAVISIMYH FUNKCI` 33 f.r. sluqaænyh veliqin g_k i π(f_k) dlØ kaßdogo k = 1, 2, 3, . . . sovpada¸t. Predpoloßim na vremØ, qto my dokazali shodimost~ rØda ∑_∞ k=1g_k p.v. na [0, 1] k nekotoroæ s.v. g ∈ Y . Togda dokazatel~stvo predloßeniØ 3.2 moßet byt~ zakonqeno sledu¸wim obrazom. Vvidu neravenstva Prohorova (sm. [12] ili [5, s. 8]) λ { t ∈ [0, 1] : | | | | n∑ k=1 f_k(t) | | | | > x } 6 8λ { t ∈ [0, 1] : | | | | n∑ k=1 g_k(t) | | | | >^x_2 } (3.3)

dlØ vseh n ∈ N i x > 0. Tak kak rØd iz nezavisimyh s.v. shoditsØ po mere togda i tol~ko togda, kogda on shoditsØ p.v. (sm., naprimer, [13, teorema 2.1.1, s. 29]), to iz (3.3) sleduet, qto rØd ∑_∞ k=1f_k takße shoditsØ k nekotoroæ s.v. f p.v. na [0, 1]. Krome togo, shodimost~ po mere garantiruet suwestvovanie vozrasta¸- weæ posledovatel~nosti natural~nyh qisel {n_m}_m¿_1 takoæ, qto dlØ vseh τ > 0 i m > 1 my imeem λ{t : |f(t)| > τ } 6 λ { t : | | | | | n_m∑

k=1 f_k(t) | | | | | > τ −^1_m } + 1 m i λ { t : | | | | | n_m∑

k=1 g_k(t) | | | | | >^τ_2 −^1_{2m} } 6 λ^{t : |g(t)| >^τ_2 −^1_{2m}^} +^1_m .

Ots¸da i iz (3.3) sleduet λ{t : |f(t)| > τ } 6 8λ { t : | | | | | n_m∑

k=1 g_k(t) | | | | | >^τ_2 −^1_{2m} } + 1 m 6 8λ^{t : |g(t)| >^τ_2 −^1_{2m}^} +^2_m ,

ili posle perehoda k predelu pri m → ∞ λ{t : |f(t)| > τ } 6 8λ { t : |g(t)| > τ 2 } . Tak kak g ∈ Y , to iz posledneæ ocenki my nemedlenno poluqaem: f ∈ Y , qto i zakanqivaet dokazatel~stvo implikacii (3.2).

DlØ dokazatel~stva togo, qto rØd ∑_∞ k=1g_k shoditsØ p.v. na [0, 1] i qto ego summa g prinadleßit prostranstvu Y , nam preßde vsego nußna nekotoraØ dopolnitel~naØ informaciØ o h.f. summy

34 S. V. ASTAXKIN, F. A. SUKOQEV S_n := ∑_n k=1 g_k, n > 1. Tak kak s.v. g_k (tak ße, kak i s.v. f_k) simmetriqno raspredelena (sm. [5, s. 11] ili [3]), to ee h.f. φ_k vewestvennoznaqna i opredelØetsØ sootnoxeniem:

φ_k(t) = exp ∞∫ −∞ (cos(tx) − 1)dF_k(x) , t ∈_R, k = 1, 2, . . . . (3.4) Krome togo, raspredelenie s.v. g_k, k > 1, ØvlØetsØ smes~¸ diskretnogo raspredeleniØ Puassona s parametrom 1 i semeæstva svertok F_k (sm. [5] ili [3]), kotoraØ ØvlØetsØ qastnym sluqaem tak nazyvaemogo obobwennogo raspredeleniØ Puassona (sm., naprimer, [14, glava 12] ili [15, glava 17, §1, s. 622]). Obobwennoe raspredelenie Puassona bezgraniqno delimo [15, glava 17, §1, s. 622], i pofftomu vvidu odnogo iz variantov formuly Levi– Hinqina (sm., naprimer, [5, s. 72])

φ_k(t) = exp ∞∫ −∞ (cos(tx) − 1)

1 + x^2 x^2 dH_k(x) , k = 1, 2, . . . , (3.5)

gde H_k(x) – ograniqennaØ, neubyva¸waØ, nepreryvnaØ sleva funkciØ na R, kotoraØ nazyvaetsØ spektral~noæ funkcieæ (Levi–Hinqina). Moßno predpoloßit~, qto H_k(−∞) = 0. SravnivaØ (3.4) i (3.5), poluqaem

H_k(x) = x∫ −∞ y^2 1 + y^2 dF_k(y), k = 1, 2, . . . . (3.6)

Dalee nam budet nußno sledu¸wee vspomogatel~noe utverßdenie.

Lemma 3.3. Esli vypolneny usloviØ predloßeniØ 3.2, to rØd

H(x) := ∞∑ k=1 H_k(x) (3.7)

shoditsØ ravnomerno na R i H(∞) = ∑_∞ k=1H_k(∞) < ∞. Dokazatel~stvo lemmy 3.3. Preßde vsego, tak kak po uslovi¸

f (t) := ∑_∞ k=1f_k(t) ∈ Z^2_X , to funkciØ F (x) := ∑_∞ k=1F_k(x) = λ{t >

R˚DY NEZAVISIMYH FUNKCI` 35 0 : f (t) < x} koneqna dlØ vseh x < 0. Dalee, tak kak s.v. f_k simmetriqno raspredelena, to vo vseh toqkah nepreryvnosti x ∈ R funkcii F_k(x) imeem

F_k(−x) = 1 − F_k(x), k = 1, 2, . . . . (3.8)

Sledovatel~no, suwestvuet takoe vs¸du plotnoe mnoßestvo E ⊆ (0, ∞), qto dlØ vseh x ∈ E n_f (x) := λ{t > 0 : |f(t)| > x} = 2F (−x). PrimenØØ poslednee sootnoxenie vmeste s (3.6) i (3.8), my poluqaem, qto dlØ vseh n ∈ N n∑ k=1 H_k(∞) = −2 ∞∫ 0 y^2 1 + y^2 d (_n ∑ k=1 F_k(−y) )

6 −2 ∞∫ 0 y^2 1 + y^2 dF (−y) = − ∞∫ 0 y^2 1 + y^2 dn_f (y). (3.9)

Ne ograniqivaØ obwnosti, moßno predpoloßit~, qto λ{t > 0 : |f(t)| = τ } = 0 dlØ kaßdogo τ > 0. Rassmotrim dva vzaimno iskl¸qa¸wih sluqaØ:

a) dlØ nekotorogo y_0 > 0 vypolneno: n_f (y_0) = 1; b) pri vseh y > 0 imeem n_f (y) < 1, t.e. λ{suppf } < 1. V sluqae a), primenØØ (3.9), poluqaem n∑ k=1 H_k(∞) = − y0∫ 0 y^2 1 + y^2 dn_f (y) − ∞∫ y0 y^2 1 + y^2 dn_f (y)

6 −

y0∫ 0 y^2dn_f (y) − ∞∫ y0 dn_f (y) = ‖f^∗1_{[1,∞)}‖^2_{L2} + n_f (y_0) 6 ‖f‖^2_Z2_X + 1 < ∞.

V sluqae b) podobnye (i qut~ bolee prostye) ocenki pokazyva- ¸t, qto ∑_n k=1H_k(∞) 6 1. Takim obrazom, ∑_∞ k=1H_k(∞) < ∞. Tak kak dlØ kaßdogo k > 1 funkciØ H_k(x) vozrastaet, to ots¸da sleduet ravnomernaØ shodimost~ rØda (3.7) na R. Krome togo, dlØ

36 S. V. ASTAXKIN, F. A. SUKOQEV kaßdogo n ∈ N i vseh x > 0 my imeem: H(x) > ∑_n k=1H_k(x). Pofftomu, perehodØ k predelu snaqala pri x −→ ∞, a zatem pri n −→ ∞, my poluqaem: H(∞) > ∞∑ k=1 H_k(∞). Tak kak protivopoloßnoe neravenstvo oqevidno, to lemma 3.3 dokazana. �

Prodolßim dokazatel~stvo predloßeniØ 3.2. Pust~ ψ_n – h.f. s.v. S_n (n = 1, 2, . . .), gde, kak i ranee, S_n = ∑_n k=1g_k. Tak kak s.v.

g_k (k = 1, 2, . . .) nezavisimy, to

ψ_n(t) = n∏ k=1 φ_k(t) = exp (^∞∫ −∞ (cos(tx) − 1)

1 + x^2 x^2 d (_n∑ k=1 H_k(x) )) . Krome togo, tak kak funkcii H_k(x) (k = 1, 2, . . .) vozrasta¸t i cos(tx) − 1 6 0, to posledovatel~nost~ {ψ_n(t)}^∞_{n=1} monotonno ubyvaet dlØ kaßdogo fiksirovannogo t ∈ R, i, znaqit, po lemme 3.3

lim_{n→∞} ψ_n(t) = ψ(t) := exp (^∞∫ −∞ (cos(tx) − 1)

1 + x^2 x^2 dH(x) ) . (3.10)

Pokaßem, qto ψ(t) ØvlØetsØ h.f. nekotoroæ s.v. DlØ fftogo dostatoqno proverit~, qto funkciØ ψ(t) nepreryvna v nule [16, glava 6, teorema 5.4, s. 144].

DlØ proizvol~nogo ε > 0 zafiksiruem x_0 > 1 takoe, qto H(−x_0) + H(∞) − H(x_0) <^ε_8 . Togda naædetsØ konstanta c = c(x_0) takaØ, qto dlØ vseh |x| 6 x_0 vypolneno: (1 − cos(tx))^{1+x2}_{x2} 6 c · t^2. Takim obrazom, esli qislo |t| dostatoqno malo, to | | | | | | ∞∫ −∞ (cos(tx) − 1)

1 + x^2 x^2 dH(x) | | | | | | = x0∫ −x0 (1 − cos(tx))

1 + x^2 x^2 dH(x) + ∫ |x|¿x0 (1 − cos(tx))

1 + x^2 x^2 dH(x)

6ct^2(H(x0) − H(−x0)) + 4 · (H(−x0) + H(∞) − H(x0))
6c · H(∞)t^2 +^ε_2 < ε.

R˚DY NEZAVISIMYH FUNKCI` 37 Itak, ψ – h.f. nekotoroæ s.v. g, f.r. kotoroæ ØvlØetsØ slabym predelom funkciæ raspredeleniØ summ S_n [15, glava 15, §3, teorema 2, s. 569]. Tem samym g imeet bezgraniqno delimoe raspredelenie [15, glava 17, § 1, sledstvie k teoreme 2, s. 624]. Krome togo, primenØØ teoremu Ito–Nisio [13, teorema 2.1.1, s. 29–32], zakl¸qaem, qto rØd ∑_∞ k=1g_k shoditsØ p.v. na [0, 1] k s.v. g. Qtoby zakonqit~ dokazatel~stvo predloßeniØ 3.2, ostalos~ pokazat~, qto g ∈ Y .

Iz (3.6) i (3.8) sleduet, qto dlØ vseh x iz nekotorogo vs¸du plotnogo podmnoßestva poluosi (0, ∞) vypolneno

H_k(∞) − H_k(x) = ∞∫ x y^2 1 + y^2 dF_k(y) = ∞∫ x y^2 1 + y^2 d(1 − F_k(−y))

= −x∫ −∞ y^2 1 + y^2 dF_k(y) = H_k(−x), k = 1, 2, . . . . Ots¸da (opØt~ prinimaØ vo vnimanie (3.6)) my poluqaem H(−x) + H(∞) − H(x) = 2 ∞∑ k=1 H_k(−x) 6 2 ∞∑ k=1 F_k(−x) = n_f (x). (3.11)

Tak kak funkciØ H(x) nepreryvna sleva, to suwestvuet izmerimaØ na (0, ∞) funkciØ u takaØ, qto λ{s > 0 : u(s) < x} = H(x), x ∈ R. Po predpoloßeni¸ f ∈ Z^2_X ; sledovatel~no, u ∈ Z^2_X vvidu (3.11). No togda funkciØ v(s) := u(H(∞) · s) (s > 0) takße prinadleßit prostranstvu Z^2_X . Ots¸da i iz opredeleniØ prostranstva Z^2_X nemedlenno sleduet: v^∗(t)χ_{[0,1]}(t) ∈ X. Bolee togo, tak kak λ{s > 0 : v(s) < x} = H(x) H(∞) , x ∈ R, to v^∗(t) = v^∗(t)χ_{[0,1]}(t) ∈ X. Takim obrazom, suwestvuet s.v. h ∈ X, f.r. kotoroæ F_h(x) opredelØetsØ sootnoxeniem:

F_h(x) := H(x) H(∞) , x ∈ R.

38 S. V. ASTAXKIN, F. A. SUKOQEV Pokaßem, qto poslednee, a takße ograniqennost~ operatora K iz X v Y , kotoru¸ my imeem po uslovi¸, pozvolØ¸t dokazat~, qto g ∈ Y (pohoßee rassußdenie sm. v dokazatel~stve lemmy 10 na s. 72 v rabote [5]).

Vvedem oboznaqeniØ:

U (t, x) := (cos(tx) − 1)

1 + x^2 x^2 , t, x ∈ R, (3.12)

ν_1(t) := exp ( ∫ |x|<1 U (t, x)dH(x) ) , t ∈ R

ν_2(t) := exp ( ∫ |x|¿1 U (t, x)dH(x) ) , t ∈ R. (3.13)

Vvidu (3.10) imeem ψ(t) = ν_1(t) · ν_2(t), t ∈ R, i, takim obrazom, g^d= g_1 + g_2, gde g_1 i g_2 – nezavisimye s.v. s h.f. ν_1 i ν_2 sootvetstvenno. DlØ dokazatel~stva prinadleßnosti g prostranstvu Y dostatoqno proverit~, qto g_1 ∈ Y i g_2 ∈ Y .

Iz formuly Levi–Hinqina sleduet, qto s.v. g_1 imeet bezgraniqno delimoe raspredelenie i qto sootvetstvu¸waØ eæ spektral~naØ funkciØ postoØnna na kaßdom iz intervalov (−∞, −1) i (1, ∞). Tem samym, vvidu teoremy 4 v [17], poluqaem

lim inf x→∞ − ln λ{t ∈ [0, 1] : |g_1(t)| > x} x ln(1 + x)

= 1.

Iz poslednego sootnoxeniØ, oqevidno, vytekaet ocenka

λ{t ∈ [0, 1] : |g_1(t)| > x} 6 exp ( − 1 2 x ln(1 + x) ) , vernaØ dlØ dostatoqno bol~xih x > 0. Pofftomu g_1 prinadleßit prostranstvu Orliqa L_{M1} , M_1(t) = e^{|t| ln(e+|t|)} −1, t ∈ R (sm. takße [3, lemma 4.3]). Tak kak X ⊇ L_∞ (sm. §2) i K : X → Y , to iz teoremy 4.4 v [3] sleduet: Y ⊇ L_{M1} i, v qastnosti, g_1 ∈ Y .

Pokaßem, nakonec, qto g_2 ∈ Y . Oboznaqim

ν_2(t) := exp (^∞∫ −∞ (cos(tx) − 1)dW (x) ) , (3.14)

R˚DY NEZAVISIMYH FUNKCI` 39 gde

W (x) := x∫ −∞ 1 + y^2 y^2 dH(y), esli ∞ < x 6 −1, W (−1), esli − 1 < x 6 1,

W (−1) + x∫ 1 1 + y^2 y^2 dH(y), esli x > 1. Legko videt~, qto W (x) – neotricatel~naØ, ograniqennaØ, neubyva¸waØ i nepreryvnaØ sleva funkciØ na R, W (−∞) = 0.

Dostatoqno rassmotret~ sluqaæ, kogda H(∞) > 0, a znaqit, i W (∞) > 0. Pust~ f.r. F_W zadana ravenstvom: F_W (x) =^{W (x)}_{W (∞)} . Vvidu predloßeniØ 12 na s. 74 v [5], g_2 ∈ Y togda i tol~ko togda, kogda w ∈ Y , gde w – s.v. s h.f.

θ(t) = exp ∞∫ −∞ (cos(tx) − 1)dF_W (x)

. (3.15)

Oboznaqim qerez w^′ s.v. s f.r. F_W (x). Tak kak s.v. h (s f.r. F_h(x) =^{H(x)}_{H(∞)} ) prinadleßit X, to i w^′ ∈ X. Deæstvitel~no, iz fflementarnogo neravenstva 1 < (1 + y^2)y^{−2} 6 2 (y > 1) sleduet, qto dlØ vseh x > 1 λ{t : |w^′(t)| > x} = = 1 W (∞) ∫ |y|¿x 1 + y^2 y^2 dH(y) 6 2H(∞) W (∞) λ{t : |h(t)| > x}. Vvidu (3.15), w = π(w^′). V itoge, tak kak po uslovi¸ operator K deæstvuet iz X v Y , to, primenØØ teoremu 3.5 raboty [3], my poluqaem, qto w ∈ Y , a znaqit, i g_2 ∈ Y . Tem samym dokazatel~stvo predloßeniØ 3.2 zakonqeno. � Sledu¸waØ lemma vmeste s predloßeniem 3.2 privodØt k dokazatel~stvu teoremy 3.1 v vaßnom qastnom sluqae simmetriqno raspredelennyh s.v.

Lemma 3.4. Predpoloßim, qto X i Y – s.p. na [0, 1], X ⊆ Y i

qto implikaciØ (3.2) verna dlØ proizvol~noæ posledovatel~nosti

40 S. V. ASTAXKIN, F. A. SUKOQEV nezavisimyh simmetriqno raspredelennyh s.v. {f_k}^∞_{k=1} ⊂ X. Togda suwestvuet takaØ postoØnnaØ C > 0, qto dlØ l¸boæ takoæ posledovatel~nosti my imeem ‖ ‖ ‖ ∞∑ k=1 f_k ‖ ‖ ‖_Y 6 C ‖ ‖ ‖ ∞∑ k=1 f_k ‖ ‖ ‖_{Z2X} . (3.16)

Dokazatel~stvo. Rassmotrim sledu¸wee podprostranstvo pro-

stranstva Z^2_X :

Z^2_{X,s} := {f ∈ Z^2_X : s.v. f^{(k)}(x) := f(x + k − 1) (0 6 x 6 1)

simmetriqno raspredelena dlØ vseh k > 1}.

Pokaßem, preßde vsego, qto Z^2_{X,s} zamknuto v Z^2_X . Pust~ {f_n} ⊂ Z^2_{X,s}, f_n → f ∈ Z^2_X otnositel~no ‖ · ‖_Z2_X . Togda f^{(k)}_n → f^{(k)} po mere dlØ kaßdogo k = 1, 2, . . .. Zafiksiruem k ∈ N i oboznaqim qerez E mnoßestvo vseh toqek x ∈ (0, ∞), v kotoryh kaßdaØ iz f.r. F_n(x) s.v. f^{(k)}n (n = 1, 2, . . .), a takße f.r. F (x) s.v. f^{(k)} nepreryvny. Oqevidno, E vs¸du plotno v (0, ∞). Tak kak iz shodimosti po mere sleduet slabaØ shodimost~ raspredeleniæ [15, glava 8, §2, lemma 2, s. 293], to F_n(x) → F (x) dlØ vseh x ∈ E. Ispol~zuØ simmetriqnost~ raspredeleniæ F_n(·) (n = 1, 2, . . .), my poluqaem: F (x) = 1 − F (−x), x ∈ E. Tak kak E vs¸du plotno v (0, ∞), to poslednee ravenstvo vypolnØetsØ vo vseh toqkah x > 0 nepreryvnosti funkcii F (x). Drugimi slovami, f^{(k)} imeet simmetriqnoe raspredelenie dlØ l¸bogo k ∈ N, i, takim obrazom, podprostranstvo Z^2_{X,s} zamknuto.

Opredelim posledovatel~nost~ {L_n}_n¿_1 lineænyh operatorov, deæstvu¸wih iz Z^2_{X,s} v Y (Ω, P):

(L_nf)(w_1, w_2, . . . ) := n∑ k=1 f^{(k)}(w_k), f ∈ Z^2_{X,s}, n ∈ N, gde f^{(k)}(x) = f(x + k − 1) (x ∈ [0, 1]) i (Ω, P) = ∏_∞ k=1 ([0, 1], λ_k) (λ_k – mera Lebega na [0, 1]). Zametim, qto vvidu usloviØ X ⊆ Y ime¸t mesto vloßeniØ L_n(Z^2_{X,s}) ⊆ Y (Ω, P) dlØ kaßdogo n > 1. Bolee togo, suwestvuet takaØ konstanta C_1 > 0, qto dlØ vseh n = 1, 2, . . . i f ∈ Z^2_{X,s} vypolneno

‖L_nf‖_{Y (Ω,P)} 6 n max_{k=1,... ,n} ‖f^{(k)}‖_Y 6 C_1n‖f^∗1_{[0,1]}‖_X 6 C_1n‖f‖_Z2_X .

R˚DY NEZAVISIMYH FUNKCI` 41

Takim obrazom, operatory L_n (n > 1) ograniqeny. Po uslovi¸ rØd ∑_∞ k=1f^{(k)}(w_k) shoditsØ P-p.v. na Ω, i ego summa prinadleßit

prostranstvu Y . Sledovatel~no, vvidu predloßeniØ 11 na s. 6 v

[5] naædetsØ konstanta C(Y ) > 0 takaØ, qto dlØ vseh f ∈ Z^2_{X,s} sup n=1,2,... ‖L_nf‖_{Y (Ω,P)} 6 C(Y ) ‖ ‖ ‖ ∞∑ k=1 f^{(k)}(w_k) ‖ ‖ ‖ Y . Tem samym posledovatel~nost~ operatorov {L_n}_n¿_1, oprede-

lennyh na banahovom prostranstve Z^2_{X,s}, potoqeqno ograniqe-

na, i, znaqit, vvidu principa ravnomernoæ ograniqennosti,

sup_n¿_1 ‖L_n‖_Z2_{X →Y} < ∞. Inaqe govorØ, suwestvuet takaØ posto-

ØnnaØ C_2 > 0, qto ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ k=1 f^{(k)}(w_k) ‖ ‖ ‖ ‖_{Y (Ω,P)} 6 C^2‖f‖^{Z2}X

dlØ vseh n ∈ N i f ∈ Z^2_{X,s}. PrimenØØ ewe raz predloßenie 11 na

s. 6 v [5], zakl¸qaem, qto ‖ ‖ ‖ ‖ ∞∑ k=1 f^{(k)}(w_k) ‖ ‖ ‖ ‖_{Y (Ω,P)} 6 C^2C(Y )‖f‖^{Z2}X . Tak kak poslednee neravenstvo ffkvivalentno sootnoxeni¸ (3.16),

to lemma dokazana. �

Dokazatel~stvo teoremy 3.1. DeæstvuØ standartnym obrazom,

my primenim simmetrizaci¸. Pust~ {f^′_k}^n_{k=1} – posledovatel~-

nost~ nezavisimyh kopiæ s.v. f_k, t.e. f^′_k^d= f_k (k = 1, 2, . . ., n), i,

krome togo, h_k := f_k − f^′_k (k = 1, . . . , n). Togda {h_k}^n_{k=1} – posle-

dovatel~nost~ nezavisimyh simmetriqno raspredelennyh s.v., i

vvidu predloßeniØ 11 na s. 6 v [5] ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ k=1 f_k ‖ ‖ ‖ ‖_Y 6 C(Y ) ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ k=1 h_k ‖ ‖ ‖ ‖_Y . Tak kak λ { t > 0 : n∑ k=1 |h_k(t)| > x } 6 2λ^{t > 0 :^{n∑}_{k=1}|f_k(t)| > x^}

42 S. V. ASTAXKIN, F. A. SUKOQEV

dlØ vseh x > 0, to v sluqae (i) neravenstvo (3.1) ØvlØetsØ nepo-

sredstvennym sledstviem predloßeniØ 3.2 i lemmy 3.4.

Esli vypolneno (ii), to to ße rassußdenie pokazyvaet, qto su-

westvuet konstanta C > 0 takaØ, qto dlØ kaßdoæ posledovatel~-

nosti {f_k}^n_{k=1} ⊂ X nezavisimyh s.v. s nulevym srednim verno

neravenstvo ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ k=1 f_k ‖ ‖ ‖ ‖_{Y ××} 6 C ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ k=1 f_k ‖ ‖ ‖ ‖_{Z2X} . DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva ostaetsØ zametit~, qto vvidu po-

rØdkovoæ polunepreryvnosti normy v Y poslednee sootnoxenie

ffkvivalentno neravenstvu (3.1). �

Zameqanie 3.5. Kak uße govorilos~ vo Vvedenii, teorema 3.1

usilivaet sootvetstvu¸wu¸ qast~ teoremy 1 v [1] v sluqae nor-

mirovannyh prostranstv. V qastnosti, rassmotrim prostran-

stva Orliqa ExpL_p := L_{Np} , gde

N_p(t) := e^{tp} − [1/p]∑

k=0 t^{kp} k! (t > 0).

Zametim, qto ExpL_p ∈ K, esli 0 < p 6 1 (sm. [6, 5] ili [3]), i,

sledovatel~no, teorema 3.1 primenima k takim prostranstvam.

Naprotiv, tak kak dlØ l¸byh q ∈ (0, ∞) i p ∈ (0, ∞) L_q ⊈ ExpL_p,

to teorema 1 v [1] v fftom sluqae ne “rabotaet”.

Vaßno ukazat~, qto v sluqae, kogda norma v Y porØdkovo po-

lunepreryvna, spravedlivo takße i obratnoe utverßdenie. Toq-

nee, primenenie teoremy 3.1, a takße akkuratnyæ analiz dokaza-

tel~stva teoremy 3.5 v [3] privodØt k sledu¸wemu rezul~tatu.

Teorema 3.6. Pust~ X i Y – s.p. na [0, 1], X ⊆ Y i norma v Y po-

rØdkovo polunepreryvna. Togda sledu¸wie usloviØ ffkvivalentny:

(i) operator K ograniqenno deæstvuet iz X v Y ;

(ii) suwestvuet takaØ konstanta C > 0, qto neravenstvo ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ k=1 f_k ‖ ‖ ‖ ‖_Y 6 C ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ k=1 f_k ‖ ‖ ‖ ‖_X (3.17)

R˚DY NEZAVISIMYH FUNKCI` 43 verno dlØ kaßdoæ posledovatel~nosti {f_k}^n_{k=1} ⊆ X nezavisimyh, simmetriqno i odinakovo raspredelennyh funkciæ, udovletvorØ¸wih uslovi¸: n∑ k=1 λ({f_k ≠ 0}) 6 1. (3.18)

Kak pokazano v rabote [9] (sm. takße [8, s. 134–136]), neravenstvo Hinqina vypolneno v s.p. X togda i tol~ko togda, kogda X soderßit separabel~nu¸ qast~ prostranstva Orliqa exp L_2 = L_{N2} , N_2(t) := exp t^2 − 1. V obweæ situacii, kogda rassmatrivaetsØ klass vseh posledovatel~nosteæ nezavisimyh funkciæ so srednim 0, podobnogo “minimal~nogo” s.p. uße net. Toqnee, spravedlivo sledu¸wee utverßdenie, v opredelennom smysle obratnoe k utverßdeni¸ pervoæ qasti teoremy 1 v [1].

Sledstvie 3.7. Predpoloßim, qto s.p. E obladaet sledu¸wim

svoæstvom: dlØ l¸bogo maksimal~nogo s.p. X ⊇ E suwestvuet postoØnnaØ C > 0 takaØ, qto neravenstvo (3.17) verno v sluqae Y = X dlØ kaßdoæ posledovatel~nosti {f_k}^n_{k=1} ⊆ X nezavisimyh, simmetriqno i odinakovo raspredelennyh funkciæ, udovletvorØ¸wih uslovi¸ (3.18). Togda E soderßit L_p dlØ nekotorogo p ∈ [1, ∞).

Dokazatel~stvo. Dostatoqno primenit~ teoremu 3.6 vmeste so

sledstviØmi 5.4 i 5.6 iz [3]. �

§4. Izomorfizmy meßdu simmetriqnymi prostranstvami na [0, 1] i [0, ∞)

V posledneæ qasti raboty my primenim teoremu 3.1 k izuqeni¸ voprosa o tom, soderßit li dannoe s.p. na koneqnom intervale podprostranstvo, izomorfnoe nekotoromu s.p. na poluosi. ObwaØ problema izomorfizma meßdu s.p. na [0, 1] i na [0, ∞) (inymi, neßeli L_p-prostranstva) vpervye byla postavlena v [10]. �tot i drugie blizkie voprosy intensivno izuqalis~ v [7] (sm. takße [8]) na osnove podhoda, ispol~zu¸wego konstrukci¸ stohastiqeskogo integrala otnositel~no simmetrizovannogo puassonovskogo processa. Nax podhod tehniqeski prowe; zametim, qto analogiqnye rassußdeniØ primenØlis~ ranee v rabote [18] v special~nom sluqae prostranstv Lorenca L_{p,q}. PervaØ qast~

44 S. V. ASTAXKIN, F. A. SUKOQEV sledu¸weæ teoremy usilivaet ranee imevxiesØ rezul~taty ob izomorfnom vloßenii nekotorogo s.p. na poluosi v dannoe s.p. X na [0, 1], zamenØØ uslovie netrivial~nosti nißnego indeksa Boæda X na bolee slaboe uslovie ograniqennosti operatora K. VtoraØ qast~ teoremy horoxo izvestna (sm. [7, §8] ili [8, s. 203]), no naxe dokazatel~stvo ee (osnovannoe na teoreme 3.1) namnogo prowe.

Teorema 4.1. Pust~ X – s.p. na [0, 1].

(i) Esli operator K ograniqenno deæstvuet v X, to X soderßit podprostranstvo, izomorfnoe s.p. Z^2_X ;

(ii) Esli indeksy Boæda X netrivial~ny, t. e. 0 < α_X 6 β_X < 1, to prostranstva X i Z^2_X izomorfny.

Dokazatel~stvo. Opredelim na prostranstve Z^2_X lineænyæ ope-

rator Qf(t, ω_1, ω_2, . . . ) = = ∞∑ k=1 f_k(ω_k)r_k(t), gde f_k(ω_k) = f(k − 1 + ω_k) (k = 1, 2, . . .).

Po teoreme 3.1, operator Q ograniqenno deæstvuet iz Z^2_X v prostranstvo X(Ω × [0, 1]), gde Ω = [0, 1]^∞ s meroæ ∏_∞ k=1λ_k (kak i ranee, λ_k – mera Lebega). Krome togo, vvidu “legkoæ” qasti teoremy 1 v [1] (levaØ qast~ neravenstva (3) v toæ teoreme verna dlØ l¸bogo s.p. X), suwestvuet konstanta c > 0 takaØ, qto ‖Qf‖_{X(Ω×[0,1])} > c‖f‖_Z2_X . Tem samym, obraz ℑ(Q) operatora Q izomorfen prostranstvu Z^2_X . Tak kak prostranstva X i X(Ω × [0, 1]) izomorfny, to qast~ (i) dokazana.

Pereædem k dokazatel~stvu qasti (ii). Preßde vsego, zametim, qto iz usloviØ α_X > 0 vytekaet ograniqennost~ operatora K v X [5, teorema 3, s. 16]. Pokaßem, qto obraz ℑ(Q) operatora Q, sostoØwiæ iz vseh funkciæ g ∈ X(Ω × [0, 1]), predstavimyh v vide summy rØda g(t, ω_1, ω_2, . . . ) = ∞∑ k=1 g_k(ω_k)r_k(t), kotoryæ shoditsØ p.v. na Ω × [0, 1], pri uslovii netrivial~nosti indeksov Boæda dopolnØem v prostranstve X(Ω × [0, 1]).

R˚DY NEZAVISIMYH FUNKCI` 45 Opredelim na L_1(Ω × [0, 1]) posledovatel~nost~ uslovnyh matematiqeskih oßidaniæ

E(g|ω_k )(ω_k) := := 1∫ 0 . . . 1∫ 0 g(t, ω_1, ω_2, . . . )dtdω_1 . . . dω_{k−1}dω_{k+1} . . . (k > 1), a takße proektor P g(t, ω_1, ω_2, . . . ) := ∞∑ k=1 E(gr_k |ω_k)r_k(t). Dokaßem, qto proektor P ograniqen v L_p(Ω × [0, 1]) ≈ L_p dlØ vseh 1 < p < ∞. Rassmotrim σ-algebru F := {F × [0, 1] : F ⊂ Ω – izmerimo} podmnoßestv prostranstva Ω×[0, 1]. Zametim, qto kaßdoe uslovnoe matematiqeskoe oßidanie E(·|ω_k ) (k > 1) moßno poluqit~ kak proizvedenie uslovnyh matematiqeskih oßidaniæ E(·|A_k )E(·|B_k ), gde σ-algebry A_k i B_k poroßda¸tsØ semeæstvami mnoßestv

A_k := {^∞∏ j=1 C_j : C_j – proizvol~noe izmerimoe podmnoßestvo

otrezka [0, 1], esli j 6 k, C_j = [0, 1], esli j > k } i B_k := {^∞∏ j=1 C_j : C_j – proizvol~noe izmerimoe podmnoßestvo

otrezka [0, 1], esli j ≥ k, C_j = [0, 1], esli j < k } , sootvetstvenno. PrimenØØ teper~ neravenstvo Hinqina, zatem dvaßdy teoremu Steæna dlØ uslovnyh matematiqeskih oßidaniæ [19] i, nakonec, ewe raz neravenstvo Hinqina, poluqim ‖P f‖_{Lp(Ω×[0,1])} ≍ ‖ ‖ ‖ ‖ (_∞∑ k=1 (E(fr_k |ω_k))^2 )_{1/2}‖ ‖ ‖_{Lp(Ω)} 6 6 Cp^‖^{( ∞∑}_{k=1}(E(f rk |F))^{2)1/2‖}_{Lp(Ω)} ≍^‖^{∞∑}_{k=1} E(f rk |F)rk^‖_{Lp(Ω×[0,1])}.

46 S. V. ASTAXKIN, F. A. SUKOQEV Tak kak ∞∑ k=1 E(fr_k |F)(ω_1, ω_2, ..)r_k(t) = ∞∑ k=1 1∫ 0 f(u, ω_1, ω_2, ..)r_k(u) du · r_k(t), to (sm., naprimer, [8, s. 137]) dlØ kaßdogo p ∈ (1, ∞) suwestvuet postoØnnaØ C^′_p < ∞ takaØ, qto 1∫ 0 |P f(t, ω_1, ω_2, . . .)|^pdt 6 C^′_p 1∫ 0 |f(t, ω_1, ω_2, . . . )|^pdt, ∀f ∈ L_p(Ω × [0, 1]). Posle integrirovaniØ poslednego neravenstva po Ω my poluqaem, qto proektor P ograniqen v L_p(Ω × [0, 1]) (1 < p < ∞). Iz interpolØcionnoæ teoremy Boæda [8, teorema 2.b.11] sleduet togda, qto proektor P ograniqen v X(Ω × [0, 1]). Krome togo, legko videt~, qto ℑ(P ) = ℑ(Q). Sledovatel~no, obraz ℑ(Q) operatora Q (kotoryæ vvidu uße dokazannoæ pervoæ qasti teoremy izomorfen Z^2_X ) dopolnØem v X(Ω × [0, 1]) ≈ X. S drugoæ storony, oqevidno, prostranstvo X izomorfno dopolnØemomu podprostranstvu prostranstva Z^2_X . Tak kak prostranstvo X ⊕ X (sootvetstvenno, Z^2_X ⊕ Z^2_X ) izomorfno X (sootvetstvenno Z^2_X ), to v itoge, primenØØ metod dekompozicii Pelqinskogo [8, s. 172], poluqaem izomorfnost~ prostranstv X i Z^2_X . �

V zakl¸qenie ustanovim tesnu¸ svØz~ meßdu stohastiqeskim integralom Puassona, kl¸qevym sredstvom v konstrukciØh iz [7, §8] i [8, §2.f], i operatorom K, igra¸wim central~nu¸ rol~ v naxih dokazatel~stvah.

Polnoe i detal~noe opredelenie operatora T stohastiqeskogo integrirovaniØ otnositel~no simmetrizovannogo processa Puassona moßno naæti v [8, s. 205–206]. My zdes~ ograniqimsØ qastnym sluqaem, kogda funkciØ f opredelena na [0, 1]. Poloßim: T f = T^′f − T^{′′}f, gde T^′f(u, v) := ∞∑ k=1 χ_{F ′k} (u) k∑ j=1 f(φ^′_j (v)) (u, v ∈ [0, 1]). Zdes~ {F^′_k}_k¿_0 – razbienie otrezka [0, 1] na poparno diz¨¸nktnye podmnoßestva, λ(F^′_k) =^1_{e·k!} , k = 0, 1, 2, . . ., a {φ^′_j}^∞_{j=1} – posledovatel~nost~ nezavisimyh s.v., ravnomerno raspredelennyh na [0, 1].

R˚DY NEZAVISIMYH FUNKCI` 47 Podobnym obrazom opredelØetsØ i funkciØ T^{′′}f, pri fftom sootvetstvu¸wie posledovatel~nosti {F^{′′}_k }_k¿_0 i {φ^{′′}_j }^∞_{j=1} nezavisimy otnositel~no posledovatel~nosteæ {F^′_k}_k¿_0 i {φ^′_j}^∞_{j=1}, sootvetstvenno. Takim obrazom, funkcii T^′f i T^{′′}f odinakovo raspredeleny i nezavisimy.

V [7, §8] (sm. takße [8, §2.f]) dokazano, qto operator T ograniqenno deæstvuet iz Z^2_X v X, esli α_X > 0.

V sledu¸weæ teoreme tot ße rezul~tat poluqen pri bolee slabom predpoloßenii o prostranstve X.

Teorema 4.2. Esli X – s.p. na [0, 1], kotoroe separabel~no ili mak-

simal~no, to operator T ograniqen iz Z^2_X v X togda i tol~ko togda, kogda operator K ograniqen v X.

Dokazatel~stvo. DlØ l¸boæ s.v. f na [0, 1], posledovatel~nost~

{f(φ^′_j )}^∞_{j=1} iz opredeleniØ operatora T sostoit iz nezavisimyh s.v., ime¸wih to ße raspredelenie, qto i s.v. f. Sledovatel~- no (sm. opredelenie operatora K^′ v §2), T^′f^d= Kf, i pofftomu ‖T^′f‖_X = ‖Kf‖_X . Bolee togo, vvidu nezavisimosti s.v. T^′f i T^{′′}f, λ{(u, v) : |T f(u, v)| > τ } > λ{(u, v) : |T^′f(u, v)| > τ i u ∈ F^{′′}_0 } = = e^{−1}λ{(u, v) : |T^′f(u, v)| > τ }, i, takim obrazom, tak kak dlØ l¸bogo s.p. spravedliva ocenka ‖σ_t‖_{X→X} 6 max(1, t) [11, glava 2, sledstvie 4.1, s. 133], to ‖Kf‖_X = ‖T^′f‖_X 6 ‖σ_e‖_{X→X} ‖T f‖_X 6 e‖T f‖_X . Itak, esli operator T : Z^2_X → X ograniqen, to ograniqen i operator K : X → X.

Naoborot, predpoloßim, qto operator K : X → X ograniqen. Esli s.v. f opredelena na [0, 1], to po predyduwemu ‖T f‖_X = ‖T^′f − T^{′′}f‖_X 6 2‖Kf‖_X . (4.1) Pust~ teper~ funkciØ f ∈ Z^2_X proizvol~na. Tak kak operatory T^′ i T^{′′} poloßitel~ny, to my moßem predpoloßit~, qto s.v. f neotricatel~na. Oboznaqim f_n := fχ_{(n−1,n)} (n = 1, 2, . . .). Legko videt~, qto suwestvu¸t posledovatel~nosti {g_n}^∞_{n=1} i {h_n}^∞_{n=1}

takie, qto f_n = g_n + h_n, g_nh_n = 0 i^n ∫ n−1 g_n(t) dt = n∫ n−1 h_n(t) dt (n =

48 S. V. ASTAXKIN, F. A. SUKOQEV

1, 2, . . .). Pofftomu, esli f^′_n := g_n − h_n, to |f^′_n| = f_n i^n ∫ n−1 f^′_n(t) dt = 0, n = 1, 2, . . .. Dalee, pust~ {b_n}^∞_{n=1} – posledovatel~nost~ nezavisimyh kopiæ

s.v. f^′_n (n = 1, 2, . . ., n) na [0, 1] (t.e. b_n^d= f^′_n). Po teoreme 3.1 my

imeem ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ k=1 b_k ‖ ‖ ‖ ‖_X 6 C ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ k=1 f^′_k ‖ ‖ ‖ ‖_{Z2X} = C ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ k=1 f_k ‖ ‖ ‖ ‖_{Z2X} . (4.2)

Krome togo, iz opredeleniØ operatora T [8, s. 207] sleduet, qto

{T f_n}^∞_{n=1} i {T b_n}^∞_{n=1} – dve posledovatel~nosti nezavisimyh sim-

metriqno raspredelennyh s.v., a takße, qto T f_n i T b_n odinakovo

raspredeleny dlØ l¸bogo n = 1, 2, . . . . Sledovatel~no, primenØØ

teoremu 5.4.4 na s. 243 v [20], my poluqaem ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ k=1 T b_k ‖ ‖ ‖ ‖_X ≍ ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ k=1 T f_k ‖ ‖ ‖ ‖_X , n = 1, 2, . . . . Takim obrazom, vvidu formul (4.1) i (4.2), a takße ograniqen-

nosti operatora K v prostranstve X, imeem ‖ ‖ ‖ ‖T (^n∑ k=1 f_k )‖ ‖ ‖_X = ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ k=1 T f_k ‖ ‖ ‖ ‖_X ≍ ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ k=1 T b_k ‖ ‖ ‖ ‖_X =

= ‖ ‖ ‖ ‖T (^n∑ k=1 b_k )‖ ‖ ‖_X 6 2 ‖ ‖ ‖ ‖K (^n∑ k=1 b_k )‖ ‖ ‖_X 6 2‖K‖^{X→X} ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ k=1 b_k ‖ ‖ ‖ ‖_X 6 6 2‖K‖X→XC^‖^{n∑}_{k=1} fk^‖_{Z2X} 6 2‖K‖X→XC‖f‖_Z2_X . Tak kak prostranstvo X separabel~no ili maksimal~no, to, pri-

menØØ standartnye rassußdeniØ, zakl¸qaem ots¸da, qto opera-

tor T : Z^2_X → X ograniqen. �

Iz teoremy 4.2 i teoremy 2.f.1(i) v [8] vytekaet sledu¸wiæ

rezul~tat.

Sledstvie 4.3. Esli s.p. X separabel~no ili maksimal~no i X ∈

K, to obraz operatora stohastiqeskogo integrirovaniØ otno-

sitel~no simmetrizovannogo processa Puassona izomorfen pro-

stranstvu Z^2_X .

R˚DY NEZAVISIMYH FUNKCI` 49 Literatura

1. W. B. Johnson and G. Schechtman, Sums of independent random variables in

rearrangement invariant function spaces. — Ann. Probab. 17 (1989), 789–808.

2. J. Hoffman-Jørgensen, Sums of independent Banach space valued random vari-

ables. — Studia Math. 52 (1974), 258–286.

3. S. V. Astashkin and F. A. Sukochev, Sums of independent random variables in

rearrangement invariant spaces: an operator approach. — Israel J. Math. 145

(2005), 125–156.

4. S. V. Astaxkin, F. A. Sukoqev, Sravnenie summ nezavisimyh i diz¨-

¸nktnyh funkciæ v simmetriqnyh prostranstvah. — Matem. zametki. 76, No. 4 (2004), 483–489.

5. M. Sh. Braverman, Independent random variables and rearrangement invariant

spaces. — Cambridge University Press (1994).

6. V. M. Kruglov, Zameqanie o beskoneqno delimyh raspredeleniØh. — Teor. veroØtn. i ee primen. 15, No. 2 (1970) 331–336.

7. W. B. Johnson, B. Maurey, G. Schechtman, and L. Tzafriri, Symmetric structures

in Banach spaces — Mem. Amer. Math. Soc. 19, No. 217 (1979).

8. J. Lindenstrauss and L. Tzafriri, Classical Banach Spaces. II. Function Spaces.

— Ergebnisse der Mathematic und ihrer Grenzgebiete [Results in Mathematics

and Related Areas] 97, Springer-Verlag, Berlin-New York (1979).

9. V. A. Rodin and E. M. Semenov, Rademacher series in symmetric spaces. —

Anal. Math. 1 (1975), 207–222.

10. B. S. MitØgin, GomotopiqeskaØ struktura lineænoæ gruppy banahova

prostranstva. — Usp. matem. nauk. 25 (1970), 59–103.

11. S. G. Kreæn, ı. I. Petunin, E. M. Semenov, InterpolØciØ lineænyh

operatorov. Nauka, M. (1978).

12. ı. V. Prohorov, Sil~naØ ustoæqivost~ summ i beskoneqno delimyh za-

konov. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 3, No. 2 (1958), 153–165.

13. S. Kwapień and W.A. Woyczyński, Random Series and Stochastic Integrals: Sin-

gle and Multiple. Birkhäuser (1992).

14. E. Lukaq, Harakteristiqeskie funkcii. Nauka, M. (1964). 15. V. Feller, Vvedenie v teori¸ veroØtnosteæ i ee priloßeniØ. T. 2, Mir, M. (1984).

16. A. A. Borovkov, TeoriØ veroØtnosteæ. Nauka, M. (1976). 17. V. M. Kruglov, S. N. Antonov, Ewe raz ob asimptotiqeskom povedenii

beskoneqno delimyh raspredeleniæ v banahovom prostranstve. — TeoriØ

veroØtn. i ee primen. 27, No. 4 (1982), 625–642.

18. N. L. Carothers and S. J. Dilworth, Inequalities for sums of independent random

variables. — Proc. Amer. Math. Soc. 194 (1988), 221–226.

19. E. M. Stein, Topics on harmonic analysis related to the Littlewood–Paley theory.

— Ann. Math. Studies, No. 63, Princeton Univ. Press, Princeton, N. J. (1970). 20. N. N. VahaniØ, V. I. Tarieladze, S. A. QobanØn, VeroØtnostnye ras-

predeleniØ v banahovyh prostranstvah. Nauka, M. (1985).

Astashkin S. V., Sukochev F. A. Series of independent mean zero random variables in rearrangement invariant spaces with the Kruglov prop-

50 S. V. ASTAXKIN, F. A. SUKOQEV erty.

This paper compares sequences of independent mean zero random variables in a rearrangement invariant space X on [0, 1] with sequences of disjoint copies of individual terms in the corresponding rearrangement invariant space Z^2_X on [0, ∞). Principal results of the paper show that these sequences are equivalent in X and Z^2_X respectively if and only if X possesses the (so-called) Kruglov property. We also apply our technique to complement well-known results concerning isomorphism between rearrangement invariant spaces on [0, 1] and [0, ∞).

Postupilo 9 marta 2007 g.

Samarskiæ gosuniversitet, g. Samara

E-mail: astashkn@ssu.samara.ru

School of Informatics and Engineering Flinders University, Australia E-mail: sukochev@infoeng.flinders.edu.au