Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 345, 2007 g.

A. B. Aleksandrov

O PODPROSTRANSTVAH PROSTRANSTVA

L^P (R^N), 0 < P < 1, INVARIANTNYH

OTNOSITEL^NO SDVIGOV I RAST˚ȷENI`

1. Vvedenie

V fftoæ stat~e vse podprostranstva predpolaga¸tsØ zamknutymi. Pust~ X – podprostranstvo (kompleksnogo) prostranstva L^p(R^n). Podprostranstvo X nazyvaetsØ sobstvennym, esli

X ≠ L^p(R^n). My govorim, qto X invariantno otnositel~no sdvigov (ili T -invariantno), esli f(x + a) ∈ X dlØ vseh f ∈ X i

a ∈ R^n. My govorim, qto X invariantno otnositel~no rastØße-

niæ (ili D-invariantno), esli f(tx) ∈ X dlØ vseh f ∈ X i t > 0. Nakonec, podprostranstvo X nazyvaetsØ invariantnym otnositel~no sdvigov i rastØßeniæ (ili T D-invariantnym), esli ono ØvlØetsØ odnovremenno T -invariantnym i D-invariantnym, t.e.

f(tx + a) ∈ X dlØ vseh f ∈ X, t > 0, a ∈ R^n.

Spektrom funkcii f ∈ L^1(R^n) budem nazyvat~ zamykanie mnoßestva {Ff ≠ 0}, gde F oboznaqaet preobrazovanie Fur~e,

(Ff)(x)^{def}= ∫ Rn^{f(t)e−2πi (t,x) dt.} Pust~ Ω – otkrytoe podmnoßestvo prostranstva R^n. Oboznaqim qerez L^p_Ω(R^n) zamykanie v prostranstve L^p(R^n) mnoßestva vseh funkciæ f ∈ L^1(R^n) ∩ L^p(R^n), spektr kotoryh ØvlØetsØ kompaktnym podmnoßestvom mnoßestva Ω. ˚sno, qto L^p_Ω(R^n) – invariantnoe otnositel~no sdvigov podprostranstvo prostranstva L^p(R^n). Esli tΩ = Ω pri vseh t > 0, to L^p_Ω(R^n) ØvlØetsØ T D-invariantnym podprostranstvom prostranstva L^p(R^n).

Prostranstvo L^p_{(0,+∞)}(R) my otoßdestvlØem estestvennym obrazom s klassom Hardi H^p v poluploskosti pri p ∈ (0, +∞). Prostranstvo H^p otoßdestvlØetsØ estestvennym obrazom s prostranstvom L^p_{(−∞,0)}(R).

Rabota qastiqno podderßana grantom RFFI No. 05-01-00924. 5

6 A. B. ALEKSANDROV

Pust~ X – sobstvennoe T D-invariantno podprostranstvo prostranstva L^p(R^n). Podprostranstvo X nazyvaetsØ maksimal~- nym T D-invariantnym podprostranstvom, esli dlØ l¸bogo T Dinvariantnogo podprostranstva Y prostranstva L^p(R^n) vkl¸qenie X ⊂ Y vozmoßno tol~ko v dvuh sledu¸wih sluqaØh: Y = X,

Y = L^p(R^n).

V §2 my dokaßem, qto kaßdoe sobstvennoe T D-invariantno podprostranstvo prostranstva L^p(R^n) soderßitsØ v maksimal~- nom T D-invariantnom podprostranstve, esli p 6 1. Rezul~tat legko vytekaet iz odnogo nabl¸deniØ Vol~fa [6]. Esli p = 1, to fftom rezul~tat moßet byt~ poluqen takße standartnymi metodami, naprimer, pri pomowi preobrazovaniØ Fur~e. Vproqem, moßno oboætis~ i bez preobrazovaniØ Fur~e, sm. dokazatel~stvo teoremy 2.3 v sluqae p > 1. Pri p < 1 ffti metody ne rabota¸t. �tot sluqaæ ewœ interesen i tem, qto mnoßestvo vseh maksimal~nyh T D-invariantnyh podprostranstv prostranstva L^p(R^n) imeet mownost~ kontinuuma (teorema 3.3), qto rezko kontrastiruet so sluqaem p = 1 (sledstvie 2.4).

V §3 my stroim xkalu T D-invariantnyh podprostranstv

Y^p_{α,λ}(R) prostranstva L^p(R) i izuqaem eœ svoæstva. Svoæstva fftoæ

xkaly pozvolØ¸t poluqit~ osnovnoæ rezul~tat fftogo paragrafa – teoremu 3.3.

V §4 i §5 issledu¸tsØ svoæstva p-cikliqeskih funkciæ, t.e. funkciæ f ∈ L^p(R^n), ne prinadleßawih nikakomu sobstvennomu T D-invariantnomu podprostranstvu prostranstva L^p(R^n). V qastnosti, my dokazyvaem v §4, qto pri p ∈ (0, 1] mnoßestvo vseh p-cikliqeskih funkciæ obrazuet vs¸du plotnoe otkrytoe podmnoßestvo prostranstva L^p(R^n) (teorema 4.1).

Budem govorit~, qto T D-invariantnoe podprostranstvo X prostranstva L^p(R^n) ØvlØetsØ T D_s-invariantnym, esli f(−x) ∈ X dlØ l¸boæ funkcii f ∈ X. Zametim, qto klass Hardi H^p ne ØvlØetsØ T D_s-invariantnym podprostranstvom prostranstva

L^p(R). Prostranstvo L^p_Ω(R^n) ØvlØetsØ T D_s-invariantnym pod-

prostranstvom prostranstva L^p_Ω(R^n), esli tΩ = Ω dlØ vseh t ∈ R,

t ≠ 0. Iz teoremy 1.9.1 stat~i [1] sleduet, qto esli p < 1,

prostranstvo L^p_Ω(R^n) ØvlØetsØ T D_s-invariantnym i Ω ≠ ?, to

L^p_Ω(R^n) = L^p(R^n). Prosteæxim primerom netrivial~nogo T D_s-

invariantnogo podprostranstva prostranstva L^p(R) pri p < 1 ØvlØetsØ pereseqenie H^p ∩ H^p.

O PODPROSTRANSTVAH PROSTRANSTVA 7

V §6 my izuqaem T D_s-invariantnye podprostranstva prostranstva L^p(R^n). V qastnosti, my dokazyvaem v fftom paragrafe teoremu 6.2, kotoraØ ØvlØetsØ analogom teoremy 3.3 dlØ T D_sinvariantnyh podprostranstv. Dokazatel~stvo analogiqno dokazatel~stvu teoremy 3.3, no vmesto xkaly Y^p_{α,λ}(R) my ispol~- zuem drugu¸ xkalu podprostranstv prostranstva L^p(R). �to svØzano s tem, qto prostranstvo Y^p_{α,λ}(R) ne obØzano byt~ T D_sinvariantnym pri λ ≠ 0. Qtoby dokazat~ teoremu 6.2, my snaqala izuqaem xkalu T D_s-invariantnyh podprostranstv Z^p_{α,n}(R) prostranstva L^p(R).

2. Teorema Vol~fa i eœ priloßeniØ

Bol~xinstvo rezul~tatov fftoæ stat~i osnovany na sledu¸- wem utverßdenii, prinadleßawem Vol~fu [6], sm. takße [3].

Teorema 2.1. Pust~ X – sobstvennoe T D-invariantno podpro-

stranstvo prostranstva L^p(R^n), gde 0 < p 6 1. Togda ∫ Rn^{(|1 − f(x)|p − 1) dx > 0 (1)}

dlØ vseh f ∈ X.

Pust~ X – sobstvennoe T D-invariantno podprostranstvo prostranstva L^p(R^n). Podprostranstvo X nazyvaetsØ maksimal~- nym T D-invariantnym podprostranstvom, esli dlØ l¸bogo T Dinvariantnogo podprostranstva Y prostranstva L^p(R^n) vkl¸qenie X ⊂ Y vozmoßno tol~ko v dvuh sledu¸wih sluqaØh: Y = X,

Y = L^p(R^n).

Teorema 2.2. Pust~ 0 < p 6 1. Togda kaßdoe sobstvennoe

T D-invariantnoe podprostranstvo prostranstva L^p(R^n) soderßitsØ v maksimal~nom T D-invariantnom podprostranstve prostranstva L^p(R^n).

Dokazatel~stvo. Pust~ {Xj }j∈J – lineæno uporØdoqennoe po vkl¸qeni¸ semeæstvo sobstvennyh T D-invariantnyh podprostranstv. Togda iz teoremy 2.1 sleduet, qto neravenstvo (1) imeet mesto dlØ vseh funkciæ f ∈ ⋃ j∈J X_j . Teper~ Øsno, qto zamykanie

8 A. B. ALEKSANDROV

mnoßestva ⋃ j∈J X_j ØvlØetsØ sobstvennym T D-invariantnym pro-

stranstvom prostranstva L^p(R^n). OstaœtsØ soslat~sØ na lemmu Corna. � Teorema 2.3. Pust~ X – sobstvennoe T D-invariantnoe pod-

prostranstvo prostranstva L^p(R^n), gde p ∈ (0, +∞). Togda

∫Rn^{f(x) dx = 0 dlØ vseh f ∈ X ∩ L1(Rn).}

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto^∫R_n f(x) dx ≠ 0 dlØ nekotoroæ funkcii f ∈ X ∩ L^1(R^n). Moßno sqitat~, qto ∫Rn^{f(x) dx = 1.} Rassmotrim snaqala sluqaæ p ∈ [1, +∞). S kaßdoæ funkcieæ

h ∈ L^p(R^n) i poloßitel~nym qislom ε svØßem funkci¸

h_ε(x)^{def}= 1 ε ∫ Rn^{h(t)f( x − tε ) dt,} gde integral ponimaetsØ kak integral Bohnera X-znaqnoæ funkcii. Takim obrazom, h_ε ∈ X pri vseh ε > 0. Zametim, qto

h = lim_{ε→0+} h_ε v prostranstve L^p(R^n), otkuda h ∈ X. Sledovatel~no, X = L^p(R^n), i my prihodim k protivoreqi¸.

Pust~ teper~ p ∈ (0, 1]. Togda ∫ Rn^{(|1 − tf(x)|p − 1) dx 6 p ∫}Rn^{(|1 − tf(x)| − 1) dx = −p t + o(t)}_{pri t → 0,} pofftomu funkciØ tf ne udovletvorØet uslovi¸ (1) pri dostatoqno malen~kih poloßitel~nyh t, qto protivoreqit teoreme 2.1. � Sledstvie 2.4. Pust~

L^1_0(R^n)^{def}= {f ∈ L^1(R^n) : ∫ Rn^{f(x) dx = 0}.} Togda L^1_0(R^n) ØvlØetsØ edinstvennym maksimal~nym T D-invari-antnym podprostranstvom prostranstva L^1(R^n). �

O PODPROSTRANSTVAH PROSTRANSTVA 9

Teorema 2.5. Pust~ X i Y – sobstvennye T -invariantnye pod-

prostranstva prostranstva L^p(R^n), gde 0 < p 6 1. Predpoloßim, qto X + Y = L^p(R^n). Togda X ∩ Y ≠ {0}.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto X ∩ Y = {0}. Togda my moßem opredelit~ nepreryvnyæ lineænyæ operator R : L^p(R^n) →

L^p(R^n) takoæ, qto R(f + g) = f pri f ∈ X i g ∈ Y . Zame-

tim, qto operator R kommutiruet so sdvigami. Ots¸da sleduet, qto suwestvuet koneqnaØ mera μ na prostranstve R^n takaØ, qto

Rf = μ ∗ f dlØ vseh f ∈ L^1(R^n) ∩ L^p(R^n). Sluqaæ p = 1 horoxo

izvesten, sm., naprimer, [4, §5.11.3]. Sluqaæ p < 1 byl issledovan Oberlinom [5]. Ravenstvo R^2 = R vleqœt μ ∗ μ = μ, otkuda pri pomowi preobrazovaniØ Fur~e poluqaem, qto libo μ = δ_0, libo μ = 0, gde δ_0 oboznaqaet δ-meru, sosredotoqennu¸ v naqale koordinat. Sledovatel~no, libo X = L^p(R^n), libo Y = L^p(R^n).

�

Sledstvie 2.6. Pust~ X i Y – sobstvennye T D-invariantnye

podprostranstva prostranstva L^p(R^n), gde 0 < p 6 1. Predpoloßim, qto mnoßestvo X + Y plotno v prostranstve L^p(R^n). Togda X + Y = L^p(R^n) i X ∩ Y ≠ {0}.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno zametit~, qto v silu sledstviØ 3.5 stat~i [3] plotnost~ mnoßestva X + Y v L^p(R^n) vleqœt ravenstvo X + Y = L^p(R^n). �

Kak pokazyvaet sledu¸waØ teorema, v odnomernom sluqae mnoßestvo vseh T D-invariantnyh podprostranstv v L^p(R^n) kraæne bedno pri p ∈ [1, +∞).

Teorema 2.7. Pust~ X – nenulevoe sobstvennoe T D-invariantnoe

podprostranstvo prostranstva L^p(R), gde p ∈ [1, +∞). Togda a) X = H^p ili X = H^p v sluqae p > 1, b) X = H^1, ili X = H^1, ili X = L^1_0(R) v sluqae p = 1. Shema dokazatel~stva. Snaqala my dokaßem, qto X ⊄ H^p =⇒ X ⊃ H^p. Xag 1. Suwestvuet nenulevaØ funkciØ f ∈ X takaØ, qto supp Ff ØvlØetsØ kompaktnym podmnoßestvom intervala (0, +∞).

Pust~ g ∈ X \ H^p. Togda g ∗ φ ≠ 0 dlØ nekotoroæ funkcii φ ∈

L^1(R^n) takoæ, qto supp φ – kompaktnoe podmnoßestvo intervala (0, +∞). V kaqestve f my moßem vzØt~ funkci¸ g ∗ φ.

10 A. B. ALEKSANDROV

Xag 2. Suwestvuet nenulevaØ funkciØ f ∈ X takaØ, qto Ff ∈

C^∞(R), Ff > 0, supp Ff – kompaktnoe podmnoßestvo intervala (0, +∞).

Voz~mœm funkci¸ φ ∈ C^∞(R) s kompaktnym nositelem taku¸, qto

∫R^{φ(x) dx = 1. Pust~ f – funkciØ, suwestvovanie ko-}

toroæ utverßdaetsØ v pervom xage dokazatel~stva. Ispol~zuØ approksimativnu¸ edinicu {^1_ε φ(^{log x}_ε )}_{ε>0} dlØ mul~tiplikativnoæ gruppy (0, +∞), poluqim semeæstvo {f_ε}_{ε>0} funkciæ v prostranstve X,

f_ε^{def}= 1 ε +∞∫ 0 f ( x t ) φ ( log t ε ) dt t . ˚sno, qto f_ε ≠ 0 pri dostatoqno malyh ε > 0, poskol~ku lim_{ε→0+} f_ε =

f v prostranstve L^p(R). Poloßim f̃_ε(x)^{def}= f_ε(−x) i g_ε^{def}= f̃_ε ∗ f_ε. Togda g_ε ∈ X, Fg_ε ∈ C^∞(R), Fg_ε = |Ff_ε|^2 > 0, mnoßestvo supp Fg_ε kompaktno, supp Fg_ε ⊂ (0, +∞) i g_ε ≠ 0 dlØ dostatoqno malyh ε > 0. Xag 3. X ⊃ H^p.

Oboznaqim qerez S(R) mnoßestvo vseh funkciæ f ∈ C^∞(R) takih, qto lim_{x→∞} x^kf^{(n)}(x) = 0 pri vse celyh neotricatel~nyh n i k. Pust~ S_{(0,+∞)}(R) oboznaqaet mnoßestvo vseh funkciæ

f ∈ S(R) takih, qto supp Ff – kompaktnoe podmnoßestvo inter-

vala (0, +∞). Dostatoqno dokazat~, qto X ⊃ S_{(0,+∞)}(R). Pust~ f – funkciØ, suwestvovanie kotoroæ utverßdaetsØ vo vtorom xage dokazatel~stva. Togda prostranstvo X soderßit lineænu¸ oboloqku semeæstva {f(tx) ∗ φ}_{φ∈S(}R_{),t>0}, kotoraØ v svo¸ oqered~ soderßit mnoßestvo S_{(0,+∞)}(R).

Analogiqno moßno dokazat~, qto X ⊄ H^p =⇒ X ⊃ H^p. Qtoby zaverxit~ dokazatel~stvo, dostatoqno zametit~, qto

H^p ∩ H^p = {0} i

clos_Lp (H^p + H^p) = { L^p(R), esli 1 < p < +∞,

L^1_0(R), esli p = 1.

�

O PODPROSTRANSTVAH PROSTRANSTVA 11

Sledstvie 2.8. Klass Hardi H^p ØvlØetsØ maksimal~nym T D-

invariantnym podprostranstvom prostranstva L^p(R) pri p ∈ (1, +∞). �

Avtoru neizvestno, ØvlØetsØ li prostranstvo H^p maksimal~- nym T D-invariantnym podprostranstvom prostranstva L^p(R) pri p ∈ (0, 1).

Legko videt~, qto pri n > 2 v prostranstve L^2(R^n) net maksimal~nyh T D-invariantnyh podprostranstv. My uvidim v sledu¸wem paragrafe, qto pri p < 1 suwestvuet kontinual~noe semeæstvo maksimal~nyh T D-invariantnyh podprostranstv prostranstva L^p(R^n).

Zameqanie 2.9. Rezul~taty fftogo paragrafa, otnosØwiesØ k sluqa¸ p > 1, dolßno byt~, horoxo izvestny.

3. Prostranstva Y^p_{α,λ}(R) i maksimal~nye T D-invariantnye podprostnarstva

Poloßim h_{α,λ}(x)^{def}= x |x|^{α+1} + λ |x|^α , gde α > 1, λ ∈ C i x ∈ R\ {0}.

Oboznaqim qerez Y_{α,λ}(R) lineænu¸ oboloqku semeæstva funkciæ

{h_{α,λ}(x−a)}_{a∈}R. Pust~ Y^p_{α,λ}(R) oboznaqaet zamykanie v prostran-

stve L^p(R) mnoßestva Y_{α,λ}(R) ∩ L^p(R). ˚sno, qto prostranstvo

Y^p_{α,λ}(R) ØvlØetsØ T D-invariantnym podprostranstvom prostran-

stva L^p(R). Legko videt~, qto Y^p_{α,λ}(R) ≠ {0} v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda αp < 1. V qastnosti, Y^p_{α,λ}(R) = {0} pri p > 1.

Poloßim Y^p_α (R)^{def}= Y^p_{α,0}(R). V [2] dokazano, qto Y^p_α (R) ≠ L^p(R).

Opredelim operator T_α : Y_{α,0}(R) ∩ L^p(R) → L^p(R) formuloæ T_α (_N ∑ κ=1 μ_κ x − a_κ |x − a_κ|^{α+1} ) = N∑ κ=1 μ_κ 1 |x − a_κ|^α . V [2] dokazano, qto operator T_α prodolßaetsØ do nepreryvnogo operatora iz prostranstva Y^p_α (R) v prostranstvo L^p(R), esli

α ≠ 2k + 1 pri k = 1, 2, . . .. �tot prodolßennyæ operator my bu-

dem oboznaqat~ tem ße simvolom T_α. Pust~ J_α oboznaqaet operator toßdestvennogo vloßeniØ prostranstva Y^p_α (R) v prostranstvo L^p(R).

˚sno, qto prostranstvo Y^p_{α,λ}(R) sovpadaet s zamykaniem v prostranstve L^p(R^n) mnoßestva (J_α +λT_α)(Y^p_α (R)), esli α ≠ 2k+1 pri k = 1, 2, . . ..

12 A. B. ALEKSANDROV

Teorema 3.1. Pust~ α > 1 i α ≠ 2k + 1 pri k = 1, 2, . . .. Togda

Y^p_{α,λ}(R) ≠ L^p(R), esli qislo |λ| dostatoqno malo.

Dokazatel~stvo. Moßno sqitat~, qto p < 1, poskol~ku Y^p_{α,λ}(R) = {0} pri p > 1. Poloßim ‖T_α‖_p^{def}= sup{‖T_αf‖_Lp : f ∈ Y^p_α (R), ‖f‖_Lp 6 1}. Zametim, qto esli |λ|‖T_α‖_p < 1, to mnoßestvo (J_α + λT_α)(Y^p_α (R)) zamknuto v prostranstve L^p(R^n). Sledovatel~no, Y^p_{α,λ}(R) = (J_α +

λT_α)(Y^p_α (R)) i prostranstvo Y^p_{α,λ}(R) izomorfno prostranstvu Y^p_α (R), esli |λ| < ‖T_α‖^{−1}_p . Soglasno teoreme 2.7 stat~i [2] lineæ-

nye nepreryvnye funkcionaly razdelØ¸t toqki prostranstva

Y^p_α (R). Takim obrazom, prostranstvo Y^p_{α,λ}(R) ne moßet byt~ da-

ße izomorfnym prostranstvu L^p(R) pri |λ| < ‖T_α‖^{−1}_p . �

Teorema 3.2. Pust~ 1 < α <^2_{1+p} . Togda Yα,λ_1(R)+Yα,λ_2(R) = L^p(R),

esli λ_1 ≠ λ_2. Krome togo, Y_{α,λ}(R) = L^p(R), esli qislo |λ| dostatoqno veliko.

Dokazatel~stvo. Iz teoremy 8.1 stat~i [3] sleduet, qto mnoßestvo T_α(Y^p_α (R)) vs¸du plotno v prostranstve L^p(R^n), sm. takße [2]. Poloßim ‖T_αf‖^∗_Lp^{def}= inf{‖g‖_Lp : T_αg = T_αf}. Primeniv teoremu 3.7 stat~i [3] k prostranstvu T_α(Y^p_α (R)) s pnormoæ ‖ ‖^∗_Lp , poluqim ravenstvo T_α(Y^p_α (R)) = L^p(R^n). Sledovatel~no,

Y_{α,λ1}(R) + Y_{α,λ2} (R) ⊃ T_α(Y^p_α (R)) = L^p(R).

Dokaßem teper~ vtoroe utverßdenie. Voz~mœm funkci¸ φ ∈

L^p(R^n), ne udovletvorØ¸wu¸ uslovi¸ (1). Naprimer, v kaqe-

stve takoæ funkcii φ moßno vzØt~ harakteristiqesku¸ funkci¸ promeßutka [0, 1]. Togda suwestvuet funkciØ f ∈ Y^p_α (R) takaØ, qto T_αf = φ. ˚sno, qto funkciØ λ^{−1}(J_α + λT_α)f = λ^{−1}f + φ ne udovletvorØet uslovi¸ (1) pri dostatoqno bol~xih |λ|. Sledovatel~no, Y_{α,λ}(R) = L^p(R) pri dostatoqno bol~xih |λ| v silu teoremy 2.1. �

O PODPROSTRANSTVAH PROSTRANSTVA 13

Teorema 3.3. Pust~ 0 < p < 1. Togda mnoßestvo vseh maksimal~-

nyh T D-invariantnyh podprostranstv prostranstva L^p(R^n) imeet mownost~ kontinuuma.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno dokazat~, qto mownost~ fftogo mnoßestva ne men~xe mownosti kontinuuma. Rassmotrim snaqala odnomernyæ sluqaæ. Zafiksiruem qislo α takoe, qto 1 <

α <^2_{1+p} . V silu teoremy 3.1 naædœtsØ poloßitel~noe qislo ε = ε(α, p) takoe, qto Y^p_{α,λ}(R) ≠ L^p(R), esli |λ| < ε. Iz teoremy 2.2

sleduet, qto prostranstvo Y^p_{α,λ}(R) soderßitsØ v nekotorom maksimal~nom T D-invariantnom podprostranstve W_λ prostranstva

L^p(R). Dokaßem, qto W_{λ1} ≠ W_{λ2} , esli λ_1 ≠ λ_2 i |λ_1|, |λ_2| < ε.

Predpoloßim, qto W_{λ1} = W_{λ2} , gde λ_1 ≠ λ_2 i |λ_1|, |λ_2| < ε. Togda

Y_{α,λ1} (R) + Y_{α,λ2}(R) ⊂ W_{λ1} + W_{λ2} = W_{λ1} ≠ L^p(R), qto protivoreqit

teoreme 3.2.

Sluqaæ n > 2 svedœm k sluqa¸ n = 1. DlØ fftogo rassmotrim prostranstvo Y_{α,λ}(R^n) vseh funkciæ f ∈ L^p(R^n) takih, qto

f( · , x_2, . . . , x_n) ∈ Y_{α,λ}(R) pri poqti vseh (x_2, . . . , x_n) ∈ R^{n−1}. ˚s-

no, qto Y_{α,λ}(R^n) ØvlØetsØ sobstvennym T D-invariantnym podprostranstvom prostranstva L^p(R^n), esli |λ| < ε. Krome togo,

Y_{α,λ1} (R^n) + Y_{α,λ2} (R^n) = L^p(R^n), gde λ_1 ≠ λ_2 i |λ_1|, |λ_2| < ε. Teper~

my moßem poqti doslovno povtorit~ zakl¸qitel~nye rassußdeniØ pervoæ qasti dokazatel~stva. �

4. Cikliqeskie funkcii

Pust~ f ∈ L^p(R^n). Funkci¸ f budem nazyvat~ p-cikliqeskoæ, esli poroßdœnnoe fftoæ funkcieæ T D-invariantnoe podprostranstvo prostranstva L^p(R^n) sovpadaet s L^p(R^n). Mnoßestvo vseh p-cikliqeskih funkciæ oboznaqim qerez C_p(R^n). Poloßim

N_p(R^n)^{def}= L^p(R^n) \ C_p(R^n). ˚sno, qto mnoßestvo N_p(R^n) sovpada-

et s ob¨edineniem vseh sobstvennyh T D-invariantnyh podprostranstv prostranstva L^p(R^n). V qastnosti, N_1(R^n) = L^1_0(R^n), sm. sledstvie 2.4.

Teorema 4.1. Mnoßestvo Cp(R^n) ØvlØetsØ vs¸du plotnym mno-

ßestvom tipa G_δ v prostranstve L^p(R^n) pri vseh p ∈ (0, +∞) i

n > 1. Krome togo, esli p 6 1 ili n = 1, to mnoßestvo Cp(R^n)

otkryto v prostranstve L^p(R^n).

Dokazatel~stvo. Plotnost~ mnoßestva Cp(R^n) vytekaet iz teoremy 2.3. Dokaßem, qto mnoßestvo C_p(R^n) est~ mnoßestvo ti-

14 A. B. ALEKSANDROV

pa G_δ. Pust~ f ∈ L^p(R^n). Oboznaqim qerez L_f lineænu¸ oboloqku semeæstva funkciæ {f(tx + a)}_{a∈}Rn_{, t>0}. Pust~ φ oboznaqaet harakteristiqesku¸ funkci¸ ediniqnogo kuba Q^{def}= [0, 1]^n. Legko videt~, qto φ ∈ C_p(R^n). Poloßim G_k^{def}= {g ∈ L^p(R^n) :

dist_Lp (φ, L_g) < k^{−1}}. ˚sno, qto G_k – otkrytoe podmnoßestvo pro-

stranstva L^p(R^n) pri k > 1 i

C_p(R^n) = ∞⋂ k=1 G_k. Sledovatel~no, C_p(R^n) – mnoßestvo tipa G_δ. Dokaßem teper~, qto C_p(R^n) = G_1 pri p 6 1. Pust~ g ∈ G_1. Togda ‖φ − f‖_Lp < 1 dlØ nekotoroæ funkciØ f ∈ L_g, otkuda ∫ Rn^{(|1 − f(x)|p − 1) dx 6 ∫}Rn^{(|1 − φ(x)|p − 1) dx + ∫}Rn^{|φ(x) − f(x)|p dx} = −1 + ‖φ − f‖^p_Lp < 0. Sledovatel~no, v silu teoremy 2.1 mnoßestvo L_g vs¸du plotno v prostranstve L^p(R^n), t.e. g ∈ C_p(R^n). Takim obrazom, mnoßestvo

C_p(R^n) otkryto, esli p 6 1.

OstaœtsØ dokazat~ otkrytost~ mnoßestva C_p(R) pri p ∈

(1, +∞). �to mgnovenno vytekaet iz teoremy 2.7. �

Sledstvie 4.2. Imeet mesto ravenstvo Cp(R^n) + Cp(R^n) =

L^p(R^n).

Dokazatel~stvo. Pust~ f ∈ L^p(R^n). Dokaßem, qto f ∈ Cp(R^n) +

C_p(R^n). DlØ fftogo dostatoqno zametit~, qto C_p(R^n)∩(f −C_p(R^n)) ≠

? v silu teoremy Bffra o kategoriØh. �

Sledstvie 4.3. Mnoßestvo Np(R^n) est~ mnoßestvo pervoæ ka-

tegorii v prostranstve L^p(R^n). Krome togo, esli p 6 1 ili n = 1, to mnoßestvo N_p(R^n) zamknuto. �

Teorema 4.4. Pust~ p ∈ (0, 1) ∩ (1, +∞). Togda Np(R^n) + Np(R^n) =

L^p(R^n).

Dokazatel~stvo. Poloßim

Ω^{def}= {x ∈ R^n : x_1 > 0}, Ω_−^{def}= {x ∈ R^n : x_1 < 0}.

O PODPROSTRANSTVAH PROSTRANSTVA 15

˚sno, qto L^p_Ω(R^n) i L^p_Ω�(R^n) – sobstvennye T D-invariantnye podprostranstva prostranstva L^p(R^n). Sledovatel~no, L^p_Ω(R^n) ⊂

N_p(R^n) i L^p_Ω�(R^n) ⊂ N_p(R^n). Pri p ≠ 1 imeet mesto ravenstvo L^p_Ω(R^n) + L^p_Ω� (R^n) = L^p(R^n). V sluqae p > 1 ffto ravenstvo sle-

duet iz nepreryvnosti proektora Rissa v prostranstve L^p(R) pri p ∈ (1, +∞). Sluqaæ p < 1 moßet byt~ naæden v [1, teorema 9.1 glavy 1]. OstaœtsØ zametit~, qto N_p(R^n) + N_p(R^n) ⊃

L^p_Ω(R^n) + L^p_Ω�(R^n) = L^p(R^n) pri p ≠ 1. �

Zametim, qto C_p(R^n) + N_p(R^n) ∌ 0. Avtoru neizvestno, kogda imeet mesto sledu¸wee ravenstvo:

C_p(R^n) + N_p(R^n) = L^p(R^n) \ {0}. (2)

Iz teoremy 2.7 sleduet, qto ffto ravenstvo spravedlivo, esli

n = 1 i p ∈ (1, +∞). Netrudno takße dokazat~, qto ono imeet

mesto pri p = 2 i n > 1. S drugoæ storony, iz sledstviØ 2.4 vytekaet, qto pri p = 1 ravenstvo (2) ne vypolnØetsØ ni pri kakom n > 1.

Pust~ p 6 1. Oboznaqim qerez R_p(R^n) pereseqenie vseh maksimal~nyh T D-invariantnyh podprostranstv prostranstva

L^p(R^n).

Teorema 4.5. Pust~ p 6 1. Togda

C_p(R^n) + N_p(R^n) = L^p(R^n) \ R_p(R^n).

Dokazatel~stvo. Pust~ f ∈ Cp(R^n) i g ∈ Np(R^n). V silu teoremy 2.2 funkciØ g prinadleßit nekotoromu maksimal~nomu T D-invariantnomu podprostranstvu X. ˚sno, qto f + g ∉ X. Sledovatel~no, f + g ∈ L^p(R^n) \ R_p(R^n). Itak, my dokazali, qto

C_p(R^n) + N_p(R^n) ⊂ L^p(R^n) \ R_p(R^n).

Pust~ teper~ h ∈ L^p(R^n) \ R_p(R^n). Togda suwestvuet maksimal~noe T D-invariantnoe podprostranstvo X, ne soderßawee funkci¸ h. Pust~ L_h oboznaqaet to ße, qto v dokazatel~- stve teoremy 4.1. Iz maksimal~nosti prostranstva X vytekaet, qto (L_h + X) ∩ C_p(R^n) ≠ ?. Sledovatel~no, suwestvu¸t funkciØ φ ∈ X, posledovatel~nost~ {λ_j }^N_{j=1} nenulevyh kompleksnyh qisel, posledovatel~nost~ {t_j}^N_{j=1} poloßitel~nyh qisel i posledovatel~nost~ {a_j }^N_{j=1} vektorov prostranstva R^n takie, qto

16 A. B. ALEKSANDROV

φ(x) +^N ∑ j=1 λ_jh(t_j x + a_j) ∈ C_p(R^n). Umen~xiv, esli neobhodimo, qi-

slo N , my moßem sqitat~, qto φ(x) +^m ∑ j=1 λ_j h(t_jx + a_j) ∈ N_p(R^n)

pri vseh m < N . Iz ravenstva

λ_N h(t_N x+a_N ) = ( φ(x)+ N∑ j=1 λ_j h(t_j x+a_j) ) + ( −φ(x)− N−1∑ j=1 λ_jh(t_j x+a_j) )

sleduet, qto λ_N h(t_N x + a_N ) ∈ C_p(R^n) + N_p(R^n), otkuda h ∈ C_p(R^n) +

N_p(R^n). �

Iz teoremy 4.5 sleduet, qto pri p 6 1 ravenstvo (2) ravnosil~no ravenstvu R_p(R^n) = {0}. ˚sno, qto R_1(R^n) = L^1_0(R^n). Avtoru neizvestno, vypolnØetsØ li ravenstvo R_p(R^n) = {0} pri p < 1. Otmetim, qto pereseqenie koneqnogo semeæstva maksimal~nyh T D-invariantnyh podprostranstv prostranstva L^p(R^n) zavedomo sostoit ne tol~ko iz nulØ, esli p 6 1.

Teorema 4.6. Pust~ {Xj }^N_{j=1} – koneqnaØ posledovatel~nost~ mak-

simal~nyh T D-invariantnyh podprostranstv prostranstva

L^p(R^n), gde 0 < p < 1. Togda Y ∩^N ⋂ j=1 X_j ≠ {0} dlØ l¸bogo nenule-

vogo T D-invariantnogo podprostranstva prostranstva L^p(R^n).

Dokazatel~stvo. Budem ispol~zovat~ indukci¸ po N . Sluqaæ

N = 0 trivialen. Predpoloßim, qto trebuemoe utverßdenie do-

kazano dlØ N − 1. Poloßim Z^{def}= Y ∩^{N−1} ⋂ j=1 X_j . Togda Z ≠ {0}

po indukcionnomu predpoloßeniØ. Dokaßem, qto Z ∩ X_N ≠ {0}. Esli Z ⊂ X_N , to dokazyvaemoe utverßdenie oqevidno. Esli ße

Z ⊄ X_N , to mnoßestvo Z + X_N plotno v L^p(R^n), i ostaœtsØ so-

slat~sØ na sledstvie 2.6. �

5. O mnoßestvah urovnØ necikliqeskih funkciæ

My govorim, qto funkciØ f ∈ L^0(R^n) imeet netrivial~noe mnoßestvo urovnØ, esli suwestvuet nenulevoe kompleksnoe qislo c takoe, qto mera Lebega mnoßestva [f = c]^{def}= {x ∈ R^n :

f(x) = c} poloßitel~na. Zametim, qto iz teoremy 2.1 vytekaet

sledu¸wee utverßdenie.

O PODPROSTRANSTVAH PROSTRANSTVA 17

Teorema 5.1. Pust~ f ∈^⋂_{0<p<p0} L^p(R^n). Predpoloßim, qto funk-

ciØ f imeet netrivial~noe mnoßestvo urovnØ. Togda f ∈ C_p(R^n) pri vseh dostatoqno malyh p.

Dokazatel~stvo. ˚sno, qto ∫ Rn^{log |1 − f(x)| dx = limp→0+ 1p ∫}Rn^{(|1 − f(x)|p − 1) dx. (3)} Ne umalØØ obwnosti, moßno sqitat~, qto mnoßestvo [f = 1] imeet poloßitel~nu¸ meru Lebega. Togda levaØ qast~ ravenstva (3) est~ −∞. Sledovatel~no, funkciØ f ne udovletvorØet uslovi¸ (1) pri dostatoqno malyh p > 0. OstaœtsØ soslat~sØ na teoremu 2.1. � Zameqanie 5.2. Avtoru neizvestno, obØzana li funkciØ f v usloviØh teoremy 5.1 prinadleßat~ mnoßestvu C_p(R^n) pri vseh

p ∈ (0, min(p_0, 1)).

Zameqanie 5.3. Netrudno ubedit~sØ v tom, qto l¸baØ funkciØ f vida f(x_1, x_2) = g(x_1)h(x_2), gde g ∈ N_p(R), h ∈ L^p(R), prinadleßit mnoßestvu N_p(R^2). Sledovatel~no, pri n = 2 (a znaqit, i pri n > 2) suwestvuet nenulevaØ funkciØ f ∈ N_p(R^n) takaØ, qto mnoßestvo [f = 0] imeet beskoneqnu¸ meru Lebega. Avtoru neizvestno, vozmoßno li takoe pri n = 1. Neizvestno takße, suwestvuet li funkciØ f ∈ N_p(R^n) takaØ, qto mera Lebega mnoßestva [f = 0] koneqna i ne ravna nul¸.

Pust~ f ∈ L^0(R^n). Oboznaqim qerez L_f lineænu¸ oboloqku semeæstva funkciæ {f(tx + a)}_{a∈}Rn_{, t>0}. Oboznaqim qerez L^p[f] zamykanie v prostranstve L^p(R^n) mnoßestva L_f ∩ L^p(R^n). ˚sno, qto prostranstvo L^p[f] ØvlØetsØ T D-invariantnym. Zametim, qto Y_{α,λ}(R) = L^p[h_{α,λ}].

Teper~ my moßem rasxirit~ ponØtie p-cikliqeskoæ funkcii. Funkci¸ f ∈ L^0(R^n) budem nazyvat~ p-cikliqeskoæ, esli L^p[f] =

L^p(R^n).

OstavxaØsØ qast~ paragrafa posvØwena nekotorym usileni- Øm teoremy 5.1, kotorye svØzany s fftim obobweniem ponØtiØ p-cikliqeskoæ funkcii.

Oboznaqim qerez P_N (R^n) mnoßestvo vseh polinomov ot n peremennyh stepeni ne vyxe N . Pust~ M^0(R^n) oboznaqaet mnoßestvo vseh diskretnyh mer v prostranstve R^n, ime¸wih koneqnoe

18 A. B. ALEKSANDROV

qislo nagruzok. Oboznaqim qerez M^0_N (R^n) mnoßestvo vseh mer iz prostranstva M^0(R^n), ortogonal~nyh prostranstvu P_{N−1}(R^n). Legko videt~, qto mera μ ∈ M^0(R^n) prinadleßit prostranstvu

M^0_N (R^n) v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda (Fμ)(x) = O(|x|^N ). Ot-

s¸da sleduet, qto μ∗ν ∈ M^0_{k+l}(R^n), esli μ ∈ M^0_k (R^n) i ν ∈ M^0_l (R^n).

Pust~ p ∈ (0, 1). Funkci¸ f ∈ L^0(R^n) budem nazyvat~ pregulØrnoæ, esli f ∈ L^p(R^n) + L^1(R^n) i suwestvuet celoe poloßitel~noe qislo N takoe, qto f ∗ μ ∈ L^p(R^n) dlØ l¸boæ mery

μ ∈ M^0_N (R^n). Funkci¸ f ∈ L^0(R^n) budem nazyvat~ regulØrnoæ,

esli suwestvuet pokazatel~ p_0 ∈ (0, 1) takoæ, qto f ØvlØetsØ pregulØrnoæ pri vseh p ∈ (0, p_0).

Teorema 5.4. Pust~ f ∈ L^1(R^n) + L^p(R^n), gde 0 < p < 1. Predpo-

loßim, qto funkciØ f ØvlØetsØ p-regulØrnoæ i ne udovletvorØet uslovi¸ (1). Togda L^p[f] = L^p(R^n).

Dokaßem snaqala neskol~ko lemm.

Lemma 5.5. Pust~ a ∈ C i p ∈ (0, 1]. Togda ||1 + a|^p − 1| 6 min(|a|, |a|^p). Dokazatel~stvo. Neravenstvo ||1+a|^p −1| 6 |a|^p oqevidno. OstaœtsØ dokazat~, qto ||1+a|^p−1| 6 |a|. Imeem |1+a|^p−1 6 (1+|a|)^p−1 6 |a| i 1 − |1 + a|^p 6 1 − (1 − |a|)^p 6 |a|, esli |a| 6 1. � Sledstvie 5.6. Pust~ f ∈ L^1(R^n) + L^p(R^n) pri p ∈ (0, 1). Togda^1 ∫ Rn^{||1 + f(x)|p − 1| dx 6 ∫}[|f|61]^{|f(x)| dx + ∫}[|f|>1]^{|f(x)|p dx.} Lemma 5.7. Pust~ f ∈ L^1(R^n). Togda ∫ [|f|>ε] |f(x)|^p dx = o(ε^{p−1}) pri ε → 0+

pri vseh p ∈ (0, 1).

Dokazatel~stvo. Dostatoqno zametit~, qto mes [|f| > ε] = o(ε^{−1}) pri ε → 0+ i vospol~zovat~sØ neravenstvom Gœl~dera. �

1Zdes~ i dalee simvolami [h 6 c] i [h > c] my oboznaqaem sootvetstvu¸- wie mnoßestva Lebega vewestvennoæ izmerimoæ funkcii h

O PODPROSTRANSTVAH PROSTRANSTVA 19

Lemma 5.8. Pust~ f ∈ L^1(R^n) + L^p(R^n) pri p ∈ (0, 1). Togda lim N→∞ 1 N ∫ Rn^{||1 + N f(x)|p − 1| dx = 0.} Dokazatel~stvo. V silu sledstviØ 5.6 dostatoqno dokazat~, qto lim N→∞ 1 N ∫ [N|f|61] N |f(x)| dx = 0 i lim N→∞ 1 N ∫ [N|f|>1] N^p|f(x)|^p dx = 0. Pervoe ravenstvo oqevidno, poskol~ku ∫ [|f|61] |f(x)| dx < +∞. Iz lemmy 5.7 sleduet, qto lim N→∞ 1 N ∫ [N¿N|f|>1] N^p|f(x)|^p dx = 0. OstaœtsØ zametit~, qto lim N→∞ 1 N ∫ [|f|>1] N^p|f(x)|^p dx = 0, poskol~ku ∫ [|f|>1] |f(x)|^p dx < +∞. � Lemma 5.9. Pust~ f ∈ L^1(R^n) + L^p(R^n), gde 0 < p < 1. Predpolo-

ßim, qto funkciØ f ØvlØetsØ p-regulØrnoæ i ne udovletvorØet uslovi¸ (1). Togda suwestvuet mera μ ∈ M^0_1 (R^n) takaØ, qto funkciØ μ ∗ f toße ne udovletvorØet uslovi¸ (1).

Dokazatel~stvo. Lemma 5.8 pozvolØet nam provesti dokazatel~stvo analogiqno dokazatel~stvu sledstviØ 8.6 stat~i [3]. � Sledstvie 5.10. Pust~ vypolneny usloviØ lemmy. Togda dlØ ka-

ßdogo natural~nogo qisla N naædœtsØ mera μ ∈ M^0_N (R^n) takaØ, qto funkciØ μ ∗ f ne udovletvorØet uslovi¸ (1).

Dokazatel~stvo legko poluqaetsØ indukcieæ po N , poskol~ku

μ ∗ ν ∈ M^0_{N+1} vsØkiæ raz, kogda μ ∈ M^0_N i ν ∈ M^0_1 . �

20 A. B. ALEKSANDROV

Dokazatel~stvo teoremy 5.4. V silu sledstviØ 5.10 teorema svoditsØ k sluqa¸ f ∈ L^p(R^n), qto pozvolØet primenit~ teoremu 2.1. �

Iz teoremy 5.4 legko vytekaet sledu¸wee utverßdenie. Teorema 5.11. Pust~ f – regulØrnaØ funkciØ v prostranstve

L^0(R^n). Predpoloßim, qto ∫ Rn^{log |1 − f(x)| dx < 0.} Togda L^p[f] = L^p(R^n) pri vseh dostatoqno malyh p > 0.

Dokazatel~stvo. ˚sno, qto dlØ funkcii f imeet mesto ravenstvo (3). Sledovatel~no, funkciØ f ne udovletvorØet uslovi¸ (1) pri vseh dostatoqno malyh p > 0. OstaœtsØ vospol~zovat~sØ teoremoæ 5.4. � Sledstvie 5.12. Pust~ f – regulØrnaØ funkciØ v prostranstve

L^0(R^n). Predpoloßim, qto f imeet netrivial~noe mnoßestvo urovnØ. Togda L^p[f] = L^p(R^n) pri vseh dostatoqno malyh p > 0.

Dokazatel~stvo. Pust~ f = c na mnoßestve poloßitel~noæ mery Lebega, gde c ≠ 0. Moßno sqitat~, qto c = 1. Togda rezul~tat vytekaet iz teoremy 5.11. �

6. Prostranstva Z^p_{α,n}(R) i maksimal~nye

T D_s-invariantnye podprostranstva

Napomnim, qto T D-invariantnoe podprostranstvo X prostranstva L^p(R^n) nazyvaetsØ T D_s-invariantnym, esli f(−x) ∈ X dlØ l¸boæ funkcii f ∈ X. Bol~xinstvo poluqennyh vyxe rezul~tatov, otnosØwihsØ k T D-invariantnym podprostranstvam, legko perenosØtsØ na sluqaæ T D_s-invariantnyh podprostranstv. V fftom paragrafe my kratko ostanovimsØ tol~ko na otliqiØh.

Iz rezul~tatov §2 tol~ko teorema 2.7 ne perenositsØ doslovno na sluqaæ T D_s-invariantnyh podprostranstv. Iz teoremy 2.7 vytekaet sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 6.1. Pust~ X – sobstvennoe T Ds-invariantnoe podpro-

stranstvo prostranstva L^p(R), gde p ∈ [1, +∞). Togda a) X = {0} v sluqae p > 1,

O PODPROSTRANSTVAH PROSTRANSTVA 21

b) X = {0} ili X = L^1_0(R) v sluqae p = 1.

Pereædœm teper~ k analogu teoremy 3.3 dlØ T D_s-invariant-nyh podprostranstv.

Teorema 6.2. Pust~ 0 < p < 1. Togda mnoßestvo vseh maksimal~-

nyh T D_s-invariantnyh podprostranstv prostranstva L^p(R^n) imeet mownost~ kontinuuma.

Dokazatel~stvo teoremy 3.3 opiralos~ na nekotorye svoæstva xkaly prostranstv Y^p_{α,λ}(R). Qtoby dokazat~ teoremu 6.2, my opredelim drugu¸ xkalu podprostranstv prostranstva L^p(R).

Poloßim

g_{α,n}(x)^{def}= x(log |x|)^n |x|^{α+1} , gde α > 1, n ∈ Z_+ i x ∈ R\ {0}.

Legko videt~, qto funkciØ g_{α,n} ØvlØetsØ p-regulØrnoæ, esli

0 < p < 1/α. Poloßim Z^p_{α,n}(R)^{def}= L^p[g_{α,n}]. ˚sno, qto prostran-

stvo Z^p_{α,n}(R) ØvlØetsØ T D_s-invariantnym podprostranstvom prostranstva L^p(R). Otmetim ewœ, qto Z^p_{α,0}(R) = Y^p_α (R). Lemma 6.3. Imeet mesto vkl¸qenie Z^p_{α,n}(R) ⊂ Z^p_{α,n+1}(R). Dokazatel~stvo. Voz~mœm meru μ ∈ M^0(R) taku¸, qto supp μ ⊂

(0, +∞) i ∫ R^{(log t)k dμ(t) = { 0, esli 0 6 k 6 n + 1, k ≠ 1,}

1, esli k = 1.

Trebuemoe vkl¸qenie sleduet iz toßdestva (n + 1)g_{α,n}(x) = +∞∫ 0 t^αg_{α,n+1}(tx) dμ(t). � Lemma 6.4. Pust~ α > 1 i 0 < p < 1/α. Togda suwestvuet neo-

tricatel~noe celoe qislo n takoe, qto Z^p_{α,n}(R) = L^p(R).

Shema dokazatel~stva. Zafiksiruem qislo δ takoe, qto α − 1 <

δ < p^{−1} − 1. Poloßim ω(x)^{def}= min(1, |x|^δ). Rassmotrim vesovoe L^1-prostranstvo L^1(R, ω). Zametim, qto L^1(R, ω) ⊂ L^1(R) + L^p(R).

Zamykanie v prostranstve L^1(R, ω) lineænoæ oboloqki semeæstva

{g_{α,n}}_{n∈}Z_+ sovpadaet s mnoßestvom vseh neqœtnyh funkciæ, pri-

nadleßawih prostranstvu L^1(R, ω). V qastnosti, fftomu zamykani¸ prinadleßit funkciØ ξ^{def}= 1I_{[0,1]} − 1I_{[−1,0]}, gde 1I_E oboznaqaet

22 A. B. ALEKSANDROV

harakteristiqesku¸ funkci¸ mnoßestva E. Zametim, qto uslovie (1) ne vypolnØetsØ dlØ funkcii f = ξ Sledovatel~no, ono ne budet vypolnØt~sØ takße dlØ nekotoroæ funkcii f, prinadleßaweæ lineænoæ oboloqke semeæstva {g_{α,n}}_{n∈}Z_+. �to pozvolØet soslat~sØ na teoremu 5.4. �

Pust~ A – podmnoßestvo intervala (1, 1/p). Oboznaqim qerez

Y^p_A (R) zamykanie v prostranstve L^p(R) lineænoæ oboloqki se-

meæstva podprostranstv {Y^p_α (R)}_{α∈A}. ˚sno, qto Y^p_A (R) ØvlØetsØ T D-invariantnym podprostranstvom prostranstva L^p(R).

Lemma 6.5. Pust~ A ⊂ (1, 1/p). Predpoloßim, qto mnoßestvo A

imeet predel~nu¸ toqku, prinadleßawu¸ intervalu (1, 1/p). Togda mnoßestvo A soderßit koneqnoe mnoßestvo A_0 takoe, qto Y^p_{A0} (R) = ∑ α∈A0 Y^p_α (R) = L^p(R).

Shema dokazatel~stva. V silu zameqaniØ 3.4 stat~i [3] dostatoqno dokazat~, qto Y^p_A (R) = L^p(R). Pust~ α_0 – predel~naØ toqka mnoßestva A, prinadleßawaØ intervalu (1, 1/p). Netrudno dokazat~, qto Y^p_A (R) ⊃ Z^p_{α0,n}(R) pri vseh n ∈ Z_+. OstaœtsØ vospol~zovat~sØ lemmoæ 6.4. �

Zafiksiruem nevyroßdennyæ zamknutyæ promeßutok Q ⊂

(1, 1/p). Oboznaqim qerez A^p(Q) mnoßestvo vseh koneqnyh pod-

mnoßestv A promeßutka Q takih, qto Y^p_A (R) ≠ L^p(R^n). Kak uße otmeqalos~ v §3, Y^p_α (R) ≠ L^p(R^n) pri l¸bom α > 1. Ots¸da sleduet, qto kaßdoe odnofflementnoe podmnoßestva mnoßestva Q prinadleßit mnoßestvu A^p(Q). Vvedœm v mnoßestve A ∈ A^p(Q) porØdok, poloßiv A 6 B, esli A ⊂ B. Oboznaqim qerez A^p_M (Q) mnoßestvo vseh maksimal~nyh fflementov uporØdoqennogo mnoßestva A^p(Q).

Lemma 6.6. Mnoßestvo A^p_M (Q) imeet mownost~ kontinuuma.

DlØ l¸byh mnoßestv A, B ∈ A^p_M (Q) imeet mesto ravenstvo Y^p_A (R) + Y^p_B(R) = L^p(R), esli A ≠ B.

Dokazatel~stvo. Dokaßem, qto kaßdaØ toqka α ∈ Q prinadleßit hotØ by odnomu mnoßestvu A ∈ A^p_M (Q). Deæstvitel~no, v protivnom sluqae naxlas~ by posledovatel~nost~ {α_n}^∞_{n=1} razliqnyh toqek mnoßestva Q takaØ, qto Y^p_{An} ≠ L^p(R) pri vseh natural~nyh n, gde A_n = {α_1, α_2, . . . , α_n}. No fftogo ne moßet byt~ v

O PODPROSTRANSTVAH PROSTRANSTVA 23

silu lemmy 6.5. Sledovatel~no, ⋃ A∈ApM (Q) A = Q, otkuda vytekaet

kontinual~nost~ mnoßestva A^p_M (Q).

Pust~ A, B ∈ A^p_M (Q), priqœm A ≠ B. ˚sno, qto zamykanie mnoßestva Y^p_A (R) + Y^p_B(R) sovpadaet s prostranstvom Y^p_{A∪B} (R) =

L^p(R). Ravenstvo Y^p_A(R) + Y^p_B(R) = L^p(R) poluqaetsØ teper~ iz

sledstviØ 2.6. �

Lemma 6.6 pozvolØet nam provesti dokazatel~stvo teoremy 6.2 soverxenno analogiqno dokazatel~stvu teoremy 3.3.

Dokazatel~stvo teoremy 6.2. Rassmotrim snaqala sluqaæ n = 1. Pust~ A ∈ A^p_M (Q). Oboznaqim qerez W_A kakoe-nibud~ maksimal~noe T D_s-invariantnoe podprostranstvo prostranstva

L^p(R^n), soderßawee Y^p_A . Togda {W_A}_{A∈A}^p_{M (Q)} – kontinual~noe se-

meæstvo poparno razliqnyh maksimal~nyh T D_s-invariantnyh podprostranstv. Mnogomernyæ sluqaæ svoditsØ k odnomernomu tak ße, kak i v dokazatel~stve teoremy 3.3. �

Rassmotrim teper~ analog teoremy 4.4 dlØ T D_s-invariantnyh podprostranstv. Pust~ N^s_p (R^n) oboznaqaet ob¨edinenie vseh sobstvennyh T D_s-invariantnyh podprostranstv prostranstva

L^p(R^n).

Teorema 6.7. Esli p ∈ (0, 1), to N^s_p (R^n) + N^s_p (R^n) = L^p(R^n) pri

vseh n > 1. Esli p ∈ (1, +∞), to N^s_p (R^n) + N^s_p (R^n) = L^p(R^n) pri vseh n > 2.

Dokazatel~stvo. Pust~ p ∈ (0, 1). Rassmotrim snaqala odnomernyæ sluqaæ. Voz~mœm mnoßestvo A ∈ A^p_M (Q) i qislo α ∈ Q\A. Togda Y^p_A (R)+Y^p_α (R) = L^p(R). OstaœtsØ zametit~, qto Y^p_A(R) ⊂ N^s_p (R) i Y^p_α (R) ⊂ N^s_p (R). Pereæti k mnogomernomu sluqa¸ moßno toqno tak ße, kak v dokazatel~stve teoremy 3.3. Pust~ p ∈ (1, +∞). Poloßim Ω^{def}= {x ∈ R^n : x_1x_2 > 0}, Ω_−^{def}= {x ∈ R^n : x_1x_2 < 0}. Trebuemoe utverßdenie vytekaet teper~ iz toßdestva L^p_Ω(R^n) +

L^p_Ω� (R^n) = L^p(R^n). �

Pust~ X – podprostranstvo prostranstva L^p(R^n). Podprostranstvo X budem nazyvat~ T D^∗-invariantnym, esli ono T Dinvariantno i f ∈ X dlØ l¸boæ funkcii f ∈ X. Podprostranstvo X budem nazyvat~ T D^∗_s -invariantnym, esli ono odnovremenno T D_s-invariantno i T D^∗-invariantno.

24 A. B. ALEKSANDROV

Vse rezul~taty stat~i, kasa¸wiesØ T D-invariantnyh i T D_sinvariantnyh podprostranstv, perenosØtsØ estestvennym obrazom na T D^∗-invariantnye i T D^∗_s -invariantnye podprostranstva.

Literatura

1. A. B. Aleksandrov, Essays on non locally convex Hardy classes. — Lect. Notes

Math. 864 (1981), 1–89.

2. A. B. Aleksandrov, ApproksimaciØ Ødrami M. Rissa v prostranstve L^p pri p < 1. — Zap. nauqn. semin. POMI 315 (2004), 5–38.

3. A. B. Aleksandrov, P. P. Kargaev, Klassy Hardi garmoniqeskih v poluprostranstve fuknciæ. — Algebra i analiz 5 (1993), no. 2, 1–73.

4. R. �dvards, Funkcional~nyæ analiz. Mir, Moskva (1969). 5. D. M. Oberlin, Translation-invariant operators on L^p(G), 0 < p < 1. II. — Canad.

J. Math. 29 (1977), no. 3, 626–630.

6. Th. H. Wolff, Counterexamples with harmonic gradients in R^3. — Essays on Fouri-

er analysis in honor of Elias M. Stein (Princeton, NJ, 1991), 321–384, Princeton Math. Ser., 42, Princeton Univ. Press, Princeton, NJ (1995).

Aleksandrov A. B. On translation and dilation invariant subspaces of L^p(R^n), 0 < p < 1.

We prove that each translation and dilation invariant subspace X ⊂ L^p(R^n), X ≠ L^p(R^n), is contained in a maximal translation and dilation invariant subspace of L^p(R^n). Moreover, we prove that the set of all maximal translation and dilation invariant subspaces of L^p(R^n) has the power of the continuum.

Postupilo 2 aprelØ 2007 g.,

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN E-mail: alex@pdmi.ras.ru