Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 344, 2007 g.

A. L. Qistov

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA V NULEVO` HARAKTERISTIKE ZA POLINOMIAL^NOE VREM˚. III

Vvedenie

DannaØ stat~Ø prodolßaet raboty [10] i [11] i ØvlØetsØ ih tret~eæ qast~¸. Zdes~ osnovnym rezul~tatom ØvlØetsØ teorema 1. �ta qast~ soderßit lemmy, kotorye neobhodimy dlØ dokazatel~stva teoremy 1. My nadeemsØ zaverxit~ dannu¸ stat~¸ v sledu¸weæ, qetvertoæ qasti. V obzore rezul~tatov, privedennom v fftom vvedenii, ime¸tsØ ssylki na lemmy i razdely, otsutstvu¸wie zdes~. Oni otnosØtsØ k sledu¸weæ qasti stat~i, kotoraØ uße podgotovlena. V qetvertoæ qasti my prodolßim numeraci¸ lemm i razdelov iz tret~eæ qasti.

DlØ udobstva qitatelØ my privodim b&ol~xu¸ qast~ vvedeniØ iz raboty [11]. My issleduem obwie racional~nye morfizmy v nulevoæ harakteristike s algoritmiqeskoæ toqki zreniØ. Vse podgotavlivaetsØ dlØ sledu¸weæ stat~i, gde stroitsØ algoritm dlØ pervoæ teoremy Bertini. Posledniæ algoritm budet ispol~zovat~ teoremu 1, ee formulirovku sm. v konce vvedeniØ.

V nastoØweæ stat~e, analogiqno rabote [11], my ispol~zuem novyæ metod dlØ rexeniØ sistem polinomial~nyh uravneniæ i neravenstv s kvadratami absol¸tnyh veliqin (sm. [13]) v sluqae, kogda ffti sistemy soderßat obwie lineænye formy (i daße obwie odnorodnye mnogoqleny zadannyh stepeneæ; no v fftoæ stat~e nam trebuetsØ sluqaæ tol~ko lineænyh form). Bolee podrobnoe izloßenie sm. vo vvedenii k rabote [10]. V polnoæ obwnosti fftot metod budet rassmatrivat~sØ v stat~e, posvØwennoæ pervoæ teoreme Bertini.

Rezul~taty nastoØweæ raboty faktiqeski osnovyva¸tsØ na fftom metode (hotØ my i ne opisyvaem ego formal~no otdel~no ot rassmatrivaemyh zadaq). On primenØetsØ v razdelah 3 i 4. Takße my hoteli by podqerknut~ zdes~ vaßnost~ dlØ nastoØweæ stat~i osnovnoæ teoremy raboty [6] i ee sledstviØ – teoremy 2 raboty [10]. Krome togo, teper~ my ispol~zuem raboty [9] (is- 203

204 A. L. QISTOV pravlennu¸ formulirovku lemmy 2 iz raboty [9] sm. v [10]), [10] i drugie naxi predyduwie stat~i.

Preßde qem perehodit~ k toqnym formulirovkam, otmetim odno nebol~xoe ispravlenie v dokazatel~stve utverßdeniØ (c) teoremy 1 raboty [10]. Morfizm p^′_y : W^′ → p_y(W^′) ne obØzatel~no ØvlØetsØ biracional~nym, i sleduet udalit~ zameqanie 5 iz [10]. Odnako faktiqeski ono i ne nußno dlØ dokazatel~stva p. (c) (zameqanie 5 iz raboty [10] nigde ne primenØetsØ). Poslednee dokazatel~stvo ostaetsØ spravedlivym bez trebovaniØ biracional~nosti morfizma p^′_y (odnako p^′_y ØvlØetsØ koneqnym). Sleduet tol~ko pokazat~, kak naæti deg W^′. Stepen~

deg(p^′_y) = deg(p^′_y ∘ p^′)/ deg p^′, gde deg p^′ izvestna i deg(p^′_y ∘ p^′) vy-

qislØetsØ analogiqno deg p^′ s primeneniem utverßdeniØ (b) teoremy 1 iz raboty [10] k morfizmu p^′_y ∘ p (vmesto p). My imeem

deg W^′ = deg(p^′_y) deg p_y(W^′), poskol~ku y ∉ W^′, i deg p_y(W^′) vyqi-

slØetsØ rekursivno pri pomowi algoritma iz p. (c) (dlØ r − 1 vmesto r). Takim obrazom, moßno vyqislit~ deg W^′ i dokazat~ p. (c).

Pust~ k – pole nulevoæ harakteristiki s algebraiqeskim zamykaniem k. Pust~ X_0, X_1, . . . – nezavisimye peremennye nad k. Oboznaqim qerez P^n(k), n ¿ 0, proektivnoe prostranstvo nad polem k s koordinatami X_0, . . . , X_n. My budem predpolagat~, qto P^n(k) opredeleno nad k. DlØ proizvol~nyh odnorodnyh mnogoqlenov g_1, . . . , g_m ∈ k[X_0, . . . , X_n] budem oboznaqat~ qerez

Z(g_1, . . . , g_m) mnoßestvo vseh obwih nuleæ mnogoqlenov g_1, . . . , g_m

v P^n(k). Analogiqnye oboznaqeniØ budut ispol~zovat~sØ dlØ

mnoßestv nuleæ idealov i mnogoqlenov s drugimi polØmi kofffficientov v affinnyh i proektivnyh prostranstvah (ffto budet vidno iz konteksta). DlØ polØ k i semeæstva fflementov

a^′ = {a^′_i}_{i∈I} iz rasxireniØ polØ k my budem oboznaqat~ qerez k(a^′) (sootvetstvenno k[a^′]) pole (sootvetstvenno kol~co), poro-

ßdennoe nad k vsemi fflementami a^′_i, i ∈ I. DlØ dvuh (ili bolee) semeæstv a^′, a^{′′} oboznaqeniØ k(a^′, a^{′′}), k[a^′, a^{′′}] ime¸t analogiqnyæ smysl. Teper~ predpoloßim, qto a^′ ØvlØetsØ semeæstvom algebraiqeski nezavisimyh peremennyh nad k i f ∈ k[a^′]. Predpoloßim, qto b^′ = {b^′_i}_{i∈I} – semeæstvo fflementov iz k s temi ße samymi indeksami, qto i a^′. Togda my budem oboznaqat~ qerez

f(b^′) znaqenie f pri a^′_i = b^′_i, i ∈ I, a takße ispol~zovat~ drugie

analogiqnye oboznaqeniØ.

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA 205 V algoritmiqeskoæ qasti stat~i my budem predpolagat~, qto k ØvlØetsØ koneqnoporoßdennym rasxireniem polØ racional~- nyh qisel Q. Pole k snabßeno vewestvennoæ strukturoæ, esli zadano vloßenie k → R[ √ −1], gde R – vewestvennoe uporØdoqennoe pole.

Rassmotrim sistemu polinomial~nyh uravneniæ ot n peremennyh i fiksirovannogo qisla neravenstv s kvadratami absol¸tnyh veliqin s kofffficientami iz polØ k. Pust~ stepeni uravneniæ i neravenstv men~xe d (sm. podrobnosti v [13], a takße v [10, razdel 1]). Togda (sm. [13, predloßenie 1]) moßno postroit~ vewestvennu¸ strukturu na k i vyØsnit~ za polinomial~noe vremØ ot d^n i dliny zapisi vhodnyh dannyh, imeet li dannaØ sistema rexenie v A^n (k) otnositel~no fftoæ vewestvennoæ struktury. Esli takoe rexenie suwestvuet, ego moßno postroit~ za to ße samoe vremØ. Koordinaty rexeniØ prinadleßat koneqnomu rasxireni¸ polØ k. �to koneqnoe rasxirenie stroitsØ i zadaetsØ primitivnym fflementom i ego minimal~nym mnogoqlenom. My budem ispol~zovat~ ffto predloßenie mnogo raz bez special~noæ ssylki na nego.

Poskol~ku k – proizvol~noe koneqnoporoßdennoe pole nad Q, fftot rezul~tat spravedliv takße v sluqae, esli zamenit~ pole kofffficientov k na ego koneqnoe rasxirenie k_i = k(ε_1 , . . . , ε_i) dlØ fiksirovannogo i, gde ε_j > 0 dlØ j ¿ 1 ØvlØetsØ beskoneqno maloæ veliqinoæ otnositel~no polØ k_{j−1}, sm. niße. Teorema 2 raboty [10], kotoraØ osnovyvaetsØ na stat~e [6], usilivaet fftot rezul~tat. Faktiqeski v fftoæ stat~e bol~xaØ qast~ sistem polinomial~nyh uravneniæ i neravenstv rexaetsØ pri pomowi teoremy 2 raboty [10].

Pust~ V ⊂ P^n(k) – proektivnoe algebraiqeskoe mnogoobrazie, kotoroe ØvlØetsØ mnoßestvom vseh obwih nuleæ semeæstva odnorodnyh mnogoqlenov ot n + 1 peremennyh stepeni men~xe d s kofffficientami iz polØ k. Pust~ W ØvlØetsØ opredelennoæ nad k i neprivodimoæ nad k komponentoæ mnogoobraziØ V i W zadano svoeæ toqkoæ, kotoraØ prinadleßit tol~ko odnoæ neprivodimoæ nad k komponente mnogoobraziØ V (podrobnosti sm. v [9, teorema 1], a takße niße). Pust~ e_0, . . . , e_r ∈ k[X_0, . . . , X_n] – odnorodnye mnogoqleny, takie, qto deg e_i = d^′ ¿ 1 dlØ vsØkogo nenulevogo e_i, 0 6 i 6 r. V dal~neæxem my budem predpolagat~,

206 A. L. QISTOV qto dim W ∩ Z(e_0, . . . , e_r) < dim W . Pust~

p : W \ Z(e_0 , . . . , e_r) → P^r, (X_0 : . . . : X_n) → (e_0 : . . . : e_r ), (1)

– regulØrnyæ morfizm. Poloßim W^′ = p(W \ Z(e_0 , . . . , e_r)) (zdes~ i niße v analogiqnyh situaciØh qerta oboznaqaet zamykanie otnositel~no topologii Zariskogo). Togda W^′ – neprivodimoe nad k zamknutoe podmnogoobrazie prostranstva P^r(k). Zametim, qto moßno rassmatrivat~ racional~nyæ morfizm W → P^r(k) proektivnyh algebraiqeskih mnogoobraziæ, zadannyæ po tomu ße samomu pravilu, no qtoby byt~ bolee toqnymi, v dal~neæxem my budem imet~ delo s regulØrnymi morfizmami kvaziproektivnyh algebraiqeskih mnogoobraziæ. Oboznaqim qerez p^′ : W \ Z(e_0 , . . . , e_r) → W^′ dominantnyæ morfizm, inducirovannyæ morfizmom p. Predpoloßim, qto dim W = n − s i dim W^′ = n − σ (moßno vyqislit~ s i σ, ispol~zuØ algoritm iz [5], sm. niße). Sledovatel~no,

0 6 s 6 σ 6 n. Pust~ vj =^∑_{06i6n} vj,iXi, 0 6 j 6 n + 1, – obwie

lineænye formy otnositel~no X_0, . . . , X_n, t.e. stepen~ transcendentnosti semeæstva vseh kofffficientov v_{j,i} nad k ravna

(n + 2)(n + 1). Po opredeleni¸ v = (v_{s+1}, . . . , v_σ), v = (v_0, . . . , v_{n+1})

i k_v (sootvetstvenno k_v) – pole, poroßdennoe nad k fflementami

v_{j,i}, s+1 6 j 6 σ, 0 6 i 6 n (sootvetstvenno 0 6 j 6 n+1, 0 6 i 6 n).

Oboznaqim qerez ~v semeæstvo kofffficientov v_{j,i}, 0 6 j 6 n + 1,

0 6 i 6 n, tak qto kv = k(~v). Teper~ p i p^′ induciru¸t morfizmy

p_v : (W ∩ Z(v_{s+1}, . . . , v_σ)) \ Z(e_0, . . . , e_r) → P^r(k_v), p^′_v : (W ∩ Z(v_{s+1}, . . . , v_σ)) \ Z(e_0, . . . , e_r) → W^′(k_v), opredelennye nad k_v. DlØ udobstva oboznaqeniæ poloßim q_v =

p^′_v. Takim obrazom, q_v ØvlØetsØ dominantnym morfizmom. Imeem dim W ∩ Z(v_{s+1} , . . . , v_σ) \ Z(e_0, . . . , e_r) = n − σ. My vyqislØem (sm.

teoremu 1 niße) stepen~ deg p^′_v.

Primenim teoremu 1 iz raboty [10] k morfizmu p^′_v (vmesto

p^′), zamenØØ v formulirovke fftoæ teoremy pole k na k_v. Obozna-

qim qerez V ⊂ A^{(r+1)(n−σ+1)} (k_v) nepustoe otkrytoe v topologii Zariskogo podmnoßestvo vseh naborov iz (n − σ + 1) lineænyh form iz utverßdeniØ (d) teoremy 1 iz[10], primenennoæ k p^′_v. Poloßim U^′_0 = V ∩ A^{(r+1)(n−σ+1)} (k). Togda, oqevidno, U^′_0 ØvlØetsØ nepustym otkrytym v topologii Zariskogo podmnoßestvom v

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA 207

A^{(r+1)(n−σ+1)} (k). Sledovatel~no, L^′ ∈ U^′_0 v tom i tol~ko v tom

sluqae, esli vypolnØ¸tsØ usloviØ (27)–(30) (sm. razdel 3) s v i osnovnym polem k_v vmesto λ i k sootvetstvenno. Mnoßestvo

U^′_0 invariantno otnositel~no deæstviØ gruppy Galua Gal(k/k) i,

sledovatel~no, opredeleno nad k. My postroim fflement iz U^′_0. Bolee toqno, niße my opredelim otkrytye v topologii Zariskogo mnoßestva U^{′′′}_{n+1} ⊂ U^{′′′}_0 ⊂ U^{′′}_0 ⊂ U^′_0, otnosØwiesØ k morfizmu p, i postroim fflement iz U^{′′′}_0 za polinomial~noe vremØ (sm. teoremu 1).

Pust~ K – pole, soderßawee algebraiqeski nezavisimye nad k fflementy u_{j,w}, j ∈ {0, σ+1, . . . , n}, 0 6 w 6 r, i takoe, qto K i k_v ØvlØ¸tsØ lineæno razdel~nymi nad k. Oboznaqim qerez u semeæstvo fflementov u_{j,w}, j ∈ {0, σ + 1, . . . , n}, 0 6 w 6 r. Pust~ l^′_{j,w} ∈ k,

j ∈ {0, σ + 1, . . . , n}, 0 6 w 6 r. Pust~ L^′_j = l^′_{j,0}X_0 + . . . + l^′_{j,r}X_r

(sootvetstvenno U_j = u_{j,0}X_0 + . . . + u_{j,r}X_r ), j ∈ {0, σ + 1, . . . , n}, – lineænye formy iz k[X_0, . . . , X_r] (sootvetstvenno K[X_0, . . . , X_n]). Poloßim e^′_j = L^′_j (e_0, . . . , e_r) (sootvetstvenno u_j = U_j (e_0, . . . , e_r )),

j ∈ {0, σ + 1, . . . , n}. Poloßim dalee L^′ = (L^′_0, L^′_{σ+1} , . . . , L^′_n) (so-

otvetstvenno U = (U_0, U_{σ+1}, . . . , U_n)). V dal~neæxem my budem opredelØt~ nekotorye ob¨ekty, sootvetstvu¸wie L^′. Analogiqnye ob¨ekty, sootvetstvu¸wie U , opredelØ¸tsØ pri pomowi zameny polØ k na K.

Pust~ L^′ – proizvol~noe, kak vyxe (no, vozmoßno, L^′ ∉ U^′_0). V dal~neæxem, esli ne ogovoreno protivnoe, my budem predpolagat~, qto lineænye formy L^′_0, L^′_{σ+1}, . . . , L^′_n ØvlØ¸tsØ lineæno nezavisimymi. My budem rassmatrivat~ morfizmy

p_L0 : W \ Z(e^′_0, e^′_{σ+1} . . . , e^′_n) → P^{n−σ}(k), (2) p_{v,L}0 : W ∩ Z(v_{s+1} , . . . , v_σ) \ Z(e^′_0, e^′_{σ+1} . . . , e^′_n) → P^{n−σ}(k_v), (3) opredelennye nad polØmi k i k_v sootvetstvenno i zadannye odnoæ i toæ ße formuloæ

(X_0 : . . . : X_n) → (e^′_0 : e^′_{σ+1} : . . . : e^′_n).

DlØ vsØkogo σ 6 i 6 n oboznaqim qerez

• W_i(L^′) ob¨edinenie vseh neprivodimyh nad k komponent

E mnogoobraziØ W ∩ Z(e^′_{σ+1} , . . . , e^′_i), takih, qto dim E =

n − i + σ − s i ograniqenie p_L0|_E : E \ Z(e^′_0 , e^′_{σ+1} , . . . , e^′_n) →

208 A. L. QISTOV

Z(X_1, . . . , X_{i−σ}) ØvlØetsØ dominantnym (zdes~ Z(X_1 , . . . , X_{i−σ})

⊂ P^{n−σ}(k) – lineænoe podprostranstvo).

Sledovatel~no, E ⊄ Z(e^′_0 , e^′_{σ+1}, . . . , e^′_n). Morfizm p_L0|_{Wi(L}0_) :

W_i(L^′) \ Z(e^′_0 , e^′_{σ+1} , . . . , e^′_n) → Z(X_1, . . . , X_{i−σ}) ØvlØetsØ dominant-

nym, esli W_i(L^′) ≠ ∅ (zdes~ nel~zØ iskl¸qit~, qto W_i(L^′) pusto dlØ nekotorogo i). V qastnosti, W_σ (L^′) = W v tom i tol~ko v tom sluqae, esli morfizm p_L0 ØvlØetsØ dominantnym. Zametim, qto

W_i(L^′) zavisit tol~ko ot L^′_{σ+1} , . . . , L^′_i. Tak qto my budem obozna-

qat~ takße W_i(L^′) = W (L^′_{σ+1} , . . . , L^′_i). Morfizm p_L0|_{Wi(L}0_) ØvlØetsØ dominantnym ili W_i(L^′) = ∅, dlØ vsØkogo σ + 1 6 i 6 n. Sledovatel~no,

dim W (L^′_{σ+1}, . . . , L^′_{i−1}) ∩ Z(e^′_i) 6 n − i + σ − s (4) i dim W (L^′_{σ+1} , . . . , L^′_n) ∩ Z(e^′_0) 6 σ − s − 1. (5)

Oboznaqim dlØ kratkosti L^′_{n+1} = L^′_0, e^′_{n+1} = e^′_0, W_{n+1}(L^′) =

W (L^′_{σ+1} , . . . , L^′_{n+1}) = ∅. Togda

W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i) = W_i(L^′) ∪ W^{(1)}_i (L^′) ∪ W^{(2)}_i (L^′) ∪ W^{(3)}_i (L^′), σ + 1 6 i 6 n + 1, gde • W^{(1)}_i (L^′) – ob¨edinenie vseh neprivodimyh nad k komponent

E mnogoobraziØ W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i), takih, qto E ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ W ∩ Z(e^′_0, e^′_{σ+1} . . . , e^′_n);

• W^{(2)}_i (L^′) – ob¨edinenie vseh neprivodimyh nad k komponent

E mnogoobraziØ W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i), takih, qto E soderßitsØ v

W^{(1)}_j (L^′) dlØ nekotorogo s 6 j < i;

• W^{(3)}_i (L^′) – ob¨edinenie vseh neprivodimyh nad k kompo-

nent E mnogoobraziØ W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i), takih, qto E ⊄ Z(e^′_0, e^′_{σ+1} . . . , e^′_n) i dim p_L0(E \ Z(e^′_0, e^′_{σ+1} . . . , e^′_n)) < n−i+σ−s. Sledovatel~no, W^{(3)}_i (L^′) = ∅ dlØ i = n, n + 1.

Poloßim takße W^{(β)}(L^′) = W^{(β)}σ (L^′) = ∅, W^{(β)}_0 (L^′) = W^{(β)}_{n+1}(L^′),

β = 1, 2, 3.

Zametim, qto esli L^′ ∈ U^′_0, to W^′ ∩ Z(L^′_0, L^′_{σ+1} , . . . , L^′_n) = ∅ v

P^n(k). Soglasno lemme 4, esli W^′ ∩ Z(L^′_0, L^′_{σ+1}, . . . , L^′_n) = ∅, to

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA 209

W ∩ Z(e_0, . . . , e_r) = W ∩ Z(e^′_0, e^′_{σ+1}, . . . , e^′_n) (faktiqeski v fftoæ lem-

me my imeem bolee sil~noe utverßdenie). Sledovatel~no, razmernost~ vsØkoæ neprivodimoæ komponenty mnogoobraziØ W ∩

Z(e_0, . . . , e_r) ne men~xe, qem σ − s − 1. Ots¸da dlØ proizvol~nogo L^′ (moßet byt~, W^′ ∩ Z(L^′_0, L^′_{σ+1}, . . . , L^′_n) ≠ ∅) vsØkaØ neprivodi-

maØ komponenta mnogoobraziØ W^{(1)}_{n+1}(L^′) ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ razmernosti σ −s−1 mnogoobraziØ W ∩Z(e_0 , . . . , e_r ). Esli L^′ ∈ U^′_0, to dlØ vsØkogo σ + 1 6 i 6 n vsØkaØ neprivodimaØ komponenta mnogoobraziØ W^{(1)}_i (L^′) ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ razmernosti n − σ − s − i pereseqeniØ W ∩ Z(e_0 , . . . , e_r ). Esli L^′ ∈ U^′_0 i ⋃ σ+16j6i−1^{W (3)}j^{(L′)} ne soderßit nikaku¸ neprivodimu¸ komponentu E mnogoobraziØ W ∩ Z(e_0 , . . . , e_r ), taku¸, qto

dim E = n − σ + s − i (v qastnosti, esli ⋃ σ+16j6i−1^{W (3)}j^{(L′) = ∅} ili esli L^′ ∈ U^{′′}_0 , sm. niße), to, obratno, vsØkaØ neprivodimaØ komponenta razmernosti n − σ − s − i pereseqeniØ W ∩ Z(e_0, . . . , e_r) ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ mnogoobraziØ W^{(1)}_i (L^′).

Dalee, dlØ vsØkogo z ∈ W^′ vsØkaØ neprivodimaØ komponenta E sloØ p^{−1}(z) ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ p^{−1}_L0 p_L0p^{−1}(z), esli L^′ ∈ U^′_0. Pofftomu dim E ¿ σ − s. Poslednee neravenstvo – ffto teorema o razmernosti sloev dlØ morfizma p^′, sr. [1]. Krome togo, dlØ vsØkogo σ + 1 6 i 6 n + 1

• esli W^′ ∩ Z(L^′_0, L^′_{σ+1} , . . . , L^′_n) = ∅, to W^{(1)}_i (L^′) ØvlØetsØ ob¨- edineniem vseh neprivodimyh nad k komponent E mnogoobraziØ W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i), takih, qto E ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ mnogoobraziØ W ∩ Z(e_0, . . . , e_r);

• esli W^′ ∩ Z(L^′_0, L^′_{σ+1} , . . . , L^′_n) = ∅, to W^{(3)}_i (L^′) ØvlØetsØ ob¨- edineniem vseh neprivodimyh nad k komponent E mnogoobraziØ W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i), takih, qto E ⊄ Z(e_0 , . . . , e_r) i dim p(E \ Z(e_0, . . . , e_r)) < n − i + σ − s.

V dal~neæxem vo vvedenii my predpolagaem, qto W^′ ∩ Z(L^′_0, L^′_{σ+1},

. . . , L^′_n) = ∅. Predstavim W_i(L^′) i W^{(β)}_i (L^′), β = 1, 2, 3, kak ob¨edi-

neniØ poparno razliqnyh neprivodimyh nad k algebraiqeskih

210 A. L. QISTOV mnogoobraziæ:

W_i(L^′) = ⋃ j∈J_i(L0) W_j , σ 6 i 6 n, W^{(β)}_i (L^′) = ⋃ j∈J^{(β)}_i (L0)

W_j , σ 6 i 6 n + 1, β = 1, 2, 3

(v deæstvitel~nosti J^{(2)}_{σ+1}(L^′) = ∅ i W^{(2)}_{σ+1} (L^′) = ∅). Oboznaqim qerez W^{(1)}_i ob¨edinenie vseh neprivodimyh komponent razmernosti

n − i + σ − s mnogoobraziØ W ∩ Z(e_0, . . . , e_r). Pust~ W_j, j ∈ J^{(1)}_i ,

– semeæstvo vseh neprivodimyh komponent mnogoobraziØ W^{(1)}_i . V dal~neæxem my budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto J^{(1)}_i (L^′) ⊂ J^{(1)}_i .

Oboznaqim qerez ι_j (L^′), j ∈ J_{i+1}(L^′) (sootvetstvenno ι_j (L^′),

j ∈ J^{(β)}_{i+1}(L^′), β = 1, 2, 3), σ 6 i 6 n, indeks pereseqe-

niØ i(W_i(L^′), Z(e^′_{i+1}); W_j) algebraiqeskih mnogoobraziæ W_i(L^′) i

Z(e^′_{i+1} ) v W_j , sm. [2]. Togda po teoreme Bezu (sm. [2]) d^′ deg W_i(L^′) = = ∑ j∈J_{i+1} (L0) ι_j(L^′) deg W_j + ∑ 16β63 ∑ j∈J^{(β)}_i (L0)

ι_j(L^′) deg W_j . (6)

Poloßim

D_i(L^′) = deg W_i(L^′) = ∑ j∈J_i (L0) deg W_j , σ 6 i 6 n + 1,

D^{(β)}_i (L^′) = deg W^{(β)}_i (L^′) = ∑ j∈J^{(β)}_i (L0)

deg W_j,

σ 6 i 6 n + 1, β = 1, 2, 3.

My budem oboznaqat~ takße D_α(L^′) = D(L^′_{σ+1} , . . . , L^′_α), J_α(L^′) =

J(L^′_{σ+1} , . . . , L^′_α), W_α(L^′) = W (L^′_{σ+1}, . . . , L^′_α) dlØ σ 6 α 6 n + 1;

i W^{(β)}α (L^′) = W^{(β)}(L^′_{σ+1} , . . . , L^′_α), D^{(β)}α (L^′) = D^{(β)} (L^′_{σ+1} , . . . , L^′_α),

J^{(β)}_α (L^′) = J^{(β)}(L^′_{σ+1} , . . . , L^′_α) dlØ σ + 1 6 α 6 n + 1, β = 1, 2, 3.

Poloßim

D_i = D_i(U ), J_i = J_i(U ), σ 6 i 6 n + 1, D^{(β)}_i = D^{(β)}_i (U ), J^{(β)}_i = J^{(β)}_i (U ), σ 6 i 6 n + 1, β = 1, 2, 3, ι_j = ι_j(U ), j ∈ J^{(β)}_i , σ 6 i 6 n + 1, β = 1, 2, 3, (7)

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA 211 i D_0 = D_{n+1}, D^{(β)}_0 = D^{(β)}_{n+1}, J^{(β)}_0 = J^{(β)}_{n+1}, β = 1, 2, 3. Neravenstvo

D_i(L^′) 6 D_i spravedlivo dlØ vsØkogo σ 6 i 6 n, sm. lemmu 8. Esli L^′ ∈ U^′_0, to po lemme 11 iz [10] imeem ι_j(L^′) = 1 dlØ vsØkogo j ∈ J_i(L^′), σ + 1 6 i 6 n. V qastnosti, ι_j = 1 dlØ vsØkogo j ∈ J_i, σ + 1 6 i 6 n. Dalee, esli L^′ ∈ U^′_0 i J^{(1)}_i (L^′) = J^{(1)}_i , to ι_j(L^′) ¿ ι_j

dlØ vsØkogo j ∈ J^{(1)}_i , sm. lemmu 7 nastoØweæ stat~i (faktiqeski poslednee neravenstvo vypolneno pri bolee slabyh usloviØh iz fftoæ lemmy). Krome togo, esli dopolnitel~no i = n+1, to ι_j(L^′) =

ι_j, sm. lemmu 8.

Oboznaqim qerez W^{′′′} zamykanie v topologii Zariskogo mnoßestva vseh toqek z ∈ W^′, takih, qto dim p^{−1}(z) > s − σ. Oboznaqim qerez W^{(4)} zamykanie otnositel~no topologii Zariskogo ob¨edineniØ vseh neprivodimyh komponent E obratnogo obraza

p^{−1}(W^{′′′}), takih, qto dim p(E) < σ − s + dim E. Po teoreme o raz-

mernosti sloev (sm. [1] ili vyxe) dlØ vsØkogo z ∈ W^{′′′} razmernost~ vsØkoæ neprivodimoæ komponenty (esli ona suwestvuet;

p^{−1}(z) moßet byt~ pustym) obratnogo obraza p^{−1}(z) ne men~xe σ − s + 1. Sledovatel~no, kvaziproektivnoe algebraiqeskoe mno-

goobrazie W^{(4)} \ Z(e_0, . . . , e_r) est~ v toqnosti mnoßestvo vseh toqek x ∈ W \ Z(e_0, . . . , e_r), takih, qto dlØ vsØkoæ neprivodimoæ komponenty E sloØ p^{−1}p(x), esli x ∈ E, to dim E > σ − s. Sledovatel~no, esli L^′ ∈ U^′_0, to W^{(3)}_i (L^′) ⊂ W^{(4)}, σ + 1 6 i 6 n − 1.

Pust~ σ 6 i 6 n – celoe qislo. Nam potrebu¸tsØ takße uslo- viØ dim( W^{(4)} \ Z(e_0, . . . , e_r) ) ∩ Z(e^′_{σ+1} , . . . , e^′_i) 6 n − i + σ − s − 1, (8)

dim W (L^′_{σ+1}, . . . , L^′_i) ∩ (V \ W ) 6 n − i + σ − s − 1 (9)

(zdes~, esli razmernost~ otricatel~na, to mnogoobrazie pusto).

Po teoreme 1 iz raboty [10], esli L^′ = (L^′_0, L^′_{σ+1}, . . . , L^′_n) ∈

U^′_0, to vypolnØetsØ uslovie (9) (napomnim, qto usloviØ (4),

(5) vypolnØ¸tsØ vsegda), W_n(L^′) ØvlØetsØ zamykaniem otnositel~no topologii Zariskogo mnogoobraziØ W ∩ Z(e^′_{σ+1} , . . . , e^′_n) \

Z(e_0, . . . , e_r) i D_n(L^′) = D_n = deg p^′_v deg W^′. Po lemme 11 iz raboty

[10], esli L^′ ∈ U^′_0, to W_i(L^′) est~ v toqnosti ob¨edinenie vseh neprivodimyh nad k komponent E mnogoobraziØ W ∩Z(e^′_{σ+1} , . . . , e^′_i), takih, qto E(k_v) soderßit po kraæneæ mere odnu iz deg p^′_v deg W^′ toqek mnogoobraziØ W_v ∩ Z(e^′_{σ+1} , . . . , e^′_n) \ Z(e_0, . . . , e_r) (ili,

212 A. L. QISTOV qto ffkvivalentno, E soderßit neprivodimu¸ komponentu mnogoobraziØ W_n(L^′)).

Dalee, pust~ σ 6 α 6 n – celoe qislo i L^′ ∈ U^′_0. Soglasno lemme 11 iz [10], uslovie (8) vypolnØetsØ dlØ vseh σ 6 i 6 α togda i tol~ko togda, kogda

W_i(L^′) = W ∩ Z(e^′_{σ+1} , . . . , e^′_i) \ Z(e_0, . . . , e_r) (10)

dlØ vseh σ 6 i 6 α. V fftom sluqae W^{(3)}_i (L^′) = ∅ dlØ vseh

σ + 1 6 i 6 α i, sledovatel~no, v silu formul (4) i (5) al-

gebraiqeskoe mnogoobrazie W^{(1)}_i (L^′), σ + 1 6 i 6 α, sovpadaet s ob¨edineniem vseh neprivodimyh komponent razmernosti

n−i+σ −s pereseqeniØ W ∩Z(e_0, . . . , e_r). Sledovatel~no, W^{(1)}_i (L^′)

i J^{(1)}_i (L^′) = J^{(1)}_i ne zavisØt ot L^′ pri rassmatrivaemyh usloviØh.

Soglasno lemme 21 iz razdela 3, moßno vyØsnit~, verno li, qto L^′ ∈ U^′_0, za polinomial~noe vremØ ot dliny zapisi vhodnyh dannyh i (dd^′)^n, t.e. polinomial~noe vremØ ot dliny zapisi L^′ i ot veliqin iz ocenki na vremØ raboty algoritma iz teoremy 1.

Pust~ σ 6 α 6 n + 1 – celoe qislo. Otoßdestvim mnoßestvo vseh (α − σ)–naborov (L^′_{σ+1} , . . . , L^′_α) lineænyh form L^′_j ∈

k[X_0, . . . , X_r] (sootvetstvenno L^′_j ∈ k_v[X_0, . . . , X_r]) s A^{(r+1)(α−σ)} (k)

(sootvetstvenno A^{(r+1)(α−σ)} (k_v)). DlØ udobstva oboznaqeniæ, esli

α = σ + 1, to my budem otoßdestvlØt~ 1-nabor (L^′_{σ+1} ) s lineænoæ

formoæ L^′_{σ+1}. Napomnim, qto L^′_0 = L^′_{n+1}. Oboznaqim qerez U^′_α, σ 6

α 6 n + 1, obraz mnoßestva U^′_0 otnositel~no lineænogo otobra-

ßeniØ π_α : A^{(r+1)(n−σ+1)} (k) → A^{(r+1)(α−σ)} (k), L^′ → (L^′_{σ+1} , . . . , L^′_α). Togda U^′_α – otkrytoe v topologii Zariskogo mnoßestvo, tak kak obraz otkrytogo mnoßestva otnositel~no lineænoæ proekcii otkryt. Krome togo, π_{n+1} ØvlØetsØ izomorfizmom.

Pust~ σ 6 α 6 n + 1 – celoe qislo. Oboznaqim qerez U^{′′}_α ⊂ U^′_α podmnoßestvo vseh (L^′_{σ+1} , . . . , L^′_α), takih, qto

D(L^′_{σ+1} , . . . , L^′_i) = D_i (11)

dlØ vsØkogo σ + 1 6 i 6 α. Poloßim takße U^{′′}_0 = U^′_0 ∩ π^{−1}_n (U^{′′}_n ) = π^{−1}_{n+1}(U^{′′}_{n+1}). Esli (L^′_{σ+1} , . . . , L^′_α) ∈ U^{′′}_α, to (sm. lemmu 8 iz razde-

la 2) ι_j(L^′_{σ+1} , . . . , L^′_i) = ι_j dlØ vseh j ∈ J^{(1)}_i , σ +1 6 i 6 α, i, kak my otmetili, ι_j = 1 dlØ vseh j ∈ J_i(L^′_{σ+1} , . . . , L^′_i), σ+1 6 i 6 α. Dalee,

U^{′′}_α – nepustoe otkrytoe v topologii Zariskogo podmnoßestvo v

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA 213

A^{(r+1)(α−σ)} (k), sm. lemmu 9 razdela 2. Po lemme 14 iz raboty

[10], primenennoæ k W_v, p^′_v, α vmesto W , p^′, i +1, esli D_i(L^′) = D_i dlØ vseh σ + 1 6 i 6 α, to W^{(3)}_i (L^′) = ∅ dlØ vseh σ + 1 6 i 6 α. Sledovatel~no, esli L^′ ∈ U^{′′}_0 , to vypolnØ¸tsØ usloviØ (8) i (10) dlØ vseh σ 6 i 6 n − 1.

Esli rasxirit~ osnovnoe pole, to U ∈ U^{′′}_0 . Pofftomu iz formuly (6) sleduet, qto

(d^′)^{n−σ+1} deg W = = ∑ σ+16i6n+1 ( ∑ j∈J^{(1)}_i (d^′)^{n−i+1}ι_j deg W_j + ∑ j∈J^{(2)}_i (d^′)^{n−i+1}ι_j deg W_j ) . (12)

Pust~ σ 6 α 6 n + 1 – celoe qislo. Oboznaqim qerez U^{′′′}_α ⊂ U^{′′}_α podmnoßestvo vseh (L^′_{σ+1} , . . . , L^′_α), takih, qto

D^{(2)}(L^′_{σ+1} , . . . , L^′_i) = D^{(2)}_i (13)

dlØ vseh σ+1 6 i 6 α. Poloßim takße U^{′′′}_0 = U^{′′}_0 ∩π^{−1}_n (U^{′′′}_n ), t.e. U^{′′′}_0 – mnoßestvo vseh L^′ ∈ U^{′′}_0 , takih, qto (L^′_{σ+1}, . . . , L^′_n) ∈ U^{′′′}_n . Togda U^{′′′}_α – nepustoe otkrytoe v topologii Zariskogo podmnoßestvo

v A^{(r+1)(α−σ)} (k), sm. lemmu 12 razdela 2. Dalee, U ∈ U^{′′′}_{n+1}(K).

Oqevidno, π_{n+1}(U^{′′′}_0 ) ⊃ U^{′′′}_{n+1} i, esli s = σ, to poslednee vkl¸qenie stanovitsØ ravenstvom.

Oboznaqim dlØ kratkosti U^′ = U^′_{σ+1} (sootvetstvenno U^{′′} = U^{′′}_{σ+1}, U^{′′′} = U^{′′′}_{σ+1} ).

Qtoby sformulirovat~ teoremu 1 bez vsØkih ograniqeniæ na s i σ, nam trebuetsØ rassmotret~ takße sluqaæ, kogda W ØvlØetsØ ob¨edineniem nekotoryh opredelennyh nad k i neprivodimyh nad k komponent mnogoobraziØ V (t.e. W ne obØzatel~no neprivodimo nad k) i dim W = n − s = 0 (faktiqeski dlØ n = s teorema 1 trivial~na). V rassmatrivaemom sluqae p, p^′, W^′ opredelØ¸tsØ, kak i vyxe. My imeem W ∩ Z(e_0, . . . , e_r) = ∅, dim W^′ = n − σ = 0. Pust~ L^′ = (L^′_0), gde L^′_0 – lineænaØ forma iz k[X_0, . . . , X_r]. �lement L^′ = (L^′_0) prinadleßit U^′_0 togda i tol~ko togda, kogda

W^′ ∩ Z(L^′_0) = ∅ v P^r(k). Morfizm p^′ – dominantnyæ v tom i tol~-

ko v tom sluqae, esli L^′ ∈ U^′_0. DlØ proizvol~nogo L^′ ∈ U^′_0 poloßim W_n(L^′) = W , W_{n+1}(L^′) = ∅, W^{(j)}n (L^′) = ∅, W^{(j)}_{n+1}(L^′) = ∅ dlØ j = 1, 2, 3. Poloßim U^{′′′}_0 = U^{′′}_0 = U^′_0 = U^{′′′}_{n+1} = U^{′′}_{n+1} = U^′_{n+1}. Vse drugie ob¨ekty, opredelennye vyxe dlØ neprivodimogo W , opredelØ¸tsØ v rassmatrivaemom sluqae analogiqnym obrazom.

214 A. L. QISTOV

Zameqanie 1. Iz teoremy Bezu vytekaet, qto esli L^′ ∈ U^′_0,

J^{(2)}_i (L^′) = ∅ dlØ vseh s + 2 6 i 6 n i vypolnØetsØ uslovie (10)

dlØ vseh σ + 1 6 i 6 n − 1, to dlØ vsØkogo σ + 1 6 i 6 n + 1 imeem

D_i(L^′) = D_i i ι_j(L^′) = ι_j dlØ vsØkogo j ∈ J^{(1)}_i .

Zameqanie 2. Pust~ K1 – algebraiqeski zamknutoe pole, K1 ⊃ k

i K_1 lineæno razdel~no s k(W ) nad k. Vyberem takoe rasxirenie K_2 ⊃ k, qto W neprivodimo nad K_2 i K_2 = K_1 (naprimer,

K_2 moßet byt~ proizvol~nym qisto transcendentnym rasxire-

niem polØ k, takim, qto K_2 = K_1). Opredelim mnoßestva U^′_α, U^{′′}_α ,

U^{′′′}_α dlØ osnovnogo polØ K_1 (a takße K_2), zamenØØ v opredeleniØh

fftih mnoßestv osnovnoe pole k na K_2. DlØ kratkosti oboznaqim poluqennye mnoßestva qerez U^′_{K1,α}, U^{′′}_{K1,α}, U^{′′′}_{K1,α} (my ispol~zuem ffti bolee podrobnye oboznaqeniØ tol~ko v fftom zameqanii). Togda, oqevidno, U^′_{K1 ,α}, U^{′′}_{K1,α}, U^{′′′}_{K1,α} ne zavisØt ot vybora polØ K_2, takogo, kak vyxe. V qastnosti, pervonaqal~nye U^′_α, U^{′′}_α ,

U^{′′′}_α , opredelennye dlØ osnovnogo polØ k, zavisØt tol~ko ot k.

Dalee, oqevidno, U^′_α = U^′_{K1,α}(k), U^{′′}_α = U^{′′}_{K1,α}(k), U^{′′′}_α = U^{′′′}_{K1,α}(k) dlØ vseh α. S drugoæ storony, veroØtno takße U^′_α(K_1) = U^′_{K1,α},

U^{′′}_α(K_1) = U^{′′}_{K1,α}, U^{′′′}_α (K_1) = U^{′′′}_{K1,α}. My ostavlØem dokazatel~stvo

poslednih treh ravenstv qitatel¸. V fftoæ stat~e oni nam ne potrebu¸tsØ. Analogiqno qitatel~ moßet dokazat~, qto esli V i W opredeleny nad podpolem k^′ polØ k (rasxirenie k ⊃ k^′ moßet byt~ transcendentnym), to U^′_α, U^{′′}_α, U^{′′′}_α takße opredeleny nad k^′.

Napomnim nekotorye detali iz [9]. Pust~ λ = (L_0, . . . , L_{n+1}), i vse L_j ∈ k[X_0, . . . , X_n], 0 6 j 6 n + 1, ØvlØ¸tsØ lineænymi formami. Predpoloßim, qto λ (t.e. lineænye formy L_0, . . . , L_{n+1}) udovletvorØ¸t utverßdeni¸ teoremy 1 raboty [9] dlØ algebraiqeskogo mnogoobraziØ V . Togda (sm. [9, razdel 2]) dlØ vsØkogo 1 6 j 6 n − 2, takogo, qto V imeet neprivodimu¸ komponentu razmernosti n − j, spravedlivo ravenstvo v_j (λ) = u_j(λ), gde v_j (λ), u_j(λ) 6 d^j(d^j − 1) – celye qisla, opredelennye v [9]. Odnako seæqas oboznaqeniØ v_j i u_j uße ispol~zu¸tsØ v drugom smysle. Tak qto v nastoØweæ stat~e my budem oboznaqat~ ffti qisla qerez b_j (λ), a_j(λ) vmesto v_j (λ), u_j(λ) iz [9] sootvetstvenno. Bolee toqno, v razdele 1 raboty [11] dlØ proizvol~nyh λ i V , udovletvorØ¸wih svoæstvu (B) (sm. [11, naqalo razdela 1]), my opredelØem celye qisla b_j (λ) = b_j (λ, V ), a_j(λ) = a_j(λ, V ) dlØ vseh

0 6 j 6 n.

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA 215 Pust~ λ = (L_{s+1}, . . . , L_σ), gde vse L_j ∈ k[X_0, . . . , X_n], s + 1 6

j 6 σ, ØvlØ¸tsØ lineænymi formami. Rassmotrim sledu¸wee

svoæstvo.

(A) DlØ λ zadan fflement λ (sledovatel~no, lineænye formy L_w,

s+1 6 w 6 σ, iz λ i λ sovpada¸t); spravedlivy utverßdeniØ

teoremy 1 raboty [9] dlØ algebraiqeskogo mnogoobraziØ V i lineænyh form L_0, . . . , L_{n+1}; i dlØ vsØkogo 0 6 j 6 n, takogo, qto V imeet neprivodimu¸ komponentu razmernosti n − j, celoe qislo b_j (λ) = a_j(λ) ØvlØetsØ maksimal~no vozmoßnym (esli var~irovat~ λ; podrobnosti sm. [11, razdel 1]).

V fftom sluqae dlØ kratkosti my budem govorit~, qto λ udovletvorØet uslovi¸ (A) dlØ V ili qto uslovie (A) vypolnØetsØ dlØ λ i V .

V dal~neæxem, esli ne ogovoreno protivnoe, my budem predpolagat~, qto dim W ∩ Z(L_{s+1} , . . . , L_σ) = n − σ; poslednee pereseqenie transversal~no; esli n − σ > 0, to algebraiqeskoe mnogoobrazie W ∩ Z(L_{s+1}, . . . , L_σ) neprivodimo nad k. Oboznaqim

W_λ = W ∩Z(L_{s+1}, . . . , L_σ ), V_λ = V ∩Z(L_{s+1}, . . . , L_σ). V dal~neæxem

my budem sqitat~, qto dim(W_λ ∩ (V_λ \ W_λ)) < dim W_λ. Zametim, qto, esli dlØ λ spravedlivo uslovie (A), to vse ffti svoæstva vypolnØ¸tsØ. Oboznaqim qerez

p_λ : W_λ \ Z(e_0 , . . . , e_r) → P^r(k), (14)

p^′_λ : W_λ \ Z(e_0 , . . . , e_r) → W^′ (15)

morfizmy, inducirovannye p i p^′. Predpoloßim, qto

dim W_λ ∩ Z(e_0, . . . , e_r) < dim W_λ (16)

i morfizm p^′_λ – dominantnyæ. Otmetim, qto esli n − σ > 0, to

W_λ neprivodimo nad k soglasno naxemu predpoloßeni¸. Sle-

dovatel~no, esli n − σ > 0 i morfizm p^′_λ dominantnyæ, to vypolneno uslovie (16). Zamenim (V, W, p, p^′) na (V_λ, W_λ, p_λ, p^′_λ) vo vseh opredeleniØh vseh W_i(L^′), W (L^′_{σ+1} , . . . , L_n), U^′_α, U^{′′}_α, U^{′′′}_α ,

p_L0 i t. d. My budem oboznaqat~ poluqennye ob¨ekty qerez W_{λ,i}(L^′), W_λ(L^′_{σ+1} , . . . , L_n), U^′_{λ,α}, U^{′′}_{λ,α}, U^{′′′}_{λ,α}, p_{λ,L}0 i t. d. Otmetim,

qto k_{vλ} = k i p_{λ,vλ,L}0 = p_{λ,L}0, tak kak s_λ = σ_λ = σ. Nam budet udobno takße rassmatrivat~ morfizm p^′_λ (poloßim q_λ = p^′_λ) vmeste s p^′_v, sm. teoremu 1 niße. Opredelim V_v, W_v i t. d., rasxirØØ

216 A. L. QISTOV osnovnoe pole k do k_v. Zametim, qto uslovie (A) vypolnØetsØ dlØ v i V , esli rasxirit~ k do k_v.

Pust~ dany odnorodnye mnogoqleny f_1, . . . , f_m ∈ k[X_0, . . . , X_n],

n ¿ 0, m ¿ 1. Rassmotrim zamknutoe algebraiqeskoe mnoßestvo

ili algebraiqeskoe mnogoobrazie (v fftoæ stat~e my ne razliqaem ffti ponØtiØ)

V = {(x_0 : . . . : x_n) ∈ P^n(k) : f_i(x_0, . . . , x_n) = 0, x_i ∈ k, ∀1 6 i 6 m}. �to mnoßestvo vseh obwih nuleæ mnogoqlenov f_1, . . . , f_m v

P^n(k). Sledovatel~no, V = Z(f1 , . . . , fm). Pust~ e0, . . . , er ∈

k[X_0, . . . , X_n] – odnorodnye mnogoqleny, priqem deg_{X0 ,... ,Xn} e_j = d^′, esli e_j ≠ 0, dlØ vsØkogo 0 6 j 6 r.

Pust~ teper~ k = Q(t_1, . . . , t_l, θ), gde t_1, . . . , t_l algebraiqeski nezavisimy nad Q i θ – algebraiqeskiæ nad Q(t_1, . . . , t_l) fflement s minimal~nym mnogoqlenom F ∈ Q[t_1, . . . , t_l, Z]. Starxiæ kofffficient lc_Z F mnogoqlena F raven 1. Kaßdyæ mnogoqlen f = f_i (i analogiqno e_j ) budem predstavlØt~ v forme f = 1 a_0 ∑ i_0,... ,i_n ∑ 0≤j<deg_Z F a_{i0,... ,in,j}θ^j X^{i0}_0 · · · X^{in}_n , gde a_0, a_{i0,... ,in,j} ∈ Z[t_1, . . . , t_l], G C D_{i0,... ,in,j}(a_0, a_{i0,... ,in,j} ) = 1. Opredelim dlinu zapisi l(a) celogo qisla a formuloæ l(a) =

min{s ∈ Z: |a| < 2^{s−1}}. Dlina zapisi kofffficientov l(f) mnogo-

qlena f opredelØetsØ kak maksimum dlin zapisi celyh kofffficientov mnogoqlenov a_0, a_{i0,... ,in,j} , a stepen~ zadaetsØ formuloæ deg_{tγ} (f) = max_{i0,... ,in,j}{deg_{tγ} (a_0), deg_{tγ} (a_{i0,... ,in,j} )}, gde 1 ≤ γ ≤ l. Analogiqnym obrazom opredelØ¸tsØ deg_{tγ} F i l(F ). My budem predpolagat~, qto ime¸tsØ sledu¸wie ocenki:

deg_{X0 ,... ,Xn} (f_i) < d, deg_{tγ} (f_i) < d_2, l(f_i) < M,

deg_{X0 ,... ,Xn} (e_j ) = d^′ ili e_j = 0, deg_{tγ} (e_j ) < d^′_2, l(e_j ) < M^′,

deg_Z (F ) < d_1, deg_{tγ} (F ) < d_1, l(F ) < M_1

dlØ vseh 1 6 i 6 m, 0 6 j 6 r, 1 6 γ 6 l. Razmer (ili dlina zapisi) L(f) mnogoqlena f opredelØetsØ kak proizvedenie l(f) na

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA 217 qislo vseh celyh kofffficientov mnogoqlena f v plotnom predstavlenii. Imeem

L(f_i) < (( d + n n ) d_1 + 1 ) d^l_2M. Analogiqno, L(F ) < d^{l+1}_1 M_1.

Zameqanie 3. V dal~neæxem, esli ne ogovoreno protivnoe, my

budem sqitat~, qto l fiksirovano. VremØ raboty algoritma iz teoremy 1 (sm. niße) ØvlØetsØ po suwestvu tem ße samym, qto i pri rexenii sistem polinomial~nyh uravneniæ s koneqnym mnoßestvom rexeniæ v proektivnom prostranstve. Tak qto ffta teorema moßet byt~ sformulirovana takße v sluqae, kogda l ne ØvlØetsØ fiksirovannym, sm. [4]. Zametim, qto konstanty O(. . . ) (sm. teoremu 1 i lemmy niße) v ocenkah dlin zapisi celyh kofffficientov lineænyh form L^′_j , L_j ØvlØ¸tsØ absol¸tnymi; oni ne zavisØt ot l.

My budem predstavlØt~ toqku z ∈ V s koordinatami iz koneqnogo rasxireniØ polØ k sledu¸wim obrazom. Izvesten indeks

0 6 i0 6 n, takoæ, qto Xi_0 (z) ≠ 0, i zadan izomorfizm poleæ

k(z) = k((X_1/X_{i0} )(z), . . . , (X_n/X_{i0} )(z)) ≃ k[η] = k[Z]/(Φ), (17)

priqem ∑ 06i6n^{ci(Xi/Xi}0^{)(z)} perehodit v^η pod deæstviem izomorfizma (17), kofffficienty c_i ∈ Zzadany i Φ ∈ k[Z] – minimal~- nyæ mnogoqlen fflementa η nad polem k so starxim kofffficientom lc_Z Φ = 1. Takim obrazom, toqka z opredelena s toqnost~¸ do soprØßeniØ nad k. Bolee toqno, predstavlenie (17) zadaet opredelennoe nad k i neprivodimoe nad k algebraiqeskoe mnogoobrazie razmernosti 0.

Pust~ g ∈ k[η] – proizvol~nyæ fflement. Togda g = G(η) dlØ odnoznaqno opredelennogo mnogoqlena G ∈ k[Z], takogo, qto

deg_Z G < deg_Z Φ. Dlina zapisi celyh kofffficientov l(g), dliny

zapisi L(g) i stepeni deg_{tα} g, 1 6 α 6 l, fflementa g opredeleny formulami

l(g) = l(G), L(g) = L(G), deg_{tα} g = deg_{tα} G.

Opredelim dlinu zapisi L(z) toqki z kak L(Φ) + ∑ 06i6n^{L(Xi/Xi0 )} . Pust~ W_1, W_2 ⊂ P^n(k) – dva kvaziproektivnyh algebraiqeskih mnogoobraziØ, opredelennyh nad k. Pust~ W_3 – proizvol~naØ

218 A. L. QISTOV opredelennaØ nad k i neprivodimaØ nad k komponenta pereseqeniØ W_1 ∩ W_2. My budem govorit~, qto pereseqenie W_1 ∩ W_2 transversal~no v W_3 togda i tol~ko togda, kogda suwestvuet takaØ toqka x ∈ W_3, qto x – gladkaØ toqka kaßdogo W_i, i = 1, 2, i pereseqenie kasatel~nyh prostranstv T_{x,W1} ∩T_{x,W2} mnogoobraziæ

W_1 i W_2 v toqke x transversal~no, to est~ dim(T_{x,W1} ∩ T_{x,W2} ) = n − dim(T_{x,W1} ) − dim(T_{x,W2} ). My budem govorit~, qto pereseqenie W_1 ∩ W_2 transversal~no togda i tol~ko togda, kogda ono trans-

versal~no v kaßdoæ svoeæ opredelennoæ nad k i neprivodimoæ nad k komponente. Analogiqnym obrazom opredelØetsØ transversal~nost~ dlØ pereseqeniØ koneqnogo qisla algebraiqeskih mnogoobraziæ.

Soglasno lemme 17, esli pereseqenie W_1 ∩ W_2 transversal~- no i y – proizvol~naØ gladkaØ toqka mnogoobraziØ W_1 ∩ W_2, to y ØvlØetsØ gladkoæ toqkoæ kaßdogo W_i, i = 1, 2, i pereseqenie kasatel~nyh prostranstv T_{y,W1} ∩ T_{y,W2} mnogoobraziæ W_1 i W_2 v toqke y transversal~no.

Teorema 1. Pust~ zadany, kak i vyxe, pole k, algebraiqeskoe mno-

goobrazie V i mnogoqleny F , f_1, . . . , f_m i e_0, . . . , e_r. Pust~ dana toqka x^{(0)} ∈ V i x^{(0)} prinadleßit tol~ko odnoæ neprivodimoæ nad k komponente W mnogoobraziØ V . Pust~ W^′ – takoe ße, kak i vyxe, sm. (1). Togda moßno vyqislit~ dim W i dim W^′. Predpoloßim, qto dim W = n − s i dim W^′ = n − σ. Sledovatel~- no, opredeleno otkrytoe v topologii Zariskogo podmnoßestvo U^{′′′}_0 ⊂ A^{(r+1)(n−σ+1)} (k), sm. vyxe.

(a) Moßno postroit~ fflement L^′ = (L^′_0, L^′_{σ+1}, . . . , L^′_n) ∈ U^{′′′}_0 , takoæ, qto lineænye formy L^′_j ime¸t celye kofffficienty s dlinami zapisi O(n log d + (n − σ) log d^′) dlØ vseh j ∈ {0, σ + 1, . . . , n}. Sledovatel~no, vypolnØ¸tsØ usloviØ (4), (5), (8)–

(13) dlØ σ + 1 6 i 6 n. Moßno vyqislit~ stepeni D_i, D^{(1)}_i ,

D^{(2)}_i , σ 6 i 6 n.

(b) DlØ zadannogo L^′ ∈ U^{′′′}_0 , udovletvorØ¸wego uslovi¸ iz p. (a) (no ne obØzatel~no vyqislennogo v p. (a); moßno proverit~, qto L^′ ∈ U^{′′′}_0 po zameqaniØm, privedennym v konce vvedeniØ), moßno postroit~ λ = (L_{s+1}, . . . , L_σ), gde vse L_j ∈ k[X_0, . . . , X_n] – lineænye formy s celymi kofffficientami s dlinoæ zapisi O(n log d + (n − σ) log d^′), takie, qto vypolnØ¸tsØ sledu¸wie utverßdeniØ (c) i (d).

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA 219 (c) λ udovletvorØet usloviØm (A) i (16), sm. vyxe; morfizm p^′_λ, (sm. (15)) ØvlØetsØ dominantnym; deg p^′_λ = deg p^′_v; D_{λ,i} = D_i, D^{(1)}_{λ,i} = D^{(1)}_i , D^{(2)}_{λ,i} = D^{(2)}_i dlØ vseh σ 6 i 6 n.

(d) L^′ ∈ U^{′′′}_{λ,0} ⊂ A^{(r+1)(n−σ+1)} (k).

(e) Pust~ λ i L^′ udovletvorØ¸t utverßdeniØm (c) i (d). Togda L^′ ∈ U^{′′′}_0 . Dalee, W_{λ,i}(L^′) = W_i(L^′) ∩ Z(L_{s+1}, . . . , L_σ), W^{(1)}_{λ,i} = W^{(1)}_i ∩ Z(L_{s+1} , . . . , L_σ), W^{(2)}_{λ,i} (L^′) = W^{(2)}_i (L^′) ∩ Z(L_{s+1}, . . . , L_σ) dlØ vseh σ 6 i 6 n, i vse ffti pereseqeniØ transversal~ny. Sledovatel~no, D_{λ,i} = D_{λ,i}(L^′) = D_i(L^′) = D_i, D^{(1)}_{λ,i} = D^{(1)}_i , D^{(2)}_{λ,i} = D^{(2)}_{λ,i} (L^′) = D^{(2)}_i (L^′) = D^{(2)}_i dlØ vseh σ 6 i 6 n.

(f) Pust~ L^′ = (L^′_0, L^′_{σ+1} , . . . , L^′_n) ∈ A^{(r+1)(n−σ+1)} (k) – proizvol~nyæ (t.e. ne obØzatel~no postroennyæ algoritmom iz fftoæ teoremy) fflement, priqem vse lineænye formy L^′_j leßat v k[X_0, . . . , X_r]. Pust~ λ = (L_{s+1}, . . . , L_σ) ∈ A^{(n+1)(σ−s)} (k) – proizvol~nyæ (ne obØzatel~no postroennyæ v p. (b)) fflement, priqem vse L_j leßat v k[X_0, . . . , X_n]. Poloßim ν_0 = (r + 1)(n − σ + 1) + (n + 1)(σ − s). Rassmotrim paru (λ, L^′) kak fflement

iz A^{ν0} (k). Predpoloßim, qto vypolnØ¸tsØ utverßdeniØ (c)) i

(d)) dlØ (λ, L^′). Otoßdestvim A^1 (k) s k pri pomowi koordinatnoæ funkcii na A^1 (k), opredelennoæ nad k. Pust~ ι_0 : A^1 (k) →

A^{ν0} (k) – affinnoe lineænoe vloßenie. DlØ vsØkogo y ∈ k pred-

stavim ι_0(y) = (λ_0, L^{(0)}), gde λ_0 = (L_{0,s+1}, . . . , L_{0,σ}), L^{(0)} = (L^{(0)}_0 , L^{(0)}_{σ+1}, . . . , L^{(0)}n ), vse L_{0,j} ∈ k[X_0, . . . , X_n], L^{(0)}w ∈ k[X_0, . . . , X_r] – lineænye formy. Predpoloßim, qto dlØ vsØkogo y ∈ k vse L_{0,j} ime¸t kofffficienty iz k. Pust~ ι_0(0) = (λ, L^′). Togda dlØ vseh y ∈ k, za iskl¸qeniem ne bolee qem polinomial~nogo ot d^n(d^′)^{n−σ} qisla, ι_0(y) = (λ_0, L^{(0)}) udovletvorØet utverßdeni- Øm (c) i (d) vmesto (λ, L^′). Krome togo (sm. uslovie (A)), dlØ α ∈ {0, . . . , s, σ + 1, . . . , n + 1} lineænye formy L_α iz λ i L_{0,α} iz λ_0 sovpada¸t.

VremØ raboty algoritma iz p. (a) polinomial~no ot d^n, (d^′)^n, d_1, d_2, d^′_2, M , M^′, M_1, m, r i dliny zapisi L(x^{(0)}) toqki x^{(0)}. VremØ raboty algoritma iz p. (b) polinomial~no ot teh ße samyh veliqin i dliny zapisi L(L^′) fflementa L^′.

�ta teorema budet dokazana v razdele 5. Zametim, qto esli zamenit~ k na k_v, to v (vmesto λ) udovletvorØet utverßdeniØm

220 A. L. QISTOV (c) i (d). Bolee detal~naØ informaciØ soderßitsØ v algoritmah iz razdela 3 i [11, razdel 2]. Imenno, dlØ zadannogo fflementa

L^′ = (L^′_0, L^′_{σ+1} , . . . , L^′_n) ∈ A^{(r+1)(n−σ+1)} (k), gde L^′_j ∈ k[X_0, . . . , X_n]

pri vseh j, moßno vyØsnit~, verno li, qto L^′ ∈ U^′_0, ispol~zuØ lemmu 21. PrimenØØ algoritmy iz teoremy 1 raboty [11], moßno uznat~, vypolnØetsØ li kaßdoe ravenstvo D_i(L^′) = D_i, D^{(2)}_i (L^′) =

D^{(2)}_i , σ 6 i 6 n, i, sledovatel~no, vyØsnit~, verno li, qto L^′ ∈ U^{′′}_0

i L^′ ∈ U^{′′′}_0 . Podrobnosti, otnosØwiesØ k utverßdeni¸ (f), sm. takße v lemmah 15, 14, 16.

Zameqanie 4. Faktiqeski v razdele 4 my stroim fflement L^′ ∈

U^{′′′}_0 iz utverßdeniØ (a) teoremy 1, takoæ, qto π_{n+1}(L^′) ∈ U^{′′′}_{n+1}.

Zameqanie 5. V dal~neæxem vo mnogih sluqaØh, kogda my govo-

rim, qto a_1, . . . , a_μ (zdes~ moßet byt~ l¸boe drugoe semeæstvo peremennyh ili kofffficientov nekotoryh mnogoqlenov, moßet byt~ tol~ko odna peremennaØ) ØvlØ¸tsØ beskoneqno malymi veliqinami, udobno ponimat~ pod fftim, dopuskaØ vol~nost~ reqi, qto kaßdyæ iz nih ØvlØetsØ beskoneqno maloæ veliqinoæ ili nulem. Obyqno my Øvno ogovarivaem, qto a_1, . . . , a_μ mogut byt~ ravny nul¸. No daße esli gde-libo my zabyli ogovorit~ ravenstvo nul¸ Øvno, qitatel~ legko uvidit ffto iz konteksta. �to ne privedet k dvusmyslennosti. Naprimer, dopuskaØ vol~nost~ reqi, udobnee skazat~, qto vse kofffficienty lineænoæ formy

~L_0 ØvlØ¸tsØ beskoneqno malymi veliqinami, no vse ße v fftom

sluqae my govorim, qto vse nenulevye kofffficienty lineænoæ formy ~L_0 ØvlØ¸tsØ beskoneqno malymi veliqinami.

1. Standartnye qasti algebraiqeskih mnogoobraziæ i ih pereseqeniæ

Pust~ K^′ – proizvol~noe rasxirenie polØ k beskoneqno malymi veliqinami i algebraiqeskoe zamykanie K^′ snabßeno vewestvennoæ strukturoæ (sm. [13]). Oboznaqim qerez st : P^n(K^′) →

P^n(k) otobraßenie standartnoæ qasti (sm., naprimer, [13]; stan-

dartnaØ qast~ fflementa x^′ ∈ P^n(K^′) est~ fflement x ∈ P^n(k), kotoryæ beskoneqno blizok k x^′). Otoßdestvim A^n (K^′) ⊂ P^n(K^′) \

Z(X_0 ). Togda dlØ vsØkogo x^′ ∈ A^n (K^′) imeem st(x^′) ∈ P^n(K^′). Opre-

delim dlØ vsØkogo podmnoßestva S ⊂ A^n (K^′) affinnu¸ standartnaØ qast~ sta(E) = st(E) ∩ A^n (K^′) = st(E) \ Z(X_0 ). V sledu¸-

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA 221 wih treh obwih lemmah W ne obØzatel~no ØvlØetsØ mnogoobraziem iz vvedeniØ.

Lemma 1. Pust~^~W ⊂ P^n(K^′) (sootvetstvenno^~W ⊂ A^n (K^′))

– proizvol~noe neprivodimoe nad K^′ proektivnoe algebraiqeskoe mnogoobrazie (sootvetstvenno affinnoe algebraiqeskoe mnogoobrazie, takoe, qto sta(~W ) ≠ ∅). Pust~ W = st(~W ) (sootvetstvenno W = sta(~W )). Togda W ØvlØetsØ nepustym proektivnym (sootvetstvenno affinnym) algebraiqeskim mnogoobraziem v P^n(k) (sootvetstvenno A^n (k)), dlØ vsØkoæ neprivodimoæ komponenty W_1 mnogoobraziØ W imeet mesto ravenstvo dim W_1 = dim ~W i deg ~W ¿ deg W .

Dokazatel~stvo. Pust~^~W ⊂ A^n (K^′) – proizvol~noe algebra-

iqeskoe mnogoobrazie. Oboznaqim qerez ~W_1 zamykanie otnositel~no topologii Zariskogo mnogoobraziØ ~W v P^n(K^′). Togda, oqevidno, st(~W ) = st(~W_1) i, sledovatel~no, utverßdeniØ, otnosØwiesØ k affinnym algebraiqeskim mnogoobraziØm, sledu¸t iz sootvetstvu¸wih utverßdeniæ o proektivnyh algebraiqeskih mnogoobraziØh. Pofftomu v dokazatel~stve my budem predpolagat~, qto ~W ⊂ P^n(K) ØvlØetsØ proektivnym algebraiqeskim mnogoobraziem.

DlØ n = 0 utverßdenie lemmy trivial~no. Ispol~zuØ indukci¸ po n, my budem predpolagat~, qto ffto utverßdenie dokazano dlØ proektivnyh algebraiqeskih mnogoobraziæ v P^{n−1}(K^′).

My moßem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto

~W ≠ Pn(K′). Togda suwestvuet neprivodimyæ mnogoqlen Φ ∈

K^′[X_0, . . . , X_n], takoæ, qto ~W ⊂ Z(Φ). UmnoßaØ Φ na nenulevoæ

mnoßitel~ iz K^′, my budem predpolagat~, ne umalØØ obwnosti, qto kaßdyæ kofffficient mnogoqlena Φ ne ØvlØetsØ beskoneqno bol~xim otnositel~no polØ k i suwestvuet kofffficient, kotoryæ ne ØvlØetsØ beskoneqno malym otnositel~no polØ k. Pust~

st(Φ) ∈ k[X_0, . . . , X_n] – takoæ mnogoqlen, qto vse nenulevye ko-

fffficienty mnogoqlena Φ − st(Φ) ØvlØ¸tsØ beskoneqno malymi veliqinami otnositel~no polØ k. Togda st(Φ) ≠ 0 i W ⊂ Z(st(Φ)).

Predpoloßim, qto dim ~W = n − 1. Togda deg Φ = deg st(Φ),

~W = Z(Φ) i W ⊂ Z(st(Φ)). Pust~ x ∈ Z(st(Φ)). Pokaßem, qto x ∈ W i, sledovatel~no, W = st(Z(Φ)). Esli n ¿ 2, to, peresekaØ

~W i W s giperploskost~¸ v obwem poloßenii, prohodØweæ qerez

222 A. L. QISTOV toqku x, i primenØØ indukcionnoe predpoloßenie, my poluqaem, qto x ∈ W . Esli n = 1, to moßno dokazat~, qto x ∈ W , neposredstvenno ili ispol~zuØ vloßenie Veroneze (sm. [2]) P^1 → P^{deg Φ} stepeni deg Φ i primenØØ predloßenie 6 raboty [13]. Sledovatel~no, deg ~W = deg Φ = deg st(Φ) ¿ deg W . Lemma dokazana dlØ

dim ~W = n − 1.

Predpoloßim, qto dim ~W 6 n − 2 (sledovatel~no, n ¿ 2). Mnoßestvo W nepustoe, tak kak dlØ vsØkoæ toqki z ∈ ~W imeem

st(z) ∈ W . Oboznaqim qerez W zamykanie v topologii Zaris-

kogo mnogoobraziØ W .

Pust~ x ∈ P^n(k) – nekotoraØ toqka. Oboznaqim qerez π : P^n →

P^{n−1} lineænu¸ proekci¸ s centrom x. Vyberem toqku x, taku¸,

qto st(Φ)(x) ≠ 0 i deg ~W = deg π(~W ) (ffto usloviØ obwego poloßeniØ dlØ x). Togda x ∉ W i, sledovatel~no, π(~W ) i π(W ) ØvlØ¸tsØ zamknutymi otnositel~no topologii Zarisskogo v P^{n−1}(K^′) i

P^{n−1}(k) sootvetstvenno.

Dalee, dlØ vsØkoæ toqki z ∈ ~W vypolnØetsØ ravenstvo

st(π(z)) = π(st(z)), tak kak morfizm ~W → π(~W ) koneqnyæ soglasno

vyboru toqki x. Sledovatel~no, st(π(~W )) = π(W ). Teper~ po indukcii π(W ) ØvlØetsØ proektivnym algebraiqeskim mnogoobraziem i dim π(W ) = dim π(~W ). RassmatrivaØ koneqnyæ morfizm

W → π(W ), inducirovannyæ π, my poluqaem π(W ) = π(W ). No dim π(W ) = dim W i dim π(~W ) = dim ~W soglasno vyboru toqki x.

Sledovatel~no, dim W 6 n − 2.

Pust~ y ∈ W . My fiksiruem fftu toqku na nekotoroe vremØ. Poskol~ku dim W 6 n − 2, moßno vybrat~ zaranee taku¸ toqku x, qto, dopolnitel~no, dlØ vsØkoæ neprivodimoæ komponenty

W_1 mnogoobraziØ W morfizm W_1 → π(W_1 ), inducirovannyæ π,

ØvlØetsØ dominantnym; deg π(W_1) = deg W_1; neprivodimye komponenty mnogoobraziæ W i π(W ) nahodØtsØ vo vzaimno odnoznaqnom sootvetstvii po pravilu W_1 → π(W_1); qislo fflementov

#π^{−1}π(y)∩W ravno 1 (ffto usloviØ obwego poloßeniØ dlØ x). Kak

dokazano, suwestvuet toqka ~y ∈ ~W , takaØ, qto st(π(~y)) = π(y). Teper~ st(~y) ∈ W i π(st(~y)) = π(y). Sledovatel~no, st(~y) = y ∈ W . Poskol~ku toqka y ∈ W proizvol~naØ, W = W .

V zakl¸qenie, po indukcionnomu predpoloßeni¸ dim π(~W ) =

dim π(W_1) i deg π(~W ) ¿ deg π(W ). S drugoæ storony, dim W_1 =

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA 223

dim π(W_1). Lemma dokazana.

Lemma 2. V usloviØh lemmy 1 pust~ g ∈ k[X0, . . . , Xn] – mnogo-

qlen i E – neprivodimaØ nad k komponenta mnogoobraziØ W , takie, qto E ∩ Z(g) ØvlØetsØ ob¨edineniem nekotoryh neprivodimyh komponent mnogoobraziØ W ∩ Z(g) i dim(E ∩ Z(g)) = dim(W ) − 1. Togda dim(~W ∩ Z(g)) = dim(~W ) − 1 i st(~W ∩ Z(g)) ⊃ E v P^n(k) (sootvetstvenno sta(~W ∩ Z(g)) ⊃ E v A^n (k)). V qastnosti, esli dim(W ∩ Z(g)) = dim(W ) − 1, to st(~W ∩ Z(g)) = W ∩ Z(g) v P^n(k) (sootvetstvenno sta(~W ∩ Z(g)) = W ∩ Z(g) v A^n (k)).

Dokazatel~stvo. Analogiqno dokazatel~stvu lemmy 1 sluqaæ

affinnyh algebraiqeskih mnogoobraziæ svoditsØ k sluqa¸ proektivnyh mnogoobraziæ. Tak qto v dokazatel~stve my budem predpolagat~, qto ~W i W ØvlØ¸tsØ proektivnymi mnogoobraziØmi.

Mnogoqlen g ne obrawaetsØ v nul~ toßdestvenno na ~W , poskol~ku inaqe po lemme 1 on obrawaetsØ v nul~ toßdestvenno na l¸boæ neprivodimoæ komponente mnogoobraziØ W . Sledovatel~no, dim(~W ∩ Z(g)) = dim(~W ) − 1. My budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto ~W ≠ P^n(K^′). PrimenØØ izomorfizm Veroneze (sm. [2]), my moßem sqitat~, ne umalØØ obwnosti, qto g – lineænaØ forma.

Snaqala predpoloßim, qto dim W ∩ Z(g) = dim W − 1. V fftom sluqae my dokaßem, qto st(~W ∩ Z(g)) ⊃ E v P^n(k), ispol~zuØ indukci¸ po n − dim ~W . Baza indukcii – sluqaæ dim ~W = n − 1. V fftom sluqae ~W = Z(Φ) i W = Z(st(Φ)), sm. dokazatel~stvo lemmy 1. Oqevidno, qto st(Z(Φ, g)) = Z(st(Φ), g), i baza trebuemogo utverßdeniØ dokazana.

Pust~ dim W ∩Z(g) = dim W −1 i dim W < n−1. Pust~ x ∈ P^n(k) – proizvol~naØ toqka i π : P^n(k) → P^{n−1}(k) – lineænaØ proekciØ s centrom x. Pust~ y ∈ W ∩ Z(g). Soglasno lemme 1, dostatoqno dokazat~, qto y ∈ st(~W ∩ Z(g)). Pust~ l ⊂ P^n(k) – prØmaØ, takaØ, qto y ∈ l. Esli my vyberem l v obwem poloßenii, to l ∩ W = {y}. Sledovatel~no, moßno naæti x tak, qto x ∈ Z(g) \ (W ∪ ~W ). V dal~neæxem my sqitaem, qto x udovletvorØet fftim svoæstvam. Togda morfizmy W → π(W ) i ~W → π(~W ), inducirovannye π, koneqny i dominantny. Imeem st(π(~y)) = π(st(~y)) dlØ proizvol~- nogo ~y ∈ ~W , tak kak morfizm ~W → π(~W ), inducirovannyæ π,

224 A. L. QISTOV koneqen. Soglasno indukcionnomu predpoloßeni¸, primenennomu k π(~W ) ⊂ P^{n−1}(K^′), my imeem st(π(~W )∩Z(g)) = π(W )∩Z(g). No π(W ) ∩ Z(g) = π(W ∩ Z(g)), π(~W ) ∩ Z(g) = π(~W ∩ Z(g)), poskol~- ku x ∈ Z(g). Sledovatel~no, suwestvuet ~y ∈ ~W ∩ Z(g), takoæ, qto st(π(~y)) = π(y). Ots¸da π(st(~y)) = π(y). Oqevidno, st(~y) ∈ W . Nakonec, ~y = y, poskol~ku #(π^{−1}π(y) ∩ W ) = 1. Trebuemye utverßdeniØ dokazany dlØ sluqaØ dim W ∩ Z(g) = dim W − 1.

Rassmotrim obwiæ sluqaæ. Nam trebuetsØ dokazat~, qto

st(~W ∩ Z(g)) ⊃ E v P^n(k). Pust~ y ∈ W ∩ Z(g) \ W \ E. Soglas-

no lemme 1, dostatoqno pokazat~, qto y ∈ st(~W ∩ Z(g)). Suwestvuet lineænoe podprostranstvo L ⊂ P^n(k), takoe, qto y ∈ L,

dim L + dim W − 1 = n, y ØvlØetsØ izolirovannoæ toqkoæ pere-

seqeniØ W ∩ L ∩ Z(g), dim ~W ∩ L = 1, dim W ∩ L = 1. Oboznaqim

~C = ~W ∩L, C = W ∩L. Soglasno dokazannomu, st( ~C) = C. Pofftomu

dostatoqno pokazat~, qto y ∈ st( ~C ∩ Z(g)).

Predstavim C v vide C = C_1 ∪ C_2, gde C_1 (sootvetstvenno C_2) – ob¨edinenie vseh neprivodimyh komponent C^′ krivoæ C, takih, qto C^′ ⊄ Z(g) (sootvetstvenno C^′ ⊂ Z(g)). OsuwestvlØØ lineænoe preobrazovanie koordinat, my budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto ( ~C ∪ C_1) ∩ Z(X_0 , g) = ∅ v P^n(K^′). Rassmotrim koneqnye dominantnye morfizmy ~τ : ~C → P^1(K^′) i τ_1 : C_1(K^′) → P^1(K^′), zadannye odnoæ i toæ ße formuloæ

(X_0 : . . . : X_n) → (X_0 : g). Togda dlØ vseh a ∈ K^′, za iskl¸qeniem

koneqnogo qisla, #~τ^{−1}((1 : a)) = deg ~τ i #τ^{−1}_1 ((1 : a)) = deg τ_1. Pust~ K^′ = R + R √ −1, gde R ØvlØetsØ vewestvenno zamknutym i vewestvennym uporØdoqennym polem. DlØ proizvol~nyh dvuh toqek z^′, z^{′′} ∈ P^n(K^′) \ Z(X_0 ) opredelim rasstoØnie 0 6 d(z^′, z^{′′}) = ( ∑ 16i6n^{|(Xi/X0)(z′) − (Xi/X0)(z′′)|2)1/2 ∈ R}. Takim obrazom, esli

z^′, z^{′′} ∈ P^n(k) \ Z(X_0), to d(z^′, z^{′′}) ∈ R ∩ k.

Poskol~ku y – izolirovannaØ toqka pereseqeniØ C ∩ Z(g), suwestvuet qislo 0 < m_2 ∈ R ∩ k, takoe, qto dlØ vsØkoæ toqki

y ≠ z^′ ∈ C ∩ Z(g) vypolneno neravenstvo d(y, z^′) ¿ m_2. Suwe-

stvuet qislo 0 < m_1 ∈ R ∩ k stol~ maloe, qto dlØ vseh a ∈ R, udovletvorØ¸wih neravenstvam −m_1 6 a 6 m_1, a ≠ 0, vypolneny usloviØ

• #~τ^{−1}((1 : a)) = deg ~τ i #τ^{−1}_1 ((1 : a)) = deg τ_1,

• dlØ vsØkoæ toqki z^′ ∈ τ^{−1}_1 ((1 : a)) suwestvuet toqka z^{′′} ∈

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA 225

τ^{−1}_1 ((1 : 0)), takaØ, qto d(z^′, z^{′′}) 6 m_2/8, i, obratno, dlØ vsØ-

koæ toqki z^{′′} ∈ τ^{−1}_1 ((1 : 0)) suwestvuet toqka z^′ ∈ τ^{−1}_1 ((1 : a)), takaØ, qto d(z^′, z^{′′}) 6 m_2/8.

Oboznaqim qerez c_1 polualgebraiqeski svØznu¸ komponentu (sm. [12]) mnoßestva C ∩ {x ∈ P^n(K^′) \ Z(X_0) : |(g/X_0)(x)|^2 6 m_1} =

S_{m1} , taku¸, qto y ∈ c_1. Oboznaqim qerez c_2 ob¨edinenie vseh

polualgebraiqeski svØznyh komponent c^′ mnoßestva S_{m1} , takih, qto c^′ ≠ c_1. Togda, oqevidno, c_1 ⊂ C_1, dlØ vseh z^′ ∈ c_1, z^{′′} ∈ c_2 vypolneno neravenstvo d(z^′, z^{′′}) ¿ (3/4)m_2 i c_1 ∩ Z(g) = {y}.

DlØ vsØkogo polualgebraiqeskogo mnoßestva A ⊂ P^n(K^′) \

Z(X_0 ) i z^′ ∈ P^n(K^′) \ Z(X_0 ) rasstoØnie d(z^′, A) = inf{d(z^′, z^{′′}) : z^{′′} ∈ A} ØvlØetsØ nepreryvnoæ funkcieæ ot z^′ otnositel~no to-

pologii vewestvenno zamknutogo polØ R, (sm. [12]). Poloßim dlØ vsØkogo 0 ≠ a ∈ R, |a| 6 m_1 ψ(a) = ∑ z∈eτ�^1 (a) d(z, c_2) ∈ R. (18)

Togda po teoreme o neØvnoæ funkcii ψ – nepreryvnaØ funkciØ ot a otnositel~no topologii vewestvenno zamknutogo polØ R (my ostavlØem detali qitatel¸).

Pust~ ε > 0 – beskoneqno malaØ veliqina otnositel~no polØ

K^′ i ~R(ε) – vewestvennoe zamykanie polØ R(ε). Togda ~R(ε) – ve-

westvennoe uporØdoqennoe pole i opredeleno otobraßenie standartnoæ qasti st_ε : P^n(K^′(ε)) → P^n(K^′). Oqevidno, st_ε( ~C(K^′(ε)) = ~C. Pofftomu st(st_ε( ~C(K^′(ε))) = C. My rasxirØem osnovnoe pole

K^′ do K^′(ε). Sledovatel~no, seæqas ψ : {a ∈ ~R(ε) : |a| 6 m_1 & a ≠ 0} → ~R(ε) ØvlØetsØ nepreryvnoæ funkcieæ.

Pokaßem, qto suwestvuet toqka ~y_ε ∈ ~C(K^′(ε)) ∩ Z(g − εX_0 ), takaØ, qto ~y_ε beskoneqno blizka k y otnositel~no polØ k, t.e.

st(st_ε(~y_ε)) = y. Deæstvitel~no, predpoloßim protivnoe. Togda st(st_ε(z)) ∈ c_2 dlØ vsØkogo z ∈ ~τ^{−1}(ε) i, sledovatel~no, |ψ(ε)| 6 m_2/3. S drugoæ storony, C ∩ Z(g − m_1X_0) – koneqnoe mnoßestvo.

Pofftomu, kak my dokazali, st( ~C ∩ Z(g − m_1 X_0)) = C ∩ Z(g − m_1 X_0). My imeem c_1 ∩ Z(g − m_1X_0) \ Z(X_0) ≠ ∅ soglasno vyboru m_1 i

m_2. Ots¸da ψ(m_1 ) ¿ 2m_2/3. Teper~ obraz intervala ψ([ε, m_1])

ØvlØetsØ polualgebraiqeski svØznym mnoßestvom v ~R(ε), sm. [12]. Sledovatel~no, ψ([ε, m_1]) soderßit interval [ψ(ε), ψ(m_1 )] ⊃

[m_2/3, 2m_2/3], sm. [12]. Pofftomu suwestvuet a ∈ [ε, m_1], takoe,

226 A. L. QISTOV qto m_2 /3 < ψ(a) < 2m_2/3. No ψ(a) ¿ 2m_2/3, esli st(st_ε(z)) ∈ c_1 po kraæneæ mere dlØ odnogo z ∈ ~τ^{−1}(a), i v protivnom sluqae

ψ(a) 6 m_2/3. �to protivoreqie dokazyvaet suwestvovanie ~y_ε.

Teper~ poloßim ~y = st_ε(~y_ε). Togda, oqevidno, ~y ∈ ~C ∩ Z(g) i

st(~y) = y. Lemma dokazana.

Lemma 3. Pust~ pole K^′ – takoe ße, kak i vyxe. Pust~^~Wi ⊂

P^n(K^′) (sootvetstvenno^~Wi ⊂ A^n (K^′)), i = 1, 2, – proektivnye

(sootvetstvenno affinnye) algebraiqeskie mnogoobraziØ. Predpoloßim, qto vse neprivodimye komponenty mnogoobraziØ ~W_i ime¸t odnu i tu ße razmernost~ n − s_i, i = 1, 2. Poloßim W_i = st(~W_i) ⊂ P^n(k) (sootvetstvenno W_i = sta(~W_i) ⊂ A^n (k)), i = 1, 2 (sledovatel~no, razmernost~ vsØkoæ neprivodimoæ komponenty mnogoobraziØ W_i ravna n−s_i po lemme 1). Togda spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ.

(a) Pust~ E – neprivodimaØ nad k komponenta mnogoobraziØ W_1 ∩ W_2. Predpoloßim, qto dim E = n − s_1 − s_2 ¿ 0. Togda suwestvuet neprivodimaØ nad K^′ komponenta ~E mnogoobraziØ ~W_1 ∩ ~W_2, takaØ, qto dim ~E = n − s_1 − s_2 i st( ~E) ⊃ E (sootvetstvenno sta( ~E) ⊃ E).

(b) Predpoloßim, qto dim(W_1 ∩ W_2) = n − s_1 − s_2 (esli n − s_1 − s_2 < 0, to pereseqenie pusto). Togda st(~W_1 ∩ ~W_2) = W_1 ∩ W_2 (sootvetstvenno sta(~W_1 ∩ ~W_2) = W_1 ∩ W_2) i, sledovatel~no, dim(~W_1 ∩ ~W_2) = n − s_1 − s_2 (sootvetstvenno razmernost~ vsØkoæ neprivodimoæ komponenty ~E mnogoobraziØ ~W_1 ∩ ~W_2, takoæ, qto sta( ~E) ≠ ∅, ravna n − s_1 − s_2) po lemme 1.

Dokazatel~stvo. Dokaßem utverßdenie (a). Soglasno lemme 1,

dostatoqno rassmotret~ sluqaæ affinnyh mnogoobraziæ. Poloßim Δ = {(x, x) ∈ A^{2n} (k) : x ∈ A^n (k)}. Pust~ X_1, . . . , X_n,

Y_1, . . . , Y_n – koordinatnye funkcii na A^{2n} (k), takie, qto Δ = Z(X_1 − Y_1, . . . , X_n − Y_n). Poloßim δ_i = X_i − Y_i, 1 6 i 6 n. Moß-

no otoßdestvit~ W_1 ∩ W_2 = (W_1 × W_2) ∩ Z(δ_1 , . . . , δ_n) v A^{2n} (k) i

~W_1 ∩ ~W_2 = (~W_1 × ~W_2) ∩ Z(δ_1, . . . , δ_n) v A 2n (K′). Suwestvu¸t ne-

privodimye nad k algebraiqeskie mnogoobraziØ E_0 ⊃ E_1 ⊃ . . . ⊃

E_n = E, takie, qto E_i ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ pere-

seqeniØ (W_1 × W_2) ∩ Z(δ_1, . . . , δ_i) i dim E_i = (n − s_1) + (n − s_2) − i dlØ vsØkogo 0 6 i 6 n.

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA 227 Pokaßem, qto suwestvu¸t neprivodimye nad K^′ algebraiqeskie mnogoobraziØ ~E_0 ⊃ ~E_1 ⊃ . . . ⊃ ~E_n = ~E, takie, qto ~E_i ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ pereseqeniØ (~W_1 × ~W_2) ∩ Z(δ_1, . . . , δ_i),

dim ~E_i = (n − s_1) + (n − s_2) − i i sta( ~E_i) ⊃ E_i dlØ vsØkogo 1 6 i 6 n.

My ispol~zuem indukci¸ po i. Baza indukcii (sluqaæ i = 0) sleduet iz ravenstva sta(~W_1 × ~W_2) = W_1 × W_2 i lemmy 1. Predpoloßim, qto my dokazali, qto suwestvu¸t ~E_0, . . . , ~E_i dlØ nekotorogo

0 6 i 6 n − 1. Togda, oqevidno,

E_{i+1} ⊂ sta( ~E_i) ∩ Z(δ_{i+1}) ⊂ (W_1 × W_2) ∩ Z(δ_1, . . . , δ_{i+1}).

Sledovatel~no, E_{i+1} ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ pereseqeniØ sta( ~E_i) ∩Z(δ_{i+1} ). Ots¸da sleduet, qto E_{i+1} – neprivodimaØ komponenta mnogoobraziØ sta( ~E_i ∩ Z(δ_{i+1} )) po lemme 2. Soglasno lemme 1, suwestvuet neprivodimaØ nad K^′ komponenta

E^′ mnogoobraziØ ~E_i ∩ Z(δ_{i+1} ), takaØ, qto sta(E^′) ⊃ E_{i+1}. Togda dim E^′ = dim ~E_i ∩ Z(δ_{i+1} ) = (n − s_1) + (n − s_2) − i − 1 po lemme 1 i

poskol~ku ~E_i neprivodimo nad K^′. Teper~

E_{i+1} ⊂ sta(E^′) ⊂ sta((~W_1 × ~W_2) ∩ Z(δ_1 , . . . , δ_{i+1})) ⊂ ⊂ (W_1 × W_2) ∩ Z(δ_1, . . . , δ_{i+1}).

Sledovatel~no, E_{i+1} – neprivodimaØ komponenta mnogoobraziØ

sta((~W_1 × ~W_2) ∩ Z(δ_1 , . . . , δ_{i+1})). My imeem E^′ ⊂ (~W_1 × ~W_2) ∩ Z(δ_1 , . . . , δ_{i+1}) i sta(E^′) ⊃ E_{i+1}. Pofftomu E^′ ØvlØetsØ neprivodi-

moæ komponentoæ pereseqeniØ (~W_1 × ~W_2) ∩ Z(δ_1 , . . . , δ_{i+1}) po lemme 1. Teper~ moßno poloßit~ ~E_{i+1} = E^′. Suwestvovanie ~E_0, . . . ,

~E_n dokazano po indukcii. Utverßdenie (a) dokazano.

Dokaßem utverßdenie (b). Oqevidno, st(~W_1 ∩ ~W_2) ⊂ W_1 ∩ W_2 (sootvetstvenno sta(~W_1 ∩ ~W_2) ⊂ W_1 ∩ W_2). Tak qto moßno predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto W_1 ∩ W_2 ≠ ∅. Teper~ utverßdenie (b) nemedlenno sleduet iz utverßdeniØ (a). Lemma dokazana.

Neskol~ko lemm V punkte (d) teoremy 1 raboty [10] my utverßdaem, qto U^′_0 – nepustoe otkrytoe v topologii Zariskogo podmnoßestvo v

A^{(r+1)(n−s+1)} (k) (napomnim, qto tam s = σ). V sledu¸weæ lem-

me my rassmatrivaem analogiqnu¸, no bolee obwu¸ situaci¸.

228 A. L. QISTOV Niße my ne ispol~zuem lemmu 4 i lemmu 6. No vse ße my rexili ostavit~ ih zdes~ dlØ polnoty.

Lemma 4. Pust~ E ⊂ W – proizvol~noe zamknutoe v topo-

logii Zariskogo podmnogoobrazie i E^′ – zamykanie v W^′ obraza p(E \ Z(e_0, . . . , e_r)). Predpoloßim, qto dim E^′ 6 n − i, gde

σ 6 i 6 n. Pust~ L^′_0, L^′_{i+1}, . . . , L^′_n ∈ k[X0, . . . , Xr] – lineænye

formy i e^′_w = L^′_w(e_0, . . . , e_r) dlØ vseh w. Oboznaqim qerez p_{E,L}0 : E \ Z(e^′_0, e^′_{i+1}, . . . , e^′_n) → P^{n−i}(k), (X_0 : . . . : X_n) → (e^′_0 : e^′_{i+1}, . . . , e^′_n), regulØrnyæ morfizm. Pust~ E_1 – proizvol~naØ neprivodimaØ nad k komponenta mnogoobraziØ E. Oboznaqim qerez E^′_1 (sootvetstvenno E^{′′}_1 ) zamykanie otnositel~no topologii Zariskogo obraza p(E_1 \Z(e_0, . . . , e_r)) (sootvetstvenno p_{E,L}0(E_1 \Z(e^′_0, e^′_{i+1}, . . . , e^′_n))). Togda sledu¸wie utverßdeniØ ffkvivalentny.

(a) E ∩ Z(e^′_0, e^′_{i+1}, . . . , e^′_n) = E ∩ Z(e_0, . . . , e_r) v P^n(k), i dlØ vsØkoæ neprivodimoæ komponenty E_1 mnogoobraziØ E vypolneno ravenstvo dim E^{′′}_1 = dim E^′_1.

(b) (E \ Z(e_0, . . . , e_r)) ∩ Z(e^′_0, e^′_{i+1}, . . . , e^′_n) = ∅ v P^n(k), i dlØ vsØkoæ neprivodimoæ komponenty E_1 mnogoobraziØ E vypolneno ravenstvo dim E^{′′}_1 = dim E^′_1.

(c) E^′ ∩ Z(L^′_0 , L^′_{i+1}, . . . , L^′_n) = ∅ v P^r(k).

Dalee, oboznaqim qerez U_{E,i} podmnoßestvo vseh (n−i+1)–naborov (L^′_0, L^′_{i+1}, . . . , L^′_n) ∈ A^{(r+1)(n−i+1)} (k), udovletvorØ¸wih usloviØm (a), (b) i (c). Togda U_{E,i} ØvlØetsØ nepustym otkrytym v topologii Zariskogo podmnoßestvom v A^{(r+1)(n−i+1)} (k).

Dokazatel~stvo. Oqevidno, utverßdeniØ (a) i (b) ffkvivalent-

ny, i (c) vleqet (a). Pokaßem, qto (a) vleqet (c). My ispol~zuem indukci¸ po j = n − i. Esli j = 0, to utverßdenie lemmy trivial~no. Sluqaæ j = 1 budet rassmotren otdel~no. Esli j > 1, to na indukcionnom xage sluqaæ j svoditsØ k sluqa¸ j − 1. DlØ proizvol~nogo i my budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto E neprivodimo nad k. PeresekaØ E s podhodØwim lineænym podprostranstvom korazmernosti dim E − dim E^′

v P^n(k), my budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto

dim E = dim E^′ = n − i_1 (zdes~ my ostavlØem detali qitatel¸).

ZamenØØ L^′_0, L^′_{i+1}, . . . , L^′_n na n−i_1 +1 podhodØwih lineænyh kombinaciæ fftih lineænyh form, my budem sqitat~, ne umalØØ obwnosti, qto vypolnØetsØ uslovie (a) s i_1 vmesto i. Tak qto bez

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA 229 ograniqeniØ obwnosti v naqale indukcionnogo xaga (a takße dlØ j = 1) my predpolagaem, qto i_1 = i i E neprivodimo nad k. Sledovatel~no, morfizm p_{E,L}0 – dominantnyæ. V konce indukcionnogo xaga snova moßet poluqit~sØ obwiæ sluqaæ, kogda E ne obØzatel~no neprivodimo nad k.

Predpoloßim, qto j = 1. Pust~ ξ^′ ∈ E^′ ∩ Z(L^′_0, L^′_n). My budem predpolagat~, ne umalØØ obwnosti, qto X_0(ξ) ≠ 0. Pust~ ~E – normalizaciØ mnogoobraziØ E. Togda (sm. [2]) my imeem regulØrnyæ morfizm ~p : ~E → E^′, kotoryæ ØvlØetsØ kompozitom estestvennoæ proekcii π : ~E → E i morfizma E \ Z(e_0, . . . , e_r) → E^′, inducirovannogo p. Tak kak ~E i E ØvlØ¸tsØ polnymi mnogoobraziØmi,

~p( ~E) = E^′. Sledovatel~no, suwestvuet ~ξ ∈ ~E, takoe, qto ~p(~ξ) = ξ^′.

Poloßim ξ = π(~ξ). Togda, oqevidno, ξ ∈ E ∩ Z(e^′_0, e^′_n) \ Z(e_0 ). �to protivoreqie dokazyvaet lemmu dlØ j = n − i = 1.

Predpoloßim, qto j > 1 i E^′ ∩ Z(L^′_0, L^′_{i+1}, . . . , L^′_n) = F ≠ ∅. Predpoloßim, qto dim F < n − i − 1 (sootvetstvenno dim F =

n−i−1). Pust~ L^{′′}_{i+1} – lineænaØ kombinaciØ form L^′_0, L^′_{i+1}, . . . , L^′_n

(sootvetstvenno X_0 , . . . , X_r) s kofffficientami iz k. Oboznaqim

e^{′′}_{i+1} = L^{′′}_{i+1}(e_0, . . . , e_r). Vyberem L^{′′}_{i+1} tak, qto dim E^′ ∩ Z(L^{′′}_{i+1}) = dim E ∩ Z(e^{′′}_{i+1}) = n − i − 1, morfizm E ∩ Z(e^{′′}_{i+1}) → E^′ ∩ Z(L^{′′}_{i+1}), in-

ducirovannyæ p, ØvlØetsØ dominantnym; morfizm E ∩ Z(e^{′′}_{i+1}) →

Z(L^{′′}_{i+1} ) = P^{n−i−1}(k), inducirovannyæ p_{E,L}0, ØvlØetsØ dominant-

nym; i, esli dim F = n−i−1, to dim F ∩Z(L^{′′}_{i+1}) = n−i−2 (ffto vse – usloviØ obwego poloßeniØ dlØ L^{′′}_{s+1} v oboih rassmatrivaemyh sluqaØh). Zametim, qto E ∩ Z(e^{′′}_{i+1} ) ∩ Z(e_0, . . . , e_r) = E ∩ Z(e^{′′}_{i+1}) ∩

Z(e^′_0, e^′_{i+1}, . . . , e^′_n) i E^′ ∩ Z(L^{′′}_{i+1} ) ∩ Z(L^′_0, L^′_{i+1}, . . . , L^′_n) ≠ ∅. Suwe-

stvu¸t podhodØwie lineænye kombinacii L^{′′}_0 , L^{′′}_{i+2}, . . . , L^{′′}_n lineænyh form L^′_0, L^′_{i+1}, . . . , L^′_n, takie, qto vypolnØetsØ uslovie (a) s

i + 1, E ∩ Z(e^{′′}_{i+1} ) i L^{′′}_0 , L^{′′}_{i+2}, . . . , L^{′′}_n vmesto i, E i L^′_0, L^′_{i+1}, . . . , L^′_n.

Dalee, E^′ ∩ Z(L^{′′}_{i+1} ) ∩ Z(L^{′′}_0 , L^{′′}_{i+2}, . . . , L^{′′}_n) ≠ ∅. Takim obrazom, po indukcii my poluqaem protivoreqie. Sledovatel~no, (a) vleqet (c). �kvivalentnost~ utverßdeniæ (a), (b) i (c) dokazana.

Teper~ poslednee utverßdenie lemmy sleduet iz raboty [3] (a takße [7, razdel 7]). Lemma dokazana.

Lemma 5 (Kriteriæ dominantnosti morfizma). Pust~ π :

V_1 → V_2 – opredelennyæ nad k morfizm opredelennyh nad k algebraiqeskih mnogoobraziæ. Predpoloßim, qto vse neprivodimye komponenty mnogoobraziØ V_1 ime¸t odnu i tu ße razmernost~ n_1, i

230 A. L. QISTOV

V_2 – neprivodimoe nad k algebraiqeskoe mnogoobrazie razmernosti n_2. Pust~ n_1 ¿ n_2. Pust~ z ∈ V_2. Predpoloßim, qto dlØ vsØkoæ neprivodimoæ nad k komponenty E mnogoobraziØ V_1 suwestvuet neprivodimaØ nad k (ili, qto ffkvivalentno, neprivodimaØ nad k) komponenta E_1 sloØ π^{−1}(z), takaØ, qto E_1 ⊂ E i dim E_1 = n_1 − n_2. Togda morfizm π – dominantnyæ. V qastnosti, esli V_1 neprivodimo nad k i dim π^{−1}(z) = n_1 − n_2, to morfizm π – dominantnyæ.

Dokazatel~stvo. �to sleduet iz teoremy o razmernosti sloev,

sm. [1], a takße vvedenie.

Lemma 6. Pust~ σ + 1 6 α 6 n + 1. Togda mnoßestvo vseh

(L^′_{σ+1} , . . . , L^′_α) ∈ U^′_α, takih, qto J^{(1)}(L^′_{σ+1} , . . . , L^′_i) = J^{(1)}_i dlØ vseh

σ+1 6 i 6 α ØvlØetsØ nepustym otkrytym v topologii Zariskogo

podmnoßestvom v U^′_α.

Dokazatel~stvo. Pust~ (L^′_{σ+1} , . . . , L^′_α) ∈ U^′_α. Rasxirim osnov-

noe pole k do k_v, sm. vvedenie. Pust~ L = Z(v_{s+1} , . . . , v_{n−α+σ+1}) ⊂

P^n(kv) – obwee lineænoe podprostranstvo. Sledovatel~no, pere-

seqenie L i W (L^′_{σ+1} , . . . , L^′_{α−1}) ∪ (W ∩ Z(e_0, . . . , e_r)) transversal~no. V qastnosti, po teoreme 1 raboty [10] qislo fflementov #(W (L^′_{σ+1} , . . . , L^′_{α−1}) ∩ L) koneqno. Dalee, e^′_α ne obrawaetsØ v nul~ ni v kakoæ toqke iz W (L^′_{σ+1}, . . . , L^′_{α−1}) ∩ L.

Poloßim E = W ∩ L. Razmernost~ vsØkoæ neprivodimoæ komponenty mnogoobraziØ E ravna α − σ − 1. Kak legkoe sledstvie teoremy 1 raboty [10], algebraiqeskoe mnogoobrazie

W (L^′_{σ+1} , . . . , L^′_{α−1}) imeet nepustoe pereseqenie s kaßdoæ ne-

privodimoæ nad k komponentoæ mnogoobraziØ W . Sledovatel~- no, to ße samoe spravedlivo dlØ algebraiqeskogo mnogoobraziØ W (L^′_{σ+1}, . . . , L^′_{α−1}) ∩ L. Pofftomu po lemme 5 morfizm E \

Z(e^′_{σ+1} , . . . , e^′_α) → P^{α−σ−1}(k_v), (X_0 : . . . : X_n) → (e^′_{σ+1} : . . . : e^′_α),

ØvlØetsØ dominantnym. Zamenim v formulirovke lemmy 4 fflement (L^′_0, L^′_{i+1}, . . . , L^′_n) na (L^′_{σ+1}, . . . , L^′_α) (sledovatel~no, n − i + 1 zamenØetsØ na α − σ − 1). Togda uslovie (a) lemmy 4 vypolnØetsØ s takoæ zamenoæ v tom i tol~ko v tom sluqae, esli dlØ vsØkogo σ + 1 6 i 6 α dlØ vsØkogo j ∈ J^{(1)}_i algebraiqeskoe mnogoobrazie W_j ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ pereseqeniØ

W ∩ Z(e^′_{σ+1} , . . . , e^′_α). Teper~ trebuemoe utverßdenie vytekaet iz

lemmy 4. Lemma dokazana.

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA 231

Lemma 7. V oboznaqeniØh iz vvedeniØ pust~ L^′ = (L^′_0, L^′_{σ+1} . . . , L^′_n),

gde vse L^′_j ∈ k[X_0, . . . , X_n] – lineænye formy. Pust~ j ∈ J^{(1)}_i (L^′) ∩ J^{(1)}_i (t.e. W_j – neprivodimaØ komponenta mnogoobraziæ W^{(1)}_i (L^′) i W ∩ Z(e_0, . . . , e_r) odnovremenno) dlØ nekotorogo σ + 1 6 i 6 n + 1. Togda ι_j(L^′) ¿ ι_j , sm. formulu (7) iz vvedeniØ. Dalee, pust~ σ + 1 6

α 6 n+1 – celoe qislo. Oboznaqim qerez U^{(Iv)}α ⊂ U^′_α podmnoßestvo

vseh (L^′_{σ+1}, . . . , L^′_α), takih, qto J^{(1)}_i (L^′_{σ+1}, . . . , L^′_α) = J^{(1)}_i dlØ vseh σ + 1 6 i 6 α i ι_j(L^′_{σ+1} , . . . , L^′_i) = ι_j dlØ vseh j ∈ J^{(1)}_i , σ + 1 6 i 6 α. Togda U^{(Iv)}α – opredelennoe nad k nepustoe otkrytoe v topologii Zariskogo podmnoßestvo v A^{(r+1)(α−σ)} (k). Nakonec, dlØ l¸boæ prØmoæ l ⊂ A^{(r+1)(α−σ)} (k), takoæ, qto l ∩ U^{(Iv)}α ≠ ∅, qislo fflementov #(l \ U^{(Iv)}α ) ograniqeno sverhu polinomom ot d^n(d^′)^{n−σ}.

Dokazatel~stvo. Poloßim L^′_{n+1} = L^′_0 i l^′_{n+1,ν} = l^′_{0,ν} dlØ vseh 0 6 ν 6 r, sm. vvedenie.

Pust~ A^{(r+1)(i−σ)} (k) imeet koordinatnye funkcii Z_{β,ν} , σ + 1 6

β 6 i, 0 6 ν 6 r. Pust~ z^′_i ∈ A^{(r+1)(i−σ)} (k) (sootvetstvenno

z_i ∈ A^{(r+1)(i−σ)} (K)) – toqka s koordinatami Z_{β,ν} = l^′_{β,ν} (sootvet-

stvenno Z_{β,ν} = u_{β,ν}) dlØ vseh β, ν, gde l^′_{β,ν} (sootvetstvenno u_{β,ν} ) – kofffficienty lineænyh form L^′_ν (sootvetstvenno U_ν ), sm. vvedenie. Rassmotrim sledu¸wie algebraiqeskie podmnogoobraziØ

v P^n(K) × A^{(r+1)(i−σ)} (K):

E^{(1)} = W × A^{(r+1)(i−σ)} (k),

E^{(2)} = Z ( ∑ 06ν6r^{Zβ,ν eν , σ + 1} 6 β 6 i^),

E^{(3)} = Z(Z_{β,ν} − l^′_{β,ν} , σ + 1 6 β 6 i, 0 6 ν 6 r ),

E^{(4)} = Z(Z_{β,ν} − u_{β,ν} , σ + 1 6 β 6 i, 0 6 ν 6 r ).

Zametim, qto E^{(γ)} dlØ γ = 1, 2, 3 opredeleny nad k. Mnogoobrazie

W_j × {z^′_i}, j ∈ J^{(1)}_i (L^′), ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ pere-

seqeniØ E^{(1)} ∩ E^{(2)} ∩ E^{(3)}, i korazmernost~ mnogoobraziØ W_j × {z^′_i} ravna summe korazmernosteæ mnogoobraziæ E^{(1)}, E^{(2)}, E^{(3)} (vse korazmernosti rassmatriva¸tsØ v P^n(K) × A^{(r+1)(i−σ)} (K)), t.e. poslednee pereseqenie ØvlØetsØ sobstvennym v W_j × {z^′_i}.

DlØ proizvol~nyh algebraiqeskih mnogoobraziæ V^′, V^{′′} pust~

i(V^′, V^{′′}; V^{′′′}) – indeks pereseqeniØ algebraiqeskih mnogoobraziæ

232 A. L. QISTOV

V^′ i V^{′′} v neprivodimoæ komponente V^{′′′} mnogoobraziØ V^′ ∩ V^{′′},

kogda fftot indeks opredelen (sm. [2]). Oboznaqim qerez W_γ ,

γ ∈ Γ_i, semeæstvo vseh neprivodimyh nad k komponent perese-

qeniØ E^{(1)} ∩ E^{(2)}. Pust~ Γ_j ⊂ Γ_i – podmnoßestvo vseh γ, takih, qto W_γ ⊃ W_j × {z^′_i}. Suwestvuet γ_j ∈ Γ_j, takoe, qto W_{γj} =

W_j ×A^{(r+1)(i−σ)} (k). Oboznaqim qerez W_γ , γ ∈ Γ^′_j semeæstvo vseh ne-

privodimyh komponent mnogoobraziØ Z(e^′_{σ+1} , . . . , e^′_i), takih, qto

W_γ ⊃ W_j . Dalee, poskol~ku z_i – obwaØ toqka A^{(r+1)(i−σ)} (k), alge-

braiqeskoe mnogoobrazie W_j ×A^{(r+1)(i−σ)} (K) ØvlØetsØ edinstvennoæ neprivodimoæ komponentoæ E mnogoobraziØ E^{(1)} ∩E^{(2)}, takoæ, qto E soderßit W_j × {z_i}.

Teper~ (sm. [2]), soglasno svoæstvam indeksov pereseqeniØ (glavnym obrazom po svoæstvu, sootvetstvu¸wemu associativnosti pereseqeniØ), my imeem i(W, Z(e^′_{σ+1} , . . . , e^′_i); W_j ) = i(E^{(1)}, Z(e^′_{σ+1} , . . . , e^′_i) × {z^′_i}; W_j × {z^′_i}) = = ∑ γ∈Γ0_j i(E^{(1)}, W_γ × {z^′_i}; W_j × {z^′_i})i(E^{(2)}, E^{(3)}; W_γ × {z^′_i}) = = ∑ γ∈Γ_j i(E^{(1)}, E^{(2)}; W_γ )i(W_γ , E^{(3)}; W_j × {z^′_i}) ¿

¿ i(E^{(1)}, E^{(2)}; Wj × A^{(r+1)(i−σ)} (k))×

× i(W_j × A^{(r+1)(i−σ)} (k), E^{(3)}; W_j × {z^′_i}) =

= i(E^{(1)}, E^{(2)}; W_j × A^{(r+1)(i−σ)} (k)) =

= i(E^{(1)}, E^{(2)}; W_j × A^{(r+1)(i−σ)} (K))×

× i(W_j × A^{(r+1)(i−σ)} (K), E^{(4)}; W_j × {z_i}) = = i(E^{(1)}, Z(u_{σ+1}, . . . , u_i) × {z_i}; W_j × {z_i}) = = i(W, Z(u_{σ+1} , . . . , u_i); W_j). Pust~ (L^′_{σ+1} , . . . , L^′_α) ∈ U^{(Iv)}α (sootvetstvenno L^′ ∈ U^{(Iv)}_{n+1}) i

σ + 1 6 i 6 α. Togda Γ_j = {γ_j} dlØ vseh j ∈ J^{(1)}_i i σ + 1 6 i 6 α.

Sledovatel~no, dlØ vsØkogo j ∈ J^{(1)}_i dlØ vsØkogo σ + 1 6 i 6 α suwestvuet w_j ∈ W_j , takoe, qto (w_j , z^′_i) ∉ W_γ dlØ vsØkogo γ ∈ Γ_i\{γ_j }. Oboznaqim qerez p_{α,i} : U^′_α → U^′_i estestvennu¸ proekci¸. Mnoßestvo z ∈ U^′_α, takih, qto (w_j, p_{α,i}(z)) ∉ W_γ dlØ vseh γ ∈ Γ_i \ {γ_j },

j ∈ J^{(1)}_i , σ + 1 6 i 6 α, ØvlØetsØ okrestnost~¸ otnositel~no topo-

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA 233 logii Zariskogo toqki z^′_α. �ta okrestnost~ soderßitsØ v U^{(Iv)}α . Esli rasxirit~ osnovnoe pole k do K, to (U_{σ+1} , . . . , U_α) ∈ U^{(Iv)}α . Sledovatel~no, U^{(Iv)}α ≠ ∅. Oqevidno, U^{(Iv)}α invariantno otnositel~no deæstviØ gruppy Galua Gal(k/k) i, sledovatel~no, opredeleno nad k.

Qtoby dokazat~ poslednee utverßdenie, my budem predpolagat~, qto (L^′_{σ+1}, . . . , L^′_α) ∈ l∩U^{(Iv)}α . Po teoreme Bezu ∑ γ∈Γ_i deg Wγ 6

d^s(d^′)^{i−σ} dlØ σ+1 6 i 6 α. Sledovatel~no, po teoreme 1(d) raboty

[10] suwestvuet ne bolee qem polinomial~noe ot d^n(d^′)^{n−σ} qislo toqek z ∈ l, takih, qto z ∉ U^′_α ili (w_j , p_{α,i}(z)) ∈ ⋃ γ∈Γ_i\{γ_j } Wγ dlØ nekotoryh j ∈ J^{(1)}_i , σ + 1 6 i 6 α. Lemma dokazana.

Lemma 8. V oboznaqeniØh iz vvedeniØ pust~ L^′ = (L^′_0, L^′_{σ+1} . . . , L^′_n),

gde vse L^′_j ∈ k[X_0, . . . , X_n] – lineænye formy. Togda D_i(L^′_{σ+1} , . . . , L^′_i)

6 Di dlØ i 6 n i ιj(L^′) = ιj dlØ vsØkogo j ∈ J^{(1)}_{n+1} (napomnim, qto

D_{n+1}(L^′) = D_{n+1} = 0 i J^{(1)}_{n+1}(L^′) ⊂ J^{(1)}_{n+1}, sm. vvedenie). Predpoloßim, qto j ∈ J^{(1)}_i (L^′) ∩J^{(1)}_i (t.e. W_j – neprivodimaØ komponenta mnogoobraziæ W^{(1)}_i (L^′) i W ∩ Z(e_0, . . . , e_r) odnovremenno) dlØ nekotorogo σ + 1 6 i 6 n i ι_j(L^′_{σ+1} , . . . , L^′_i) > ι_j. Togda D(L^′_{σ+1} , . . . , L^′_i) < D_i. Dokazatel~stvo. My budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obw-

nosti, qto kofffficienty lineænyh form U_{σ+1}, . . . , U_α prinadleßat pol¸ s vewestvennoæ strukturoæ (t.e. pole K snabßeno vewestvennoæ strukturoæ) i beskoneqno blizki k sootvetstvu¸wim kofffficientam form L^′_{σ+1} , . . . , L^′_α. Oqevidno, uslovie (8) iz vvedeniØ vypolnØetsØ dlØ U i K (vmesto L^′ i k) i pofftomu spravedlivo uslovie (10) iz vvedeniØ dlØ U i K. Teper~, soglasno opredeleniØm i lemme 3, spravedlivo vkl¸qenie

st(W_i(U_{σ+1} , . . . , U_i)) ⊃ W_i(L^′_{σ+1} , . . . , L^′_i). Sledovatel~no, po lem-

me 1 imeem D_i ¿ D_i(L^′_{σ+1} , . . . , L^′_i).

Dalee, pust~ j ∈ J^{(1)}_i i σ + 1 6 i 6 n + 1. Predpoloßim, qto

ι_j(L^′_{σ+1} , . . . , L^′_i) > ι_j, esli i 6 n, i ι_j(L^′) > ι_j , esli i = n + 1.

My budem ispol~zovat~ oboznaqeniØ iz dokazatel~stva lemmy 7. Suwestvuet γ ∈ Γ_j \ {γ_j }, sm. dokazatel~stvo lemmy 7. Poloßim ~W × {z_i} = W_γ ∩ Z(Z_{β,ν} − u_{β,ν}, 0 6 ν 6 r, σ + 1 6 β 6 i), gde ~W ⊂ Pn(K). Togda ~W ≠ W_j , tak kak inaqe γ = γ_j . Oqevidno, ~W

neprivodimo nad k(u) i dim ~W = n − i + σ − s.

234 A. L. QISTOV

Poloßim ι = i−σ+s. Vyberem lineænye formy L_0, L_{ι+1}, . . . , L_n

∈ k[X_0, . . . , X_n] (ffto semeæstvo lineænyh form zavisit ot i, qto

ne privedet k dvusmyslennosti) tak, qto pereseqenie mnogoobraziæ W_γ ∩ Z(Z_{β,ν} − l^′_{β,ν} , 0 6 ν 6 r, σ + 1 6 β 6 i) i Z(L_{ι+1} , . . . , L_n) transversal~no,

st(~W ) ∩ Z(L_0, L_{ι+1}, . . . , L_n) = ∅, (19) W (L^′_{σ+1} , . . . , L^′_{i−1}) ∩ Z(e^′_i) ∩ Z(L_0 , L_{ι+1}, . . . , L_n) = ∅, (20) W (L^′_{σ+1} , . . . , L^′_i) ∩ Z(L_{ι+1} , . . . , L_n)∩ ∩ (Z(e_0 , . . . , e_r ) ∪ ( V \ W )) = ∅, (21) #(W (L^′_{σ+1}, . . . , L^′_{i−1}) ∩ Z(e^′_i) ∩ Z(L_{ι+1} , . . . , L_n)) = = deg(W (L^′_{σ+1} , . . . , L^′_{i−1}) ∩ Z(e^′_i)) (22)

(ffto – usloviØ obwego poloßeniØ dlØ lineænyh form L_0, L_{ι+1}, . . . ,

L_n; nekotorye iz fftih usloviæ budut ispol~zovany pozße v do-

kazatel~stve sledu¸wih lemm).

Primenim lemmy 3 i 1 k algebraiqeskim mnogoobraziØm W_γ \

Z(L_0) i Z(Z_{β,ν} −u_{β,ν} , 0 6 ν 6 r, σ+1 6 β 6 i)\Z(L_0). My poluqaem st(~W ) × {z^′_i} = W_γ ∩ Z(Z_{β,ν} − l^′_{β,ν} , 0 6 ν 6 r, σ + 1 6 β 6 i) ⊃ W_j × {z^′_i}. Sledovatel~no, st(~W ) ⊃ W_j . Dalee, st(~W ∩Z(L_{ι+1} , . . . , L_n)) = st(~W ) ∩ Z(L_{ι+1} , . . . , L_n) ⊃ W_j ∩ Z(L_{ι+1} , . . . , L_n) soglasno lemme 3 i

ravenstvu (19). Vyberem toqki ξ_j ∈ W_j ∩ Z(L_{ι+1} , . . . , L_n) i ~ξ_j ∈

~W ∩ Z(L_{ι+1} , . . . , L_n), takie, qto st(~ξ_j ) = ξ_j.

Teper~ st(~W ) ⊃ W_j , ~W ≠ W_j , dim ~W = dim W_j , sm. vyxe. Sledovatel~no, ~W ⊄ Z(e_0 , . . . , e_r) v P^n(K), tak kak W_j – neprivodimaØ komponenta mnogoobraziØ W ∩ Z(e_0, . . . , e_r). Pofftomu, esli

i = n + 1, to my poluqaem protivoreqie, iz kotorogo sledu-

et, qto ι_j(L^′) = ι_j. V ostavxeæsØ qasti dokazatel~stva i 6 n. Tak kak uslovie (10) iz vvedeniØ spravedlivo dlØ U i K, to ~W ØvlØetsØ ob¨edineniem nekotoryh komponent mnogoobraziØ

W (U_{σ+1} , . . . , U_i), neprivodimyh nad K.

My dokazali, qto st(W (U_{σ+1} , . . . , U_i)) ⊃ W (L^′_{σ+1} , . . . , L^′_i). Sledovatel~no, st(W (U_{σ+1} , . . . , U_i) ∩ Z(L_{ι+1} , . . . , L_n)) ⊃ ⊃ W (L^′_{σ+1} , . . . , L^′_i) ∩ Z(L_{ι+1} , . . . , L_n)

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA 235 po lemmam 1 i 3. Pofftomu dlØ vsØkoæ toqki ξ ∈ W (L^′_{σ+1}, . . . , L^′_i)

∩Z(L_{ι+1} , . . . , L_n) suwestvuet takaØ toqka ~ξ ∈ W (U_{σ+1} , . . . , U_i) ∩ Z(L_{ι+1} , . . . , L_n), qto ~ξ beskoneqno blizka k ξ. Zametim, qto st(~ξ_j) = ξ_j ∉ W (L^′_{σ+1} , . . . , L^′_i) soglasno sootnoxeni¸ (21). Sle-

dovatel~no, po teoreme Bezu D_i > D(L^′_{σ+1} , . . . , L^′_i), esli i 6 n. Lemma dokazana.

Lemma 9. Pust~ σ + 1 6 α 6 n + 1 – celoe qislo, U^{(Iv)}α – mno-

ßestvo iz formulirovki lemmy 7 i U^{′′}_α – mnoßestvo, opredelennoe vo vvedenii. Togda U^{′′}_α ØvlØetsØ opredelennym nad k nepustym otkrytym v topologii Zariskogo podmnoßestvom v U^{(Iv)}α . Dalee, pust~ l ⊂ A^{(r+1)(α−s)} (k) – prØmaØ, takaØ, qto l∩U^{′′}_α ≠ ∅. Togda qislo fflementov #(l \ U^{′′}_α) ograniqeno sverhu polinomom ot d^n(d^′)^{n−σ}.

Dokazatel~stvo. Napomnim, qto Dn = Dn(L^′) dlØ vsØkogo L^′ ∈

U^′_0 i D_{n+1}(L^′) = D_{n+1} = 0, sm. vvedenie. Sledovatel~no, dosta-

toqno dokazat~ lemmu dlØ α 6 n−1. Napomnim, qto V_v i W_v opredeleny, sm. vvedenie. ZamenØØ pri neobhodimosti (V, W, k) na

(V_v, W_v, k_v), v ostavxeæsØ qasti dokazatel~stva my budem pred-

polagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto s = σ.

Teper~ suwestvu¸t lineænye formy L_0, L_{s+2}, . . . , L_n ∈ k[X_0, . . . ,

X_r ], takie, qto dlØ vsØkogo s+1 6 i 6 α vypolneny usloviØ (20)–

(22) i dopolnitel~no

• pereseqenie W ∩ Z(L_{i+1} , . . . , L_n) transversal~no i ØvlØetsØ opredelennym nad k i neprivodimym nad k algebraiqeskim mnogoobraziem.

Mnoßestvo U^{′′}_α nepusto, tak kak, esli rasxirit~ osnovnoe pole k do K, to (U_{s+1}, . . . , U_α) ∈ U^{′′}_α(K). Teper~ dva poslednih utverßdeniØ lemmy sledu¸t iz teoremy 1(d) raboty [10], primenennoæ k morfizmam W ∩ Z(L_{i+1} , . . . , L_n) → P^r(k), (X_0 : . . . : X_n) → (e_0 : . . . : e_r ), s + 1 6 i 6 α,

gde W ∩ Z(L_{i+1} , . . . , L_n) rassmatrivaetsØ kak neprivodimaØ komponenta algebraiqeskogo mnogoobraziØ V ∩ Z(L_{i+1}, . . . , L_n) (vmesto komponenty W mnogoobraziØ V ). Lemma dokazana.

Lemma 10. Pust~ σ + 1 6 α 6 n + 1 – celoe qislo. Pust~

(L^′_0, L^′_{σ+1}, . . . , L^′_n) ∈ U^′_0 i (L^′_{σ+1}, . . . , L^′_{α−1}) ∈ U^{′′}_{α−1}. Pust~ l ⊂

236 A. L. QISTOV

A^{(r+1)(n−σ+1)} (k) – prØmaØ, takaØ, qto (L^′_0, L^′_{σ+1}, . . . , L^′_n) ∈ l. To-

gda suwestvuet ne bolee qem polinomial~noe ot d^n(d^′)^{n−σ} qislo fflementov L^{′′} = (L^{′′}_0 , L^{′′}_{σ+1} , . . . , L^{′′}_n) ∈ l, takih, qto ne vypolnØetsØ po kraæneæ mere odno iz sledu¸wih usloviæ: • (L^{′′}_0 , L^{′′}_{σ+1}, . . . , L^{′′}_n) ∈ U^′_0, • (L^{′′}_{σ+1}, . . . , L^{′′}_{α−1}) ∈ U^{′′}_{α−1}, • D_α(L^{′′}) ¿ D_α(L^′).

Dokazatel~stvo. My budem sqitat~, ne umalØØ obwnosti, qto α 6 n. Analogiqno dokazatel~stvu lemmy 9, my budem predpo-

lagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto s = σ. Teper~ trebuemoe utverßdenie sleduet iz lemmy 9, utverßdeniØ (d) teoremy 1 iz raboty [10] i lemmy 13 iz raboty [10]. Lemma dokazana.

Lemma 11. Pust~ σ+1 6 α 6 n+1 – celoe qislo i (L^′_{σ+1} , . . . , L^′_α) ∈

U^{′′}_α. Pust~ pole K^′ i otobraßenie standartnoæ qasti st – iz razdela 1. Rasxirim osnovnoe pole k do K^′. Pust~ L^{′′}_{σ+1} , . . . , L^{′′}_α ∈ K^′[X_0, . . . , X_r] – lineænye formy, takie, qto vse nenulevye kofffficienty lineænyh form L^{′′}_j −L^′_j , σ+1 6 j 6 α, ØvlØ¸tsØ beskoneqno malymi veliqinami otnositel~no polØ k. Poloßim L^{′′}_0 = L^{′′}_{n+1} i L^{′′} = (L^{′′}_0 , L^{′′}_{σ+1}, . . . , L^{′′}_n), esli α = n + 1. Togda dlØ vseh σ 6 i 6 α

st(W (L^{′′}_{σ+1} , . . . , L^{′′}_i )) = W (L^′_{σ+1} , . . . , L^′_i), (23)

st(W^{(2)}(L^{′′}_{σ+1} , . . . , L^{′′}_i )) = W^{(2)}(L^′_{σ+1} , . . . , L^′_i). (24)

Dokazatel~stvo. Soglasno lemme 9 i principu perenosa, (L^{′′}_{σ+1},

. . . , L^{′′}_α) ∈ U^{′′}_α. Sledovatel~no,

deg W (L^{′′}_{σ+1} , . . . , L^{′′}_i ) = deg W (L^′_{σ+1} , . . . , L^′_i) = D_i

dlØ vseh σ 6 i 6 α.

Soglasno lemmam 1 i 3, spravedlivo vkl¸qenie st(W (L^{′′}_{σ+1},

. . . , L^{′′}_i )) ⊃ W (L^′_{σ+1} , . . . , L^′_i). Pofftomu ravenstvo (23) vypolnØetsØ

po lemme 1, tak kak deg W (L^{′′}_{σ+1} , . . . , L^{′′}_i ) = deg W (L^′_{σ+1}, . . . , L^′_i).

V qastnosti, my imeem st(W (L^{′′}_{σ+1} , . . . , L^{′′}_{i−1}, L^′_i)) = W (L^′_{σ+1} , . . . , L^′_i) i st(W (L^{′′}_{σ+1} , . . . , L^{′′}_{i−1}) = W (L^′_{σ+1}, . . . , L^′_{i−1}).

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA 237 Dalee, W^{(1)}(L^{′′}_{σ+1} , . . . , L^{′′}_{i−1}, L^′_i) = W^{(1)}(L^′_{σ+1}, . . . , L^′_i), sm. vvedenie. VsØkaØ neprivodimaØ komponenta E mnogoobraziØ W^{(2)}(L^′_{σ+1} , . . . ,

L^′_i) (sootvetstvenno W^{(2)}(L^{′′}_{σ+1} , . . . , L^{′′}_i )) ØvlØetsØ neprivodimoæ

komponentoæ pereseqeniØ W (L^′_{σ+1} , . . . , L^′_{i−1})∩Z(e^′_i) (sootvetstvenno W (L^{′′}_{σ+1} , . . . , L^{′′}_{i−1}) ∩ Z(e^′_i)), takoæ, qto E ⊂ W ∩ Z(e_0, . . . , e_r) i E ne ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ pereseqeniØ W ∩

Z(e_0, . . . , e_r). Teper~ ravenstvo (24) sleduet iz lemmy 2 i pre-

dyduwih zameqaniæ. Lemma dokazana.

Lemma 12. Pust~ σ + 1 6 α 6 n + 1 – celoe qislo. Pust~

(L^′_0, L^′_{σ+1}, . . . , L^′_n) ∈ U^{′′}_0 i (L^′_{σ+1} , . . . , L^′_{α−1}) ∈ U^{′′′}_{α−1}. Pust~ l ⊂

A^{(r+1)(n−σ+1)} (k) – prØmaØ, takaØ, qto (L^′_0, L^′_{σ+1}, . . . , L^′_n) ∈ l. To-

gda suwestvuet ne bolee qem polinomial~noe ot d^n(d^′)^{n−σ} qislo fflementov L^{′′} = (L^{′′}_0 , L^{′′}_{σ+1} , . . . , L^{′′}_n) ∈ l, takih, qto ne vypolnØetsØ po kraæneæ mere odno iz sledu¸wih usloviæ: • (L^{′′}_0 , L^{′′}_{σ+1}, . . . , L^{′′}_n) ∈ U^{′′}_0 , • (L^{′′}_{σ+1}, . . . , L^{′′}_{α−1}) ∈ U^{′′′}_{α−1}, • D^{(2)}_α (L^{′′}) ¿ D^{(2)}_α (L^′).

V qastnosti, D^{(2)}α (L^′) 6 D^{(2)}α . Mnoßestvo U^{′′′}_α ØvlØetsØ opredelennym nad k nepustym otkrytym v topologii Zariskogo podmnoßestvom v A^{(r+1)(α−σ)} (k).

Dokazatel~stvo. Pust~ pole K^′ i otobraßenie st – takie ße,

kak i vyxe. Rasxirim osnovnoe pole k do K^′. Predpoloßim snaqala, qto (L^{′′}_{σ+1} , . . . , L^{′′}_α) ∈ U^{′′}_α i vse nenulevye kofffficienty lineænyh form L^{′′}_j − L^′_j , σ +1 6 j 6 α, ØvlØ¸tsØ beskoneqno malymi veliqinami otnositel~no polØ k. Togda v silu lemmy 11, lemmy 1 i ravenstva (24) imeem D^{(2)}α (L^′) 6 D^{(2)}α (L^{′′}).

Teper~ predpoloßim, qto K^′ = K i semeæstvo vseh kofffficientov lineænyh form L^{′′}_j , σ+1 6 j 6 α, algebraiqeski nezavisimo nad k, My poluqaem, qto D^{(2)}α (L^′) 6 D^{(2)}α . Dalee, mnoßestvo U^{′′′}_α nepusto, poskol~ku (U_{σ+1} , . . . , U_α) ∈ U^{′′′}_α (K), esli α 6 n (sootvetstvenno U ∈ U^{′′′}_α , esli α = n + 1).

Netrudno dokazat~, qto moßno zadat~ U^{′′′}_α formuloæ s kvantorami teorii pervogo porØdka algebraiqeski zamknutyh poleæ (my ostavlØem detali qitatel¸). Sledovatel~no, U^{′′′}_α ØvlØetsØ konstruktivnym mnoßestvom (sm. opredelenie v [2]). Kak my dokazali, vsØkaØ toqka (L^′_{σ+1}, . . . , L^′_α) ∈ U^{′′′}_α imeet beskoneqno malu¸ otnositel~no k okrestnost~ W_0 v A^{(r+1)(α−σ)} (K), taku¸, qto

238 A. L. QISTOV

W_0 ⊂ U^{′′′}_α . Oqevidno, qto dlØ osnovnogo polØ C l¸boe konstruk-

tivnoe mnoßestvo W affinnogo prostranstva otkryto v topologii Zariskogo fftogo affinnogo prostranstva pri uslovii, qto W soderßit okrestnost~ v klassiqeskoæ topologii proizvol~- noæ ego toqki. Teper~ iz principa perenosa (sm. [12]) sleduet, qto v naxeæ situacii U^{′′′}_α – otkrytoe v topologii Zariskogo podmnoßestvo v A^{(r+1)(α−σ)} (k).

OstaetsØ dokazat~ pervoe utverßdenie lemmy. Pust~ ε > 0 – beskoneqno malaØ veliqina otnositel~no polØ k. Teper~ predpoloßim, qto K^′ = k(ε). Ispol~zuØ indukci¸ po α i lemmu 10, dostatoqno dokazat~, qto D^{(2)}α (L^{′′}) < D^{(2)}α (L^′) dlØ ne bolee qem polinomial~nogo ot d^n(d^′)^{n−σ} qisla toqek L^{′′} ∈ l. Pust~

L^′ = (L^′_{σ+1}, . . . , L^′_n) ∈ l i (L^′_{σ+1} , . . . , L^′_{α−1}) ∈ U^{′′′}_{α−1}. Predpolo-

ßim, qto ~L = (~L_0, ~L_{σ+1}, . . . , ~L_n) ∈ l(k(ε)) i ~L_j = L^′_j + εL^{′′′}_j , gde

L^{′′′}_j ∈ k[X_0, . . . , X_r] – lineænye formy dlØ vseh j ∈ {0, σ +1, . . . , n}.

Togda ~L – obwaØ toqka prØmoæ l.

Pust~ lineænye formy L_{α+1}, . . . , L_n – takie ße, kak vyxe, i

i = α, ι = α − σ + s. Togda vypolnØetsØ ravenstvo (22) s i = α.

Pofftomu, soglasno ravenstvu (22) i lemme 2, primenennoæ n − α raz, imeem

+∞ > #(W^{(2)}_α (~L) ∩ Z(L_{ι+1} , . . . , L_n)) ¿ D^{(2)}_α (L^′).

Pust~ ξ – proizvol~naØ toqka iz W^{(2)}α (~L) ∩ Z(L_{ι+1} , . . . , L_n) i, skaßem, X_0(ξ) ≠ 0. PrimenØØ, naprimer, algoritm iz raboty [4] ili neposredstvenno poluqaem, qto neodnorodnye koordinaty

(X_w/X_0)(ξ) = P_w(ε, θ)/P (ε, θ), 1 6 w 6 n, gde θ – algebraiqeskiæ

nad k(ε) fflement s minimal~nym mnogoqlenom 0 ≠ g ∈ k[ε, Z],

g(ε, θ) = 0, i P_w, P ∈ k[ε, Z]. Dalee, stepeni otnositel~no ε, Z vseh

mnogoqlenov P_w, P , g ograniqeny sverhu polinomom ot d^s(d^′)^{i−σ}. Sledovatel~no, rassmatrivaØ specializacii obweæ toqki, my poluqaem po teoreme 1 iz [10] (ili neposredstvenno), qto qislo fflementov L^{′′} ∈ l, takih, qto D^{(2)}α (L^{′′}) < D^{(2)}α (L^′), ograniqeno sverhu polinomom ot d^n(d^′)^{n−σ}. Lemma dokazana.

Literatura

1. L. Mamford, AlgebraiqeskaØ geometriØ. I. Kompleksnye proektivnye mnogoobraziØ. — M.: Mir (1979).

2. R. Hartshorn, AlgebraiqeskaØ geometriØ. — M.: Mir (1981).

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA 239

3. V. Hodß, D. Pido, Metody algebraiqeskoæ geometrii, t. 1. — M.: Izdvo inostrannoæ literatury (1954).

4. A. L. Qistov, Algoritm polinomial~noæ sloßnosti dlØ razloßeniØ mnogoqlenov na neprivodimye mnoßiteli i nahoßdenie komponent mnogoobraziØ v subffksponencial~noe vremØ. — Zap. nauqn. semin. LO- MI 137 (1984), 124–188.

5. A. L. Qistov, Vyqislenie stepeneæ algebraiqeskih mnogoobraziæ nad polem nulevoæ harakteristiki za polinomial~noe vremØ i ego priloßeniØ. — Zap. nauqn. semin. POMI 258 (1999), 7–59.

6. A. L. Qistov, Sil~naØ versiØ osnovnogo razrexa¸wego algoritma dlØ ffkzistencional~noæ teorii pervogo porØdka vewestvenno zamknutyh poleæ. — Zap. nauqn. semin. POMI 256 (1999), 168–211.

7. A. L. Qistov, �ffektivnaØ konstrukciØ lokal~nyh parametrov neprivodimyh komponent algebraiqeskogo mnogoobraziØ. — Trudy Sankt- Peterburgskogo mat. obwestva 7 (1999), 230–266.

8. A. L. Qistov, �ffektivnaØ gladkaØ stratifikaciØ algebraiqeskogo mnogoobraziØ v nulevoæ harakteristike i ee priloßeniØ. — Zap. nauqn. semin. POMI 266 (2000), 254–311.

9. A. L. Qistov, MonodromiØ i kriterii neprivodimosti s algoritmiqeskimi priloßeniØmi v nulevoæ harakteristike. — Zap. nauqn. semin. POMI 292 (2002), 130–152.

10. A. L. Qistov, Vyqislenie stepeni dominantnogo morfizma v nulevoæ harakteristike za polinomial~noe vremØ. I. — Zap. nauqn. semin. PO- MI 307 (2004), 189–235.

11. A. L. Qistov, Vyqislenie stepeni dominantnogo morfizma v nulevoæ harakteristike za polinomial~noe vremØ. II. — Zap. nauqn. semin. PO- MI 325 (2005), 181–224.

12. J. Bochnak, M. Coste, M.-F. Roy, Géométrie Algébrique Réelle. — Springer-

Verlag, Berlin–Heidelberg–New York (1987).

13. A. L. Chistov, Polynomial-time computation of the dimensions of components

of algebraic varieties in zero-characteristic. — J. Pure Appl. Algebra 117, 118

(1997), 145–175.

Chistov A. L. Polynomial-time computation of the degree of a dominant morphism in zero characteristic. III.

Consider a projective algebraic variety W which is an irreducible component of the set of all common zeros of a family of homogeneous polynomials of degrees less than d in n + 1 variables in zero characteristic. Consider a dominant rational morphism from W to W^′ given by homogeneous polynomials of degree d^′. We suggest algorithms for constructing objects in general position related to this morphism. These algorithms are deterministic and polynomial in (dd^′)^n and the size of the input.

Postupilo 18 marta 2007 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: alch@pdmi.ras.ru