Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 344, 2007 g.

I. N. Ponomarenko, A. Rahnama Bargi

O STRUKTURE p-SHEM

1. Vvedenie

Horoxo izvestno, qto esli G 6 Sym (V ) – gruppa perestanovok koneqnogo mnoßestva V i R – mnoßestvo eœ orbit v estestvennom deæstvii na V^2, to para Inv (G) = (V, R) ØvlØetsØ shemoæ otnoxeniæ na V (po povodu obweæ teorii shem ili, v drugoæ terminologii, kogerentnyh konfiguraciæ sm. [2, 4, 7], a takße §4). �to obstoØtel~stvo pozvolØet rassmatrivat~ teori¸ shem kak obobwenie teorii grupp perestanovok (v deæstvitel~nosti daleko ne kaßdaØ shema imeet vid Inv (G) dlØ kakoæ-libo gruppy perestanovok G). V fftom smysle estestvenno sprosit~, kakie shemy sootvetstvu¸t p-gruppam. Odin iz vozmoßnyh otvetov byl predloßen pervym avtorom v [6]: shema otnoxeniæ C = (V, R) nazyvaetsØ p-shemoæ dlØ prostogo qisla p, esli mownost~ |R| kaßdogo otnoxeniØ R ∈ R ØvlØetsØ stepen~¸ p (opredelenie 2.1). Odnorodnye p-shemy izuqalis~ v [8, 9], gde, v qastnosti, naædeno obobwenie teoremy Silova. Odnako obwaØ teoriØ p-shem daleka ot zaverxeniØ.

V fftoæ stat~e my izuqaem proizvol~nye p-shemy. Dokazano, qto shema C ØvlØetsØ p-shemoæ togda i tol~ko togda, kogda takovoæ ØvlØetsØ kaßdaØ eœ odnorodnaØ komponenta (teorema 3.4). Ispol~zuØ fftot fakt, my poluqaem osnovnye rezul~taty nasto- Øweæ raboty, pokazyva¸wie, v qastnosti, qto sootvetstvie Galua meßdu shemami i gruppami perestanovok (sm. (10)) induciruet sootvetstvie meßdu p-shemami i p-gruppami.

Teorema 1.1. Kaßdoe rasxirenie p-shemy ØvlØetsØ p-shemoæ.

Sledstvie 1.2. Shema Inv (G) gruppy perestanovok G ØvlØetsØ p-

shemoæ togda i tol~ko togda, kogda G ØvlØetsØ p-gruppoæ. V qast-

Rabota pervogo avtora podderßana grantami RFFI 05-01-00899 i NX- 4329.2006.1. Avtor takße blagodarit Institut IASBS (the Institute for Ad-

vanced Studies in Basic Sciences) za sotrudniqestvo, v ramkah kotorogo byla

vypolnena nastoØwaØ rabota. 190

O STRUKTURE p–SHEM 191 nosti, gruppa avtomorfizmov proizvol~noæ p-shemy ØvlØetsØ pgruppoæ.

Dokazatel~stva teoremy 1.1 i sledstviØ 1.2 soderßatsØ v § 3. Qtoby sdelat~ izloßenie zamknutym, v § 4 privodØtsØ vse neobhodimye oboznaqeniØ i opredeleniØ, kasa¸wiesØ shem. Nakonec, v § 2 dokazyva¸tsØ nekotorye rezul~taty o p-shemah, ispol~zuemye v dokazatel~stve teoremy 1.1.

OboznaqeniØ. Na protØßenii vseæ stat~i qerez V oboznaqaetsØ koneqnoe mnoßestvo iz n = |V | fflementov. My polagaem Λ(V ) = V × V i Δ(V ) = {(v, v) : v ∈ V }.

Mnoßestvo R ⊆ Λ(V ) nazyvaetsØ otnoxeniem na V . Nositel~ V_R otnoxeniØ R opredelØetsØ kak ob¨edinenie ego oblasti opredeleniØ i mnoßestva znaqeniæ. Budem govorit~, qto R – nediagonal~noe otnoxenie, esli R * Δ(V ). My polagaem R^T = {(u, v) : (v, u) ∈ R}. Proizvedeniem otnoxeniæ R, S ⊆ Λ(V ) nazyvaetsØ otnoxenie RS = {(u, v) ∈ Λ(V ) : (u, w) ∈ R i (w, v) ∈ S dlØ nekotorogo w ∈ V }.

DlØ mnoßestv X, Y ⊆ V i otnoxeniØ R ⊆ Λ(V ) my polagaem R_{X,Y} = R ∩ (X × Y ) i pixem R_X pri X = Y . DlØ mnoßestva R otnoxeniæ na V poloßim R_{X,Y} = {R_{X,Y} : R ∈ R}.

Pod ffkvivalentnost~¸ E na V my ponimaem obyqnoe otnoxenie ffkvivalentnosti na podmnoßestve mnoßestva V (sovpada¸- wego s V_E ). DlØ X ⊆ V i R ⊆ Λ(V ) poloßim X/E = X/(Λ(X) ∩ E) i R_{V /E} = {(X, Y ) ∈ Λ(V /E) : R_{X,Y} ≠ ∅}. Gruppa vseh perestanovok mnoßestva V oboznaqaetsØ qerez Sym (V ).

2. p-shemy

Na protØßenii vseæ stat~i my fiksiruem prostoe qislo p. Sledu¸wee opredelenie rasprostranØet ponØtie odnorodnoæ pshemy iz [8] na neodnorodnyæ sluqaæ.

Opredelenie 2.1. Shema nazyvaetsØ p-shemoæ, esli mownost~

kaßdogo eœ bazisnogo otnoxeniØ ØvlØetsØ stepen~¸ p.

Pust~ R – bazisnoe otnoxenie shemy C. Togda |R| = d · |X|, gde d – stepen~ ishoda ili stepen~ zahoda otnoxeniØ R i X – sootvetstvu¸waØ fibra shemy C (sm. (11)). Takim obrazom, C – p-shema togda i tol~ko togda, kogda mownost~ kaßdoæ eœ fibry,

192 I. N. PONOMARENKO, A. RAHNAMA BARGI

a takße stepen~ ishoda i stepen~ zahoda kaßdogo eœ bazisnogo otnoxeniØ ØvlØ¸tsØ stepenØmi qisla p. V qastnosti, p-shemami ØvlØ¸tsØ ograniqeniØ p-shemy na l¸bye ob¨edineniØ eœ fibr (sm. takße teoremu 3.4 niße).

Tot fakt, qto stepen~ odnorodnoæ p-shemy ØvlØetsØ stepen~¸ qisla p, vleqœt, qto l¸baØ takaØ shema soderßit bazisnoe otnoxenie R, dlØ kotorogo |R_{in}(v)| = |R_{out}(v)| = 1 dlØ vseh v ∈ V ; niße kaßdoe otnoxenie proizvol~noæ shemy, oblada¸wee fftim svoæstvom, nazyvaetsØ tonkim. Pri n > 2 otnoxenie R moßet byt~ vybrano nediagonal~nym. Bolee togo, dlØ l¸boæ ffkvivalentnosti E odnorodnoæ shemy C = (V, R) ime¸t mesto ravenstva |V | = |V /E| · |X|, |R| = |R_{V /E}| · |R_{X,Y} |, R ∈ R, (1) dlØ vseh X, Y ∈ V /E, takih, qto R_{X,Y} ≠ ∅. Takim obrazom, kaßdaØ iz shem C_X i C_{V /E} ØvlØetsØ p-shemoæ.

Pust~ teper~ C – proizvol~naØ shema. Mnoßestvo O = O(C) vseh eœ tonkih otnoxeniæ nazovœm tonkim radikalom fftoæ shemy. Legko videt~, qto ffto mnoßestvo soderßit otnoxenie Δ(V ) i zamknuto otnositel~no proizvedeniØ otnoxeniæ. DlØ kaßdogo R ∈ O otobraßenie g_R : V → V, v → v^{gR} , (2) gde v^{gR} – edinstvennyæ fflement mnoßestva R_{out}(v), ØvlØetsØ korrektno opredelœnnoæ perestanovkoæ mnoßestva V . Poskol~ku, oqevidno, S^{gR} = R^T SR dlØ vseh S ∈ R^∗, ffta perestanovka sohranØet mnoßestvo R^∗ i, sledovatel~no, mnoßestvo R. Takim obrazom, g_R ∈ Iso (C) i mnoßestvo G_O = {g_R : R ∈ O} ØvlØetsØ podgruppoæ gruppy Iso (C). �ta podgruppa deæstvuet estestvennym obrazom na mnoßestve fibr shemy C. ˚dro G^∗_O fftogo deæstviØ sostoit iz vseh perestanovok g_R, dlØ kotoryh otnoxenie R ØvlØetsØ diz¨¸nktnym ob¨edineniem otnoxeniæ R_X , gde X probegaet mnoßestvo vseh fibr rassmatrivaemoæ shemy. Ots¸da sleduet, qto

G^∗_O = ∏ X∈Fib (C) G^∗_{OX} , (3)

gde O_X = O(C_X ).

O STRUKTURE p–SHEM 193

Teorema 2.2. Pust~ C – p-shema. Togda gruppa GO (sootv. G^∗_O)

netrivial~na togda i tol~ko togda, kogda shema C imeet stepen~

> 2 (sootv. netrivial~na). Bolee togo, G^∗_O ØvlØetsØ p-gruppoæ.

Dokazatel~stvo. Esli shema C trivial~na, to trebuemye utverßdeniØ sledu¸t iz oqevidnyh ravenstv G_O = Sym (V ) i G^∗_O = {id_V }, gde V – mnoßestvo eœ toqek. Pust~ C netrivial~na. Togda v silu ravenstva (3) moßno sqitat~, qto C – odnorodnaØ shema. Ots¸da sleduet, qto G_O = G^∗_O, i, sledovatel~no, pervoe utverßdenie vytekaet iz upomØnutogo vyxe zameqaniØ, qto v sluqae netrivial~noæ odnorodnoæ p-shemy vsegda O ≠ {Δ(V )}. DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva zametim, qto dlØ vseh R ∈ O dlina kaßdogo cikla perestanovki g_R ravna |X|, gde X – klass naimen~- xeæ ffkvivalentnosti na V , soderßaweæ R. Poskol~ku poslednØØ ffkvivalentnost~ prinadleßit mnoßestvu E(C), a C – odnorodnaØ p-shema, levoe ravenstvo v formule (1) vleqœt, qto qislo |X| ØvlØetsØ stepen~¸ p. Takim obrazom, takovym ØvlØetsØ i porØdok kaßdoæ perestanovki g_R ∈ G^∗_O, i, sledovatel~no, G^∗_O – p-gruppa. �

Oqevidno, qto svoæstvo “byt~ p-shemoæ” sohranØetsØ pri izomorfizmah shem. Bolee obwo, pust~ φ – podobie shemy C = (V, R) na shemu C^′ = (V^′, R^′). �to oznaqaet, qto φ ØvlØetsØ biekcieæ iz R na R^′, dlØ kotoroæ c^T_{R,S} = c^{T φ}_Rφ_{,S}φ , R, S, T ∈ R. Moßno dokazat~ (sm. [2, lemma 2.2]), qto |R| = |R^φ| dlØ vseh R ∈ R. Ots¸da sleduet, qto C ØvlØetsØ p-shemoæ togda i tol~ko togda, kogda takovoæ ØvlØetsØ shema C^′. Mnoßestvo vseh podobiæ shemy C na shemu C^′ oboznaqaetsØ qerez Sml (C, C^′). Pri C = C^′ mnoßestvo Sml (C) = Sml (C, C) ØvlØetsØ gruppoæ, kotoraØ moßet byt~ estestvennym obrazom otoßdestvlena s gruppoæ avtomorfizmov algebry smeßnosti A shemy C. Legko videt~, qto dlØ kaßdoæ gruppy G 6 Sml (C) algebra A^G ØvlØetsØ algebroæ smeßnosti nekotoroæ shemy na V . �ta shema oboznaqaetsØ qerez C^G. Teorema 2.3. Pust~ C – odnorodnaØ p-shema stepeni n > 1. Togda

suwestvu¸t shema D > C s fibrami odnogo i togo ße razmera n/p i gruppa G ≤ Sml (D) porØdka p, takie, qto D^G = C.

Dokazatel~stvo. Pust~ E ≠ Λ(V ) – maksimal~naØ ffkvivalentnost~ shemy C = (V, R). Togda shema C_{V /E} primitivna, t.e. so-

194 I. N. PONOMARENKO, A. RAHNAMA BARGI

derßit lix~ dve ffkvivalentnosti: Δ(V /E) i Λ(V /E). S drugoæ storony, ona ØvlØetsØ netrivial~noæ p-shemoæ i, sledovatel~- no, po teoreme 2.2 soderßit nediagonal~noe tonkoe otnoxenie. Takim obrazom, v silu [7, s. 71] ffto oznaqaet, qto C_{V /E} – regulØrnaØ shema stepeni p. Ispol~zuØ rezul~tat [5, predloßenie 3.1], legko videt~, qto otnoxeniØ R_{X,Y} , gde X, Y ∈ V /E i R ∈ R, ØvlØ¸tsØ bazisnymi otnoxeniØmi nekotoroæ shemy D na V , fibrami kotoroæ ØvlØ¸tsØ v toqnosti klassy ffkvivalentnosti E. V qastnosti, poskol~ku C odnorodna i |V /E| = p, kaßdyæ iz nih imeet razmer n/p. Bolee togo, [5, predloßenie 3.2] vleqœt, qto dlØ kaßdogo otnoxeniØ S ∈ R_{V /E} perestanovka φ_S mnoßestva R(D), zadannaØ formuloæ ( R_{X ,Y} )_{φS} = R_Xg_{S ,Y} g_S , X, Y ∈ V /E, R ∈ R, gde g_S – izomorfizm shemy C_{V /E}, opredelœnnyæ formuloæ (2) pri R = S, ØvlØetsØ podobiem shemy D. Legko videt~, qto G = {φ_S : S ∈ R_{V /E} } – podgruppa gruppy Sml (D) porØdka p. DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva dostatoqno zametit~, qto

R(D^G) = { ⋃ S∈R_{V /E} R_XgS_{,Y} gS : R ∈ R } = R i potomu D^G = C. �

3. Strukturnye svoæstva p-shem

Pust~ C – netrivial~naØ p-shema. Togda v silu teoremy 2.2 naædœtsØ tonkoe otnoxenie R ∈ O, takoe, qto g_R ∈ G^∗_O i perestanovka g_R imeet porØdok p. Legko videt~, qto naimen~xaØ ffkvivalentnost~ shemy C, soderßawaØ R, ØvlØetsØ ob¨edineniem otnoxeniæ R^i pri i = 0, . . . , p − 1. Pofftomu kaßdyæ eœ klass X ØvlØetsØ ob¨edineniem p mnoßestv (R^i)_{out}(u) dlØ fiksirovannogo u ∈ X. Ots¸da sleduet, qto |X| ∈ {1, p}, i, znaqit, shema C_X regulØrna. Takim obrazom, kaßdaØ netrivial~naØ p-shema soderßit nediagonal~nu¸ p-ffkvivalentnost~ v smysle sledu¸wego opredeleniØ.

Opredelenie 3.1. Pust~ C – shema na V . Budem govorit~, qto

E ∈ E(C) – p-ffkvivalentnost~ shemy C, esli V_E = V i dlØ kaßdogo X ∈ V /E shema C_X ØvlØetsØ regulØrnoæ stepeni 1 ili p.

O STRUKTURE p–SHEM 195

Pust~ E – p-ffkvivalentnost~ shemy C. Togda kaßdyæ klass fftoæ ffkvivalentnosti soderßitsØ v nekotoroæ fibre, a sama ona ØvlØetsØ ob¨edineniem (ne obØzatel~no diz¨¸nktnyh) tonkih otnoxeniæ shemy C. Esli R – odno iz nih, to g_R ∈ G^∗_O i R^p = Δ(V ). Pofftomu mnoßestvo G_E = {g_R : R ⊂ E, R ∈ O} ØvlØetsØ p-podgruppoæ gruppy G^∗_O.

Teorema 3.2. Pust~ C – shema na V i E – eœ p-ffkvivalentnost~.

Togda C ØvlØetsØ p-shemoæ v tom i tol~ko v tom sluqae, esli takovoæ ØvlØetsØ shema C_{V /E}.

Dokazatel~stvo. V silu pravogo iz ravenstv (1) (oqevidno, spravedlivogo i v neodnorodnom sluqae) neobhodimost~ trivial~na. Po toæ ße priqine dokazatel~stvo dostatoqnosti legko svoditsØ k proverke togo, qto dlØ vseh X, Y ∈ V /E i vseh R ∈ R_{X,Y} qislo |R_{X,Y} | ØvlØetsØ stepen~¸ p. Odnako, po opredeleni¸ gruppy G_E eœ orbity sovpada¸t s klassami ffkvivalentnosti E. Pofftomu mnoßestvo X × Y ØvlØetsØ orbitoæ gruppy G = G_E × G_E v eœ pokomponentnom deæstvii na V × V . S drugoæ storony, poskol~ku G_E ≤ Iso (C), gruppa G deæstvuet na mnoßestve R tak, qto esli g = (g_S , g_S0) ∈ G, to R^g = S^T RS^′ dlØ vseh R ∈ R. Ots¸da sleduet, qto (R_{X,Y} )^g = R^g_{XgS ,Y} g_S0 = R^g_{X,Y} , R_{X,Y} ∈ R_{X,Y} . Takim obrazom, kaßdoe mnoßestvo R_{X,Y} ∈ R_{X,Y} ØvlØetsØ blokom gruppy perestanovok, inducirovannoæ (tranzitivnym) deæstviem gruppy G na mnoßestve X × Y . Pofftomu |R_{X,Y} | delit qislo |X × Y | ∈ {1, p, p^2} (my ispol~zovali tot fakt, qto E ØvlØetsØ p-ffkvivalentnost~¸). �

Sledu¸waØ teorema harakterizuet odnorodnye p-shemy v terminah ih p-ffkvivalentnosteæ. Qtoby uprostit~ oboznaqeniØ, dlØ ffkvivalentnosteæ E i F na mnoßestve V , udovletvorØ¸wih uslovi¸ E ⊆ F , budem pisat~ F/E vmesto F_{V /E}. Togda v silu [8, teorema 1.7.6] my poluqim, qto C_{V /F} ≃ C_{(V /E)/(F/E)}, (4) kogda E i F ØvlØ¸tsØ ffkvivalentnostØmi shemy C.

196 I. N. PONOMARENKO, A. RAHNAMA BARGI

Teorema 3.3.^1Pust~ C – odnorodnaØ shema na V . Togda C ØvlØetsØ

p-shemoæ togda i tol~ko togda, kogda naædœtsØ rØd

Δ(V ) = E_0 ⊆ E_1 ⊆ · · · ⊆ E_m = Λ(V ), (5)

takoæ, qto E_i – ffkvivalentnost~ shemy C i E_i/E_{i−1} – p-ffkviva-lentnost~ shemy C_{V /Ei}�_1 (i = 1, . . . , m).

Dokazatel~stvo. DlØ dokazatel~stva neobhodimosti ne umalØØ obwnosti predpoloßim, qto |V | > 1. Togda v silu zameqaniØ, sdelannogo pered opredeleniem 3.1, shema C imeet nediagonal~- nu¸ p-ffkvivalentnost~ E. Po teoreme 3.2 ots¸da sleduet, qto C^′ = C_{V /E} ØvlØetsØ p-shemoæ na V^′ = V /E. Po indukcii moßno sqitat~, qto naædœtsØ rØd

Δ(V^′) = E^′_0 ⊆ E^′_1 ⊆ · · · ⊆ E^′_m0 = Λ(V^′) (6)

takoæ, qto E^′_i – ffkvivalentnost~ shemy C^′ i E^′_i/E^′_{i−1} – pffkvivalentnost~ shemy C^′_V 0_{/E}0_i�_1 (i = 1, . . . , m^′). Poloßim E_0 = Δ(V ) i oboznaqim qerez E_i tu ffkvivalentnost~ shemy C, dlØ kotoroæ E ⊆ E_i i E_i/E = E^′_{i−1} dlØ vseh i > 1. Togda, oqevidno, E_1 = E i vkl¸qeniØ (5) ime¸t mesto dlØ m = m^′ + 1. Dokaßem, qto E_i/E_{i−1} – p-ffkvivalentnost~ shemy C_{V /Ei}�_1 . Poskol~ku E_1 = E, moßno sqitat~, qto i > 1. Iz formuly (4) pri F = E_i sleduet, qto C_{V /Ei} ≃ (C_{V /E})_{(V /E)/(Ei/E)} = C^′_V 0_{/E}0_i�_1 . Sootvetstvu¸wiæ izomorfizm perevodit ffkvivalentnost~ E_{i+1}/E_i shemy C_{V /Ei} v ffkvivalentnost~ (E_{i+1}/E)/(E_i/E) = E^′_i/E^′_{i−1} shemy C^′_V 0_{/E}0_i�_1 . Poskol~ku poslednØØ ffkvivalentnost~ ØvlØetsØ p-ffkvivalentnost~¸, to takovoæ ße ØvlØetsØ i E_{i+1}/E_i. Neobhodimost~ dokazana.

V dokazatel~stve dostatoqnosti ne umalØØ obwnosti moßno sqitat~, qto m ≥ 2 i E_0 ≠ E_1. Togda E_1 – nediagonal~naØ pffkvivalentnost~ shemy C. S drugoæ storony, legko videt~, qto shema C^′ = C_{V /E1} imeet rØd (6) i potomu po indukcii ØvlØetsØ pshemoæ. Tak qto trebuemoe utverßdenie vytekaet iz teoremy 3.2.

�

Sledu¸waØ teorema pokazyvaet, qto svoæstvo “byt~ p-shemoæ” polnost~¸ opredelØetsØ odnorodnymi komponentami.

1Na drugom Øzyke ffto utverßdenie bylo dokazano v [9, sledstvie 5.6.8].

O STRUKTURE p–SHEM 197

Teorema 3.4. Shema C ØvlØetsØ p-shemoæ togda i tol~ko togda,

kogda takovoæ ØvlØetsØ kaßdaØ shema C_X pri X ∈ Fib (C).

Dokazatel~stvo. Neobhodimost~ oqevidna. V dokazatel~stve dostatoqnosti ne umalØØ obwnosti moßno sqitat~, qto shema C netrivial~na. Togda naædœtsØ fibra X, dlØ kotoroæ shema C_X netrivial~na i potomu soderßit nediagonal~nu¸ pffkvivalentnost~ E_X . Legko videt~, qto otnoxenie E = E_X ∪ Δ(V \ X) ØvlØetsØ p-ffkvivalentnost~¸ shemy C. KaßdaØ fibra Y^′ shemy C^′ = C_{V /E} imeet vid Y /E dlØ nekotoroæ fibry Y shemy C. Pofftomu iz teoremy 3.2 sleduet, qto C^′_Y 0 = (C_Y )_{Y /E} – p-shema dlØ vseh Y^′. Ots¸da po indukcii poluqaem, qto C^′ – p-shema, i potomu C ØvlØetsØ p-shemoæ po teoreme 3.2. � Dokazatel~stvo teoremy 1.1. Pust~ C – p-shema i D – eœ proizvol~noe rasxirenie. Esli C trivial~na, to D = C i utverßdenie oqevidno. V protivnom sluqae po teoreme 3.4 ne umalØØ obwnosti moßno sqitat~, qto C odnorodna. Togda ona soderßit nediagonal~nu¸ p-ffkvivalentnost~ E, kaßdyæ klass kotoroæ imeet mownost~ p. ˚sno, qto ona takße ØvlØetsØ ffkvivalentnost~¸ shemy D. Dokaßem, qto U ⊆ X ili |U ∩ X| = 1, X ∈ Fib (D), (7) dlØ vseh U ∈ V /E s usloviem U ∩ X ≠ ∅. S fftoæ cel~¸ voz~- mœm takoe mnoßestvo U . Togda dlØ kaßdogo R ∈ R(D_{U∩X} ) suwestvuet takoe T ∈ R(C), qto R ⊆ T_{U∩X} ⊆ T_U . Poskol~ku C_U – regulØrnaØ shema stepeni p, eœ bazisnoe otnoxenie T_U est~ libo orientirovannyæ cikl dliny p, libo otnoxenie Δ(U ). Odnako |R_{in}(v)| = |R_{out}(v)| > 0 dlØ vseh v ∈ U ∩X. Pofftomu libo U ∩X = U i R = T_U , libo R = Δ(U ∩ X). Esli poslednee verno dlØ vseh R, to |U ∩X| = 1, poskol~ku D_{U∩X} – odnorodnaØ shema. V protivnom sluqae, oqevidno, U ⊆ X, qto zaverxaet dokazatel~stvo formuly (7).

Iz rezul~tata [1, lemma 2.6] sleduet, qto ffkvivalentnost~ E ØvlØetsØ diz¨¸nktnym ob¨edineniem odnoznaqno opredelœnnyh ffkvivalentnosteæ E_i ∈ E(D), i ∈ I, nikakaØ iz kotoryh ne ØvlØetsØ diz¨¸nktnym ob¨edineniem dvuh nepustyh ffkvivalentnosteæ shemy D. Krome togo, dlØ kaßdogo i ∈ I vypolneno uslovie |X ∩ U | = |Y ∩ U |, X, Y ∈ Fib (D), U ∈ V /E_i, (8)

198 I. N. PONOMARENKO, A. RAHNAMA BARGI

i mnoßestvo V_i = V_{Ei} ØvlØetsØ ob¨edineniem nekotoryh fibr shemy D. Nakonec, poskol~ku V_E = V , mnoßestvo V ØvlØetsØ diz¨¸nktnym ob¨edineniem vseh mnoßestv V_i. DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva teoremy nam neobhodima sledu¸waØ vspomogatel~naØ lemma.

Lemma 3.6. Vo vvedœnnyh oboznaqeniØh pust~ i ∈ I. Togda Vi/E ∈

Fib (D_{V /E}). Bolee togo, esli V_i ∉ Fib (D), to D_{Vi/E} ≃ D_X dlØ vseh X ∈ Fib (D) s usloviem X ⊆ V_i.

Dokazatel~stvo. Ne umalØØ obwnosti moßno sqitat~, qto mnoßestvo V_i est~ diz¨¸nktnoe ob¨edinenie k > 1 fibr X_1, . . . , X_k shemy D. Predpoloßim, qto V_i/E – ob¨edinenie po kraæneæ mere dvuh fibr shemy D_{V /E}. Togda naædutsØ dva nepustyh mnoßestva X, Y ∈ Fib^∗(D), dlØ kotoryh X ∪ Y = V_i, Δ(X)_{V /E} ∩ Δ(Y )_{V /E} = ∅. PravaØ qast~ oznaqaet, qto X i Y – ob¨edineniØ klassov ffkvivalentnosti E_i, i, sledovatel~no, ffkvivalentnosti (E_i)_X i (E_i)_Y diz¨¸nktny. S drugoæ storony, levaØ qast~ pokazyvaet, qto E_i = (E_i)_X ∪ (E_i)_Y . Poskol~ku obe poslednie ffkvivalentnosti nepusty, my poluqaem protivoreqie s opredelØ¸wim svoæstvom ffkvivalentnosti E_i. �to dokazyvaet pervu¸ qast~ utverßdeniØ.

Poskol~ku k > 1, iz formuly (8) sleduet, qto ni odin klass ffkvivalentnosti E_i ne soderßitsØ ni v kakom mnoßestve X_i. Pofftomu iz formuly (7) poluqaem, qto |U ∩ X_j | = 1, U ∈ V /E_i, j = 1, . . . , k. (9) Pust~ X ⊂ V_i – fibra shemy D, skaßem, X = X_j dlØ nekotorogo j. Togda iz formuly (9) sleduet, qto otobraßenie f : V /E_i → X, U → x_{U,j}, gde x_{U,j} – edinstvennyæ fflement mnoßestva U ∩ X_j , ØvlØetsØ biekcieæ. Pokaßem, qto f ∈ Iso (D_{Vi/E} , D_X ). S fftoæ cel~¸ zametim, qto kaßdoe bazisnoe otnoxenie shemy D_{Vi/E} imeet vid R_{Vi/E} dlØ nekotorogo R ∈ R(D), takogo, qto R ⊆ Λ(V_i). Dostatoqno proverit~, qto otnoxenie R moßno vybrat~ iz mnoßestva R(D_X ) (togda legko videt~, qto (R_{Vi/E} )^f = R). DlØ fftogo kaßdoæ pare fflementov a, b ∈ {1, . . . , k} sopostavim otobraßenie g_{a,b} : X_a × X_b → X_j × X_j , (x_{U,a}, x_U0_{,b}) → (x_{U,j}, x_U0_{,j}),

O STRUKTURE p–SHEM 199

gde U i U^′ probega¸t vse klassy ffkvivalentnosti E_i. Poskol~ku E_i ∩ (X_a × X_b) – otnoxenie shemy D s ediniqnoæ stepen~¸ ishoda, otobraßenie g_{a,b} perevodit mnoßestvo R_{Xa ,Xb} v mnoßestvo R_{Xj ,Xj} = R(D_{Xj} ). Krome togo, legko videt~, qto S_{Vi /E} = (S^{ga,b} )_{Vi/E} , S ∈ R(D_{Vi} ). Takim obrazom, dlØ kaßdogo bazisnogo otnoxeniØ R_{Vi/E} shemy D_{Vi/E} v kaqestve trebuemogo otnoxeniØ moßno vybrat~ otnoxenie R^{ga,b} , gde indeksy a, b odnoznaqno opredelØ¸tsØ iz vkl¸qeniØ R ⊆ X_a × X_b. �

VernœmsØ k dokazatel~stvu teoremy 1.1. Po teoreme 3.4 dostatoqno proverit~, qto D_X – p-shema dlØ kaßdogo X ∈ Fib (D). Odnako D_{V /E} – rasxirenie shemy C_{V /E}, kotoraØ ØvlØetsØ p-shemoæ po teoreme 3.2. Ots¸da po indukcii zakl¸qaem, qto takovoæ ØvlØetsØ i shema D_{V /E}. S drugoæ storony, po lemme 3.6 mnoßestvo V_i/E ØvlØetsØ fibroæ posledneæ shemy dlØ vseh i. Takim obrazom, D_{Vi/E} = (D_{Vi} )_{Vi/E} = (D_{V /E})_{Vi/E} ØvlØetsØ p-shemoæ po teoreme 3.4. Ots¸da sleduet, qto i D_X ØvlØetsØ p-shemoæ dlØ vseh X ∈ Fib (D). Deæstvitel~no, esli X ≠ V_i, to ffto sleduet iz vtoroæ qasti lemmy 3.6, a esli X = V_i – iz teoremy 3.2 (poskol~ku E – p-ffkvivalentnost~ shemy D_X ). �

Dokazatel~stvo sledstviØ 1.2. Dostatoqnost~, oqevidno, sleduet iz togo, qto mownost~ kaßdoæ 2-orbity gruppy perestanovok delit porØdok fftoæ gruppy. Neobhodimost~ oqevidna pri |G| = 1. V protivnom sluqae pust~ X – orbita gruppy G, soderßawaØ po kraæneæ mere dva fflementa. Togda dlØ kaßdogo x ∈ X imeem Inv (G_x) ≥ Inv (G)_x > Inv (G),

gde Inv (G)_x – naimen~xee rasxirenie shemy Inv (G), soderßawee odnofflementnoe otnoxenie {(x, x)}. Po teoreme 1.1 shema Inv (G_x) ØvlØetsØ p-shemoæ. Sledovatel~no, po indukcii moßno sqitat~, qto G_x – p-gruppa. Poskol~ku X – fibra p-shemy Inv (G), a |G| = |G_x||X|, ots¸da sleduet, qto G – p-gruppa.

DlØ dokazatel~stva vtoroæ qasti sledstviØ predpoloßim, qto C – p-shema i D = Inv (Aut (C)). Poskol~ku D – rasxirenie shemy C, teorema 1.1 vleqœt, qto D ØvlØetsØ p-shemoæ. Sledovatel~-

200 I. N. PONOMARENKO, A. RAHNAMA BARGI

no, v silu dokazannogo vyxe Aut (D) – p-gruppa. DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva dostatoqno zametit~, qto Aut (C) = Aut (D). �

4. Shemy otnoxeniæ

Pust~ V – koneqnoe mnoßestvo i R – razbienie mnoßestva V^2, zamknutoe otnositel~no perestanovki koordinat.^2 Oboznaqim qerez R^∗ mnoßestvo vsevozmoßnyh ob¨edineniæ fflementov iz R. Para C = (V, R) nazyvaetsØ kogerentnoæ konfiguracieæ ili shemoæ na V , esli otnoxenie Δ(V ) prinadleßit mnoßestvu R^∗ i dlØ vseh R, S, T ∈ R qislo c^T_{R,S} = |{v ∈ V : (u, v) ∈ R, (v, w) ∈ S}| ne zavisit ot vybora (u, w) ∈ T . �lementy mnoßestv V , R = R(C) i R^∗ = R^∗(C) nazyva¸tsØ sootvetstvenno toqkami, bazisnymi otnoxeniØmi i otnoxeniØmi shemy C. Qisla |V | i |R| nazyva- ¸tsØ stepen~¸ i rangom fftoæ shemy.

Dve shemy nazyva¸tsØ izomorfnymi, esli suwestvuet biekciØ meßdu ih mnoßestvami toqek, kotoraØ sohranØet bazisnye otnoxeniØ. L¸baØ takaØ biekciØ nazyvaetsØ izomorfizmom fftih shem. Mnoßestvo vseh izomorfizmov shemy C na sebØ obrazuet gruppu, oboznaqaemu¸ qerez Iso (C). �ta gruppa soderßit normal~nu¸ podgruppu

Aut (C) = {f ∈ Sym (V ) : R^f = R, R ∈ R},

nazyvaemu¸ gruppoæ avtomorfizmov shemy C. Obratno, pust~

G 6 Sym (V ) – gruppa perestanovok. Togda para Inv (G) = (V, R),

gde R – mnoßestvo vseh orbit v pokomponentnom deæstvii gruppy G na mnoßestve V^2, ØvlØetsØ shemoæ, priqœm G 6 Aut (C). �ta shema nazyvaetsØ shemoæ 2-orbit gruppy G.

Mnoßestvo vseh shem na V qastiqno uporØdoqeno tak, qto

C 6 C^′ v tom i tol~ko v tom sluqae, esli R^∗ ⊆ (R^′)^∗; v fftom

sluqae my govorim, qto C^′ ØvlØetsØ rasxireniem shemy C. Naibol~xaØ shema nazyvaetsØ trivial~noæ, eœ otnoxeniØmi ØvlØ¸tsØ vse binarnye otnoxeniØ na V ; naimen~xaØ shema imeet rang

6 2 i sovpadaet so shemoæ 2-orbit gruppy Sym (V ). OtobraßeniØ

C → Aut (C), G → Inv (G) (10)

2�lementy iz R predpolaga¸tsØ nepustymi.

O STRUKTURE p–SHEM 201

zada¸t sootvetstvie Galua meßdu shemami otnoxeniæ na V i gruppami perestanovok na V . Zamknutymi ob¨ektami v fftom sootvetstvii ØvlØ¸tsØ xurovy shemy i 2-zamknutye gruppy perestanovok (sm. [3]).

DlØ shemy C = (V, R) poloßim

Fib (C) = {X ⊆ V : Δ(X) ∈ R}, Fib^∗(C) = {X ⊆ V : Δ(X) ∈ R^∗}.

Kaßdyæ fflement mnoßestva Fib (C) nazyvaetsØ fibroæ shemy C. Oqevidno, qto mnoßestvo V ØvlØetsØ diz¨¸nktnym ob¨edineniem fibr i qto dlØ kaßdogo otnoxeniØ R ∈ R suwestvu¸t edinstvennym obrazom opredelœnnye fibry X i Y , dlØ kotoryh R ⊆ X × Y . Qisla

d_{out}(R) = c^{Δ(X)}_{R,RT} , d_{in}(R) = c^{Δ(Y )}_{RT ,R} (11)

nazyva¸tsØ sootvetstvenno stepen~¸ ishoda i stepen~¸ zahoda otnoxeniØ R. Legko videt~, qto d_{out}(x) = |R_{out}(x)| i d_{in}(x) = |R_{in}(x)| dlØ vseh x ∈ X, gde R_{out}(x) = {y ∈ Y : (x, y) ∈ R} i R_{in}(x) = {y ∈ Y : (y, x) ∈ R^T }.

Mnoßestvo vseh ffkvivalentnosteæ na V , prinadleßawih mnoßestvu R^∗, oboznaqaetsØ qerez E = E(C), i ego fflementy nazyva¸tsØ ffkvivalentnostØmi shemy C. Legko videt~, qto Δ(X), Λ(X) ∈ E dlØ vseh X ∈ Fib^∗(C). Moßno pokazat~, qto dlØ kaßdogo otnoxeniØ R ∈ R^∗ naimen~xaØ ffkvivalentnost~ na V , soderßawaØ R, takße prinadleßit mnoßestvu E. DlØ l¸boæ ffkvivalentnosti E ∈ E i l¸bogo mnoßestva X ∈ V /E mnoßestva R_X = {R_X : R ∈ R, R_X ≠ ∅}, R_{V /E} = {R_{V /E} : R ∈ R, R_{V /E} ≠ ∅} ØvlØ¸tsØ mnoßestvami bazisnyh otnoxeniæ nekotoryh shem C_X na X i C_{V /E} na V /E sootvetstvenno; my nazyvaem ih ograniqeniem shemy C na mnoßestvo X i faktor-shemoæ shemy C po modul¸ E.

Odnorodnoæ komponentoæ shemy C nazyvaetsØ shema C_X , gde X ∈ Fib (C). Esli imeetsØ lix~ odna odnorodnaØ komponenta, t.e. |Fib (C)| = 1, my govorim, qto C – odnorodnaØ shema. V fftom sluqae d_{in}(R) = d_{out}(R) dlØ vseh R ∈ R i my oboznaqaem ffto qislo qerez d(R). OdnorodnaØ shema C nazyvaetsØ regulØrnoæ, esli d(R) = 1 dlØ vseh R ∈ R. Moßno dokazat~, qto kaßdaØ regulØrnaØ shema na V imeet vid Inv (G), gde G 6 Sym (V ) – regulØrnaØ gruppa perestanovok (sm. [2, teorema 4.4]).

202 I. N. PONOMARENKO, A. RAHNAMA BARGI

Literatura

1. S. Evdokimov, M. Karpinski, I. Ponomarenko, On a new high dimensional Weisfeiler-Leman algorithm. — J. Algebraic Combin. 10 (1999), 29–45.

2. S. Evdokimov, I. Ponomarenko, Separability number and Schurity number of coherent configurations. — Electron. J. Combin. 7 (2000), #R31.

3. I. A. Faradžev, M. H. Klin, M. E. Muzychuk, Cellular rings and groups of automorphisms of graphs. — In: I. A. Faradžev et al. (eds), Investigations in Algebraic Theory of Combinatorial Objects, Kluwer Acad. Publ., Dordrecht (1994), pp. 1– 152.

4. D. G. Higman, Coherent configurations. — Geom. Dedicata 4 (1975), 1–32. 5. M. Klin, M. Muzychuk, C. Pech, A. Woldar, P.-H. Zieschang, Association schemes on 28 points as mergings of a half-homogeneous coherent configuration. — European J. Combin. (2006), doi:10.1016/j.ejc.2006.08.010.

6. I. Ponomarenko, Cellular algebras and graph isomorphism problem. — Research

Report No. 8592-CS, University of Bonn (April 1993).

7. B. Weisfeiler (ed.), On Construction and Identification of Graphs. — Springer

Lecture Notes 558 (1976).

8. P.-H. Zieschang, Algebraic Approach to Association Schemes. Springer, Berlin–

Heidelberg (1996).

9. P.-H. Zieschang, Theory of Association Schemes. — Springer Monographs in

Mathematics (2005).

Ponomarenko I. N., Rahnamai Barghi A. On the structure of pschemes.

We introduce and study an analog of p-groups in general scheme theory. It is proved that a scheme is a p-scheme if and only if so is each homogeneous component of it. Moreover, the automorphism group of a p-scheme is a p-group, and the 2-orbit scheme of a permutation group G is a p-scheme if and only if G is a p-group. Both of these statements follow from the fact that the class of p-schemes is closed with respect to extensions.

Postupilo 15 marta 2007 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN E-mail: inp@pdmi.ras.ru

Institute for Advanced Studies in Basic Sciences, Gava Zang, Zanjan, Iran E-mail: rahnama@iasbs.ac.ir