Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 344, 2007 g.

F. V. Petrov

OCENKI QISLA RACIONAL^NYH TOQEK NA VYPUKLYH KRIVYH I POVERHNOST˚H

Vvedenie

Oboznaqim qerez L_n mnoßestvo uzlov rexetki

(_1

n Z^{)d}. Polo-

ßim L_n = ∪^n_{m=1}L_m. DlØ proizvol~nogo mnoßestva A ⊂ R^d qerez

k_n(A) oboznaqim koliqestvo fflementov mnoßestva A∩L_n, a qerez K_n(A) – koliqestvo fflementov mnoßestva A ∩ L_n.

DlØ dvuh veliqin u, v budem pisat~ u 6_d v, esli u 6 C_d · v dlØ nekotoroæ konstanty C_d > 0, zavisØweæ tol~ko ot razmernosti d. V rabotah Verxika [2] i Barani [3] obnarußena svØz~ asimptotiki celoqislennyh mnogogrannikov i ponØtiØ affinnoæ plowadi poverhnosti (na ploskosti – affinnoæ dliny krivoæ). RazvivaØ fftu svØz~, my dadim (okonqatel~nyæ naqinaØ s razmernosti 5) otvet na vopros, zadannyæ avtoru S. V. KonØginym, o povedenii k_n(γ) i K_n(Γ) ne pri skol~ ugodno bol~xih znaqeniØh n, a pri vseh dostatoqno bol~xih n. OkazyvaetsØ, qto

lim inf k_n(γ)/ log n < ∞ pri d = 2 i lim inf k_n(γ)/n^{d−2} < ∞ pri d ¿ 3.

˚ gluboko priznatelen A. M. Verxiku za vvedenie v fftot krug voprosov i mnogoqislennye poleznye obsußdeniØ. ˚ takße priznatelen S. V. KonØginu za postanovku voprosa o povedenii k_n(Γ) “v nißnem predele” i drugie poleznye obsußdeniØ i �. L¸tvaku za cennye konsul~tacii po affinnoæ geometrii. Krome togo, Ø blagodaren N. V. Cileviq za twatel~noe redaktirovanie rukopisi.

1. Predvaritel~nye svedeniØ: affinnaØ plowad~ poverhnosti

Esli K ⊂ R^d – vypuklyæ kompakt s dostatoqno gladkoæ graniceæ, to ego affinnaØ plowad~ poverhnosti as(K) opredelØetsØ 174

OCENKI QISLA RACIONAL^NYH TOQEK 175 kak as(K) = ∫ ∂K κ^{1/(d+1)}dμ, gde κ – gaussova krivizna, a μ – mera Lebega ((d−1)-mernaØ mera Hausdorfa) na ∂K.

Nazvanie obuslovleno tem, qto affinnaØ plowad~ poverhnosti ne menØetsØ pri affinnyh preobrazovaniØh prostranstva R^d s opredelitelem 1 (a pri gomotetii s kofffficientom λ umnoßaetsØ na λ^{d(d−1)/(d+1)}).

Nam ponadobitsØ sledu¸wee prostoe neravenstvo:

as(K) 6_d V (K)^d

�1_{d+1} (1.1)

Dokazatel~stvo osnovano na affinnoæ invariantnosti as. Ne umalØØ obwnosti, V (K) = 1 (obe qasti ime¸t odinakovu¸ stepen~ odnorodnosti). Kak izvestno, l¸boe telo ob¨ema 1 moßno zakl¸qit~ v simpleks ob¨ema ne bol~xe qem C_d (konstanta C_d zavisit tol~ko ot d). PerevodØ fftot simpleks v pravil~nyæ affinnym preobrazovaniem s opredelitelem 1, my poluqim kompakt s plowad~¸ poverhnosti ne bolee C_d i toæ ße affinnoæ plowad~¸ poverhnosti. Teper~ primenim oqevidnoe neravenstvo

κ^{1d+1} 6 κ + 1 i poluqim, qto ∫ ∂K κ^{1d+1} 6 ∫ ∂K κ + ∫ ∂K 1 6d 1

(pervyæ integral ne zavisit ot K po teoreme Gaussa–Bonne, vtoroæ est~ plowad~ poverhnosti K, kotoru¸ my uße ocenili). Neravenstvo dokazano.

Zametim, qto esli poverhnost~ K gladkaØ lix~ v neskol~- kih mestah, to analogiqnoe neravenstvo verno dlØ integrala ot

κ^{1/(d+1)}, vzØtogo “po fftim mestam”.

ImeetsØ mnogo (aposteriori sovpada¸wih) obobweniæ fftogo ponØtiØ na proizvol~nye vypuklye kompakty. Sm., naprimer, rabotu Verner [5] i privedennu¸ tam bibliografi¸.

Vvedem neskol~ko ponØtiæ. Esli K – vypuklyæ kompakt v R^d, budem nazyvat~ K-xapkoæ pereseqenie K i nekotorogo (affinnogo) poluprostranstva v R^d. Dnom bottom(H) xapki H budem nazyvat~ pereseqenie K s graniceæ opredelØ¸weæ H giperplosko-

176 F. V. PETROV

sti. Esli dva poluprostranstva otliqa¸tsØ parallel~nym perenosom, sootvetstvu¸wie xapki budem nazyvat~ pohoßimi. Odna iz dvuh pohoßih xapok soderßitsØ v drugoæ, sootvetstvenno budem nazyvat~ ih men~xeæ i bol~xeæ pohoßimi xapkami.

Nam ponadobitsØ sledu¸wee opredelenie affinnoæ plowadi poverhnosti proizvol~nogo vypuklogo tela [5].

DlØ t > 0 opredelim plava¸wee telo K_t kak mnoßestvo toqek

x ∈ K, ne prinadleßawih ni odnoæ xapoqke ob¨ema men~xego

qem t. �to est~ vypuklyæ kompakt, nepustoæ pri dostatoqno malyh t. Predel

lim_{t→0} V (K) − V (K_t) t^{2d+1}

budem nazyvat~ affinnoæ plowad~¸ poverhnosti as(K) vypuklogo tela K. OkazyvaetsØ, qto fftot predel suwestvuet dlØ vseh vypuklyh tel. DlØ gladkih tel on sovpadaet (s toqnost~¸ do mnoßitelØ, zavisØwego tol~ko ot razmernosti) s affinnoæ plowad~¸ poverhnosti (sm. [5]).

Nam ponadobitsØ takße sledu¸waØ lemma o pokrytii xapoqkami ([7, lemma 4]).

Lemma 1.1. DlØ dostatoqno malogo poloßitel~nogo ε < ε0(d) su-

westvuet takoe pokrytie granicy ∂K vypuklogo kompakta K ⊂

R^d xapoqkami H1, H2, . . . , Hn, qto

(i) ob¨em V (H_i) kaßdoæ xapoqki ne bol~xe ε;

(ii) naædutsØ takie poparno nepereseka¸wiesØ podmnoßestva C_i ⊂ H_i, qto V (C_i) ¿_d ε.

Pust~ snaqala as(K) > 0. Vyberem ε < ε_0(d) takim, qto V (K)−

V (K_ε) < 2as(K)ε^{2d+1} . Zatem vyberem pokrytie, udovletvorØ¸wee

usloviØm lemmy. Togda iz usloviØ (ii) imeem nε 6d V (K) − V (Kt) 6d as(K)ε^{2d+1} . Znaqit, ∑

V (H_i)^d

�1_{d+1} 6_d nε^d �1_{d+1} 6_d as(K). Analogiqno, esli as(K) = 0, to moßno naæti xapoqki H_i, pokryva¸wie granicu K, takie, qto ∑ V (H_i)^d

�1_{d+1} = o(1).

My dokazali sledu¸wee predloßenie.

OCENKI QISLA RACIONAL^NYH TOQEK 177

Predloßenie 1.2. Poverhnost~ vypuklogo tela K moßno po-

kryt~ koneqnym qislom xapoqek H_i tak, qto ∑ V (H_i)^d

�1_{d+1} 6_d as^′(K), gde as^′(K) = as(K), esli as(K) > 0, i as^′(K) – l¸boe poloßitel~- noe qislo, esli as(K) = 0.

Zameqanie. Kak ukazal avtoru �. L¸tvak, mnoßestvo strogo

vypuklyh tel s poloßitel~noæ affinnoæ plowad~¸ poverhnosti imeet pervu¸ kategori¸ Bffra (v smysle metriki Hausdorfa) [6].

2. Ocenka ob¨ema vypukloæ oboloqki “sil~no nepereseka¸wihsØ” mnoßestv

Sil~no nepereseka¸wimisØ nazovem neskol~ko vypuklyh mnoßestv v R^d, ni odno iz kotoryh ne peresekaetsØ s vypukloæ oboloqkoæ ostal~nyh. Zdes~ my dokaßem kl¸qevoe dlØ posledu¸wego neravenstvo, svØzyva¸wee ob¨emy sil~no nepereseka¸wihsØ vypuklyh mnoßestv i ob¨em ih vypukloæ oboloqki Nam potrebuetsØ sledu¸wee tehniqeskoe utverßdenie.

Lemma 2.1. Esli H – nekotoraØ xapka, to naædetsØ men~xaØ

pohoßaØ xapka H_1 i vypuklaØ poverhnost~ Γ ⊂ H_1, takaØ, qto Γ ∪ bottom(H_1) est~ zamknutaØ vypuklaØ poverhnost~ i as(Γ) ¿_d V (H)^d �1_{d+1} . Zdes~ pod as ponimaetsØ integral ot κ^{1/(d+1)}, vzØtyæ po kakomu-to gladkomu kusku poverhnosti Γ. V deæstvitel~nosti as(Γ) budet razve qto bol~xe.

Dokazatel~stvo. Pust~ dno xapki H leßit v giperploskosti R^{d−1} = {x = (x1, x2, . . . , xd) : xd = 0}, H ⊂ R^d+ = {x = (x_1, x_2, . . . , x_d) : x_d ¿ 0}. Pust~ h – vysota xapki H (naibol~xaØ x_d-koordinata toqek xapki H), pust~ ona dostigaetsØ v toqke

A, i pust~ S – naibol~xiæ (d −1)-mernyæ ob¨em gorizontal~nyh (parallel~nyh dnu) seqeniæ H. Togda V (H) 6 S ·h. Zametim, qto naædetsØ seqenie T xapki H ob¨emom ¿_d S na vysote ne bol~xeæ h/2. �to sleduet iz vypuklosti vverh kornØ (d − 1)-oæ stepeni iz ob¨ema seqeniØ kak funkcii vysoty (poslednee ravnosil~- no neravenstvu Brunna–Minkovskogo). Zamenim H na pohoßu¸ xapku, dno kotoroæ est~ T . Ob¨em fftoæ novoæ xapki, oqevidno,

178 F. V. PETROV

ne men~xe qem C_d · V (H). Oboznaqim za H fftu novu¸ xapku i budem dokazyvat~ lemmu dlØ nee.

Vpixem v T simpleks X naibol~xego ob¨ema. Ne umalØØ obwnosti, moßno sqitat~, qto centroid fftogo simpleksa est~ naqalo koordinat, i togda T soderßitsØ v simplekse X^′ := −(d − 1)X: X ⊂ T ⊂ X^′ := −(d − 1)X. Rassmotrim d-mernyæ simpleks Y = conv(X, A) i bol~xiæ simpleks Y^′ = conv(X^′, A). Poskol~ku uslovie lemmy invariantno otnositel~no deæstviØ affinnyh preobrazovaniæ, moßno sqitat~ simpleks Y^′ pravil~nym s rasstoØniem meßdu verxinami 1 (ili drugim fiksirovannym simpleksom). Ob¨em xapki H budet porØdka konstanty. Rassmotrim vypuklu¸ poverhnost~ Γ_0 vnutri Y^′, obrazu¸wu¸ vmeste s X^′ zamknutu¸ vypuklu¸ poverhnost~. Vyberem Γ_0 tak, qtoby gaussova krivizna v teh ee toqkah, kotorye leßat vnutri Y , suwestvovala i byla poloßitel~noæ. Rassmotrim vypuklyæ kompakt K_1, ØvlØ¸wiæsØ vypukloæ oboloqkoæ Γ_0 ∩ Y i T . V kaqestve Γ voz~mem ∂K_1 \ T . Po postroeni¸ poverhnost~ Γ soderßit nekotoryæ gladkiæ kusok

Γ_0 s poloßitel~noæ gaussovoæ kriviznoæ, pofftomu ona udovle-

tvorØet trebuemoæ ocenke na affinnu¸ plowad~.

Pust~ H_i, i = 1, . . . , n, – nepereseka¸wiesØ K-xapki, V_i =

V (H_i).

Dokaßem sledu¸wee neravenstvo: ∑ V^d �1_{d+1}

i 6d V^{d�1d+1} . (2.1)

Dokazatel~stvo. Vpixem v kaßdu¸ xapku Hi poverhnost~ Γi

tak, qtoby vypolnØlis~ usloviØ lemmy. Togda levaØ qast~ budet ne bol~xe affinnoæ plowadi poverhnosti vypukloæ oboloqki conv ∪_iΓ_i, kotoraØ v svo¸ oqered~ ne bol~xe qem C_d · V^d

�1_{d+1}

soglasno neravenstvu (1.1).

Osnovnym utverßdeniem fftogo paragrafa ØvlØetsØ sledu¸- waØ lemma.

Lemma 2.2. Pust~ K ⊂ R^d – vypuklyæ kompakt, vypuklye kom-

pakty F_i ⊂ K, i = 1, . . . , n, takovy, qto ni odin kompakt F_i ne peresekaetsØ s vypukloæ oboloqkoæ ostal~nyh. Oboznaqim V_i =

OCENKI QISLA RACIONAL^NYH TOQEK 179

V (F_i), V = V (K). Togda n∑ i=1 V^d �1_{d+1}

i 6d V^{d�1d+1} .

Dokazatel~stvo. Ne umalØØ obwnosti, moßno sqitat~, qto K =

conv ∪F_i. DlØ kaßdogo mnoßestva F_i rassmotrim giperploskost~,

otdelØ¸wu¸ ego ot vseh ostal~nyh mnoßestv. �ta giperploskost~ otdelØet nekotoru¸ K-xapku H_i, soderßawu¸ F_i. Pust~

A_i – samaØ vysokaØ (v smysle rasstoØniØ do ploskosti dna) toq-

ka xapki H_i. ˚sno, qto A_i ∈ F_i. Oboznaqim qerez H^′_i pohoßu¸ na H_i men~xu¸ xapku, dno kotoroæ vtroe bliße k toqke A_i, qem dno xapki H_i. Poskol~ku H^′_i soderßit gomotetiqnyæ s kofffficientom 1/3 obraz mnoßestva F_i, imeem ocenku V (H^′_i) ¿_d V (F_i). Dokaßem, qto xapki H^′_i ne pereseka¸tsØ. Predpoloßim protivnoe – nekotoraØ toqka x smogla popast~ v xapki H^′_1 i H^′_2. Provedem v toqke A_1 giperploskost~, parallel~nu¸ dnu xapki H_1, i oboznaqim za f(·) funkci¸ rasstoØniæ do fftoæ giperploskosti. Pust~ f(x) = 1; togda vne xapki H_1 imeem f ¿ 3. Toqka x leßit v vypukloæ oboloqke mnoßestv F_i. Znaqit, naædutsØ neotricatel~nye qisla λ_i s summoæ 1 i toqki x_i ∈ F_i, takie, qto x = ∑ λ_ix_i. PrimenØØ k fftomu ravenstvu funkci¸ f, poluqaem

1 = f(x) = λ_1f(x_1) + ∑ i¿2^{f(xi)} ¿ 3(λ2 + λ3 + . . . ),

otkuda λ_1 ¿ 2/3. Analogiqno, λ_2 ¿ 2/3, i my poluqaem protivoreqie. Ostalos~ primenit~ neravenstvo (2.1) k xapkam H^′_i.

3. Ocenki koliqestva racional~nyh toqek na poverhnosti

Teorema 3.1. Pust~ K – vypuklyæ mnogogrannik s N verxinami

v R^d. Togda_{V (K) ¿d N d+1d�1 · min Vi,}

gde V_i – ob¨emy vsevozmoßnyh simpleksov s verxinami v verxinah mnogogrannika K.

Dokazatel~stvo. DlØ kaßdoæ verxiny Ai rassmotrim mnogo-

grannik K_i, ØvlØ¸wiæsØ vypukloæ oboloqkoæ ostal~nyh verxin. Pust~ X_i – gran~ mnogogrannika K_i, takaØ, qto A_i i K_i leßat po raznye storony ot X_i. Oboznaqim qerez Y_i vypuklu¸ oboloqku

180 F. V. PETROV

conv(A_i, K_i). Rassmotrim dlØ kaßdogo i mnogogrannik Y^′_i , gomo-

tetiqnyæ Y_i s centrom A_i i kofffficientom 1/3. Zametim, qto kaßdaØ toqka mnogogrannika Y_i predstavima kak lineænaØ kombinaciØ toqek A_i, priqem kofffficient pri A_i ne men~xe qem 2/3. Dokaßem, qto Y^′_i ne peresekaetsØ s vypukloæ oboloqkoæ ostal~- nyh Y^′_j . Pust~ i = 1. V vypukloæ oboloqke mnoßestv Y_2, Y_3, . . . kaßdaØ toqka x predstavima kak vypuklaØ kombinaciØ verxin A_i mnogogrannika K, priqem kofffficient pri verxine A_1 ne bol~- xe qem 1/3 (ffto verno dlØ kaßdogo iz mnoßestv X_2, X_3, . . . po otdel~nosti, a stalo byt~, i dlØ ih vypukloæ oboloqki.) Znaqit, rasstoØnie ot x do ploskosti X_1 ne bol~xe treti rasstoØniØ do fftoæ ploskosti ot toqki A_1 (rasstoØnie sqitaem so znakom tak, qtoby v toqke A_1 ono bylo poloßitel~nym, a v ostal~nyh verxinah nepoloßitel~nym). A v mnogogrannike Y_1 rasstoØnie do fftoæ ploskosti ne men~xe dvuh treteæ rasstoØniØ do nee ot toqki A_1. Ostalos~ primenit~ lemmu 2.2.

Sledstvie 1 (�ndr¸s [4]). Pust~ K – vypuklyæ mnogogrannik s

N celymi verxinami v R^d. Togda

V (K) ¿_d N^{d+1d}�^1 .

Dokazatel~stvo srazu sleduet iz teoremy i togo fakta, qto ob¨em d-mernogo simpleksa kraten 1/d!.

Sledstvie 2. Pust~ K – vypuklyæ mnogogrannik v R^d s N ver-

xinami, koordinaty kotoryh racional~ny i ne prevoshodØt m. Togda V (K) ¿_d N^{d+1d}�^1 · m^{−(d+1)}.

Dokazatel~stvo. DlØ nekotorogo d-mernogo simpleksa X ras-

smotrim d + 1 vektorov vida (x_1, x_2, . . ., x_d, 1), sopostavlennyh verxinam (x_1, x_2, . . . , x_d) simpleksa. Opredelitel~, sostavlennyæ iz fftih vektorov, raven ±V (X)/d!. Esli vse verxiny racional~ny, to fftot opredelitel~ est~ celoe qislo, delennoe na proizvedenie znamenateleæ. Esli vse znamenateli ne bol~xe m, to opredelitel~ ne men~xe qem m^{−(d+1)}. Ostalos~ vospol~zovat~sØ teoremoæ 3.1.

Zameqanie. Po suwestvu, teorema 3.1 byla dokazana v [4], hotØ

tam ona ne byla Øvno sformulirovana i ispol~zovalas~ lix~ v sluqae sledstviØ 1.

OCENKI QISLA RACIONAL^NYH TOQEK 181

Teorema 3.2. Pust~ V est~ ob¨em vypukloæ oboloqki poverhno-

sti Γ. Pri d ¿ 2 dlØ dostatoqno bol~xih n > N (Γ) vypolnØetsØ ocenka

K_n(Γ) 6_d n^{d−1} · V^d

�1_{d+1} ; (3.1)

pri d ¿ 3 naædetsØ skol~ ugodno bol~xoe n, takoe, qto

k_n(Γ) 6_d n^{d−2} · V^d

�1_{d+1} . (3.2)

Pri d = 2 dlØ ograniqennoæ strogo vypukloæ krivoæ γ, plowad~ vypukloæ oboloqki kotoroæ ravna S, naædutsØ skol~ ugodno bol~xie n, dlØ kotoryh k_n(γ) 6_2 log n · S^{1/3}. (3.3)

Dokazatel~stvo. Pervoe utverßdenie srazu sleduet iz sled-

stviØ 2 teoremy 3.1 (esli sootvetstvu¸wie racional~nye toqki ne obrazu¸t mnogogrannika, to deæstvuem indukcieæ po razmernosti). Vtoroe utverßdenie sleduet iz pervogo i formuly vkl¸qeniæ i iskl¸qeniæ: n∑ m=1 k_m(Γ) = K_n(Γ) + K[ n_2 ](Γ) + K[ n_3 ](Γ) + · · ·+ K_1(Γ) 6_d U_d(n) · V^d

�1_{d+1} , (3.4) gde U_2(n) = n log n, U_d(n) = n^{d−1} pri d ¿ 3.

Deæstvitel~no, oboznaqaØ qerez k^∗_n(Γ) koliqestvo toqek mnoßestva (Γ ∩ L_n) \ L_{n−1}, nesloßno videt~, qto obe (pervaØ i vtoraØ) qasti formuly (3.4) ravny sledu¸wemu vyraßeni¸: n∑ s=1 k^∗_s (Γ) [_n s ] . Ostalos~ zametit~, qto pri d ¿ 3 rØd ∑ k^{−(d−1)} shoditsØ, a

pri d = 2 ego qastiqnye summy rastut logarifmiqeski.

Iz neravenstva (3.4) imeem n 2 · min n/26m6n^{km(γ)} 6^{d Ud(n),} otkuda sledu¸t ocenki (3.2), (3.3).

S pomow~¸ lemmy 1.1 moßno usilit~ teoremu 3.2.

182 F. V. PETROV

Teorema 3.3. Pust~ as est~ affinnaØ plowad~ poverhnosti vypu-

kloæ oboloqki ograniqennoæ strogo vypukloæ poverhnosti Γ ⊂ R^d. V sluqae d = 2 oboznaqim za al affinnu¸ dlinu dannoæ ograniqennoæ strogo vypukloæ krivoæ γ. Pri d ¿ 2 dlØ dostatoqno bol~xih n > N (Γ) vypolnØetsØ ocenka

K_n(Γ) 6_d n^{d−1} · as^′;

dlØ d ¿ 3 pri dostatoqno bol~xih n vypolnØetsØ ocenka

k_n(Γ) 6_d n^{d−2} · as^′.

Pri d = 2 pri dostatoqno bol~xih n dlØ ograniqennoæ strogo vypukloæ krivoæ γ, plowad~ vypukloæ oboloqki kotoroæ ravna S, ime- em k_n(γ) 6_2 log n · al^′.

Zdes~ as^′ oboznaqaet as, esli as > 0, i l¸boe poloßitel~noe qislo, esli as = 0, i analogiqnoe soglaxenie imeet mesto dlØ al.

Dokazatel~stvo. Vyberem pokrytie poverhnosti vypuklogo te-

la conv(Γ) xapoqkami, udovletvorØ¸wee usloviØm predloßeniØ 1.2, i primenim k kaßdoæ xapoqke teoremu 3.2.

Analogiqno dokazyvaetsØ, qto pri l¸bom dostatoqno bol~xom znaqenii n vypolnØetsØ ocenka

k_n(Γ) 6_d as^′ · n^{d(d}

�1)_{d+1} , gde as^′ imeet tot ße smysl, qto i v teoreme 3.3. V [9] dokazano, qto na ploskosti k_n(γ) = o(n^{2/3}).

4. O toqnosti ocenok teoremy 3.2 Predyduwie paragrafy otnosilis~ skoree k geometrii. Zdes~ my obratimsØ k arifmetike.

Ocenki (3.1) i (3.2) toqny naqinaØ s d = 2 i d = 5 sootvetstvenno. Primerom poverhnosti, na kotoroæ maksimal~no mnogo racional~nyh toqek, ØvlØetsØ ediniqnaØ sfera.

Teorema 4.1. DlØ ediniqnoæ sfery Γ = S^{d−1} s centrom v nule

ime¸t mesto sledu¸wie ocenki snizu:

K_n(S^{d−1}) ¿_d n^{d−1} (4.1)

OCENKI QISLA RACIONAL^NYH TOQEK 183

dlØ d ¿ 2 i k_n(S^{d−1}) ¿_d n^{d−2} (4.2)

dlØ d ¿ 5.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim snaqala sluqaæ d = 2. Kaßdoæ ne-

sokratimoæ pravil~noæ drobi t = a/b, b < √ n/2, sootvetstvuet toqka (2t/(1+t^2), (1−t^2)/(1+t^2)) na ediniqnoæ okrußnosti so znamenatelem ne bol~xe n. Pri fftom raznym drobØm sootvetstvu¸t raznye toqki. Poskol~ku nesokratimyh drobeæ so znamenatelem

6 n ne men~xe qem cn^2, poluqaem ocenku Kn(S^1) ¿ c · n.

Pereædem k sluqa¸ d ¿ 3. Pust~ A(n) oboznaqaet koliqestvo rexeniæ uravneniØ x^2_1 + x^2 + · · · + x^2_d = y^2 v celyh qislah, ne prevoshodØwih po modul¸ n, i B(n) = K_n(S^{d−1}). Togda A(n) = B(n) + B(n/2) + B(n/3) + . . . (ffto ravenstvo dokazyvaetsØ analogiqno formule (3.4)). Krome togo, B(n) 6 C_dn^{d−1} dlØ nekotoroæ konstanty C_d – ffto sleduet iz neravenstva (3.1) dlØ Γ = S^{d−1}. Ots¸da poluqaem, qto esli

A(n) ¿ C^′_d · n^{d−1} dlØ nekotoroæ konstanty C^′_d, to B(n) ¿_d n^{d−1}. V

samom dele, vyberem takoe N > 0, qto C_d ∑ k>N k^{1−d} < C^′_d/2. Togda N B(n) ¿ B(n) + B(n/2) + · · · + B(n/N ) = A(n) − ∑ k>N B(n/k) ¿_d n^{d−1}. Takim obrazom, dostatoqno pokazat~, qto A(n) ¿_d n^{d−1}. DlØ

n ¿ 4 zametim, qto uravnenie x^2_1 + x^2 + . . . + x^2_d = y^2 pri ka-

ßdom neqetnom y imeet hotØ by c_d · |y|^{d−1} rexeniæ v celyh qislah x_1, x_2, . . . , x_d. Deæstvitel~no, pri d = 4 koliqestvo rexeniæ po teoreme ˚kobi ravno uqetverennoæ summe deliteleæ n. Esli d > 4, to, vybiraØ proizvol~nye qetnye x_5, x_6, . . . , x_d v promeßutke [0, |y|/d], my smoßem zatem podobrat~ podhodØwie

x_1, x_2, x_3, x_4 hotØ by |y| sposobami. SummiruØ po vsem neqetnym

y, poluqaem trebuemu¸ ocenku.

Takße zametim, qto pri d ¿ 5 uravnenie x^2_1 + . . . + x^2_d = n^2 pri l¸bom n imeet hotØ by C_d · n^{d−2} rexeniæ. Dostatoqno vybrat~ proizvol~nye x_5, x_6, . . . , x_d podhodØweæ qetnosti v promeßutke

[0, |y|/d], a zatem podobrat~ podhodØwie x_1, x_2, x_3, x_4 – hotØ by |y| sposobami. �to dokazyvaet ocenku (4.2).

184 F. V. PETROV

Teper~ rassmotrim podrobnee sluqaæ d = 3. Oboznaqim za

C(x) koliqestvo uporØdoqennyh par {z_1, z_2} vzaimno prostyh ce-

lyh gaussovyh qisel, takih, qto max(|z_1|, |z_2|) 6 x. Tak, C(x) = 0 pri x < 1. Zametim, qto obwee koliqestvo D(x) uporØdoqennyh par gaussovyh qisel, ne prevoshodØwih po modul¸ x, ravno D(x) = ′∑ z∈Z[i]^{C(x/|z|),} gde summirovanie proizvoditsØ po vsem nenulevym gaussovym celym, priqem iz qisel {a, −a, i · a, −i · a} vybiraetsØ rovno odno (to est~ faktiqeski summirovanie proizvoditsØ po nenulevym idealam v Z[i]). �to srazu vidno, esli zametit~, qto koliqestvo par s NOD, ravnym a, ravno C(x/|a|).

Poskol~ku D(x) rastet kak π^2x^4, a rØd ∑ z∈Z[i] |z|^{−4} shoditsØ,

analogiqno rassußdeni¸ s A(n) i B(n) poluqaem, qto C(x) ¿ cx^4 pri x > 1.

Rassmotrim paru θ = {z_1, z_2} vzaimno prostyh gaussovyh qisel z_1 = a + bi i z_2 = c − di, dlØ kotoryh A := a^2 + b^2 < n/2, B :=

c^2 + d^2 < n/2. Oboznaqim u = (a + bi)(c − di) = (ac + bd) + (bc − ad)i.

Pare θ postavim v sootvetstvie rexenie x_1 = 2(ac + bd) = 2ℜu,

x_2 = 2(bc − ad) = 2ℑu, x_3 = a^2 + b^2 − c^2 − d^2 = A − B, y = a^2 + b^2 + c^2 + d^2 = A + B uravneniØ x^2_1 + x^2 + x^2_3 = y^2 v celyh qi-

slah, po modul¸ men~xih n. Zametim, qto odno i to ße rexenie stavilos~ v sootvetstvie ne bolee qem xestnadcati razliqnym param θ. Deæstvitel~no, znaØ x_1, x_2, x_3, y, moßno vosstanovit~ znaqeniØ qisel A, B, u. Iz vzaimnoæ prostoty z_1 i z_2 sleduet, qto NOD(A, u) = a + bi, NOD(B, u) = c − di. To est~ qisla z_1, z_2 opredeleny s toqnost~¸ do umnoßeniØ na edinicy kol~ca Z[i].

Po dokazannomu koliqestvo takih par θ ne men~xe qem c · n^2, qto i trebovalos~.

5. Drugie posledovatel~nosti melkih setok

OgraniqimsØ rassmotreniem ploskogo sluqaØ. Rassmotrim sledu¸wiæ vopros. Pust~ zadana posledovatel~- nost~ natural~nyh indeksov s_1 < s_2 < . . . . Naskol~ko bystro moßet rasti posledovatel~nost~ k(s_n; γ) s rostom n (zdes~ my pereoboznaqili k_m(γ) → k(m, γ) vo izbeßanie dvoænyh indeksov)? OkazyvaetsØ, qto otvet zavisit ne tol~ko ot skorosti rosta posledovatel~nosti {s_n}, no i ot ee arifmetiqeskih svoæstv.

OCENKI QISLA RACIONAL^NYH TOQEK 185

Pred¨Øvim dve kvadratiqno rastuwie posledovatel~nosti, dlØ kotoryh otvet na vopros o maksimal~no vozmoßnom roste veliqiny k(s_n; γ) suwestvenno razliqaetsØ.

Snaqala rassmotrim posledovatel~nost~ s_n = n^2. KrivaØ

γ = {(t, t^2), −1 6 t 6 1} pokazyvaet, qto k(s_n, γ) moßet rasti kak

minimum lineæno po n.

Teper~ rassmotrim mnoßestvo qisel vida 2^k ·m, gde m 6 2^k (to est~ qisel, dlØ kotoryh naibol~xiæ neqetnyæ delitel~ men~xe, qem maksimal~naØ delØwaØ qislo stepen~ dvoæki). Nazovem ih milymi. Pronumeruem ih: 2 = s_1 < s_2 < . . . .

Zametim, qto koliqestvo milyh qisel, ne prevoshodØwih 2^{2N} , ne men~xe 2^N (milymi ØvlØ¸tsØ vse qisla vida 2^N · 1, 2^N ·

2, . . . , 2^N ·2^N ) i ne bol~xe qem 2^{N+1} (dlØ kaßdogo k = 1, 2, . . . , N −1

naædetsØ ne bolee qem 2^k milyh qisel, kratnyh 2^k, no ne kratnyh

2^{k+1}; ewe ne bolee qem 2^N milyh qisel kratny 2^N ; itogo imeet-

sØ ne bolee qem 2 + 2^2 + · · · + 2^N < 2^{N+1} milyh qisel). Ots¸da sleduet, qto s_n est~ qislo porØdka n^2.

Ocenim sverhu infimum inf 2^{2N}�^1 6m62^{2N} k(m, γ) dlØ nekotoroæ fiksirovannoæ ograniqennoæ strogo vypukloæ krivoæ γ, vzØtyæ po vsem milym qislam m iz ukazannogo promeßutka. Budem rassmatrivat~ tol~ko milye qisla vida 2^N p, gde p – prostoe qislo iz promeßutka (2^{N−1}, 2^N ). Takih milyh qisel hotØ by c2^N /N , gde c – nekotoraØ absol¸tnaØ konstanta. Nazovem ffti milye qisla zameqatel~nymi. Nekotorye toqki setok L_k s zameqatel~nymi k mogut leßat~ na setke L_2N . No ih ne bolee C(γ) · 2^{2N/3} (sledstvie 1 teoremy 3.2). Iskl¸qim ih iz rassmotreniØ. Teper~ dlØ vseh razliqnyh zameqatel~nyh k toqki setok L_k, leßawie na γ, razliqny. Zametim, qto l¸- bye tri takie toqki obrazu¸t treugol~nik plowadi ne menee qem 1/(2 · 2^{2N} p_1p_2p_3) ¿ 2^{−5N−1} (dokazatel~stvo analogiqno dokazatel~stvu sledstviØ 2 teoremy 3.1). Ots¸da sleduet, qto obwee koliqestvo toqek s zameqatel~nymi znamenatelØmi ne prevoshodit C(γ)2^{5N/3}. Znaqit, dlØ odnogo iz zameqatel~nyh znamenateleæ toqek ne bolee qem C(γ) · N · 2^{2N/3}.

Itak, dlØ posledovatel~nosti milyh znamenateleæ okazyvaetsØ, qto lim inf k(s_n, γ) ·^1_{log n·n2/3} < ∞.

186 F. V. PETROV

�tot primer pokazyvaet, qto otvet na vopros o vozmoßnom koliqestve toqek melkih setok na krivoæ zavisit ne tol~ko ot razmerov setok, no i ot ih vzaimoraspoloßeniØ. Pofftomu estestvenno rassmatrivat~ ne tol~ko setki L_n =^1_n Z^2, no i sdvinutye setki L^′_n = x_n +^1_n Z^2, gde x_n – nekotoryæ vektor sdviga (vybiraemyæ, voobwe govorØ, proizvol~no).

Zdes~ udalos~ dokazat~ sledu¸wu¸ ocenku, namnogo bolee slabu¸, qem ocenka (3.3) (kotoraØ sootvetstvuet sluqa¸ nesdvinutyh setok).

Pust~ L^′_n – mnoßestvo uzlov nekotoroæ setki s xagom 1/n (voobwe govorØ, 0 /∈ L^′_n), a γ – ograniqennaØ strogo vypuklaØ krivaØ na ploskosti. Oboznaqim k^′_n(γ) = #(L^′_n ∩ γ).

Teorema 5.1. V fftih oboznaqeniØh

lim inf k^′_n(γ) log^{1/6} n · √ n < ∞. Nam potrebuetsØ sledu¸waØ lemma.

Lemma 5.2. Pust~ R, S > 1. Togda koliqestvo (ne ravnyh drug

drugu) treugol~nikov s celymi verxinami, dliny storon kotoryh ne bol~xe R, a plowad~ ne bol~xe S, ne prevoshodit C · R^2S.

Dokazatel~stvo. Pust~ naqalo koordinat toqka O – odna iz

verxin treugol~nikov. Zafiksiruem vektor x = OA odnoæ iz storon i plowad~. Rassmotrim tret~i verxiny fftih treugol~- nikov. Oni leßat na dvuh prØmyh, parallel~nyh vektoru x, i rasstoØnie meßdu sosednimi vozmoßnymi verxinami ravno |x|. Otrezki, vysekaemye prØmymi na okrußnosti radiusa R, ne bol~xe qem 2R. Pofftomu koliqestvo sposobov vybrat~ vektor vtoroæ storony est~ O(R/|x|). SummiruØ po param {(x, znaqenie plowadi)}, poluqaem, qto treugol~nikov ne bol~xe qem C · S ∑ |x|6R R |x|. PoslednØØ summa, kak netrudno videt~, est~ O(R^2).

Dokazatel~stvo teoremy 5.1. IdeØ dokazatel~stva sostoit v

sledu¸wem. DlØ kaßdoæ setki, kotoraØ soderßit mnogo toqek

OCENKI QISLA RACIONAL^NYH TOQEK 187

krivoæ γ, rassmotrim troæki posledovatel~nyh toqek fftoæ setki, leßawie na γ. PoluqitsØ mnogo treugol~nikov s racional~- nymi storonami. Nikakie tri iz nih ne gomotetiqny. PrimenØØ lemmu 5.2, poluqaem trebuemu¸ ocenku.

Privedem samo dokazatel~stvo. Budem rassmatrivat~ prostye qisla n v promeßutke ot N do 2N . Ih koliqestvo est~ veliqina porØdka N/ log(N ). Predpoloßim, qto dlØ kaßdogo takogo n hotØ by C log^{1/6}(N ) √ N toqek sootvetstvu¸weæ setki L^′_n leßat na krivoæ γ (zdes~ C – bol~xaØ zavisØwaØ ot γ konstanta, kotoru¸ my vyberem potom). DlØ kaßdogo n rassmotrim treugol~niki, obrazovannye troækami posledovatel~nyh verxin iz L^′_n ∩ γ. Summa perimetrov fftih treugol~nikov pri fiksirovannom n ograniqena, kak i summa kubiqeskih korneæ iz ih plowadeæ (lemma 2.2). Po neravenstvu Qebyxeva hotØ by polovina iz fftih treugol~nikov imeet plowad~ ne bolee c/(log^{3/10} N ·N^{3/2}), a storony ne bolee

c/(log^{1/6}(N ) √ N ) (zdes~ c – konstanta, kotoraØ mala, esli C velika). Kaßdomu takomu treugol~niku sootvetstvuet treugol~nik s celymi storonami, ne prevoshodØwimi c √ N / log^{1/6} N , i plowa-

d~¸, ne prevoshodØweæ c √ N / log^{3/6} N . Vse takie treugol~niki po

vsem rassmatrivaemym n budut razliqny. Obwee koliqestvo celoqislennyh treugol~nikov s takimi ograniqeniØmi na storony i plowad~ po lemme 5.1 ne prevoshodit cN^{3/2}/ log^{5/6} N . S drugoæ storony, ih hotØ by CN^{3/2}/ log^{5/6} N – protivoreqie.

Voprosy

1. Kak my vyØsnili (dokazatel~stvo sledstviØ 2 teoremy 3.1), l¸bye tri toqki mnoßestva L_n na ploskosti libo kollinearny, libo obrazu¸t treugol~nik plowadi hotØ by c/n^3. Rassmotrim toqki mnoßestva L_n, leßawie v ediniqnom kvadrate. Vsego budet porØdka n^3 toqek. Kak mnogo iz nih moßno otmetit~, qtoby nikakie tri ne byli kollinearny? UtoqnennaØ gipoteza Geælbronna utverßdaet, qto dlØ l¸bogo ε > 0 iz K toqek vnutri ediniqnogo kvadrata moßno vybrat~ tri, obrazu¸wie treugol~- nik plowadi ne bolee qem C_ε ·k^{ε−2} (vozmoßno, vyroßdennyæ). Takim obrazom, iz fftoæ gipotezy sleduet, qto otmetit~ moßno ne bol~xe qem O(n^{3/2+ε}) toqek. S drugoæ storony, primer n^λ otmeqennyh toqek pri λ > 3/2 byl by i kontrprimerom k utoqnennoæ gipoteze Geælbronna.

188 F. V. PETROV

2. DlØ strogo vypuklogo tela K ⊂ R^d opredelim ego modificirovannu¸ affinnu¸ plowad~ poverhnosti kak

lim inf ∑ V^d �1_{d+1} i , gde nißniæ predel beretsØ po vsem pokrytiØm poverhnosti K xapoqkami ob¨emov V_i, maksimal~nyæ iz kotoryh stremitsØ k nul¸.

Iz lemmy 1.1 i neravenstva (1.1) sleduet, qto modificirovannaØ affinnaØ plowad~ poverhnosti as_m(K) i affinnaØ plowad~ poverhnosti as(K) udovletvorØ¸t ocenkam as 6d asm 6 as. KaßetsØ veroØtnym, qto v deæstvitel~nosti as_m = C_d · as dlØ nekotoroæ konstanty C_d, zavisØweæ tol~ko ot razmernosti, no ne ot K. �to opredelenie affinnoæ plowadi poverhnosti bylo by v rØde sluqaev udobnym. Analogiqnyæ vopros moßno zadat~ i pro nißniæ predel

lim sup

max V_i→0 ∑ V^d �1_{d+1} i , vzØtyæ po vsem naboram nepereseka¸wihsØ xapoqek ob¨emov V_i.

3. Verxik [2] dokazal, qto vypuklye mnogougol~niki s verxinami na melkoæ setke, raspoloßennye vnutri dannogo kvadrata F , koncentriru¸tsØ v okrestnosti krivoæ, soderßaweæsØ v F , ime¸weæ maksimal~nu¸ affinnu¸ dlinu (ffta krivaØ obrazovana qetyr~mØ kuskami parabol, vpisannyh v ugly kvadrata; Barani [3] obobwil fftot rezul~tat na sluqaæ proizvol~nogo vypuklogo mnogougol~nika F ). Estestvenno oßidat~ analogiqnogo ØvleniØ i v starxeæ razmernosti. Pervyæ vopros, voznika¸wiæ v svØzi s fftim, – edinstvenna li vypuklaØ poverhnost~ vnutri dannogo mnogogrannika (naprimer, kuba), realizu¸waØ maksimum affinnoæ plowadi (suwestvovanie takoæ poverhnosti nesloßno poluqit~ iz soobraßeniæ kompaktnosti i polunepreryvnosti snizu funkcionala as v metrike Hausdorfa)?

4. Suwestvuet li strogo vypuklaØ krivaØ, dlØ kotoroæ

lim k_n(γ) = +∞? �mpiriqeskie soobraßeniØ podskazyva¸t, qto

da, suwestvuet.

OCENKI QISLA RACIONAL^NYH TOQEK 189

Literatura

1. V. Jarník, Über die Gitterpunkte auf konvexen Kurven. — Math. Z. 24 (1926),

500–518.

2. A. Verxik, Predel~naØ forma vypuklyh mnogougol~nikov. — Funkc. anal.

i ego pril. 28 (1994), 13–20.

3. I. Barany, The limit shape of convex lattice polygons. — Discrete Comput. Geom.

13 (1995), 279–295.

4. G. E. Andrews, A lower bound for the volume of strictly convex bodies with many boundary lattice points. — Trans. Amer. Math. Soc. 106 (1963), 270–279.

5. E. Werner, A general geometric construction for affine surface area. — Studia

Math. 132, No. 3 (1999), 227–238.

6. P. M. Gruber, Baire categories in convexity. — In: Handbook of Convex Geometry,

Vol. A, B, North-Holland, Amsterdam (1993), pp. 1327–1346.

7. I. Barany, The technique of M-regions and cap coverings: a survey. — In: III

International Conference in “Stochastic Geometry, Convex Bodies and Empirical Measures”, Part II (Mazara del Vallo, 1999) (2000), pp. 21–38.

8. I. Barany, A. M. Vershik, On the number of convex lattice polytopes. — Geom.

Funct. Anal. 2, No. 4 (1992), 381–393.

9. F. V. Petrov, O koliqestve racional~nyh toqek na strogo vypukloæ krivoæ. — Funkc. anal. i ego pril. 40, vyp. 1 (2006), 30–42.

Petrov F. V. Estimates for the number of rational points on convex curves and surfaces.

Let Γ ⊂ R^d be a bounded strictly convex surface. Denote by k_n(Γ) the number of points in the set Γ ∩^1_n Z^d. We prove that lim inf k_n(Γ)/n^{d−2} < ∞ for d ¿ 3 and lim inf k_n(Γ)/ log n < ∞ for d = 2.

Postupilo 4 maØ 2007 g. S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN E-mail: fedorpetrov@mail.ru