Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 344, 2007 g.

N. E. Mnœv

O KOMBINATORNYH KUSOQNO-LINE`NYH RASSLOENI˚H STINRODA I FRAGMENTACII POSLO`NOGO GOMEOMORFIZMA

1. Vvedenie.

2. Sborki xarovyh kompleksov, poset R(X) i kategoriØ R(X). 3. Prizmatiqeskie gomeomorfizmy, redukciØ teoremy A k lemme o prizmatiqeskoæ trivializacii.

4. RedukciØ lemmy o prizmatiqeskoæ trivializacii k lemme o sovmestnoæ R(X)-triangulØcii semeæstva posloænyh gomeomorfizmov.

5. Plan rabot po dokazatel~stvu lemmy o sovmestnoæ R(X)-triangulØcii semeæstva posloænyh gomeomorfizmov.

6. Prostranstva P. S. Aleksandrova (“predporØdki”). 7. Obobwennye prizmatiqeskie gomeomorfizmy.

8. Xarovye kompleksy, soglasovannye s diz¨¸nktnymi konfiguraciØmi xarov.

9. NekotoraØ shema neposloænoæ deformacii posloænogo gomeomorfiz- ma. 10. Sistemy grafikov.

11. GomotopiØ posloænogo gomeomorfizma, svØzannaØ s sistemoæ grafikov.

12. Funkcii Hadsona i ih grafiki. 13. Malye xary, razdelenie malyh xarov.

14. Lemma o prizmatiqeskoæ fragmentacii koneqnogo semeæstva posloænyh gomeomorfizmov trivial~nogo rassloeniØ na kube.

15. Dokazatel~stvo lemmy o sovmestnoæ triangulØcii semeæstva posloænyh gomeomorfizmov.

16. Sluqaæ kombinatornyh mnogoobraziæ. Teorema V.

17. KombinatornaØ model~ PL n-rassloeniæ, kasatel~nogo rassloeniØ kombinatornogo mnogoobraziØ i otobraßeniØ Gaussa. Spisok literatury.

Podderßano grantami RFFI 05-01-00899 i NX-4329.2006.1. 56

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 57

1. Vvedenie

1.1. RegulØrnye kletoqnye (ili xarovye) kompleksy na kusoqno-lineænom mnogoobrazii X obrazu¸t qastiqno uporØdoqennoe mnoßestvo (ili “poset”) po podrazbieniØm. My oboznaqaem ffto mnoßestvo qerez R(X). Nam udobno ispol~zovat~ dvoæstvennyæ Øzyk i rassmatrivat~ podrazbienie Q_0 ⊴ Q_1 xarovyh kompleksov kak morfizm “geometriqeskoæ sborki” s naqalom Q_0 i koncom Q_1. SopostavlØØ geometriqeskomu xarovomu kompleksu Q na X kombinatornyæ xarovoæ kompleks P(Q), my zabyvaem geometri¸ i popadaem iz qastiqno uporØdoqennogo mnoßestva xarovyh kompleksov v nekotoru¸ novu¸ kategori¸ R(X), ob¨ekty kotoroæ – abstraktnye xarovye kompleksy, a morfizmy – “kombinatornye sborki”. Kombinatornu¸ sborku abstraktnyh xarovyh kompleksov Q_0 ⇝ Q_1 sleduet predstavlØt~ sebe kak sposob skleit~ abstraktnye xary Q_0 v b&ol~xie xary tak, qtoby poluqit~ kompleks Q_1. Zametim, takoæ sposob moßet byt~ daleko ne edinstvennym.

Risunok 1 dolßen davat~ predstavlenie o edinstvennoæ geometriqeskoæ sborke Q_0 ⊴ Q_1 dvuh konkretnyh geometriqeskih kompleksov, a ris. 2 – o treh vozmoßnyh kombinatornyh sborkah

P(Q_0) = Q_0 ⇝ Q_1 = P(Q_1).

Ris. 1.

S funktorom P svØzano kletoqnoe otobraßenie klassificiru¸wih prostranstv BR(X)^{BP}→ BR(X). Otobraßenie BP imeet estestvennoe opisanie v terminah deæstviØ gruppy kusoqnolineænyh gomeomorfizmov na xarovyh kompleksah na X. �to opisanie takovo: deæstvie kusoqno-lineænyh gomeomorfizmov na

58 N. E. MN´V

mnoßestve R(X) prodolßaetsØ do kletoqnogo deæstviØ diskretnoæ gruppy PL^δ(X) na BR(X):

PL (X)^δ × BR(X) → BR(X). (1)

Kletoqnoe prostranstvo orbit BR(X)/PL (X)^δ fftogo deæstviØ est~ v toqnosti BR(X), i proekciØ BR(X)^{BP}→ BR(X) – proekciØ na kletoqnoe prostranstvo orbit. Otmetim, qto deæstvie (1) v vysxeæ stepeni nesvobodno.

Ris. 2.

KategoriØ R(X) – estestvennyæ ob¨ekt klassiqeskoæ kombinatornoæ topologii mnogoobraziØ X. Naprimer, teorema Aleksandera [2] o svØznosti kombinatornyh mnogoobraziæ po zvezdnym podrazbieniØm est~ utverßdenie o tom, qto klassificiru- ¸wee prostranstvo BR(X) kategorii R(X) ostanetsØ svØznym, esli ograniqit~sØ bolee ruqnym klassom morfizmov – “zvezdnymi sborkami”. Oboznaqim qerez PL (X) simplicial~nu¸ gruppu kusoqno-lineænyh gomeomorfizmov X, oboznaqim qerez |PL (X)| geometriqesku¸ realizaci¸ PL (X) v vide kletoqnoæ topologiqeskoæ gruppy. V rabotah po statistiqeskim modelØm TQFT horoxo izvesten prostoæ fakt, qto

π_1BR(X) ≈ π_0|PL (X)|. (2)

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 59

Gruppa π_0|PL (X)| – ffto kusoqno-lineænaØ modulØrnaØ gruppa (ili “mapping class group”) mnogoobraziØ X. My dokazyvaem obobwenie utverßdeniØ (2).

Teorema A (“O kletoqnoæ kombinatornoæ modeli BPL (X)”).

Prostranstva BR(X) i BPL (X) gomotopiqeski ffkvivalentny.

To est~ R(X) – diskretnaØ kategoriØ, predstavlØ¸waØ raspetlivanie simplicial~noæ gruppy PL (X). V samom raspetlivanii topologiqeskoæ (ili simplicial~noæ) gruppy s pomow~¸ diskretnoæ kategorii net niqego udivitel~nogo, takovoe suwestvuet vsegda, i daße s pomow~¸ diskretnogo monoida [21]. Istoqnik voprosov i zadaq o diskretnyh kategoriØh, predstavlØ¸- wih raspetlivaniØ klassiqeskih prostranstv, – algebraiqeskaØ K-teoriØ prostranstv, naqinaØ so znamenitoæ raboty Hatqera [11], soderßavxeæ rØd predpoloßeniæ o takih modelØh. Sovremennyæ status utverßdeniæ Hatqera avtoru ne vpolne ponØten. Vidimo, bliße vsego k naxim teoremam teorema Steænbergera [27, teorema 1, s. 12], utoqnØ¸waØ gipotezu Hatqera [11, predloßenie 2.5, s. 109] i utverßda¸waØ, qto diskretnaØ kategoriØ uporØdoqennyh koneqnyh simplicial~nyh kompleksov s morfizmami – monotonnymi otobraßeniØmi so stØgivaemymi proobrazami klassificiruet kusoqno-lineænye rassloeniØ Serra.

Pust~ EPL (X) – prostranstvo universal~nogo glavnogo rassloeniØ dlØ gruppy |PL (X)|, |PL (X)| × EPL (X) → EPL (X) – kanoniqeskoe svobodnoe deæstvie i EPL (X) → BPL (X) – proekciØ na prostranstvo orbit. GovorØ neformal~no, my dokazyvaem, qto nesvobodnoe deæstvie diskretnoæ gruppy PL^δ(X) na triangulØciØh vypravlØetsØ, s toqnost~¸ do gomotopii, v kanoniqeskoe svobodnoe deæstvie topologiqeskoæ gruppy |PL (X)| na EPL (X). V takoæ forme naxi rezul~taty rodstvenny ciklu rabot Levitta ([17]) po pred¨Øvleni¸ modeleæ BPL v vide prostranstva orbit stØgivaemogo mnoßestva so svobodnym deæstviem PL . V naxeæ modeli, v otliqie ot ranee izvestnyh, proishodit polnoe “vynesenie za skobki” geometrii za sqet uqeta gomotopii.

Esli mnogoobrazie X orientiruemo, to analogiqnoe teoreme A utverßdenie verno i dlØ PL^+(X) – gruppy gomeomorfizmov, sohranØ¸wih orientaci¸, s zamenoæ kategorii morfizmov sbor-

ki R(X), na kategori¸ R^+(X) morfizmov sborki, sohranØ¸wih

orientaci¸.

60 N. E. MN´V

Pervye netrivial~nye primery, kotorye, vidimo, sleduet sqitat~ klassiqeskimi, voznika¸t pri dim X = 1, esli X – neorientirovannyæ otrezok I ili orientirovannaØ okrußnost~ S^1. V fftom sluqae R(I)^{op} – ffto kategoriØ koneqnyh ordinalov i in¨- ektivnyh vloßeniæ, snabßennaØ dopolnitel~nymi morfizmami obraweniØ porØdka, a (R(S^1)^+)^{op} – kategoriØ cikliqeski uporØdoqennyh naborov toqek i in¨ektivnyh vloßeniæ (ffto “polovina” cikliqeskoæ kategorii Konna). V fftih sluqaØh BR(I) ≈ BPL (I) ≈ RP^∞ i BR(S^1 )^+ ≈ BPL^+(S^1) ≈ C P^∞ .

Utverßdenie BR(X) ≈ BPL (X) imeet tavtologiqesku¸ pereformulirovku s pomow~¸ teorii predstavimyh gomotopiqeskih funktorov. �kvivalentnaØ teorema utverßdaet, qto est~ vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu klassami izomorfizma kusoqno-lineænyh rassloeniæ so sloem X na poliffdre B i klassami konkordantnosti R(X)-raskrasok triangulØciæ poliffdra B (verxiny triangulØcii raskraxiva¸tsØ ob¨ektami, a rebra – morfizmami tak, qtoby vyxla kommutativnaØ diagramma). Takim obrazom voznikaet kombinatorika PL -rassloeniØ i moßno stavit~, naprimer, vopros, ob obobwenii na PL -rassloeniØ izvestnyh kombinatornyh formul dlØ harakteristiqeskih klassov kombinatornyh mnogoobraziæ.

My dokazyvaem analog teoremy A dlØ podkategorii T(X) kategorii R(X), sostavlennoæ iz abstraktnyh simplicial~nyh kompleksov (t.e. klassiqeskih kombinatornyh mnogoobraziæ). Teorema B (“O simplicial~noæ kombinatornoæ modeli

BPL (X)”). Prostranstva BT(X) i BPL (X) gomotopiqeski ffkvivalentny.

Est~ nadeßda na to, qto suwestvu¸t podkategorii R(X), sostavlennye iz bolee ruqnyh kombinatornyh mnogoobraziæ i kombinatornyh sborok, dlØ kotoryh teorema ostaetsØ vernoæ. Naprimer, naxi konstrukcii, vozmoßno, pozvolØ¸t ffto dokazat~ dlØ mnogoobraziæ Brauffra i lineæno predstavimyh sborok. V pervonaqal~nom proekte [4] minimal~noæ podkategorieæ

R(X), modeliru¸weæ PL (X), dolßna byla stat~ kategoriØ lo-

kal~no zvezdnyh mnogoobraziæ i zvezdnyh sborok. �to bylo by

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 61

verno, esli by byla poloßitel~no rexena znamenitaØ problema [13, s. 14] o suwestvovanii obwego geometriqeskogo zvezdnogo podrazbieniØ dvuh triangulØciæ xara. Poloßitel~noe rexenie fftoæ problemy sledovalo by iz “sil~noæ gipotezy Oda” o razloßenii biracional~nogo izomorfizma gladkih toriqeskih mnogoobraziæ. Dvoæstvennost~ meßdu neosobymi razdutiØmi toriqeskih mnogoobraziæ i special~nymi zvezdnymi podrazbieniØmi veerov toriqeskih mnogoobraziæ kak raz i porodila by neobhodimyæ nam rezul~tat. Odnako v dokazatel~stve gipotezy Oda, opublikovannom v [23], obnarußilas~ neustranimaØ oxibka (sm. [1]), i teper~ utverßdenie uße kaßetsØ maloveroØtnym. Tem ne menee, dlØ dokazatel~stva naxego fakta bylo by dostatoqno spravedlivosti bolee slaboæ gipotezy, nadeßda na kotoru¸ ewe ne utraqena.

Gipoteza. Poset triangulØciæ simpleksa, uporØdoqennyh zvezd-

nymi podrazbieniØmi, gomotopiqeski trivialen.

Avtoru neØsno, ØvlØetsØ li osmyslennym dvoæstvennyæ variant fftoæ gipotezy dlØ razdutiæ toriqeskih mnogoobraziæ.

Po vseæ vidimosti, analog teorem A, B bez osobyh izmeneniæ v dokazatel~stve veren dlØ samyh obwih kompaktnyh stratificirovannyh poliffdrov X. My ne ostanavlivaemsØ na fftom obobwenii, vydelØØ tol~ko odin, samyæ vaßnyæ sluqaæ – sluqaæ sfer s otmeqennoæ toqkoæ, t.e. X = (S^n, {∗}). Po teoreme Kuipera–Laxofa [15] suwestvuet kanoniqeskoe vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu kusoqno-lineænymi nmikrorassloeniØmi Milnora, kusoqno-lineænymi rassloeniØmi Stinroda so sloem R^n i kusoqno-lineænymi rassloeniØmi Stinroda so sloem – paroæ (S^n, {∗}). Takim obrazom, BPL_n ≈

BPL (R^n) ≈ BPL (S^n, {∗}). Pol~zuØs~ ffkvivalentnost~¸ Kuipera-

Laxofa, my, primenØØ naxu shemu k BPL (S^n, {∗}), moßem postroit~ model~ BPL_n, v kotoroæ otobraßenie Gaussa kasatel~- nogo rassloeniØ kombinatornogo mnogoobraziØ poluqaet kanoniqeskiæ vid. Opixem fftu model~. Oboznaqim qerez R_n kategori¸ s ob¨ektami – kletoqnymi n-sferami s odnoæ otmeqennoæ starxeæ kletkoæ i morfizmami – kombinatornymi sborkami sfer, posyla¸wimi otmeqennu¸ kletku v otmeqennu¸ kletku (sm. ris. 3).

62 N. E. MN´V

Ris. 3.

Teorema C (“O kletoqnoæ kombinatornoæ modeli BPL n”).

Prostranstvo BR_n gomotopiqeski ffkvivalentno BPL_n.

DlØ vsØkogo kombinatornogo mnogoobraziØ M^n voznikaet funktor G iz poseta simpleksov s obrawennym porØdkom (PM^n)^{op} v

Rn, otnosØwiæ vsØkomu simpleksu ego zvezdu s prikleennoæ po

linku zvezdy kletkoæ, zamyka¸weæ zvezdu do n-sfery. Osobenno legko voobrazit~ sebe G dlØ kombinatornoæ sfery S^n. Kaßdomu simpleksu s ∈ S^n sfery G sopostavlØet n-mernu¸ kombinatornu¸ sferu G(s), poluqa¸wu¸sØ skleivaniem vseh simpleksov S^n, ne leßawih v zvezde s, v odnu bol~xu¸ otmeqennu¸ kletku. Esli

s_0 ⊂ s_1 ∈ S, to star s_0 ⊃ star s_1 i lixnie simpleksy G(s_0) rastvo-

rØ¸tsØ v otmeqennoæ kletke G(s_1), qto i predstavlØet morfizm sborki G(s_0 ⊂ s_1) (sm. ris. 4).

Ris. 4.

Prostranstvo B(PM^n)^{op} gomeomorfno |M^n|.

Teorema (“O funktore Gaussa kombinatornogo mnogoobraziØ”).

Otobraßenie |M^n| → BGBR_n gomotopno otobraßeni¸ Gaussa kasatel~nogo rassloeniØ mnogoobraziØ M^n.

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 63

Primeqatel~noe svoæstvo konstrukcii sostoit v tom, qto kanoniqeski svØzannoe s G simplicial~noe rassloenie hocolimG →

N PM^n kanoniqeski realizuet otveqa¸wee kasatel~nomu ras-

sloeni¸ T |M^n| sferiqeskoe rassloenie s simplicial~nym nulevym seqeniem i seqeniem na kompaktificirovannoæ beskoneqnosti, hocolim G – snova kombinatornoe mnogoobrazie i konstrukci¸ moßno iterirovat~. Naprimer, uße v sluqae klassiqeskih mnogogrannikov voznika¸t kanoniqeski svØzannye s nimi kompleksy, predstavlØ¸wie iterirovannye kasatel~nye rassloeniØ, kotorye mogut okazat~sØ kombinatorno znaqimymi. Na ris. 5 my poprobovali narisovat~ tak voznika¸wee kletoqnoe kasatel~noe rassloenie treugol~nika.

1.2. Osnovnoæ rezul~tat nastoØweæ raboty – seriØ teorem A,

B, C, D, opisyva¸wih kombinatornye modeli BPL (X) i BPL_n v

terminah kategoriæ sborok abstraktnyh xarovyh kompleksov i abstraktnyh simplicial~nyh kompleksov, a takße kombinatornu¸ model~ otobraßeniØ Gaussa dlØ kasatel~nogo rassloeniØ mnogoobraziØ. My ostanovimsØ na tom, kak by my hoteli, no ne umeem dokazyvat~ takie teoremy. �to rassußdenie povtorØet rassußdenie Steænbergera [27].

K rabote Uaætheda [28] voshodØt dve prostye funktorial~nye konstrukcii (my ih oboznaqim hocolim i hocolim^{−1}):

hocolim izgotovlØet PL -rassloenie Stinroda s bazoæ B i sloem

X po R(X)-raskraske nekotoroæ triangulØcii poliffdra B;

hocolim^{−1}, naoborot, izgotovlØet iz kusoqno-lineænogo rassloe-

niØ s bazoæ B i sloem X nekotoru¸ R(X)-raskrasku nekotoroæ triangulØcii B.

KonstrukciØ “hocolim” imeet mnogo nazvaniæ: “iterirovannyæ konus simplicial~nyh otobraßeniæ” [9], “gomotopiqeskiæ kopredel”, “konstrukciØ Grotendika” [10], “dvoænaØ bar-kon-strukciØ” [19, §12]. ObratnaØ konstrukciØ “hocolim^{−1}” poØvlØetsØ, naprimer, v rabote [11] i ispol~zuet triangulØcii rassloeniæ. Kusoqno-lineænoe rassloenie moßno triangulirovat~. Zafiksiruem taku¸ triangulØci¸. Togda nad pervym baricentriqeskim podrazbieniem bazy triangulØcii rassloeniØ v slo- Øh voznikaet diagramma kombinatornyh morfizmov kletoqnyh struktur na X, takaØ, qto dvoæstvennye morfizmy v toqnosti dostavlØ¸t R(X)-raskrasku bazy. KompoziciØ hocolim∘hocolim^{−1}

64 N. E. MN´V

Ris. 5.

izgotovlØet iz rassloeniØ izomorfnoe rassloenie. My by korotko dokazali teoremu A, esli by imeli kanoniqesku¸ konstrukci¸ konkordantnosti R(X)-raskraski ξ simplicial~nogo kompleksa K i raskraski hocolim^{−1}∘hocolimξ kompleksa sd K. Odnako niqto ne garantiruet suwestvovaniØ takoæ kanoniqeskoæ konstrukcii. �to mesto – tipiqnaØ trudnost~ v kombinatorike rassloeniæ. DlØ sluqaØ rassloeniæ Serra Steæneberger [27] postroil taku¸ funktorial~nu¸ konstrukci¸ konkordantnosti, no ona ne prodolßaetsØ na rassloeniØ Stinroda.

Iz naxih rezul~tatov sleduet, qto ξ i hocolim^{−1} ∘hocolim ξ vse-

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 65

ße konkordantny, no naxa konstrukciØ konkordantnosti transcendentna.

1.3. Teoremy A, B, C, D – rezul~tat primeneniØ odnoæ fflementarnoæ shemy rassußdeniæ, v centre kotoroæ raspoloßena geometriqeskaØ lemma 12 “ob odnovremennoæ fragmentacii semeæstva posloænyh kusoqno-lineænyh gomeomorfizmov trivial~nogo rassloeniØ na kube” – prØmolineænoe obobwenie lemmy o fragmentacii izotopii. Grubo opixem naxu shemu rassußdeniæ. Itak, dopustim, qto my pytaemsØ dokazat~ fakt gomotopiqeskoæ ffkvivalentnosti BR(X) ≈ BPL (X) v ego pereformulirovke s pomow~¸ teorii Brauna, sopostavlØØ R(X)-raskraske poliffdra B kusoqno-lineænoe rassloenie Stinroda s bazoæ B i sloem X i naoborot.

Opixem nekotoryæ process postroeniØ rassloeniØ po raskraske. Poskol~ku, kak bylo ukazano vyxe, my ne v silah spravit~sØ s kombinatorikoæ hocolim-konstrukcii, my zamenØem ee na tradicionnoe postroenie trivializaciæ i skleek s pomow~¸ strukturnoæ gruppy. Pust~ est~ R(X)-raskraxennyæ simplicial~nyæ kompleks K. Inducirovannu¸ raskrasku kaßdogo otdel~no vzØtogo k-simpleksa K cep~¸ Q_0 ⇝ Q_1 ⇝ · · · ⇝ Q_k kombinatornyh sborok abstraktnyh xarovyh kompleksov moßno realizovat~ cepoqkoæ

Q = (Q_0 ⊴ Q_1 ⊴ · · · ⊴ Q_k) (3)

geometriqeskih sborok geometriqeskih xarovyh kompleksov, a s takoæ cepoqkoæ svØzat~ kletoqnoe razloßenie T(Q) trivial~- nogo rassloeniØ X × Δ^k → π_2Δ^k na gorizontal~nye “prizmy” – trivial~nye podrassloeniØ so sloem – xar. Risunki 6 i 7 ill¸striru¸t postroenie prizmatiqeskogo razloßeniØ trivial~nogo rassloeniØ po cepi geometriqeskih sborok.

Ris. 6.

66 N. E. MN´V

Ris. 7.

Kombinatorika raskraski sopostavlØet vsØkomu vhoßdeni¸ simpleksa s ∈ K v b&ol~xiæ simpleks kombinatornyæ izomorfizm prizmatiqeskih razloßeniæ trivial~nogo rassloeniØ nad simpleksom s. S pomow~¸ tr¸ka Aleksandera vse ffti kombinatornye izomorfizmy prevrawa¸tsØ v soglasovannye posloænye kusoqno-lineænye strukturnye gomeomorfizmy rassloeniØ Stinroda s bazoæ |K| i sloem X. �ti gomeomorfizmy perevodØt “prizmu” v “prizmu”. V rezul~tate my poluqaem iz

R(X)-raskrasok simplicial~nyh kompleksov klass rassloeniæ

so strukturnymi gomeomorfizmami neobyqnogo vida – “prizmatiqeskimi”.

ObratnaØ zadaqa sostoit v tom, qtoby nauqit~sØ deformirovat~ strukturnye gomeomorfizmy proizvol~nogo PL -rassloeniØ k “prizmatiqeskoæ” forme i postroit~ soglasovannu¸ s fftoæ deformacieæ R(X)-raskrasku bazy. Tut okazyvaetsØ umestnym vspomnit~ ill¸stracii dokazatel~stva lemmy o fragmentacii izotopii. Lemma o fragmentacii izotopii, dokazannaØ v PL - sluqae Hadsonom v [13], utverßdaet, qto dlØ vsØkogo pokrytiØ U = {U_i}_i mnogoobraziØ X otkrytymi xarami i vsØkogo izotopnogo toßdestvennomu PL -gomeomorfizma X → fX naædetsØ koneqnoe razloßenie f v kompozici¸ gomeomorfizmov,

f = f_1 ∘ · · · ∘ f_m, takih, qto dlØ l¸bogo i suwestvuet takoe j, qto supp f_i ⊂ U_j , t.e. f_i nepodvißen v dopolnenii nekotorogo U_j . Do-

kazatel~stvo lemmy o fragmentacii izotopii soderßit bol~xe informacii, qem ee utverßdenie. Imenno, beretsØ proizvol~naØ PL -izotopiØ F gomeomorfizma f k toßdestvennomu i deformiruetsØ v klasse izotopiæ s fiksirovannymi koncami k izotopii

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 67

F^′ special~nogo vida, otveqa¸wego cepoqke izotopiæ, postoØn-

nyh na dopolneniØh fflementov U. IzotopiØ F – ffto posloænyæ gomeomorfizm

takoæ, qto F_0 = id i F_1 = f. Gomeomorfizm F ffto, v svo¸ oqered~, to ße samoe, qto odnomernoe sloenie F na X × [0, 1], transversal~noe sloØm proekcii π_2 (sm. ris. 8).

Ris. 8.

Ris. 9.

68 N. E. MN´V

Gomeomorfizm F^′ otveqaet sloeni¸ F^′ so sledu¸wim svoæstvom: dlØ vsØkoæ toqki b ∈ [0, 1] vse toqki x ∈ X, takie, qto list F “ne gorizontalen” v toqke (x, b), soderßatsØ v nekotorom fflemente U (sm. ris. 9). Posmotrev na kartinku sloeniØ F^′, legko videt~, qto moßno razbit~ bazu [0, 1] na otrezki u_1, . . . , u_m i vvesti soglasovannye prizmatiqeskie kletoqnye struktury na vseh podrassloeniØh X×u_i → π_2u_i rassloeniØ X×[0, 1] → π_2[0, 1], otnositel~no kotoryh inducirovannye ograniqeniem na podrassloenie gomeomorfizmy F^′⌊_{ui} prizmatiqny. Tem samym, konstrukciØ lemmy o fragmentacii izotopii pozvolØet deformirovat~ posloænyæ gomeomorfizm trivial~nogo rassloeniØ s bazoæ – otrezkom v soglasovannu¸ sistemu prizmatiqeskih gomeomorfizmov s bazami, obrazu¸wimi triangulØci¸ otrezka. DeformaciØ

F ⇝ F^′ imeet kanoniqeskiæ vid i prØmolineænoe pokoordinat-

noe obobwenie na posloænye gomeomorfizmy trivial~nyh rassloeniæ s bazoæ – kubom.

Naxa zadaqa sostoit v tom, qtoby oformit~ i proanalizirovat~ dannoe mnogomernoe obobwenie.

1.4. Plan raboty. DlØ sokraweniØ rassußdeniæ nam prihoditsØ pol~zovat~sØ fflementami abstraktnoæ qepuhi razliqnoæ prirody. Obwu¸ teori¸ my stroim dlØ teoremy A.

§2 soderßit podrobnoe opredelenie kombinatornyh sborok regulØrnyh kletoqnyh kompleksov.

§3 soderßit universal~noe postroenie PL (X)-rassloeniØ na

BR(X) po tavtologiqeskoæ R(X)-raskraske, vydelØ¸wee osobu¸

rol~ prizmatiqeskih gomeomorfizmov i opredelØ¸wee klassificiru¸wee otobraßenie

BR(X) → BPL (X) (4)

My deæstvuem podrobno – opredelØem simplicial~nyæ gruppoid prizmatiqeskih gomeomorfizmov Prism(X) i dalee stroim morfizm simplicial~nyh mnoßestv WPrism(X) → WPrism(X) – formal~nyæ analog W-konstrukcii universal~nogo glavnogo rassloeniØ. W-konstrukciØ dlØ Prism(X) legko sravnivaetsØ kak s W-konstrukcieæ dlØ PL (X), tak i s morfizmom BR(X)^{BP}→

BR(X), i zadaqa dokazatel~stva glavnoæ qasti naxih teorem

svoditsØ k dokazatel~stvu lemmy 4 “o prizmatiqeskoæ trivializacii”.

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 69

V §4 my svodim lemmu 4 “o prizmatiqeskoæ trivializacii” k qisto geometriqeskoæ lemme 5 “o sovmestnoæ R(X)- triangulØcii semeæstva posloænyh gomeomorfizmov”. PoslednØØ i ØvlØetsØ edinstvennym netrivial~nym utverßdeniem, dokazatel~stvu kotorogo posvØwena rabota. Dlinnoe rassußdenie o gruppoide Prism(X) i W-konstrukciØh moßno opustit~, ibo lemma 5 i est~ v toqnosti uslovie togo, qto otobraßenie (4) – slabaØ ffkvivalentnost~. My priveli universal~nu¸ redukci¸ tol~ko dlØ togo, qtoby nemnogo proØsnit~ estestvennost~ voznika¸weæ kombinatoriki rassloeniæ. Privedem opisatel~nu¸ formulirovku lemmy 5. RassmatrivaetsØ simplicial~noe mnoßestvo Prism^m(X) s tipiqnym k-simpleksom – naborom dannyh ⟨Q, G_1, . . . , G_m⟩, gde Q – cepoqka geometriqeskih sborok (3) i G_i ∈ PL_k(X) – gomeomorfizmy, ØvlØ¸wiesØ Qprizmatiqeskimi, t.e. gomeomorfizmy G^{−1}_i perevodØt prizmy T(Q) (sm. §1.3) v prizmy. Mnoßestvo Prism^{m+1}(X) estestvenno vloßeno v Prism^m(X) × PL (X). Lemma 5 “o sovmestnoæ R(X)- triangulØcii semeæstva posloænyh gomeomorfizmov” utverßdaet, qto

para (|Prism^m(X) × PL (X)|, |Prism^{m+1}(X)|) gomotopiqeski trivial~na.

V perevode na estestvennyæ Øzyk ffto oznaqaet, qto

novyæ neprizmatiqeskiæ gomeomorfizm moßno deformirovat~ k prizmatiqeskomu vidu v sostave celogo semeæstva, ne naruxaØ prizmatiqnosti uße zadannyh.

�tot fakt i est~ central~noe tehniqeskoe utverßdenie vseæ raboty, nußda¸weesØ v dokazatel~stve. Plan rabot po dokazatel~stvu lemmy 5 izloßen v §5, a samo dokazatel~stvo zanimaet §§6–15. My vvodim universal~noe ponØtie prizmatiqnosti posloænogo gomeomorfizma – “prizmatiqnost~ otnositel~no predpuqka Aleksandrova”. DlØ obobwennyh prizmatiqeskih posloænyh gomeomorfizmov my razvivaem nekotoru¸ hirurgi¸, v centre kotoroæ leßit mnogomernoe obobwenie konstrukcii Hadsona fragmentacii PL -izotopii.

V §16 my ukazyvaem na utoqneniØ obweæ konstrukcii, neobhodimye dlØ dokazatel~stva teoremy B.

V §17 my ukazyvaem utoqneniØ konstrukcii, neobhodimye dlØ dokazatel~stva teoremy C. Dalee my dokazyvaem, qto naxa kom-

70 N. E. MN´V

binatornaØ konstrukciØ kasatel~nogo rassloeniØ predstavlØet kasatel~noe mikrorassloenie Milnora, qto dokazyvaet teoremu D. 1.5. �ta rabota voznikla v otvet na estestvennyæ vopros o sootnoxenii meßdu geometriqeskimi i abstraktnymi triangulØciØmi mnogoobraziØ, voznikxiæ ewe v studenqeskie gody avtora na kombinatornom seminare A. M. Verxika. Vopros oformilsØ v gipotezy v hode sovmestnoæ raboty s P. Mani i L. Anderson. V qastnosti, gipoteza o stroenii kombinatornoæ modeli

BPL_n voznikla kak PL -analog gipotezy o stroenii makfersoni-

ana (gipotetiqeskoæ kombinatornoæ modeli BO_n [24])^1. Kak uße bylo upomØnuto, pervyæ proekt naxego dokazatel~stva [4] zavisel ot poloßitel~nogo rexeniØ sil~noæ gipotezy Oda [23], v kotorom takße byla vposledstvii naædena oxibka [1]. V nastoØweæ rabote udalena zavisimost~ ot gipotezy Oda cenoæ oslableniØ utverßdeniæ.

Avtor gorØqo blagodaren A. M. Verxiku za postoØnnu¸ podderßku vo vseh naqinaniØh i mudrye sovety i POMI RAN za finansovu¸ podderßku i zameqatel~nu¸ atmosferu.

2. Sborki xarovyh kompleksov, poset R(X) i kategoriØ R(X)

V fftom paragrafe my podrobno opredelØem geometriqeskie i kombinatornye sborki PL -xarovyh kompleksov. 2.1. Naxa osnovnaØ kategoriØ – kategoriØ PL kusoqno-lineænyh evklidovyh poliffdrov (ili prosto “poliffdrov”) i kusoqnolineænyh otobraßeniæ. OsnovaniØ kusoqno-lineænoæ topologii izloßeny v monografiØh [26, 13] i zapiskah seminara Zimana [29].

Predupreßdenie: v dannoæ rabote vse mnogoobraziØ, otobraße-

niØ, poliffdry i t.p. bez special~nogo utoqneniØ kategorii predpolaga¸tsØ kusoqno-lineænymi.

2.2. Xarovye kompleksy. Za obwimi svedeniØmi o CW - kompleksah my otsylaem k standartnym monografiØm, naprimer [18]. PL -xarovye kompleksy rassmatrivalis~ v rabotah po

1Sleduet zametit~, qto v dokazatel~stve fftoæ gipotezy [6] suwestvuet poka ewe ne ispravlennaØ oxibka.

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 71

kusoqno-lineænoæ geometriqeskoæ topologii (naprimer, Kassonom). Napomnim obyqnoe opredelenie “topologiqeskogo xarovogo kompleksa” ili, qto to ße samoe, “koneqnogo regulØrnogo CW -kompleksa”.

Topologiqeskim xarovym kompleksom nazyva¸t pokrytie hausdorfova prostranstva X koneqnym naborom kletok – zamknutyh topologiqeskih xarov S, takoe, qto 1) otnositel~nye vnutrennosti xarov iz S obrazu¸t razbienie X i 2) granica kaßdogo xara iz S sostavlena iz xarov men~xeæ razmernosti.

PL-xarovoæ kompleks na evklidovom poliffdre X my predstavlØ-

em sebe kak koneqnoe pokrytie X PL -xarami, dlØ kotorogo vypolneny usloviØ 1), 2). Osnovnoæ primer PL -xarovogo kompleksa – koneqnyæ simplicial~nyæ kompleks ili, qto to ße samoe, koneqnyæ geometriqeskiæ simplicial~nyæ kompleks v evklidovom prostranstve. V dal~neæxem “xarovoæ kompleks” – ffto vsegda “PL -xarovoæ kompleks”.

2.3. KategoriØ PLball. Zafiksiruem kategori¸ PLball, obrazovannu¸ xarovymi kompleksami s morfizmami – otobraßeniØmi, otpravlØ¸wimi otnositel~nu¸ vnutrennost~ vsØkoæ kletki proobraza v (no ne obØzatel~no na) otnositel~nu¸ vnutrennost~ kletki obraza. Toqnee, morfizm (X_0, S_0) → (X_1, S_1) est~ para

(h, ξ), gde X_0^h→ X_1 – PL -otobraßenie, a S_0^ξ→ S_1 – otobraße-

nie mnoßestv kletok, takie, qto dlØ l¸bogo s ∈ S_0 imeet mesto vkl¸qenie h(relint s) ⊆ relint ξ(s). KategoriØ PLball soderßit vse interesu¸wie nas podkategorii i bolee niqem ne primeqatel~- na. 2.4. Abstraktnye xarovye kompleksy. DlØ xarovogo kompleksa (X, S) poliffdr X s toqnost~¸ do gomeomorfizma polnost~¸ opredelen tol~ko kombinatorikoæ primykaniØ kletok iz S. Podrobno sformuliruem ffto utverßdenie.

DlØ xarovogo kompleksa D = (X, S) oboznaqim qerez P(D) qastiqnyæ porØdok po vkl¸qeni¸ na mnoßestve ego kletok S. S qastiqno uporØdoqennym mnoßestvom P(D), kak i so vsØkim qastiqno uporØdoqennym mnoßestvom, svØzan ego porØdkovyæ abstraktnyæ simplicial~nyæ kompleks OrdP(D) i ego geometriqeskaØ realizaciØ |OrdP(D)|. Vvedem standartnye oboznaqeniØ.

72 N. E. MN´V

DlØ poseta P i fflementa p ∈ P oboznaqim qerez p_≤ podposet P, obrazovannyæ vsemi fflementami, men~ximi ili ravnymi p (glavnyæ nißniæ ideal, poroßdennyæ p). Qerez p_< oboznaqim ideal P, obrazovannyæ vsemi fflementami, strogo men~ximi p.

Teorema, podrobno zapisannaØ, naprimer, v [18], takova. Teorema 1. DlØ l¸bogo xarovogo kompleksa D = (X, S) suwestvu-

et strogiæ kletoqnyæ gomeomorfizm

(X, S) ≈ (|OrdP(D)|, {|Ordp_≤|}_{p∈}P_(D_)).

Pri fftom v usloviØh teoremy 1 poliffdry {|Ordp_<|}_{p∈P(}D_) avtomatiqeski ØvlØ¸tsØ graniqnymi sferami kletok. �to poslednee svoæstvo pozvolØet opredelit~ kombinatornyæ abstraktnyæ kompleks. Imeet mesto sledu¸waØ teorema ([7]). Teorema 2. Esli koneqnoe qastiqno uporØdoqennoe mnoßestvo

P takovo, qto dlØ l¸bogo fflementa p ∈ P, ime¸wego rang k, |Ordp_<|≈S^{k−1}, to (|OrdP|, {|Ordp_≤|}_{p∈P} ) – xarovoæ kompleks.

Qastiqno uporØdoqennye mnoßestva, udovletvorØ¸wie usloviØm teoremy 2, nazyva¸t abstraktnymi topologiqeskimi xarovymi kompleksami. Teoremy 1, 2 sformulirovany v original~- nyh rabotah dlØ topologiqeskih xarovyh kompleksov. Dokazatel~stva ispol~zu¸t tol~ko vozmoßnost~ prodolßeniØ gomeomorfizma na xar s ograniqiva¸weæ ego sfery. �to verno v PL - kategorii, i PL -versii teorem voznika¸t kak sledstvie dokazatel~stva. My budem nazyvat~ abstraktnym PL -xarovym kompleksom ili prosto abstraktnym xarovym kompleksom qastiqno uporØdoqennoe mnoßestvo P, takoe, qto dlØ l¸bogo fflementa p ∈ P, ime¸wego rang k, |Ordp_<| ≈_{PL} S^{k−1}. Kusoqno-lineænaØ versiØ teoremy 2 govorit, qto v fftom sluqae (|OrdP|, {|Ordp_≤|}_{p∈P} ) – PL - xarovoæ kompleks.

2.5. Kombinatornyæ funktor PLball^P→ Posets. Rassmotrim morfizm (X_0, S_0)^{(h,ξ)}→ (X_1, S_1) kategorii PLball. Iz opredeleniØ xarovogo kompleksa sleduet, qto otobraßenie mnoßestv kletok ξ est~ morfizm posetov kletok. Sledovatel~no, sootvetstvie D → P(D), sopostavlØ¸wee xarovomu kompleksu abstraktnyæ xarovoæ kompleks, estestvenno prodolßaetsØ do funktora

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 73

PLball^P→ Posets so znaqeniØmi v kategorii qastiqno uporØdo-

qennyh mnoßestv.

2.6. Geometriqeskie sborki xarovyh kompleksov, poset

R(X). Nazovem geometriqeskoæ sborkoæ xarovyh kompleksov na

poliffdre X morfizm (X, S_0)^{(h,ξ)}→ (X, S_1) kategorii PLball, udovletvorØ¸wiæ uslovi¸, qto h – toßdestvennoe otobraßenie. �ta situaciØ vozmoßna togda i tol~ko kogda, kogda otnositel~- naØ vnutrennost~ vsØkoæ kletki s ∈ S_0 leßit v otnositel~noæ vnutrennosti kletki ξ(s) ∈ S_1, t.e. razbienie X na otnositel~- nye vnutrennosti kletok S_0 podrazbivaet razbienie X na otnositel~nye vnutrennosti kletok S_1. Otkuda sleduet, qto morfizm sborki (X, S_0) → (X, S_1) edinstven, esli on suwestvuet. Takim obrazom, geometriqeskie sborki struktur xarovogo kompleksa na poliffdre X obrazu¸t poset. Oboznaqim qerez R(X) → PLball poset vseh struktur xarovogo kompleksa na X, uporØdoqennyh geometriqeskimi sborkami. My oboznaqaem sborku Q_0 → Q_1 xarovyh kompleksov na X simvolom Q_0 ⊴ Q_1, prinØtym v PL - topologii dlØ oboznaqeniØ podrazbieniØ simplicial~nyh kompleksov.

2.7. KategoriØ R(X). Rassmotrim podkategori¸: R(X) →

PLball s ob¨ektami – regulØrnymi kletoqnymi kompleksami

na X i morfizmami vida (X, S_0)^{(h,ξ)}→ (X, S_1), gde otobraßenie

X^h→ X – gomeomorfizm. Qastiqno uporØdoqennoe mnoßestvo R(X) vloßeno v R(X) v vide podkategorii, otveqa¸weæ toßde-

stvennym gomeomorfizmam. Morfizmy R(X) poroßdeny dvumØ klassami morfizmov:

1) sborkami ⊴,

2) kletoqnymi gomeomorfizmami (t.e. gomeomorfizmami, otpravlØ¸wimi kletku toqno na celu¸ kletku).

Predloßenie 1. VsØkiæ morfizm Q0^f→ Q1 kategorii R(X) dvu-

mØ sposobami funktorial~no raskladyvaetsØ na kletoqnyæ gomeo-

74 N. E. MN´V

morfizm h i sborku ⊴:

(5) t.e. na sborku v proobraze i kletoqnyæ gomeomorfizm i na gomeomorfizm i sborku v obraze.

2.8. KategoriØ kombinatornyh sborok xarovyh kompleksov

~R(X) i kategoriØ R(X). Rassmotrim kategori¸^~R(X) s ob¨ek-

tami – xarovymi kompleksami na X; ~R(X)-morfizmom Q_0 f→ Q_1 my sqitaem morfizm posetov PQ_0 f→ PQ_1, predstavimyæ nekotorym R(X)-morfizmom, t.e. f – takoæ morfizm, qto naædetsØ Q_0^f→ Q_1, dlØ kotorogo P(f) = f. Takie morfizmy my nazyvaem kombinatornymi sborkami. S pomow~¸ razloßeniØ iz predloßeniØ 1 legko ustanavlivaetsØ sledu¸wiæ fakt.

Predloßenie 2. KompoziciØ kombinatornyh sborok – snova kom-

binatornaØ sborka.

Takim obrazom, ~R(X) – korrektno opredelennaØ malaØ kategoriØ; est~ zabyva¸wiæ funktor R(X)^A→ ~R(X), toßdestvennyæ na ob¨ektah i perevodØwiæ R(X)-morfizm v sootvetstvu¸wu¸ emu kombinatornu¸ sborku, pri fftom A ffpimorfen na morfizmah. Poset R(X) vloßen v R(X) kak podkategoriØ, i qerez A my oboznaqim kompozit

A = (R(X) → R(X)^A→ ~R(X)).

Zametim, qto nesloßno dat~ ffkvivalentnoe “qisto kombinatornoe” opredelenie kombinatornoæ sborki xarovyh kompleksov.

Predloßenie 3. Q0 f→ Q1 – morfizm sborki togda i tol~ko to-

gda, kogda dlØ l¸bogo fflementa b ∈ PQ_1, ime¸wego rang k, qastiqno uporØdoqennoe podmnoßestvo f^{−1}(b_≤) ⊆ PQ_0 ØvlØetsØ abstraktnym xarovym kompleksom, predstavlØ¸wim k-mernyæ PL -xar.

Odnako ffto, razumeetsØ, lix~ sposob nemnogo zamesti pod kover transcendentnost~ opredeleniØ sborki, ibo predloßenie 3

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 75

predlagaet raspoznavat~ kombinatornye xary, qto nevozmoßno v razmernosti bol~xeæ qetyreh.

V silu kusoqno-lineænoæ versii teoremy 1 l¸bye dva kombinatorno izomorfnyh xarovyh kompleksa kletoqno gomeomorfny, t.e. izomorfny v R(X). �to pozvolØet s toqnost~¸ do ffkvivalentnosti kategoriæ otoßdestvit~ ~R(X) s kategorieæ R(X), ob¨ekty kotoroæ – abstraktnye xarovye kompleksy, q~Ø geometriqeskaØ realizaciØ gomeomorfna X, a morfizmy – sborki abstraktnyh xarovyh kompleksov, t.e. morfizmy posetov P_0^μ→ P_1,

P_0, P_1 ∈ Ob R(X), predstavimye R(X)-morfizmami ih geometri-

qeskih realizaciæ. Takim obrazom, imeet mesto kommutativnyæ treugol~nik funktorov

gde nißnØØ strelka – zabyva¸wiæ funktor, induciru¸wiæ ffkvivalentnost~ ~R(X) i R(X).

2.9. N R(X) kak prostranstvo orbit stØgivaemogo mnoßestva. Nam udobno prinØt~ qut~ bolee nauqnu¸ toqku zreniØ na funktor R(X)^P→ R(X), pereædØ k nervu N R(X)^{N P}→ N R(X) fftogo funktora. Na nerve N R(X) deæstvuet diskretnaØ simplicial~naØ gruppa PL^δ(X), k-simpleksy kotoroæ – uporØdoqennye nabory g = (g_0, . . . , g_k) odinakovyh PL -gomeomorfizmov X. Esli Q ∈ N_kR(X), Q = (Q_0 ⊴ . . . ⊴ Q_k), to polagaem

gQ = (g_0Q_0 ⊴ g_1Q_1 ⊴ . . . ⊴ g_kQ_k) ∈ N R(X).

Takim obrazom, poluqeno deæstvie diskretnoæ simplicial~noæ gruppy PL^δ(X)

PL^δ(X) × N R(X) → N R(X).

Lemma 1. N R(X) = N R(X)/PL^δ(X), i N R(X)^{N P}→ N R(X) – pro-

ekciØ faktorizacii.

Dokazatel~stvo. Po opredeleni¸ (sm., naprimer, [12, s. 303]) k-simpleksy N R(X)/PL^δ(X) sut~ orbity deæstviØ PL^δ_k(X) na

76 N. E. MN´V

N_kR(X) s inducirovannoæ simplicial~noæ strukturoæ: dlØ Q ∈ N_kR(X) orbity d_iQ i s_iQ opredelØ¸tsØ tol~ko orbitoæ Q. No ffto

v toqnosti otoßdestvlØet N R(X)/PL^δ(X) s N R(X). □

Otmetim tut ße fundamental~noe obstoØtel~stvo. Lemma 2. Prostranstvo BN R(X) stØgivaemo.

Dokazatel~stvo. �to sledstvie togo, qto dlØ l¸boæ pary

Q_0, Q_1 ∈ T(X) naædetsØ obwee podrazbienie, t.e. kompleks Q_3, takoæ, qto Q_3 ⊴ Q_0, Q_3 ⊴ Q_0. Iz fftogo fakta oqevidnym obrazom sleduet stØgivaemost~ BN R(X) ([25]). □

Otmetim osobo, qto tol~ko v kusoqno-lineænoæ kategorii vsegda est~ obwee podrazbienie xarovyh kompleksov. V drugih kategoriØh ffto neverno, i suwestvovanie analogov lemmy 2 problematiqno.

3. Prizmatiqeskie gomeomorfizmy, redukciØ teoremy A k lemme o prizmatiqeskoæ trivializacii

V fftom paragrafe my pred¨ØvlØem konstrukci¸ rassloeniØ s bazoæ B i sloem X po R(X)-raskraske triangulØcii B. �ta konstrukciØ oformlena universal~no, kak simplicial~nyæ morfizm N R(X) → WPL (X) iz nerva R(X) v Wkonstrukci¸ BPL (X).

3.1. Prizmatiqeskoe razloßenie trivial~nogo rassloeniØ. Qerez m my oboznaqaem vpolne uporØdoqennoe mnoßestvo {0 <

1 < . . . < m} – “koneqnyæ ordinal”. Qerez N my oboznaqaem

kategori¸ koneqnyh ordinalov i monotonnyh otobraßeniæ.

Rassmotrim cepoqku geometriqeskih sborok xarovyh kompleksov m Q→ R(X). V fftom punkte my sopostavim cepoqke Q = (Q_0 ⊴_1 . . . ⊴_m Q_m) strukturu xarovogo kompleksa T(Q) na poliffdre X × Δ^m i inducirovannyæ proekcieæ X × Δ^{m π2}→ Δ^m

PLball-morfizm T(Q) e(Q)

→ [Δ^m]. Zdes~ i dalee my oboznaqaem

qerez [Δ^m] kletoqnyæ standartnyæ simpleks – xarovoæ kompleks, obrazovannyæ vsemi granØmi standartnogo simpleksa Δ^m. DlØ morfizma n^θ→ m kategorii N i sootvetstvu¸wego emu kosimplicial~nogo morfizma

Δ^{n Δ(θ)}→ Δ^m

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 77

my oboznaqaem qerez [Δ^n]^{[Δ(θ)]}→ [Δ^m] inducirovannyæ PLBallmorfizm graniqnyh kompleksov simpleksov. V qastnosti, qerez

[d^i], [s^i] my oboznaqaem standartnye kletoqnye kograni i kovy-

roßdeniØ kletoqnyh standartnyh simpleksov.

Otmetim dalee, qto v kategorii PLball xarovyh kompleksov est~ inducirovannye sborki, t.e. esli regulØrnyæ kletoqnyæ kompleks B_0 ØvlØetsØ podkompleksom B_1 i B_0 ⊴ B_0, to suwestvuet universal~noe punktirnoe popolnenie v diagramme

(6) Mnoßestvo kletok kompleksa B_1 est~ mnoßestvo vseh kletok kompleksa B_1, iz kotorogo vykinuty vse kletki kompleksa B_0 i k kotoromu dobavleny vse kletki kompleksa B_0.

Rassmotrim flag graneæ simpleksa

Δ^0 → d^1Δ^1 → d^2 · · · → d^mΔ^m.

Napomnim srazu, qto v sootvetstvii so standartnoæ simplicial~noæ terminologieæ gran~ geometriqeskogo simpleksa vkladyvaetsØ v simpleks “morfizmom kograni”.

Rassmotrim inducirovannyæ flag trivial~nyh rassloeniæ

(7) Na total~nom prostranstve flaga rassloeniæ (7) rassmotrim sledu¸wee postroenie: rassmotrim lestnicu kletoqnyh sborok

78 N. E. MN´V

i vloßeniæ

(8) PrimenØØ (6) nußnoe qislo raz, my zapolnØem severo-vostoq-nyæ ugol (8) i poluqaem T(Q) ⊴ Q_m × [Δ^m]. KonstrukciØ inducirovannoæ sborki v naxem sluqae kommutiruet s proekcieæ na bazu, i tak my poluqaem netrivial~nu¸ kletoqnu¸ strukturu

T(Q)

   e(Q)

→ [Δ^m] na trivial~nom rassloenii X × Δ^{k π2}→ Δ^k.

Na ris. 6 izobraßen primer 3-cepi geometriqeskih sborok otrezka, a na ris. 7 – poluqennaØ kletoqnaØ struktura na [0, 1] ×

Δ^2.

Nesloßno Øvno opisat~ kletoqnu¸ strukturu T(Q) e^{(Q)}→ [Δ^m]. Pust~ S_i – mnoßestvo kletok Q_i. DlØ vsØkogo podmnoßestva k mnoßestva m my oboznaqim qerez Δ^k ⊆ Δ^m = Δ^m gran~ Δ^m, natØnutu¸ na verxiny s nomerami iz k. Togda xarovoæ kompleks [Δ^m] imeet vid (Δ^m, {Δ^k}_{k∈2}m). DlØ k ∈ 2^m oboznaqim qerez max(k) ∈ m maksimal~nyæ fflement.

Predloßenie 4. Kletki T(Q) numeru¸tsØ vsemi parami

(k, B), takimi, qto k ∈ 2m i B ∈ S_{max(}k_),

i ime¸t vid T_{(k,B)} = B×Δ^k ⊂ X×Δ^m. Primykanie kletok takovo:

T_{(k0 ,B0)} ⊆_{X×Δm} T_{(k1,B1 )}

togda i tol~ko togda, kogda

k_0 ⊆_m k_1 i B_0 ⊆_X B_1.

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 79

Kletoqnyæ morfizm e(Q) koordinatno proeciruet kletku T_{(k,B)} na kletku Δ^k bazy.

Kletki T(Q) my nazyvaem “prizmami”. KonstrukciØ T(−) funktorial~na otnositel~no graneæ i vyroßdeniæ simpleksov

N R(X). Oqevidno, qto sopostavlenie Q → e(Q) est~ kontravari-

antnyæ funktor iz kategorii simpleksov CN R(X) v kategori¸ kletoqnyh rassloeniæ.

3.2. Simplicial~nyæ gruppoid prizmatiqeskih gomeomorfizmov Prism(X).

3.2.1. Zafiksiruem nekotorye oboznaqeniØ i soglaxenie. Pust~ B – poliffdr. Qerez PL_B(X) my oboznaqaem gruppu posloænyh gomeomorfizmov trivial~nogo rassloeniØ X × B^{π2}→ B. Esli A^h→ B, f ∈ PL_B (X), to special~nym oboznaqeniem f⌊_h ∈ PL_A(X) my oboznaqaem inducirovannyæ h gomeomorfizm. V qastnosti, esli h – vloßenie, to my pixem prosto f⌊_A. Gruppu kusoqno-lineænyh gomeomorfizmov mnogoobraziØ X my ponimaem kak simplicial~- nu¸ gruppu s gruppoæ m-simpleksov PL_m(X) = PL_Δm (X).

3.2.2. Pust~, kak i ranee, Q = (Q0 ⊴1 . . . ⊴m Qm), T(Q)^{e(Q)}→ [Δ^m] – sootvetstvu¸wee cepoqke Q prizmatiqeskoe razloßenie trivial~nogo rassloeniØ. Gomeomorfizm f ∈ PL_m(X) my nazovem Q-prizmatiqeskim, esli dlØ vsØkoæ kletki Tk,B kompleksa T(Q)

f^{−1}(T_{(k,B)}) = f^{−1}⌊_{max k}(B) × Δ^k, (9)

gde qerez X^{f −1 ⌊i}→ X oboznaqen sloæ gomeomorfizma f^{−1} nad verxinoæ simpleksa Δ^m s nomerom i. Poloßim

f^{−1}Q = (f^{−1}⌊_0(Q_0) ⊴ f^{−1}⌊_0(Q_1) ⊴ . . . ⊴ f^{−1}⌊_0(Q_m)). (10)

Predloßenie 5. Q-prizmatiqeskiæ gomeomorfizm f induciruet

posloænyæ strogiæ kletoqnyæ gomeomorfizm kletoqnyh rassloeniæ:

80 N. E. MN´V

Dokazatel~stvo. Zametim, qto iz usloviØ (9) opredeleniØ prizmatiqeskogo gomeomorfizma sleduet, qto

∀i = 0, . . . , m, B ∈ Q_i : f^{−1}⌊_i(B) = f^{−1}⌊_0(B),

poskol~ku f^{−1}(T_{({0,i},B)} = B × Δ^{{0,i}}) = = f^{−1}⌊_i(B) × Δ^{{0,i}} ≡ f^{−1}⌊_0(B) × Δ^{{0,i}},

gde poslednee toßdestvo – pokoordinatnoe. Ots¸da sleduet, qto

f^{−1}⌊_i(Q_i) = f^{−1}⌊_0(Q_i)

i, sledovatel~no,

f^{−1}⌊_i(Q_i) = f^{−1}⌊_0(Q_i) ⊴ f^{−1}⌊_0(Q_j ) = f^{−1}⌊_j(Q_j ) pri i ≤ j.

Takim obrazom, uslovie (9) perepisyvaetsØ kak

f^{−1}(T_{(B,k)}(Q)) = T_{(f} −1_{⌊0 (B),k)}(f^{−1}Q),

t.e. kak utverßdenie, qto f^{−1}(T_{(B,k)}(Q)) – prizma T(f^{−1}Q). □

3.2.3. Teper~ moßno opredelit~ simplicial~nyæ gruppoid,

N^{op Prism (X)}

−→ Groupoids,

m-ob¨ekty kotorogo Ob_mPrism (X) zanumerovany m-simplek-

sami N R(X) i dlØ dvuh m-ob¨ektov m Q^{0,Q1}→ R(X) mnoßestvo m-morfizmov

(Prism (X))(Q^0, Q^1)

est~ mnoßestvo vseh prizmatiqeskih gomeomorfizmov, perevodØwih T(Q^0) v T(Q^1), v sootvetstvii s predloßeniem 5. Grani i vyroßdeniØ estestvenno opredeleny i soglasovany s granØmi i vyroßdeniØmi v N R(X). Simplicial~nym “prostranstvom” gruppoida Prism (X) my sqitaem simplicial~noe mnoßestvo MorPrism (X) vseh morfizmov Prism (X). Sootvetstvenno, topologiqeskim prostranstvom |Prism (X)| gruppoida my sqitaem prostranstvo |MorPrism (X)|. Prostranstvo |Prism (X)| oqevidnym obrazom nadeleno strukturoæ kletoqnogo topologiqeskogo gruppoida.

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 81

Lemma 3 (O prodolßenii prizmatiqeskogo gomeomorfizma).

(a) Pust~ est~ Q^0, Q^1 ∈ (N R(X))_0 i izomorfizm P(Q^0)^μ→ P(Q^1); togda naædetsØ kletoqnyæ gomeomorfizm Q^{0 f}→ Q^1, takoæ, qto P(f) = μ;

(b) Pust~ est~ Q^0, Q^1 ∈ (N R(X))_1 i dva kletoqnyh gomeomorfizma Q^0^{f0}→ Q^1_0 i Q^0_1^{f1}→ Q^1, takie, qto diagramma

P(Q^0)^{P(}E^)

−−−−→ P(Q^0_1)

P(f_0) P (f1 ) P(Q^0_1) −−−−→_{P(}

E)

P(Q^1)

kommutativna; togda naædetsØ f ∈ Mor_2Prism (X), Q^{0 f}→ Q^1, takoæ, qto d_0f = f_1, d_1f = f_2;

(c) Pust~ est~ Q^0, Q^1 ∈ (N R(X))_m, pri m ≥ 2. Pust~ est~ nabor prizmatiqeskih gomeomorfizmov f_0, . . . , f_m ∈ Mor_{m−1}Prism (X), d_iQ^{0 fi}→ d_iQ^1, takih, qto d_if_j = d_{j−1}f_i pri vseh i < j. Togda naædetsØ f ∈ Mor_mPrism (X), Q^{0 f}→ Q^1, takoæ, qto d_if = f_i pri i = 0, . . . , m.

Dokazatel~stvo. �tot fakt est~ nekotoraØ forma tr¸ka Aleksandera. My privedem ego polnoe dokazatel~stvo.

1. Vo-pervyh, nam potrebuetsØ standartnoe dlØ teorii PL - rassloeniæ kombinatorno-geometriqeskoe nabl¸denie: rassmotrim prostranstvo R^k × R^l, ego proekci¸ R^k × R^{l π2}→ R^l i dva geometriqeskih simpleksa v R^k × R^l razmernosti d: S^0 =

conv (s^0, . . . , s^0_d), S^1 = conv (s^1_0, . . . , s^1_d). Predpoloßim, qto π_2(s^0_i ) = π_2(s^1)_i. Togda edinstvennoe affinnoe otobraßenie S^{0 A}→ S^1, perevodØwee s^0_i v s^1_i , posloæno otnositel~no proekcii π_2, t.e. diagramma

kommutativna.

82 N. E. MN´V

�to est~ sledstvie togo, qto pri affinnom otobraßenii A toqka x ∈ S^0, x = ∑_d i=0 t_is^0_i , perehodit v toqku A(x) = ∑_d i=0 t_is^1_i ∈ S^1, i vykladki

π_2(A(x)) = d∑ i=0 t_iπ_2(s^1_i ) = d∑ i=0 t_iπ_2(s^0_i ) = π_2(x).

2. (Parametriqeskiæ PL -tr¸k Aleksandera.)

Rassmotrim proekci¸ Δ^k×Δ^{l π2}→ Δ_l. Rassmotrim (k+l−1)-sferu

∂(Δ^k × Δ^l) = (∂Δ^k × Δ^l) ∪ (Δ^k × ∂Δ^l).

Predpoloßim, qto fiksirovan posloænyæ gomeomorfizm

Togda naædetsØ posloænyæ gomeomorfizm

takoæ, qto G|_{∂(Δ}k_{×Δ}l_) = F .

Vo-pervyh, gomeomorfizm F sleduet triangulirovat~. Vovtoryh, ispol~zuØ vypuklost~ (!) prizmy Δ^k × Δ^l, my moßem zvezdno, s centrom v baricentre Δ^k × Δ^l, prodolßit~ triangulØcii obraza i proobraza do kombinatorno izomorfnyh triangulØciæ Δ^k ×Δ^l. Takoe zvezdnoe prodolßenie po p. 1 dokazatel~- stva odnoznaqno poroßdaet posloænoe prodolßenie G.

3. Iz p. 2 vytekaet sledu¸wiæ bolee obwiæ fakt. Pust~ est~ para proizvol~nyh xarov B^k, B^l. Rassmotrim proekci¸ B^k × B^{l π2}→ B_l. Rassmotrim (k + l − 1)-sferu

∂(B^k × B^l) = (∂B^k × B^l) ∪ (B^k × ∂B^l ).

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 83

Predpoloßim, qto fiksirovan posloænyæ gomeomorfizm

Togda naædetsØ posloænyæ gomeomorfizm

takoæ, qto G|_{∂(B}k_{×B}l_) = F .

Dokazatel~stvo sostoit v tom, qto sleduet vybrat~ gomeomorfizmy B^{k H1}→ Δ^k i B^{l H2}→ Δ^l, primenit~ k B^k × B^l gomeomorfizm

B^k × B^{l H1×H2}→ Δ^k × Δ^l i vospol~zovat~sØ p. 2.

4. Vvedem neobhodimye oboznaqeniØ. Oboznaqim qerez ∂[Δ^m] kletoqnu¸ sferu – granicu kletoqnogo kompleksa graneæ standartnogo simpleksa. DlØ (m Q→ R(X)) ∈ (N R(X))_m oboznaqim qerez θ_{(−1)}(Q) kletoqnoe rassloenie na ∂[Δ^m], inducirovannoe iz e(Q) vloßeniem ∂[Δ^m] → [Δ^m]:

Kletki Θ_{(−1)} ime¸t vid T_{(k,B)} ∈ T(Q), k ≠ m. Oboznaqim qerez

Θ_{(i)}(Q) podkompleks T(Q), sostavlennyæ iz kletok Θ_{(−1)}(Q) i vseh

kletok vida T_{(m,B)}, B ∈ Q_m, dim B ≤ i. Napomnim, qto u nas n =

84 N. E. MN´V

dim X. Voznikla fil~traciØ

Ograniqenie e(Q) na Θ_{(i)}(Q) oboznaqaem qerez θ_{(i)}(Q).

5. Teper~, pol~zuØs~ p. 3, my moßem postroit~ f po indukcii. OtobraßeniØ f_0, . . . , f_m skleiva¸tsØ v gomeomorfizm F^{(−1)}, sovpada¸wiæ s f_i pri ograniqenii na rassloenie nad gran~¸ s nomerom i sfery ∂[Δ^m]:

Pri fftom, neobhodimym obrazom, f_i|_0 = f_j |_0 = F^{(−1)}|_0 pri i, j =

1, . . . , m i Q^1_i = F^{(−1)}|_0(Q^0_i ). Gomeomorfizm F^{(−1)} perevodit kletku T_{(B,k)} kompleksa Θ_{(−1)}Q^0 v kletku T_{(F} (−1)_{|0(B),k)} kompleksa Θ_{(−1)}Q^1.

Xag indukcii. Predpoloßim, qto est~ prizmatiqeskiæ gomeomorfizm Θ_{i−1}(Q^0)^{F (i−1)}→ Θ_{i−1}(Q^1), perevodØwiæ kletku T_{(B,k)} kompleksa Θ_{(i−1)}Q^0 v kletku T_{(F} (−1)_{|0(B),k)} kompleksa Θ_{(i−1)}Q^1. Prodolßim ego do posloænogo kletoqnogo gomeomorfizma

DlØ fftogo neobhodimo prodolßit~ F^{(i−1)} na kletki vida T_{(m,B)}, gde dim B = i. Takoe prodolßenie suwestvuet, poskol~ku ∂T_{(m,B)}

⊂ Θ_{(i−1)}(Q^0) i F^{(i−1)}|_{∂T(m,B)} udovletvorØet usloviØm tr¸ka Alek-

sandera v forme p. 3. □

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 85

3.3. Simplicial~noe mnoßestva WPrism (X) i WPrism (X). 3.3.1. Napomnim prinadleßawu¸ �ælenbergu i Makleænu konstrukci¸ glavnogo simplicial~nogo rassloeniØ EG^{uG}→ BG simplicial~noæ gruppy G – tak nazyvaemu¸ W -konstrukci¸.

Poloßim

(WG)_m = { G_{m−1} × G_{m−2} × · · · × G_0 pri m > 0, {∗} (odnofflementnoe mnoßestvo) pri m = 0.

Oboznaqim fflement (WG)_m qerez [g_{m−1}, . . . , g_0] pri m > 0. Opredelim grani odnomernyh simpleksov i vyroßdenie 0-mernogo:

d_i([g_0]) = ∗ pri i = 0, 1, s_0(∗) = [e_0] (e_0 – edinica gruppy G_0);

(11)

pri m > 1 grani opredeleny sledu¸wim obrazom:

d_i[g_{m−1}, . . . , g_0] =

(12)

=

[g_{m−2}, . . . , g_0] pri i = 0, [d_{i−1}g_{m−1}, . . . d_1g_{m−i+1}, (g_{m−i−1} ∘ d_0g_{m−i}) m−i−1 , g_{m−i−2}, . . . , g_0] pri i = 1, . . . , m − 1, [d_{m−1}g_{m−1}, . . . , d_1g_1] pri i = m.

VyroßdeniØ opredeleny formuloæ

s_i[g_{m−1}, . . . , g_0] =

= [e_m, g_{m−1}, . . . , g_0] pri i = 0, [s_{i−1}g_{m−1}, . . . , s_0g_{m−i}, e_{m−i}, g_{m−i−1}, . . . , g_0] pri i = 1, . . . , m, gde qerez e_j oboznaqena edinica gruppy G_j .

Poloßim (WG)_m = G_m × · · · × G_0. �lement (WG)_m oboznaqim

⟨g_m, . . . , g_0⟩. Vypixem formuly dlØ graneæ i vyroßdeniæ: d_i⟨g_m, . . . , g_0⟩ =

86 N. E. MN´V

= ⟨d_ig_m, . . .d_1g_{m−i+1}, (g_{m−i−1} ∘ d_0g_{m−i}) m−i−1 , g_{m−i−2}, . . . , g_0⟩ pri i = 0, . . . , m − 1, ⟨d_mg_m, . . . , d_1g_1⟩ pri i = m, s_i⟨g_m, . . . , g_0⟩ = ⟨s_ig_m, s_{i−1}g_{m−1}, . . . , s_0g_{m−i}, e_{m−i}, g_{m−i−1}, . . . g_0⟩. Na WG opredelØetsØ svobodnoe deæstvie G×WG → WG gruppy G pravilom (h_m, ⟨g_m, . . . , g_0⟩) → ⟨h_mg_m, g_{m−1}, . . . , g_0⟩. Otveqa- ¸wee fftomu deæstvi¸ glavnoe rassloenie WG^{uG}→ WG : ⟨g_m, . . . , g_0⟩ → [g_{m−1}, . . . , g_0] i est~ universal~noe glavnoe G-rassloenie dlØ gruppy G. 3.3.2. Postroim variant W-konstrukcii dlØ simplicial~nogo gruppoida prizmatiqeskih gomeomorfizmov.

Oboznaqim dlØ prizmatiqeskogo gomeomorfizma

g ∈ Mor_mPrism (X)

ego obraz i proobraz qerez dom (g) ∈ N_kR(X) i codom (g) ∈

N_kR(X) sootvetstvenno.

Pri m ≥ 1 v kaqestve m-simpleksov WPrism (X) voz~mem mnoßestvo vseh par (Q, [g_{m−1}, . . . , g_0]), gde Q ∈ N_mR(X), [g_{m−1}, . . . , g_0] – posledovatel~nost~ prizmatiqeskih gomeomorfizmov, takih, qto g_i ∈ Mor_iPrism (X), i =

0, . . . , m − 1, d_0Q = dom g_{m−1}, i d_0codom g_i = dom g_{i−1} pri i = 1, . . . , m − 1. Pri m = 0 simpleksy otoßdestvim s fflementa-

mi R(X).

Opredelim grani WPrism (X) odnomernyh simpleksov i vyroßdenie 0-mernogo:

d_0(Q, [g_0]) = codom g_0, d_1(Q, [g_0]) = d_1Q, s_0(Q) = (s_0Q, [e_0]) (e_0 – edinica gruppy G_0);

(13)

pri m > 1 grani opredeleny sledu¸wim obrazom:

d_i(Q, [g_{m−1}, . . . , g_0]) = (14)

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 87

=

(codom g_{m−1}, [g_{m−2}, . . . , g_0]) pri i = 0, (d_iQ, [d_{i−1}g_{m−1}, . . . d_1g_{m−i+1}, (g_{m−i−1} ∘ d_0g_{m−i}) m−i−1 , g_{m−i−2}, . . . , g_0]) pri i = 1, . . . , m − 1, (d_mQ, [d_{m−1}g_{m−1}, . . . , d_1g_1]) pri i = m.

VyroßdeniØ opredeleny formuloæ

s_i(Q, [g_{m−1}, . . . , g_0]) =

(15) = (s_0Q, [e_m, g_{m−1}, . . . , g_0]) pri i = 0, (s_iQ, [s_{i−1}g_{m−1}, . . . , s_0g_{m−i}, e_{m−i}, g_{m−i−1}, . . . , g_0]) pri i = 1, . . . , m, gde qerez e_j oboznaqena edinica gruppy G_j .

Dalee opredelim simplicial~noe mnoßestvo WPrism (X). �lementami (WPrism (X))_m budem sqitat~ vse pary (Q, ⟨g_m, . . . , g_0⟩), gde Q ∈ N_mR(X), codom g_m = Q, d_0Q = dom g_{m−1}, d_0codom g_i =

dom g_{i−1} pri i = 1, . . . , m − 1.

Vypixem formuly dlØ graneæ i vyroßdeniæ: d_i(Q, ⟨g_m, . . . , g_0⟩) =

=

(codom g_{m−1}, ⟨g_{m−1}d_0g_m, g_{m−2}, . . . , g_0⟩) pri i = 0, (d_iQ, ⟨d_ig_m, . . . d_1g_{m−i+1}, (g_{m−i−1} ∘ d_0g_{m−i}) m−i−1 , g_{m−i−2}, . . . , g_0⟩) pri i = 0, . . . , m − 1, (d_mQ, ⟨d_mg_m, . . . , d_1g_1⟩) pri i = m, s_i(Q, ⟨g_m, . . . , g_0⟩) = = (s_iQ, ⟨s_ig_m, s_{i−1}g_{m−1}, . . . , s_0g_{m−i}, e_{m−i}, g_{m−i−1}, . . . g_0⟩). Opredelim morfizm simplicial~nyh mnoßestv

WPrism (X)^{uPrism (X)}−→ WPrism (X)

formuloæ (Q, ⟨g_m, . . . , g_0⟩) → (Q, [g_{m−1}, . . . , g_0]). DlØ nas vaßen sledu¸wiæ prostoæ fakt.

88 N. E. MN´V

Predloßenie 6. Imeet mesto sledu¸wiæ kommutativnyæ kva-

drat otobraßeniæ simplicial~nyh mnoßestv, gde gorizontal~- nye strelki zabyva¸t kombinatoriku ob¨ektov gruppoida i opredeleny pravilami (Q, ⟨g_m, . . . , g_0⟩)^{Π′}→ ⟨g_m, . . . , g_0⟩, (Q, [g_{m−1}, . . . , g_0])^Π→ [g_{m−1}, . . . , g_0]

sootvetstvenno: WPrism (X)^{Π′}−−−−→ WPL (X) uPrism (_X) uPL (X) WPrism (X) −−−−→_Π WPL (X). .

Formuly (11) i (12), opredelØ¸wie W-konstrukci¸, vyraßa¸t granicy WG qerez granicy G i vyroßdeniØ WG qerez vyroßdeniØ G. Nam nußno otmetit~ suwestvovanie obratnogo vyraßeniØ granic G qerez granicy WG.

Pust~ w = (Q(w), [g_{m−1}(w), . . . g_0(w)]) – obwiæ m-simpleks

WPrism (X). Pol~zuØs~ formulami, my moßem napisat~ sledu-

¸wie sootnoxeniØ. Predloßenie 7.

g_i(w) = g_i(d_0w) pri i = 1, . . . , m − 2, d_jg_{m−1}(w) = g_{m−2}(d_jw) pri j = 1, . . . , m − 1, d_0g_{m−1}(w) = (g_{m−2}(d_0w))^{−1} ∘ g_{m−2}(d_1w),

gde d_∗ sleva – granica v G, a d_∗ sprava – granica v WPrism (X).

3.4. Vloßenie N R(X)^Ψ→ WPrism (X) i proekciØ WPrism (X)^{Ψ∗}→

N R(X). Postroim vloßenie N R(X)^Ψ→ WPrism (X) indukcieæ po

skeletam simplicial~nogo mnoßestva N R(X) pri uqastii posledovatel~nogo vybora prizmatiqeskih gomeomorfizmov.

Skelety simplicial~nyh mnoßestv podrobno obsußda¸tsØ, naprimer, v [10, V. 1]. Skelet sk_mX ⊂ X – ffto simplicial~noe podmnoßestvo, poroßdennoe vsemi nevyroßdennymi simpleksami X razmernosti ≤ m.

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 89

3.4.1. Snaqala my zagotovim dlØ vsØkogo m-simpleksa

Q = (Q_0^{μ1}→ · · ·^{μm}→ Q_m) ∈ (N R(X))_m

ego “linearizaci¸”

LQ = (L_0Q ⊴ . . . ⊴ L_mQ) ∈ (N R(X))_m.

Po opredeleni¸ kombinatornoæ sborki (sm. §2.8) vsØkaØ abstraktnaØ sborka Q_{i−1}^{μi}→ Q_i cepoqki Q predstavima nekotorym

R(X)-morfizmom Q_{i−1}^{fi}→ Q_i. Zafiksiruem fftih predstaviteleæ

pri vseh i i poluqim cep~

~Q = (Q_0^{f1}→ · · ·^{fm}→ Q_m) ∈ (N R(X))_m ,

taku¸, qto A( ~Q) = Q.

Posledovatel~no primenØØ razloßenie (5) iz predloßeniØ 1, poluqaem sledu¸wu¸ kommutativnu¸ diagrammu v R(X):

(16)

gde gorizontal~nye stroki – cepoqki geometriqeskih sborok, naqina¸wiesØ s Q_0, . . . , Q_m sootvetstvenno, a vertikal~nye morfizmy – kletoqnye gomeomorfizmy. Pri fftom stroki ne zavisØt ot vybora f_i, predstavlØ¸wih μ_i, t.e. zavisØt tol~ko ot Q. VerhnØØ stroka i est~ cep~ LQ, kanoniqeski sopostavlennaØ Q. Otmetim sledu¸wee svoæstvo konstrukcii: pri i > 0 imeem Ld_iQ = d_iLQ.

3.4.2. Pust~ Q ∈ (N R(X))m . Ego obraz Ψ(Q) ∈ (WPrism (X)) my budem iskat~ v vide (LQ, [g_{m−1}(Q), . . . , g_0(Q)]), gde gomeomorfizmy g_i(Q) stroØtsØ indukcieæ po skeletam sk_mN R(X)^{Ψm}→

90 N. E. MN´V

sk_mPrism (X). Nevyroßdennyæ simpleks N R(X) – ffto cep~ kom-

binatornyh sborok, ne soderßawaØ toßdestvennyh sborok. Simpleksy sk_mN R(X) – vse cepoqki kombinatornyh sborok, v kotoryh vstreqaetsØ ne bolee qem m xtuk ne toßdestvennyh.

Takim obrazom, sk_0N R(X) – simplicial~noe mnoßestvo, kmernyæ simpleks kotorogo – ffto cepoqka

Q^{id}→ Q^{id}→ . . .^{id}→ Q k iz k xtuk toßdestvennyh kombinatornyh sborok kakogo-nibud~ xarovogo kompleksa iz Q ∈ R(X). Sopostavim takomu simpleksu vyroßdennyæ simpleks

(Q, [e_{m−1}, . . . , e_0]) ∈ WPrism (X).

Dopustim, qto uße postroeno Ψ_{m−1}. Postroim otobraßenie Ψ_m, prodolßa¸wee Ψ_{m−1}. Pust~ Q ∈ (sk_mN R(X))_m – nevyroßdennyæ simpleks. Togda d_iQ ∈ sk_{m−1}N R(X) i Ψd_iQ uße postroeno. My iwem Ψ(Q) v vide (LQ, [g_{m−1}(Q), . . . , g_0(Q)]). Dolßno vypolnØt~sØ ravenstvo g_i(Q) = g_i(d_0Q) pri i = m−2, . . . 0; tem samym, g_i postroeny pri i = 0, . . . , m − 2. Nam neobhodimo opredelit~ g_{m−1}(Q). V sootvetstvii s predloßeniem 7 otobraßeniØ d_ig_{m−1}(Q), i =

1, . . . , m − 1, uße postroeny i udovletvorØ¸t trebovaniØm pred-

loßeniØ 3. Sledovatel~no, naædetsØ prodolßa¸wiæ d_ig_{m−1}(Q),

i = 1, . . . , m − 1, prizmatiqeskiæ gomeomorfizm, kotoryæ my i

vybiraem v kaqestve g_{m−1}(Q). DlØ vyroßdennogo simpleksa Q my po formulam (15) stroim (LQ, [g_{m−1}(Q), . . . , g_0(Q)]) s pomow~¸ odnoznaqnoæ redukcii k nevyroßdennomu Q = s_{i1} s_{i2} . . . Q^′, gde Q^′ – nevyroßdennyæ simpleks razmernosti ≤ m.

3.4.3. Postroim proekci¸ WPrism (X)^{Ψ∗}→ N R(X). DlØ posloænogo gomeomorfizma f ∈ PL_m(X) my oboznaqaem qerez f⌊_i ego sloæ nad verxinoæ bazy s nomerom i. Simpleksu w =

(Q, [g_{m−1}, . . . , g_0]) ∈ (WPrism (X))_m my sopostavlØem posledova-

tel~nost~ otobraßeniæ ^g_i(w) = g_i⌊_i∈ PL_0(X), i = 0, . . . , m − 1. Rassmotrim posledovatel~nost~ xarovyh kompleksov Q_0 = ^Q_0(w), ^Q_i(w) = ^g_{m−i} ∘ ^g_{m−i+1} ∘ . . . ∘ ^g_{m−1}(w)(Q_i), i = 1, . . . , m. Po postroeni¸ i v silu prizmatiqnosti gomeomorfizmov g_i voznikaet cep~ ^Ψ^∗(w) ∈ (N R(X))_m : ^Ψ∗(w) = ^Q_0(w)^{^gm−1 (w)}−→ ^Q_1(w)^{^gm−2 (w)}−→ · · ·^{^g0(w)}−→ ^Q_m(w).

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 91

Obraz cepi ^Ψ^∗(w) pri primenenii funktora A : R(X) → R(X) my i poloßim znaqeniem Ψ^∗(w) ∈ (N R(X))_m . Netrudno proverit~, qto opredelenie korrektno i Ψ^∗ – otobraßenie simplicial~nyh mnoßestv, Ψ^∗Ψ = id i imeet mesto sledu¸wiæ fakt.

Predloßenie 8. Otobraßenie ΨΨ^∗ simplicial~no gomotopno

toßdestvennomu.

Dokazatel~stvo. Simplicial~naØ gomotopiØ snova stroitsØ indukcieæ po skeletam s pomow~¸ lemmy 3. □

3.5. OtobraßeniØ Φ, Φ^∗. Opredelim vloßenie

N R(X)^Φ→ WPrism (X)

sootvetstviem na simpleksah: m-cepoqke Q = (Q_0 ⊴ . . . ⊴ Q_m) my sopostavlØem m-simpleks Φ(Q) = (Q, [e_m, . . . , e_0]).

Opredelim otobraßenie WPrism (X)^{Φ∗}→ N R(X) sootvetstviem na simpleksah: m-simpleksu w = (Q, [g_m, . . . , g_0]) my sopostavlØem m-cepoqku Φ^∗(w) = g^{−1}_m Q = (g^{−1}_m ⌊_0Q_0 ⊴ . . . ⊴ g^{−1}_m ⌊_mQ_m).

Predloßenie 9. KompoziciØ Φ^∗Φ est~ toßdestvennoe oto-

braßenie; otobraßenie ΦΦ^∗ simplicial~no gomotopno toßdestvennomu.

Dokazatel~stvo. Pervoe utverßdenie sleduet iz postroeniØ, vtoroe dokazyvaetsØ indukcieæ po skeletam s pomow~¸ lemmy 3. □ V rezul~tate konstrukciæ fftogo paragrafa my poluqili sledu¸wu¸ kommutativnu¸ diagrammu:

N R(X)^Φ−−−−→ WPrism (X) N P uPrism (X) N R(X) −−−−→_Ψ WPrism (X), ,

gde Φ, Ψ – simplicial~nye gomotopiqeskie ffkvivalentnosti.

3.6. RedukciØ teoremy A k lemme o prizmatiqeskoæ trivializacii. V sootvetstvii s predloßeniem 6 imeetsØ kommuta-

92 N. E. MN´V

tivnyæ kvadrat WPrism (X)^{Π′}−−−−→ WPL (X) uPrism (_X) u^{PL (X)} WPrism (X) −−−−→_Π WPL (X). .

Rassmotrim inducirovannoe Π glavnoe PL -rassloenie

~WPrism (X) → WPrism (X).

Poluqaem kommutativnu¸ diagrammu

gde ~Π – pod¨em Π, Π^′ = ~Π ∘ i.

Lemma 4 (O prizmatiqeskoæ trivializacii). Vloßenie |WPrism (X)|^{|i|}→ | ~WPrism (X)| – gomotopiqeskaØ ffkvivalentnost~.

Lemma 4 budet vyvedena v §4 iz lemmy 5; dal~neæxee budet v znaqitel~noæ stepeni posvØweno dokazatel~stvu lemmy 5. 3.7. Dokazatel~stvo teoremy A.

1. Imeet mesto sledu¸wiæ standartnyæ fakt teorii simplicial~nyh glavnyh rassloeniæ:

Pust~ X^f→ BG – nekotoroe simplicial~noe otobraßenie, EG_f^{uGf}→ X – inducirovannoe glavnoe rassloenie, t.e. kvadrat EG_f^{~f}−−−−→ EG u_{Gf} uG X −−−−→_f BG .

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 93

– dekartov. Togda, esli prostranstvo |EG_f | stØgivaemo, to v kvadrate |EG_f |^{| ~f|}−−−−→ |EG| |u_{Gf} | |uG| |X| −−−−→_{|f|} |BG| |f|, | ~f | – gomotopiqeskie ffkvivalentnosti.

�tot fakt sleduet iz ffkvivariantnosti ~f, iz togo, qto kvadrat prodolßaetsØ do morfizma gomotopiqeskih posledovatel~- nosteæ rassloeniæ, teoremy Uaætheda i 5-lemmy. 2. V silu predloßeniØ 9 otobraßenie Φ – gomotopiqeskaØ ffkvivalentnost~, i v silu lemmy 2 my poluqaem, qto prostranstvo

|WPrism (X)| stØgivaemo. Primeniv lemmu 4, my okazyvaemsØ v

situacii p. 1 dokazatel~stva, qto i dokazyvaet teoremu A. □

4. RedukciØ lemmy o prizmatiqeskoæ trivializacii k lemme o sovmestnoæ R(X)-triangulØcii semeæstva posloænyh gomeomorfizmov V fftom paragrafe my vyvedem lemmu 4 “o prizmatiqeskoæ trivializacii” iz lemmy 5 “o sovmestnoæ R(X)-triangulØcii semeæstv posloænyh gomeomorfizmov”, kotoru¸ my seæqas i sformuliruem.

Rassmotrim simplicial~noe mnoßestvo Prism^N (X), k-fflemen-ty kotorogo pri N ≥ 1 – nabory dannyh ⟨Q, {g_i}^N_{i=1}⟩, gde Q ∈

N_kR(X),

∀i = 1, . . . , N : g_i ∈ Mor_kPrism (X), codom g_i = Q.

Prism^0(X) polagaem sovpada¸wim s N R(X). Pri N ≥ 1, zaby-

vaØ o prizmatiqnosti poslednego gomeomorfizma g_N , poluqaem vloßenie Prism^N (X)^j→ Prism^{N−1}(X) × PL (X).

Lemma 5 (Lemma o sovmestnoæ R(X)-triangulØcii semeæstva posloænyh gomeomorfizmov). Vloßenie |Prism^N (X)|^{|j|}→

|Prism^{N−1}(X) × PL (X)| – gomotopiqeskaØ ffkvivalentnost~.

Dokazatel~stvu lemmy 5 budut posvØweny sledu¸wie paragrafy, a v fftom my, posle prigotovleniæ, dokaßem v §4.4 implikaci¸ (lemma 5 ⇒ lemma 4).

94 N. E. MN´V

4.1. In¨ektivnye simplicial~nye mnoßestva (Δ-mnoßestva Rurka i Sandersona). Qerez iN my oboznaqaem podkategori¸ kategorii koneqnyh ordinalov N s temi ße ob¨ektami, no tol~- ko in¨ektivnymi monotonnymi otobraßeniØmi v kaqestve morfizmov. Morfizmy iN poroßdeny vsemi kogranØmi d^i. In¨ektivnymi simplicial~nymi mnoßestvami my nazyvaem funktory iN^{op} → Sets (ffto rovno to ße samoe, qto Δ-mnoßestva Rurka

i Sandersona [25]). Vloßenie iN^i→ N poroßdaet zabyva¸wiæ funktor

Sets^{Nop d}→ Sets^{iNop} ,

sopostavlØ¸wiæ simplicial~nomu mnoßestvu ego in¨ektivnu¸ qast~.

Simplicial~nyæ kompleks K lokal~no uporØdoqen, esli na verxinah K vveden qastiqnyæ porØdok, takoæ, qto verxiny vsØkogo simpleksa K vpolne uporØdoqeny. Estestvenno voznika¸wu¸ na uporØdoqennyh simpleksah K strukturu in¨ektivnogo simplicial~nogo mnoßestva my oboznaqaem qerez i(K). 4.2. In¨ektivnye raskraski poliffdra simplicial~nymi mnoßestvami i teorema Brauna o predstavimyh funktorah. TriangulØci¸ |K|^t→ N poliffdra N my nazyvaem lokal~no

uporØdoqennoæ, esli kompleks K lokal~no uporØdoqen. Pust~ Y – simplicial~noe mnoßestvo, N – nekotoryæ poliffdr. In¨ektivnoæ raskraskoæ poliffdra N s pomow~¸ simplicial~nogo mnoßestva Y my nazovem dannye ⟨t, f⟩, gde K^t→ N – lokal~no uporØdoqennaØ triangulØciØ N , a i(K)^f→ d(Y ) – nekotoryæ morfizm in¨ektivnyh simplicial~nyh mnoßestv. Dve Y -raskraski ⟨t_0, f_0⟩ i ⟨t_1, f_1⟩ poliffdra K konkordantny, esli est~ raskraska poliffdra K×[0, 1], sovpada¸waØ s ⟨t_j, f_j ⟩ na j-m krae.

Oboznaqim qerez PL^{op ColY}−→ Sets funktor, otnosØwiæ poliffdru mnoßestvo vseh klassov konkordantnosti ego Y -raskrasok. Oboznaqim qerez PL^{op Ho(−,|Y |M )}−→ Sets funktor, otnosØwiæ poliffdru N mnoßestvo Ho(N, |Y |_M ) vseh gomotopiqeskih klassov ego nepreryvnyh otobraßeniæ v |Y |_M .

Otnositel~naØ teorema Zimana o simplicial~noæ approksimacii [30] garantiruet, qto est~ estestvennyæ izomorfizm dvuh fftih funktorov ColY ≈ Ho(−, |Y |_M ). Pri fftom, esli |Y |_M svØzno i imeet sqetnye gomotopiqeskie gruppy, to teorema Brauna

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 95

[8, s. 469] o predstavimosti gomotopiqeskih funktorov na poliffdrah garantiruet, qto Y gomotopiqeski edinstvennym obrazom vosstanavlivaetsØ po Ho(−, |Y |_M ), a sledovatel~no, i po ColY .

In¨ektivnye raskraski poliffdrov simplicial~nymi mnoßestvami – estestvennyæ instrument v dokazatel~stvah gomotopiqeskoæ trivial~nosti par nekanovskih simplicial~nyh mnoßestv, poskol~ku v fftom sluqae kombinatornaØ simplicial~naØ gomotopiØ ploho opredelena.

4.3. “˙-lemma” i “u-lemma”. Pust~ (X, Y ) – para simplicial~nyh mnoßestv, t.e. Y ⊆ X. My vsegda predpolagaem, qto X svØzno. Rassmotrim vloßenie |Y |_M^f→ |X|_M .

Nam potrebu¸tsØ dva raznyh sposoba skazat~, qto f – gomotopiqeskaØ ffkvivalentnost~, v terminah (X, Y )-raskrasok par poliffdrov. Razliqie lix~ v kombinatorike raskrasok. Nazovem ffti dva utverßdeniØ “˙-lemmoæ” i “u-lemmoæ”.

Raskraska poliffdra simplicial~nym mnoßestvom obsußdalas~ v §4.2. Raskraska pary poliffdrov (P, Q) paroæ simplicial~nyh mnoßestv (X, Y ) opredelØetsØ estestvennym obrazom kak lokal~no uporØdoqennaØ kusoqno-lineænaØ triangulØciØ p poliffdra P , induciru¸waØ triangulØci¸ q podpoliffdra Q, i Xraskraska p, induciru¸waØ Y -raskrasku q.

4.3.1. ˙-lemma. Pust~ est~ (k + 1)-mernyæ xar D^{k+1}, v ograniqiva¸weæ ego sfere S^k = ∂D^{k+1} otmeqen ffkvator S^{k−1}_e ⊂ S^k , vydelØ¸wiæ v S^k dva zamknutyh poluxariØ D^k_+, D^k_− ⊂ S^k, D^k_+ ∩

D^k_− = S^{k−1}_e . Rassmotrim vloßenie par (D^k_+, S^{k−1}_e ) → (D^{k+1}, D^k_−)

96 N. E. MN´V

˙-lemmoæ dlØ (X, Y ) my nazovem sledu¸wee utverßdenie: ˙-Lemma. DlØ l¸bogo k l¸baØ (X, Y )-raskraska pary (D^k+, S^{k−1}e )

prodolßaetsØ do (X, Y )-raskraski pary (D^{k+1}, D^k_−).

Predloßenie 10. Vloßenie |Y |M → |X|M – gomotopiqeskaØ

ffkvivalentnost~ togda i tol~ko togda, kogda dlØ (X, Y ) verna ˙- lemma.

Dokazatel~stvo. Po teoreme Uaætheda neobhodimoe i dostatoqnoe uslovie gomotopiqeskoæ ffkvivalentnosti – trivial~nost~ otnositel~nyh gomotopiqeskih klassov sfer. A v silu teoremy Zimana ob otnositel~noæ simplicial~noæ approksimacii uslovie trivial~nosti otnositel~nyh gomotopiqeskih klassov sfer imeet vid ⌢-lemmy. □

4.3.2. Rassmotrim morfizm iN-mnoßestv A^f→ B. Morfizm f ØvlØetsØ kanovskim rassloeniem-ffkvivalentnost~¸ iN-mnoßestv, esli vypolnena sqetnaØ posledovatel~nost~ aksiom:

KF-E(0): otobraßenie f_0 : A_0 → B_0 – ffpimorfizm;

...........................

KF-E(k): dlØ vsØkih b ∈ (b)_k, a_0, . . . , a_k ∈ A_{k−1}, takih, qto f(a_i) = d_ib i d_i(a_j) = d_{j−1}a_i pri i < j, verno, qto naædetsØ a ∈ A_k, takoæ, qto d_ia = a_i i f(a) = b.

.............................

Pust~ (A^0, A^1), (B^0, B^1) – pary iN -mnoßestv. Para morfizmov

(A^0, A^1)^f 0,f 1 −→ (B^0, B^1)

– kanovskoe rassloenie-ffkvivalentnost~ par, esli i f^0, i f^1 ØvlØ¸tsØ kanovskimi rassloeniØmi-ffkvivalentnostØmi.

4.3.3. Rassmotrim sledu¸wie in¨ektivnye simplicial~nye mnoßestva:

iN-mnoßestvo X, k-fflementami kotorogo ØvlØ¸tsØ lokal~no uporØdoqennye X-raskraxennye triangulØcii Δ^k, podrazbiva¸wie kletoqnyæ kompleks [Δ^k];

iN-mnoßestvo X_{×[0,1]}, k-fflementami kotorogo ØvlØ¸tsØ lokal~no uporØdoqennye, X-raskraxennye triangulØcii poliffdra Δ^k ×

Δ^1, podrazbiva¸wie kompleks [Δ^k] × [Δ^1].

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 97

Est~ dva otobraßeniØ in¨ektivnyh simplicial~nyh mnoßestv X_{×[0,1]}^{h0 ,h1}−→ X, otveqa¸wie dvum morfizmam Δ^{k id×d} 0 ,id×d1 −→ Δ^k × Δ^1.

Est~ tavtologiqeskoe vloßenie par iN-mnoßestv (dX, dY ) ⊂

(X, Y )). Pri fftom vloßenii k-simpleks x ∈ dX_k rassmatriva-

etsØ kak x-raskraxennyæ simpleks Δ^k. Rassmotrim paru iNpodmnoßestv ( ~X_{×[0,1]}, ~Y_{×[0,1]}) ⊂ (X_{×[0,1]}, Y_{×[0,1]}), opredelennu¸ sledu¸wim obrazom: ~x ∈ ( ~X_{×[0,1]})_k togda i tol~ko togda, kogda 1) h_0(~x) ∈ dX_k,

2) h_0(~x) ∈ dY_k ⇒ ~x ∈ ( ~Y_{×[0,1]})_k,

3) h_1~x ∈ Y_k.

u-lemmoæ dlØ (X, Y ) my nazovem sledu¸wee utverßdenie:

proekciØ par

( ~X_{×[0,1]}, ~Y_{×[0,1]})^{h0 ,h0}−→ (dX, dY )

est~ kanovskoe rassloenie-ffkvivalentnost~.

4.3.4. Geometriqeski utverßdenie u-lemmy dlØ (X, Y ) moßno predstavlØt~ sebe sledu¸wim obrazom. Pust~ est~ simplicial~noe vedro Δ^k ∪ ∂Δ^k × [0, 1] (sm. ris. 10, sleva) s lokal~no uporØdoqennoæ triangulØcieæ K, podrazbiva¸weæ kletoqnyæ kompleks K ⊴ [Δ^k] ∪ ∂[Δ^k] × [0, 1]. Pri fftom na dne vedra triangulØciØ K X-raskraxena takim obrazom, qto kraæ vedra K|_Δk_{×{1}} Y -raskraxen i, esli gran~ osnovaniØ d_iK|_Δk Y -raskraxena, to i vsØ stenka K|_{di Δ}k_{×[0,1]} toße Y -raskraxena.

Lemma utverßdaet, qto vsØku¸ taku¸ (X, Y )-raskrasku vedra moßno dopolnit~ do (X, Y )-raskraski pary Δ^k × [0, 1], Δ^k × {1}.

Predloßenie 11. Vloßenie |X| → |Y | – gomotopiqeskaØ ffkvi-

valentnost~ togda i tol~ko togda, kogda dlØ pary (X, Y ) verna

u-lemma.

Dokazatel~stvo. Iz ⌢-lemmy, oqevidno, sleduet ⊓-lemma, poskol~ku v terminah interpretacii 4.3.4 ⌢-lemma pozvolØet vsØkiæ raz zapolnit~ vedro nußnym obrazom.

98 N. E. MN´V

Ris. 10.

Obratno: iz ⊓-lemmy sleduet ⌢-lemma. Indukcieæ po skeletam triangulØcii (K, L) pary D^{k+1}, S^k my stroim i zapolnØem

(X, Y )-raskraxennye vedra. □

4.4. Vyvod lemmy 4 iz lemmy 5. V silu predloßeniæ 10 i 11, dlØ togo qtoby vyvesti lemmu 4 iz lemmy 5, dostatoqno dokazat~ sledu¸wee utverßdenie. Predloßenie 12. Iz ⊓-lemmy dlØ vseh par ( Prism^{N−1}(X) × PL (X), Prism^N (X) ) pri vseh koneqnyh N ≥ 1 sleduet ⌢-lemma dlØ pary ( ~WPrism (X), WPrism (X)).

Dokazatel~stvo. Shema rassußdeniØ sostoit v sledu¸wem. Dopustim, u nas est~ para (D^{k+1}, S^k), snabßennaØ paroæ uporØdoqennyh triangulØciæ (K, L), raskraxennyh paroæ

( ~WPrism (X), WPrism (X)),

t.e. fiksirovan morfizm

(iK, iL)^{(α,β)}−→ (d~WPrism (X), dWPrism (X)).

Rassmotrim paru poliffdrov

(D^k × [0, 1], S^{k−1} × [0, 1] ∪ D^k × {1}).

Rassmotrim paru kletoqnyh razbieniæ fftoæ pary poliffdrov (K × [0, 1], L × [0, 1] ∪ K × {1}).

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 99

My budem iskat~ prodolßenie (K, L) do lokal~no uporØdoqennoæ triangulØcii (K^′, L^′) ⊴ (K × [0, 1], L × [0, 1] ∪ K × {1}) i prodolßenie raskraski (α, β) do raskraski

(iK^′, iL^′)^{(α} ′,β^′) −→ (d~WPrism (X), dWPrism (X)).

Prodolßenie raskraski my iwem indukcieæ po fil~tracii

(Ξ_l, Υ_l) = (K ∪ (K_{l−1} × [0, 1]), L ∪ (L_{l−1} × [0, 1]) ∪ (K_{l−1} × {1})),

(Ξ_0, Υ_0) = (K, L) → . . . → (Ξ_k, Υ_k) = (K × [0, 1], L × [0, 1] ∪ K × {1}).

Pust~ est~ ( ~WPrism (X), WPrism (X))-raskraska (Ξ_l, Υ_l), prodolßa¸waØ (α, β). Togda uslovie ee prodolßeniØ na (Ξ_{l+1}, Υ_{l+1}) v toqnosti ffkvivalentno ⊓-lemme dlØ

(Prism^{k−l}(X) × PL (X), Prism^{k−l+1}(X)). □

5. Plan rabot po dokazatel~stvu lemmy o sovmestnoæ

R(X)-triangulØcii semeæstva posloænyh gomeomorfizmov

Naxa koneqnaØ cel~ – dokazat~ ⌢-lemmu (sm. §4.3.1) dlØ pary (|Prism^{m−1}(X) × PL (X)|, |Prism^m(X))|). To est~ my hotim dokazat~ sledu¸wee. Pust~ est~ nekotoraØ triangulØciØ K diska

D^k_+, ee raskraska Q posetom R(X) i semeæstvo posloænyh go-

meomorfizmov G_1, . . . G_m, U ∈ PL_Dk_+ , takih, qto G_1, . . . G_m – Qprizmatiqny i U ⌊_Sk−1_e prizmatiqen otnositel~no inducirovannoæ raskraski Q⌊_Sk−1_e inducirovannoæ triangulØcii K⌊_Sk−1_e sfery S^{k−1}_e = ∂D^k_+ . UtverßdaetsØ, qto v fftoæ situacii moßno prodolßit~ triangulØci¸ K do triangulØcii ~K diska D^{k+1}, raskrasku Q do R(X)-raskraski ~Q triangulØcii ~K, gomeomorfizmy G_1, . . . , G_m, U do gomeomorfizmov ~G_1, . . . , ~G_m, ~U ∈ PL_Dk+1 (X) tak, qtoby ~G_1, . . . , ~G_m ostalis~ ~Q-prizmatiqeskimi, a ~U ⌊_Dk_− stal

~Q⌊_{Dk−} -prizmatiqeskim.

GomotopiØ semeæstva gomeomorfizmov k “bolee prizmatiqeskomu” vidu dostupna s pomow~¸ mnogomernogo obobweniØ konstrukcii Hadsona fragmentacii izotopii. Qtoby opisat~ ob-

100 N. E. MN´V

obwennu¸ fragmentaci¸ Hadsona i ee vliØnie na prizmatiqnost~ gomeomorfizma, my vvodim universal~noe obobwenie ponØtiØ prizmatiqnosti gomeomorfizma, a imenno prizmatiqnost~ gomeomorfizma otnositel~no “predpuqka Aleksandrova”.

My naqinaem s §6, posvØwennogo topologiØm Aleksandrova na poliffdre. Mnoßestvo Al(X) vseh topologiæ Aleksandrova na poliffdre P qastiqno uporØdoqeno po otnoxeni¸ usileniØ topologii. S drugoæ storony, l¸boæ poset est~ T^0-prostranstvo Aleksandrova. Pofftomu dlØ topologii Aleksandrova T na poliffdre B moßno rassmatrivat~ “predpuqki” so znaqeniØmi v

Al(X), t.e. morfizmy prostranstv Aleksandrova (B, T ) → Al(X).

My uqimsØ fflementarnoæ hirurgii predpuqkov Aleksandrova i opisyvaem ih gomotopii.

V §7 my vvodim ponØtie prizmatiqnosti gomeomorfizma G ∈

PL_B (X) otnositel~no predpuqka Aleksandrova (B, T ) → Al(X).

V qastnosti, ffto ponØtie obobwaet ponØtie prizmatiqnosti G otnositel~no R(X)-raskraski triangulØcii B. My izuqaem, kak moßno deformirovat~ gomotopieæ predpuqok Aleksandrova v klasse predpuqkov, otnositel~no kotoryh G prizmatiqen.

Naxi konstrukcii vydelØ¸t sluqaæ predpuqkov Aleksandrova so znaqeniØmi v D^∞_c (K) ⊆ Al(X). Topologii iz D^∞_c (K) diskretny vs¸du krome diz¨¸nktnogo nabora otkrytyh (v obyqnoæ topologii) xarov, koniqeskih otnositel~no fiksirovannoæ triangulØcii K mnogoobraziØ X.

Delo v tom, qto, s odnoæ storony, gomeomorfizmy, prizmatiqeskie otnositel~no predpuqka so znaqeniØmi v D^∞_c (K), est~ oßidaemyæ vyhod procedury obobwennoæ fragmentacii gomeomorfizma, a s drugoæ storony, gomeomorfizmy, prizmatiqeskie otnositel~no predpuqka so znaqeniØmi v D^∞_c (K), dopuska¸t

R(X)-triangulØci¸.

V §8 my opisyvaem proceduru R(X)-triangulirovaniØ

D^∞_c (K)-prizmatiqeskih posloænyh gomeomorfizmov.

Dalee my pristupaem k mnogostupenqatomu postroeni¸ mnogomernoæ versii fragmentacii Hadsona posloænogo gomeomorfizma, t.e. gomotopii, “povyxa¸weæ” prizmatiqnost~ gomeomorfizmov.

V §9 vvoditsØ samaØ obwaØ versiØ neposloænoæ deformacii posloænogo gomeomorfizma G ∈ PL_B (X) v klasse posloænyh otobraßeniæ. DeformaciØ opredelØetsØ otobraßeniem X × C^F→

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 101

X×B, posloænym otnositel~no proekcii na X. Rezul~tat primeneniØ deformacii – novoe otobraßenie X ×C^F o^G−→ X ×C, posloænoe otnositel~no proekcii na C. DokazyvaetsØ vaßnoe predloßenie 40, utverßda¸wee, qto v sluqae, kogda F o G – posloænyæ gomeomorfizm, pri special~nyh usloviØh na F gomeomorfizm

F o G “sohranØet” prizmatiqnost~ G.

V §10 my opredelØem “sistemy grafikov” v prostranstve

X × I^k (I^k – k-mernyæ kub) i svØzyvaem s sistemoæ grafikov

Γ zameqatel~noe otobraßenie X × T^{k FΓ}→ X × I^k, posloænoe otnositel~no X. Poliffdr T^k – (k + 1)-mernaØ trapeciØ s kubiqeskim osnovaniem I^k. Sistema grafikov – ffto nabor podpoliffdrov

X × I^k, ØvlØ¸wihsØ vloßennymi po raznym koordinatam grafi-

kami funkciæ X × I^{k−1} → I. Neobhodimy opredelennye usloviØ soglasovaniØ grafikov gf1, gf2. Smysl usloviæ v tom, qto grafiki raspoloßeny tak, qto ih moßno vse odnovremenno razdut~ v poloski i pri fftom kartinka ne isportitsØ. V X × T^k vloßeny poliffdry, poluqa¸wiesØ kak grafiki razduvaniØ poliffdrov iz Γ s postoØnnoæ skorost~¸ po parametru – vysote piramidy. Otobraßenie X × T^{k FΓ}−→ X × I^k posylaet toqku v ee proobraz pri razduvanii sistemy grafikov Γ.

V §11 my izuqaem deformacii F_Γ o G. V dannoæ situacii obwie deformacii o prevratilis~ v gomotopii meßdu ishodnym gomeomorfizmom G = (F_Γ o G)^0 i posloænym otobraßeniem

(F_Γ o G)^1 v rassloenii nad verhnim osnovaniem (T^k)^1 trapecii T^k. Lemma 11 otmeqaet, qto pri estestvennom soglasovanii Γ i

G, sostoØwem v tom, qto G(Γ) – toße sistema grafikov, my poluqaem, qto F_Γ oG – posloænyæ gomeomorfizm i, tem samym, F_Γ oG – gomotopiØ gomeomorfizma G.

Dalee my otmeqaem (lemma 10), qto pri prostom dopolnitel~nom trebovanii gf4 na sistemu grafikov Γ gomeomorfizm

(F_Γ o G)^1 stanovitsØ prizmatiqeskim otnositel~no zameqatel~-

nogo predpuqka Aleksandrova J_Γ na (T^k)^1.

V §12 my svØzyvaem s proizvol~noæ triangulØcieæ L mnogoobraziØ X i kompaktnym semeæstvom gomeomorfizmov G ⊂

PL_Ik (X) “sistemu Hadsona” – sistemu grafikov H (L, G). Siste-

ma Hadsona soglasovana s G i obladaet tem svoæstvom, qto obraz

J_{H (L,G)} leßit v S^k(L) ⊂ Al(X). Topologii S^k(L) diskretny vs¸-

du krome ob¨edineniØ ne bolee qem k xtuk otkrytyh zvezd L. Lemma 11 garantiruet, qto sistemy Hadsona deæstvitel~no su-

102 N. E. MN´V

westvu¸t dlØ l¸byh L i G.

V §14 my ispol~zuem svobodu vybora triangulØcii pri postroenii sistemy Hadsona. V predloßenii 57 my pokazyvaem, qto dlØ proizvol~noæ triangulØcii K mnogoobraziØ X moßno vybrat~ bol~xoe qislo n tak, qto predpuqok Aleksandrova J_{H (sd n K,G)} oslablØetsØ do puqka J^′ so znaqeniØmi v D^∞_c (K). Oslablenie sohranØet prizmatiqnost~ gomeomorfizmov, i, sledovatel~no, dlØ vsØkogo G iz kompaktnogo semeæstva gomeomorfizmov G gomeomorfizm (F_{H (sd nK,G)} o G)^1 ØvlØetsØ prizmatiqeskim otnositel~no predpuqka J^′ so znaqeniØmi v D^∞_c (K).

V §14 my sobiraem ves~ nakoplennyæ v §§9–13 material v lemmu 12 “o prizmatiqeskoæ fragmentacii koneqnogo semeæstva posloænyh gomeomorfizmov trivial~nogo rassloeniØ na kube”. Lemma garantiruet, qto koneqnoe semeæstvo PL_Ik (X) gomeomorfizmov moßno odnovremennoæ gomotopieæ privesti k D^∞_c (K)- prizmatiqeskomu vidu.

Nakonec v §15 lemmy 13 i 14 proizvodØt okonqatel~nu¸ skleæku konstrukciæ D^∞_c (K)-fragmentacii gomeomorfizmov i

R(X)-triangulØcii D_c(K)-prizmatiqeskih gomeomorfizmov v

⌢-lemmu dlØ pary

(|Prism^{m−1}(X) × PL (X)|, |Prism^m(X))|).

6. Prostranstva P. S. Aleksandrova (“predporØdki”)

V fftom paragrafe my privedem nekotorye konstrukcii s topologiqeskimi prostranstvami P. S. Aleksandrova i ih morfizmami. �ti konstrukcii potrebu¸tsØ dalee dlØ obobweniØ prizmatiqeskih gomeomorfizmov i opisaniØ ih hirurgii.

My naqinaem s napominaniØ opredeleniØ i nekotoryh svoæstv topologii Aleksandrova [3] (sm. takße [20, 5]).

6.1. Topologieæ Aleksandrova T na mnoßestve Y nazyva¸t topologi¸, v kotoroæ kaßdaØ toqka y ∈ Y imeet minimal~nu¸ otkrytu¸ okrestnost~ o(y). Paru (Y, T ) nazyva¸t prostranstvom Aleksandrova. Topologii Aleksandrova na Y ffkvivalentna struktura predporØdka na Y .

PredporØdkom na mnoßestve nazyva¸t tranzitivnoe, refleksivnoe otnoxenie ⪯ (esli ono ewe i antisimmetriqno, t.e.

(a ⪯ b)∧(b ⪯ a) ⇒ a = b, to predporØdok est~ nastoØwiæ qastiqnyæ

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 103

porØdok). Mnoßestva s predporØdkom my nazyvaem predposetami ili preduporØdoqennymi mnoßestvami.

S topologieæ Aleksandrova T svØzan sledu¸wiæ predporØdok na mnoßestve Y : y_0 ≤_T y_0 ⇔ o(y_0) ⊆ o(y_1). Naoborot, nißnie

(po dogovorennosti) idealy predporØdka na Y obrazu¸t topologi¸ Aleksandrova na Y . �to sootvetstvie meßdu prostranstvami Aleksandrova i predposetami – izomorfizm kategoriæ nepreryvnyh otobraßeniæ prostranstv Aleksandrova i monotonnyh morfizmov predposetov. �tim izomorfizmom my otoßdestvlØem obe kategorii, i prostranstvo Aleksandrova (Y, T ) rassmatrivaem i kak preduporØdoqennoe mnoßestvo. Kategori¸ vseh prostranstv Aleksandrova i ih morfizmov (t.e. nepreryvnyh otobraßeniæ ili, qto to ße samoe, monotonnyh otobraßeniæ sootvetstvu¸wih predposetov) my oboznaqaem qerez Al. NastoØwie posety – ffto to ße samoe, qto T_0-prostranstva Aleksandrova. To est~ kategoriØ Posets nastoØwih posetov obrazuet polnu¸ podkategori¸ v Al.

6.1.1. TopologiØ Aleksandrova T na mnoßestve Y obladaet edinstvennoæ minimal~noæ bazoæ, sostavlennoæ iz minimal~nyh okrestnosteæ toqek. My oboznaqaem minimal~nu¸ bazu T qerez

B(Y, T ) i rassmatrivaem ee kak podposet poseta 2^Y vseh podmno-

ßestv Y , uporØdoqennyh po vkl¸qeni¸. V terminah predporØdka

≤_T na Y minimal~naØ baza sostavlena iz glavnyh nißnih idea-

lov.

6.1.2. Teorema Aleksandrova opisyvaet minimal~nu¸ bazu topologii kak pokrytie.

Teorema (P. S. Aleksandrov [2]). Pokrytie U mnoßestva Y

est~ minimal~naØ baza nekotoroæ topologii Aleksandrova na Y togda i tol~ko togda, kogda 1) dlØ vsØkoæ pary U_0, U_1 ∈ U imeet mesto ravenstvo U_0 ∩ U_1 =

∪_{W ∈W} W dlØ nekotorogo podmnoßestva W ⊆ U;

2) esli dlØ nekotorogo podmnoßestva W ⊆ U i U ∈ U verno, qto ∪_{W ∈W} W = U , to U ∈ W. Pervoe uslovie teoremy Aleksandrova govorit, qto U – baza nekotoroæ topologii T , a vtoroe v toqnosti garantiruet to, qto mnoßestva U ∈ U – deæstvitel~no minimal~nye okrestnosti toqek v T .

104 N. E. MN´V

6.1.3. Sootvetstvie A → B(A) na ob¨ektah Al estestvenno prodolßaetsØ do funktora Al^B→ Posets. Morfizm y → o(y) ØvlØetsØ morfizmom predporØdkov (Y, T )^o→ B(Y, T ). V terminah kategorii Al morfizm o – ffto universal~nyæ morfizm iz prostranstva Aleksandrova v T_0-prostranstvo Aleksandrova, v tom smysle, qto dlØ vsØkogo morfizma A^b→ P v Al, gde P – T_0-prostranstvo, naædetsØ edinstvennyæ morfizm b^′, takoæ, qto sledu¸wiæ treugol~nik kommutativen:

(17)

Tem samym, morfizmy A^o→ B(A) dostavlØ¸t estestvennoe preobrazovanie toßdestvennogo funktora v funktor B. 6.1.4. Pereseqenie l¸bogo semeæstva otkrytyh mnoßestv v topologii Aleksandrova otkryto, i, sledovatel~no, mnoßestvo T^c vseh zamknutyh podmnoßestv prostranstva (Y, T ) snova udovletvorØet aksiomam topologii Aleksandrova. Minimal~- nye okrestnosti v topologii T^c sut~ minimal~nye zamknutye okrestnosti toqek v topologii T . Taku¸ okrestnost~ my oboznaqaem qerez c(y). Minimal~naØ baza T^c otveqaet verhnim idealam predposeta (Y, T ), (Y, T^c) = (Y, T )^{op}. Perehod k dvoæstvennoæ topologii est~ invol¸ciØ na Al.

Klassy ffkvivalentnosti ∼_T predporØdka ≤_T – ffto v toqno-

sti mnoßestva s(y) = c(y) ∩ o(y), i oni obrazu¸t razbienie

Σ(Y, T ) mnoßestva Y . Est~ vzaimno odnoznaqnoe otobraßenie B(Y, T )^{ns}→ Σ(Y, T ), sopostavlØ¸wee, v terminah predporØdkov,

glavnomu nißnemu idealu klass ffkvivalentnosti ego maksimal~- nyh fflementov: ∀y ∈ Y : ns (o(y)) = s(y). 6.1.5. Oslablenie topologiæ Aleksandrova. Pust~ na Y zafiksirovano dve topologii Aleksandrova R i T . Toßdestvennoe otobraßenie Y induciruet morfizm (Y, R)^w→ (Y, T ) togda i tol~- ko togda, kogda topologiØ T slabee topologii R. Tem samym, na

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 105

topologiØh Aleksandrova na dannom mnoßestve Y voznikaet qastiqnyæ porØdok. �tot qastiqnyæ porØdok my oboznaqaem tem ße simvolom ⊴, qto i podrazbienie.

Poset uporØdoqennyh po oslableni¸ topologiæ Aleksandrova na dannom mnoßestve Y my, s odnoæ storony, otoßdestvlØem s podkategorieæ Al(X) kategorii Al. S drugoæ storony, Al(X) – poset, i on predstavlen nekotorym ob¨ektom Posets.

Poset Al(X) obladaet maksimal~nym fflementom – trivial~- noæ topologieæ X^{triv} na X s edinstvennym otkrytym mnoßestvom X. Poset Al(X) obladaet minimal~nym fflementom – diskretnoæ topologieæ X^δ , v kotoroæ vse toqki X otkryty i zamknuty.

6.2. Primer. Pust~ u nas est~ xarovoæ kompleks Q ∈ R(X). S kompleksom Q moßno svØzat~ topologi¸ Aleksandrova A(Q) na X, v kotoroæ fflementami minimal~noæ bazy B(X, A(Q)) ØvlØ¸tsØ otkrytye zvezdy kletok Q. V dvoæstvennoæ topologii A^c(Q) fflementami minimal~noæ bazy ØvlØ¸tsØ zamknutye kletki Q. �lementami razbieniØ Σ(Y, A^c(Q)) ØvlØ¸tsØ otnositel~nye vnutrennosti kletok Q. Rassmotrim dva kompleksa Q_0, Q_1 ∈ R(X).

Predloßenie 13.

(Q_0 ≤ R(X)

Q_1) ⇔ (A(Q_0) ≤_{Al(X)} A(Q_1)) ⇔ (A^c(Q_0) ≤_{Al(X)} A^c(Q_1)).

Dokazatel~stvo. �to utverßdenie – tavtologiØ na urovne opredeleniæ. □

Tem samym, sootvetstvie Q → A^cQ est~ vloßenie posetov

R(X) → A^cAl(X).

Zametim, qto sledu¸waØ diagramma kommutativna:

6.3. Topologii Aleksandrova i pokrytiØ. SvØßem topologi¸ Aleksandrova A(U) s koneqnym pokrytiem U mnoßestva Y . Opre-

106 N. E. MN´V

delim minimal~nu¸ otkrytu¸ okrestnost~ toqki y ∈ Y v topologii A(U) ravenstvom o(y) = ⋂ {U|U∈U,y∈U} U. Togda minimal~naØ zamknutaØ okrestnost~ c(y) v A(U) imeet vid c(y) = ⋂ {U|U∈U,y∈U} U , gde U = Y \ U .

Predloßenie 14. TopologiØ A(U) ØvlØetsØ edinstvennoæ sla-

beæxeæ topologieæ na Y , v kotoroæ fflementy pokrytiØ U otkryty.

Dokazatel~stvo. �to prØmoe sledstvie konstrukcii. □

6.4. Vpisyvanie topologiæ. V sootvetstvii so standartnym opredeleniem pokrytie W_0 mnoßestva Y vpisano v pokrytie

W_1 (oboznaqaem W_0 l W_1), esli dlØ vsØkogo W_0 ∈ W_0 naædet-

sØ W_1 ∈ W_1, takoæ, qto W_0 ⊂ W_1. My govorim, qto topologiØ Aleksandrova R na Y vpisana v topologi¸ T , esli pokrytie

B(Y, R) vpisano v pokrytie B(Y, T ). My govorim, qto topologiØ T plotna, esli B(X, T ) – nißnØØ podpolurexetka v 2^Y , t.e. esli

iz togo, qto U_0, U_1 ∈ B(X, T ), sleduet, qto U_0 ∩ U_1 ∈ B(X, T ). V sluqae, kogda topologiØ T -plotna, vpisyvanie moßno sdelat~ funktorial~nym.

Predloßenie 15. Esli topologiØ Aleksandrova R na mnoße-

stve Y vpisana v topologi¸ Aleksandrova T i topologiØ T plotna, to naædetsØ morfizm posetov B(Y, R)^ϕ→ B(Y, T ), takoæ, qto dlØ l¸bogo R ∈ B(Y, R) imeet mesto vkl¸qenie R ⊂ ϕ(R).

Dokazatel~stvo. My polagaem ϕ(R) =^⋂_{R⊆T ∈R(Y,T )} T . PravaØ qast~ fftogo ravenstva leßit v R(Y, T ) po opredeleni¸ plotnosti, a funktorial~nost~ fftogo opredeleniØ oqevidna. □

6.5. Predely v Al. Tut my otmetim suwestvovanie nekotoryh predelov diagramm v kategorii prostranstv Aleksandrova. Sledu¸wie dva predloßeniØ oqevidny na Øzyke predporØdkov.

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 107

Predloßenie 16. V kategorii prostranstv Aleksandrova est~

vse dekartovy kvadraty. Qtoby zafiksirovat~ oboznaqeniØ, pereformuliruem ffto utverßdenie toqno: diagramma proizvol~nyh morfizmov i, j

popolnØetsØ do dekartova kvadrata.

Predloßenie 17. V kategorii prostranstv Aleksandrova est~

nekotorye kodekartovy kvadraty, a imenno “skleæki”, t.e. diagramma vloßeniæ i, j

popolnØetsØ do kodekartova kvadrata.

Vydelim otdel~no special~nyæ sluqaæ dekartova kvadrata. Pust~ est~ dve topologii Aleksandrova R, T na odnom mnoßestve Y . Rassmotrim morfizmy oslableniæ topologiæ R, T do trivial~noæ topologii Y^{triv}:

(Y, R) → (Y, Y^{triv}) ← (Y, T ) (18)

na Y . Kodekartovym kvadratom, poroßdennym diagrammoæ (18), okazyvaetsØ sledu¸wiæ kvadrat v Al(Y ):

gde R ∨ T – minimal~noe obwee usilenie topologiæ R i T .

Opixem minimal~nu¸ bazu topologii R ∨ T .

108 N. E. MN´V

Predloßenie 18. Kaßdomu V ∈ B(Y, R∨T ) otveqaet edinstven-

naØ para (R, T ), gde R ∈ B(Y, R), T ∈ B(Y, T ), takaØ, qto Y = R ∩ T i ns(R) ∩ ns(T ) ≠ ∅. Naoborot, kaßdoæ pare (R, T ), gde R ∈ B(Y, R), T ∈ B(Y, T ), takoæ, qto ns(R) ∩ ns(T ) ≠ ∅, otveqaet edinstvennyæ fflement R ∩ T ∈ B(Y, R ∨ T ). 6.5.1. Rassmotrim morfizm A^ϕ→ B prostranstv Aleksandrova. Rassmotrim vsevozmoßnye popolneniØ ϕ do diagrammy vida

(19) dlØ kotoryh vypolneno uslovie α ≥ β ∘ ϕ. (20) Predloßenie 19. Suwestvuet diagramma

(21) takaØ, qto i_0 ≥ i_1 ∘ ϕ i dlØ vsØkoæ diagrammy vida (19), takoæ, qto vypolneno uslovie (20), naædetsØ edinstvennyæ morfizm −→ cyl_ϕ −→ cyl_ϕ (α,β)

−→ C, takoæ, qto u ∘ i_0 = α, u ∘ i_1 = β.

Dokazatel~stvo. KonstrukciØ^{−→}cylϕ sovpadaet s konstrukcieæ “gomotopiqeskogo kopredela”. Imenno, pust~ na A zadan predporØdok ≤_A i na B zadan predporØdok ≤_B . Togda my opredelØem −→ cyl_ϕ kak diz¨¸nktnoe ob¨edinenie mnoßestv A i B, {(a, 0)}_{a∈A} ∪ {(b, 1)}_{b∈B}, so sledu¸wim predporØdkom:

(x, i) ≥_{−→} cyl_ϕ (y, j) ⇔ x ≥_A y pri i = j = 0 ili

x ≥_B y pri i = j = 1 ili

ϕ(x) ≥_B y pri i = 0, j = 1.

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 109

VloßeniØ A^{i0}→ −→cyl(ϕ) i B^{i1}→ −→cyl(ϕ) opredeleny kak i_0(a) = (a, 0) i

i_1(b) = (b, 1).

Po postroeni¸ i_0(a) ≥_{−→cyl(ϕ)} i_1 ∘ ϕ(a), i universal~noe svoæstvo

proverØetsØ tavtologiqno. □

Rassmotrim dlØ morfizma A^ϕ→ B snova vse diagrammy vida (19), no takie, qto neravenstvo v (20) obraweno, t.e. vypolneno uslovie α ≤ β ∘ ϕ. (22) Predloßenie 20. Suwestvuet diagramma

takaØ, qto i_0 ≤ i_1∘ϕ, i dlØ vsØkoæ diagrammy vida (19), takoæ, qto vypolneno (22), naædetsØ edinstvennyæ morfizm cyl−→_ϕ^{cyl−→ϕ(α,β)}−→ C, takoæ, qto u ∘ i_0 = α, u ∘ i_1 = β.

Dokazatel~stvo. My moßem vospol~zovat~sØ dvoæstvennost~¸ i zametit~, qto, perehodØ k dvoæstvennym prostranstvam i otobraßeniØm, my popadaem v uslovie predloßeniØ 19. Tak qto my moßem poloßit~ cyl−→_ϕ = (−→cyl_ϕop )^{op}. Tam samym, cyl−→_ϕ – ffto diz¨- ¸nktnoe ob¨edinenie mnoßestv A i B, {(a, 0)}_{a∈A} ∪ {(b, 1)}_{b∈B}, so sledu¸wim predporØdkom:

(x, i) ≤_{cyl} −→^ϕ (y, j) ⇔ x ≤_A y pri i = j = 0 ili

x ≤_B y pri i = j = 1 ili

ϕ(x) ≤_B y pri i = 0, j = 1.

VloßeniØ A^{i0}→ cyl−→_ϕ i B^{i1}→ cyl−→_ϕ opredeleny kak i_0(a) = (a, 0) i

i_1(b) = (b, 0). □

110 N. E. MN´V

6.6. Kusoqno-lineænye topologii Aleksandrova. Pust~ teper~ Y – zamknutyæ kompaktnyæ PL -poliffdr.

OPL-topologieæ Aleksandrova na poliffdre Y my nazovem topologi¸ Aleksandrova T na Y , taku¸, qto zamknutye v T mnoßestva ØvlØ¸tsØ zamknutymi PL -podpoliffdrami Y .

CPL-topologieæ Aleksandrova na poliffdre Y my nazovem topologi¸ Aleksandrova T na Y , taku¸, qto otkrytye v T mnoßestva ØvlØ¸tsØ zamknutymi podpoliffdrami Y .

Dvoæstvennost~ T ↔ T^c perevodit OPL-topologi¸ v CPLtopologi¸ i naoborot, no v silu asimmetrii zamknutyh i otkrytyh PL -podpoliffdrov Y dvoæstvennosti svoæstv OPL i CPL prostranstv Aleksandrova net.

6.6.1. PL -topologii Aleksandrova, svØzannye s triangulØciØmi. Pust~ K – koneqnyæ simplicial~nyæ kompleks. Togda pokrytie |K| zamknutymi simpleksami K est~ minimal~naØ baza CPL-topologii Aleksandrova A^c(K) (sm. p. 6.2). DvoæstvennaØ OPL-topologiØ A(K) imeet v kaqestve minimal~noæ bazy mnoßestvo vseh otkrytyh zvezd simpleksov K.

Otmetim, qto sledu¸wiæ fakt veren v PL -kategorii i ne veren v topologiqeskoæ.

Predloßenie 21. L¸boe koneqnoe pokrytie U kompaktnogo po-

liffdra Y zamknutymi podpoliffdrami moßno triangulirovat~, t.e. vsegda est~ takaØ triangulØciØ K poliffdra Y , qto K izmel~- qaet U kak zamknutoe pokrytie.

Dokazatel~stvo. Kaßdyæ fflement U ∈ U moßno triangulirovat~, i u vseh voznikxih triangulirovannyh podpoliffdrov Y est~ obwaØ triangulØciØ. □

Ots¸da nemedlenno vytekaet sledu¸wee predloßenie.

Predloßenie 22.

1. DlØ vsØkoæ CPL -topologii Aleksandrova T na kompaktnom poliffdre Y naædetsØ lineænaØ triangulØciØ K poliffdra Y , takaØ, qto A^c(K) ⊴ T .

2. DlØ vsØkoæ OPL -topologii Aleksandrova R na kompaktnom poliffdre Y naædetsØ lineænaØ triangulØciØ K poliffdra Y , takaØ, qto A(K) ⊴ R.

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 111

Dokazatel~stvo. 1. Iz minimal~nosti, kompaktnosti i perehoda k dvoæstvennoæ OPL -topologii sleduet, qto minimal~naØ baza T koneqna. Vyberem po predloßeni¸ 21 triangulØci¸ K_T minimal~noæ bazy T . Togda A^c(K_T ) ⊴ T .

2. Pereædem k dvoæstvennoæ CPL-topologii R^c i postroim

K_Rc . Togda A(K_Rc ) ⊴ R. □

V §6.4 my vveli ponØtie plotnoæ topologii. Ne vsØkaØ topologiØ Aleksandrova plotna, no dlØ vsØkogo simplicial~nogo kompleksa K topologii AK i A^cK oqevidnym obrazom plotny, pofftomu predloßenie 22 imeet takoe sledstvie.

Predloßenie 23. VsØkaØ OPL[CPL]-topologiØ Aleksandrova na

kompaktnom poliffdre imeet plotnoe OPL[CPL] usilenie.

6.7. Nekotorye svoæstva CPL-topologiæ Aleksandrova. Tut nam neobhodimo otmetit~, qto morfizmy CPL-topologiqeskih prostranstv Aleksandrova v T^0-prostranstva Aleksandrova moßno rassmatrivat~ kak obobwenie ponØtiØ raskraski poliffdra nervom poseta (sm. §4.2).

6.7.1. Pust~ u nas est~ poliffdr Y , poset P i raskraska f poliffdra Y nervom N P poseta P . �to znaqit, qto fiksirovana lokal~no uporØdoqennaØ triangulØciØ poliffdra Y , t.e. (ne umalØØ obwnosti) fiksirovan lokal~no uporØdoqennyæ simplicial~nyæ kompleks K, takoæ, qto |K| = Y , i morfizm in¨ektivnyh simplicial~nyh mnoßestv (sm. §4.1) iK^f→ dN P . Rassmotrim CPL-topologi¸ Aleksandrova A(K). S raskraskoæ f svØzan estestvennyæ gomomorfizm Maxf prostranstva (Y, A^c(K)) v poset P . V terminah predporØdkov Maxf opredelen kommutativnym treugol~nikom

(23)

gde K = B(Y, A^c(K))^{max f}→ P – morfizm posetov, otnosØwiæ simpleksu δ ∈ K znaqenie f v ego maksimal~noæ (v smysle lokal~- nogo porØdka na K) verxine.

112 N. E. MN´V

6.7.2. Pust~ teper~ u nas est~ proizvol~naØ CPL-topologiØ Aleksandrova T na Y . Pust~ P – poset i fiksirovan morfizm

(Y, T )^ξ→ P . TriangulØcieæ ξ my nazovem raskrasku iK^f→ dN P

poliffdra Y = |K| nervom poseta P , taku¸, qto topologiØ A^c(K) sil~nee T i diagramma

(24)

kommutativna. NißnØØ strelka v diagramme – morfizm oslableniØ topologii.

Predloßenie 24. Pust~ est~ para kompaktnyh poliffdrov (Y, Z),

CPL-topologiØ Aleksandrova T na Y , inducirovannaØ topologiØ T ⌊_Z na Z, poset P , morfizm (X, T )^ξ→ P i ego ograniqenie ξ_Z = ξ⌊_{(Z,TZ )}. Pust~ f_Z – nekotoraØ triangulØciØ ξ_Z . Togda naædetsØ triangulØciØ f morfizma ξ, prodolßa¸waØ f_Z .

Dokazatel~stvo. �to standartnaØ PL -teorema o prodolßenii triangulØcii zamknutogo podpoliffdra na zamknutyæ poliffdr.□

6.7.3. Nam budet polezno vydelit~ otdel~no qut~ bolee sil~- noe qem v predloßenii 24 utverßdenie v sluqae Z = ∅. Rassmotrim koneqnyæ poset R i geometriqesku¸ realizaci¸ |Ord(R)| ego porØdkovogo simplicial~nogo kompleksa. Na |Ord(R)| est~ CPL-topologiØ A^c(Ord(R)), verxiny simpleksov Ord(R) kanoniqeski lineæno uporØdoqeny i zanumerovany fflementami R. Tem samym, s odnoæ storony, voznikaet tavtologiqeskaØ raskraska Ord(R)^{f(R)}→ dN R, i, s drugoæ storony, voznikaet kanoni-

qeskiæ morfizm (|Ord(P )|, A^c(Ord(R))) –^{(R)}→ R, otnosØwiæ toqke

x ∈ |Ord(P )| maksimal~nu¸ verxinu minimal~nogo simpleksa,

soderßawego x. ˚sno, qto Maxf(R) = –(R) i v dannom sluqae raskraska f(R) vosstanavlivaetsØ po –(P ) edinstvennym obrazom, t.e. esli Maxg = –(P ) dlØ nekotoroæ drugoæ N R-raskraski

|OrdR|, to g = f(R).

Predloßenie 25. Pust~ est~ CPL-topologiØ Aleksandrova T na

poliffdre Y i morfizm (Y, T )^ξ→ P , gde P – nekotoryæ poset. Togda

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 113

naædetsØ koneqnyæ poset O, takoæ, qto Ord(O) lineæno trianguliruet Y , |Ord(O)| = Y , topologiØ T slabee A^c(Ord(O)) i diagramma sploxnyh strelok

odnoznaqno popolnØetsØ punktirnoæ. Zdes~ nißnØØ strelka – morfizm oslableniØ topologii.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno naæti obwu¸ triangulØci¸ K vseh fflementov B(Y, T ). Togda O – poset flagov fftoæ triangulØcii, i ego porØdkovyæ kompleks est~ pervoe baricentriqeskoe podrazbienie K. □ 6.7.4. Nam nußno zafiksirovat~ nekiæ standartnyæ fakt. Pust~ O – koneqnyæ poset, P – nekotoryæ poset. Pust~ fiksirovano dva morfizma O^{f0,f1}→ P . Pust~ f_1 ≥ f_0. Togda, kak izvestno, est~ kanoniqeskaØ porØdkovaØ gomotopiØ meßdu f_0 i f_1 – morfizm posetov

O × 1^F→ P , gde 1 = (0 < 1) – polnyæ porØdok na dvuh fflementah.

Morfizm F opredelØetsØ tak: F (x, 0) = f_0(x), F (y, 1) = f_1(y).

Utoqnim svoæstva fftoæ gomotopii na Øzyke sootvetstvu¸wih morfizmov CPL-prostranstv Aleksandrova.

Poloßim

(|OrdO|, A^cOrdO)^{ξ0=f0 ∘}–^{(O),ξ1 =f1 ∘}–^{(O)} −→ P i (|Ord(O × 1)|, A^c(Ord(O × 1))^{Ξ=F ∘}–^{((O×1))}−→ P.

Imeet mesto kommutativnaØ diagramma

(25)

gde h_0, h_1 – estestvennye vloßeniØ v 0,1-kraØ, ØvlØ¸wiesØ takße vloßeniØmi i v topologii Aleksandrova.

114 N. E. MN´V

Suwestvuet gomeomorfizm |OrdO × 1|^g→ |OrdO| × ([0, 1] = |1|). Gomeomorfizm g^{−1} posylaet proizvedenie simpleksov |s| × [0, 1] v |s × 1| ⊆ |OrdO × 1| s pomow~¸ standartnoæ geometriqeskoæ triangulØcii proizvedeniØ uporØdoqennyh simpleksov. Est~ topologiØ Aleksandrova A^cOrdO × A^cOrd1 na |OrdO| × [0, 1] = |1|. �ta CPL-topologiØ (sm. [5]) obladaet minimal~noæ bazoæ, obrazovannoæ pokrytiem, sostavlennym iz proizvedeniæ fflementov minimal~noæ bazy somnoßiteleæ. To est~

B(|OrdO| × [0, 1], A^cOrdO × A^cOrd1) = = {δ × {0}}_{δ∈OrdO} ∪ {δ × [0, 1]}_{δ∈OrdO} ∪ {δ × {1}}_{δ∈OrdO}. (26) Tem samym, PL -gomeomorfizm g induciruet morfizm oslableniØ CPL-topologiæ Aleksandrova

(|OrdO| × [0, 1], A^cOrd(O × 1)) ~g → ~g → (|OrdO| × [0, 1], A^cOrdO × A^cOrd1). (27)

Kommutativny diagrammy

(28)

pri i = 0, 1.

Opredelim morfizm

Ψ^′ : B(|OrdO| × [0, 1], A^cOrdO × A^cOrd1) → P

pravilom

Ψ^′(δ × [0, 1]) = Ψ^′(δ × {1}) = maxf_1(δ),

Ψ^′(δ × {0}) = maxf_0(δ).

�to korrektno opredelennyæ morfizm, i imeet mesto kommutativnaØ diagramma

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 115

6.8. ApproksimaciØ OPL -topologii CPL -topologieæ. 6.8.1. Pust~ na kompaktnom poliffdre Y est~ OPL-topologiØ Aleksandrova T My govorim, qto CPL-topologiØ C strogo approksimiruet T , esli vypolneno sledu¸wee uslovie: suwestvuet izomorfizm B(Y, C)^ξ→ B(Y, T ), takoæ, qto C ⊆ ξ(C) dlØ vsØkogo C ∈ B(Y, C). Predloßenie 26. DlØ vsØkoæ OPL-topologii Aleksandrova na

kompaktnom poliffdre naædetsØ strogo approksimiru¸waØ ee CPLtopologiØ Aleksandrova.

Dokazatel~stvo. �to sleduet iz teorii regulØrnyh okrestnosteæ. V dostatoqno melkoæ obweæ triangulØcii zamknutyh dopolneniæ k fflementam minimal~noæ bazy OPL-topologii T my vybiraem malye otkrytye regulØrnye okrestnosti k fftim dopolneniØm. Snova perehodØ k dopolneniØm, my poluqaem iskomu¸ approksimiru¸wu¸ CPL-topologi¸. □

7. Obobwennye prizmatiqeskie gomeomorfizmy 7.0.1. V fftom paragrafe my vvodim ponØtie prizmatiqnosti gomeomorfizma G ∈ PL_B(X) otnositel~no predpuqka Aleksandrova (B, T ) → Al(X). V qastnosti, ffto ponØtie obobwaet ponØtie prizmatiqnosti G otnositel~no R(X)-raskraski triangulØcii B. My izuqaem, kak moßno deformirovat~ gomotopieæ predpuqok Aleksandrova v klasse predpuqkov, otnositel~no kotoryh G prizmatiqen.

7.0.2. Pust~ (B, T ) – prostranstvo Aleksandrova, A^f→ B – nekotoroe otobraßenie mnoßestv. My oboznaqim qerez T ⌊_f slabeæxu¸ topologi¸ na A, v kotoroæ f nepreryvno. TopologiØ T ⌊_f – snova topologiØ Aleksandrova.

Pust~ (B, T )^ξ→ (D, U) – morfizm Al, A^f→ B – nekotoroe otobraßenie mnoßestv. My oboznaqim qerez ξ⌊_f morfizm (A, T ⌊_f ) →

(D, U), takoæ, qto ξ⌊_f = ξ ∘ f.

7.0.3. Predpuqki Aleksandrova i obobwennye prizmatiqeskie gomeomorfizmy. Pust~ est~ trivial~noe rassloenie

X × B^{π2}→ B i posloænyæ gomeomorfizm G ∈ PL_B (X). Pust~ fik-

sirovana nekotoraØ topologiØ Aleksandrova T na B i morfizm

(B, T )^ξ→ Al(X). (30)

116 N. E. MN´V

Morfizm vida (30) my nazyvaem predpuqkom Aleksandrova na B. My govorim, qto posloænyæ gomeomorfizm G prizmatiqen otnositel~no ξ, esli vypolneno sledu¸wee uslovie: dlØ vsØkogo fflementa minimal~noæ bazy U ∈ B(B, T ), vsØkoæ pary toqek b_1, b_2 ∈ U , vsØkogo fflementa minimal~noæ bazy V ∈ B(X, ξ^′(U )) verno ravenstvo G^{−1}⌊_{b1} (V ) = G^{−1}⌊_{b2} (V ) (opredelenie ξ^′ sm. v razloßenii (17)).

V obwem sluqae my ne predpolagaem svØzi meßdu topologiØmi poliffdrov B, X i voznika¸wimi v opredelenii prizmatiqnosti gomeomorfizma topologiØmi Aleksandrova na mnoßestvah toqek fftih poliffdrov. Otmetim, qto esli T – diskretnaØ topologiØ

B^δ na B, to vsØkiæ gomeomorfizm G prizmatiqen otnositel~no

l¸bogo ξ. Analogiqno, l¸boæ gomeomorfizm G prizmatiqen otnositel~no morfizma ξ, posyla¸wego vse (B, T ) v trivial~nu¸ topologi¸ X^{triv} .

Otmetim takße sledu¸wiæ oqevidnyæ fakt.

Predloßenie 27. V opredelenii ξ-prizmatiqnosti G moßno za-

menit~ l¸boe B na Σ.

Kusoqno-lineænye gomeomorfizmy X deæstvu¸t na topologi- Øh Aleksandrova na X. Esli gomeomorfizm G prizmatiqen otnositel~no ξ, to po opredeleni¸ sootvetstvie b → G^{−1}ξ(b) dosta-

vlØet novyæ morfizm (B, T )^{G−1ξ}−→ Al(X). Tem samym, esli drugoæ gomeomorfizm F prizmatiqen otnositel~no G^{−1}ξ, to kompoziciØ

F ∘G snova ξ-prizmatiqna. Voznikaet gruppoid, ob¨ekty kotoro-

go – nekotorye morfizmy v Al(X) struktur prostranstv Aleksandrova na B; morfizmom ϕ → ξ my sqitaem ξ-prizmatiqeskiæ gomeomorfizm G, takoæ, qto G^{−1}ξ = ϕ.

Qerez GPrism_B (X) my budem oboznaqat~ tak opredelennyæ gruppoid obobwennyh prizmatiqeskih gomeomorfizmov trivial~nogo rassloeniØ X × B^{π2}→ B.

Pust~ A^f→ B – PL -morfizm i ϕ^G→ ξ ∈ MorGPrism_B(X); togda

f^∗(G) = (ϕ⌊_f^{G⌊f}−→ ξ⌊_f ) ∈ MorGPrism_A(X).

Sootvetstvie G → G⌊_f est~ morfizm gruppoidov

GPrism_B(X)^{f ∗}→ GPrism_A(X).

Takim obrazom, GPrism(X) est~ kontravariantnyæ funktor PL GPrizm

−→ Groupoids.

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 117

Kaßdomu predpuqku Aleksandrova (B, T )^ξ→ Al(X) otveqa¸t tri morfizma

(B, T ) B^ξ−→ Posets, B(B, T ) ~ξ −→ Posets, B(B, T )^{~ξ′}→ Al, (31)

dlØ kotoryh kommutativna sledu¸waØ tetraffdral~naØ diagramma funktorov:

(32)

Po opredeleni¸ prizmatiqnosti gomeomorfizm ϕ^G→ ξ induci-

ruet nekotoryæ izomorfizm funktorov ~ϕ^{~G}→ ~ξ.

7.0.4. Primer. Srazu ße ukaßem, v kakom smysle opredelenie obobwennogo prizmatiqeskogo gomeomorfizma vkl¸qaet v sebØ opredelenie Q-prizmatiqeskogo gomeomorfizma s bazoæ – simpleksom iz §3.2.2. V §6.2 my otmetili, qto, otoßdestvlØØ xarovoæ kompleks Q s prostranstvom Aleksandrova A^c(Q), my poluqaem vloßenie R(X) → Al(X). Pust~ Q = Q_0, . . . , Q_k – raskraska [Δ^k] posetom R(X) Pust~ (Δ^k, A^c([Δ^k]))^{Max Q}−→ R(X) – morfizm prostranstv Aleksandrova, opredelennyæ v (23). SravnivaØ opredeleniØ, poluqaem sledu¸wee utverßdenie.

Predloßenie 28. Gomeomorfizm G ∈ PL k prizmatiqen otnosi-

tel~no Q v smysle opredeleniØ §3.2.2 togda i tol~ko togda, kogda G prizmatiqen otnositel~no Max Q v smysle opredeleniØ obobwennoæ prizmatiqnosti.

Tem samym, gruppoid GPrizm soderßit simplicial~nyæ gruppoid Prism.

Dalee prilagatel~noe “obobwennyæ” my obyqno opuskaem.

7.1. Operacii nad prizmatiqeskimi gomeomorfizmami.

7.1.1. Skleæka prizmatiqeskih gomeomorfizmov. Pust~ A^{i0}→

B_0, A^{i1}→ B_1 – dva vloßeniØ poliffdrov. Pust~ ⟨G_0, α⟩ ∈ GPrizm_{B0} (X), ⟨G_1, β⟩ ∈ GPrism_{B1} (X) takovy, qto ⟨G_0, α⟩⌊_{i0} =

118 N. E. MN´V

⟨G_1, β⟩⌊_{i1} ∈ GPrism_A(X). Rassmotrim kodekartov kvadrat v PL

Predloßenie 29. Togda opredelen edinstvennyæ prizmatiqe-

skiæ gomeomorfizm

F = ⟨G_0 ⊔_{i0,i1} G_1, α ⊔_{i0,i1} β⟩ ∈ GPrism_{B0⊔i0 ,i1 B1} (X),

takoæ, qto F ⌊_i′_0 = ⟨G_0, α⟩, F ⌊_i′_1 = ⟨G_1, β⟩.

Dokazatel~stvo. Morfizm prostranstv Aleksandrova α ⊔i_0,i_1 β opredelen odnoznaqno v silu predloßeniØ 17. Gomeomorfizm

G_0 ⊔_{i0,i1} G_1 stroitsØ potoqeqno, i ego prizmatiqnost~ otnosi-

tel~no α ⊔_{i0,i1} β proverØetsØ po opredeleni¸. □

7.1.2. ManipulØcii s raznymi prizmatiqeskimi strukturami dannogo posloænogo gomeomorfizma. Gomeomorfizm G ∈

PL_B (X) moßet byt~ prizmatiqen otnositel~no razliqnyh mor-

fizmov v Al(X) razliqnyh struktur prostranstva Aleksandrova na B. Zdes~ my vydelim neskol~ko neobhodimyh utverßdeniæ o manipulØciØh s raznymi prizmatiqeskimi strukturami na G.

Pust~ est~ dva morfizma (B, R)^α→ Al(X), (B, T )^β→ Al(X). My pixem α ⊴ β, esli R ⊴ T , i α ▷ β ∘ w, gde (B, R)^w→ (B, T ) – morfizm oslableniØ topologii. Iz opredeleniØ prizmatiqnosti vytekaet sledu¸wee predloßenie.

Predloßenie 30. Esli gomeomorfizm G prizmatiqen otnosi-

tel~no β i α ⊴ β, to G prizmatiqen otnositel~no α.

Tem samym, morfizmy, otnositel~no kotoryh dannyæ posloænyæ gomeomorfizm prizmatiqen, obrazu¸t poset s minimal~nym fflementom – postoØnnym morfizmom, otpravlØ¸wim diskretnu¸ topologi¸ na B v trivial~nu¸ topologi¸ na X.

Rassmotrim koordinatnye vloßeniØ B v “kraØ” poliffdra B ×

[0, 1]: B^{h0 ,h1}−→ B × [0, 1], gde h_i = id × d^i.

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 119

Predloßenie 31. Pust~ na B zafiksirovany dve topologii R, T ,

priqem R ⊴ T . Pust~ (B, R)^w→ (B, T ) – morfizm oslableniØ topologii. Pust~ C – nekotoryæ podposet Al(X). Pust~ fiksirovano dva morfizma (B, R)^α→ C, (B, T )^β→ C, takie, qto α ▷ β ∘w. Pust~ posloænyæ gomeomorfizm G ∈ PL_B (X) prizmatiqen otnositel~no β. Togda

A. Gomeomorfizm G prizmatiqen otnositel~no α. B. NaædetsØ topologiØ Cyl_w na B × [0, 1] i morfizm

(B × [0, 1], Cyl_w)^{Cylw (α,β)}−→ C,

takie, qto gomeomorfizm G × id ∈ PL_{B×[0,1]} prizmatiqen otnositel~no Cyl_w(α, β) i h^∗_0(G × id, Cyl_w(α, β)) = (G, α), h^∗_1(G × id, Cyl_w(α, β)) = (G, β).

Dokazatel~stvo. Punkt A utverßdeniØ est~ predloßenie 30, punkt B nußdaetsØ v dokazatel~stve.

B1. Pred¨Øvim minimal~nu¸ bazu topologii Cyl_w na B × [0, 1]. Poloßim B(B × [0, 1], Cyl_w) ravnym {R × {0} ∪ B(w)(R) × (0, 1]}_{R∈}B_{(B,R)} ∪ {T × (0, 1]}_{T ∈N (B,T )}. (33) S pomow~¸ teoremy Aleksandrova (§6.1.2) legko ubedit~sØ, qto ffto deæstvitel~no minimal~naØ baza. Po postroeni¸

(B × [0, 1], Cyl_w)⌊_{h0} = (B, R),

(B × [0, 1], Cyl_w)⌊_{h1} = (B, T ).

B2. Rassmotrim morfizm B(w): B(B, R) B^{(w)}−−−−→ B(B, T ) o o (B, T ) −−−−→_w (B, T ). Est~ kanoniqeskiæ izomorfizm B(Cyl_w) ≈ cylB_{(w)}. Pred¨Øvim ego.

Po postroeni¸ iz predloßeniØ 19 cylB_{(w)} opredeleno kak diz¨¸nktnoe ob¨edinenie mnoßestv B(B, R) i B(B, T ), {(R, 0)}_{R∈}B_{(B,R)} ∪ {(T, 1)}_{T ∈}B_{(B,T )},

120 N. E. MN´V

so sledu¸wim predporØdkom: (U, i) ≥ cylB(w)^{(V, j) ⇔}

U ⊇ V pri i = j = 0,

U ⊇ V pri i = j = 1,

B(w)(U ) ⊇ V pri i = 0, j = 1.

OpredelØem sootvetstvie (R, 0) → R × {0} ∪ B(w)(R) × (0, 1] pri

R ∈ B(B, R), (T, 1) → T × (0, 1] pri T ∈ B(B, T ) i ubeßdaemsØ, qto

ffto sootvetstvie dostavlØet iskomyæ izomorfizm i pri fftom kommutativna diagramma

N (BR) B^{(h0 )} −−−−→ cylB_{(w)} B^{(h1 )}←−−−− B(B, T )) o o o (B, R)^{(h0 )}−−−−→ (B × [0, 1], Cyl_w)^{(h1)}←−−−− B(B, T )). I diagramma

est~ v toqnosti universal~naØ diagramma (21).

B3. Dalee v silu universal~nosti strelok “o” (sm. (17)) my zamenØem α i β na edinstvennye morfizmy posetov B(B, R)^{α′}→ C, B(B, T )^{β′}→ C, takie, qto α = α^′ ∘ o, β = β^′ ∘ o, i ubeßdaemsØ, qto α^′ ≥ β^′ ∘ B(w).

PrimenØØ predloßenie 19, stroim morfizm cylB_{(w)}^{cyl}B^{(w)(α′,β′)}−→ C i polagaem

Cyl_w(α, β) = cylB_{(w)}(α^′, β^′) ∘ o.

B4. Nado udostoverit~sØ v Cyl_w(α, β)-prizmatiqnosti gomeomorfizma G × id. Odnako ffto srazu sleduet iz vida (33) fflementov minimal~noæ bazy Cyl_w. Dalee, predloßenie 19 i universal~nost~ o-strelok garantiru¸t nam, qto pri takom opredelenii Cyl_w(α, β)) verno, qto

h^∗_0(G × id, Cyl_w(α, β)) = (G, α) i h^∗_1(G × id, Cyl_w(α, β)) = (G, β). □

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 121

Analogiqno dokazyvaetsØ sledu¸wee predloßenie. Predloßenie 32. Pust~ na B zafiksirovano dve topologii R, T ,

priqem R ⊴ T . Pust~ (B, R)^w→ (B, T ) – morfizm oslableniØ topologii. Pust~ C – nekotoryæ podposet Al(X). Pust~ fiksirovano dva morfizma (B, R)^α→ C, (B, T )^β→ C, takie, qto α ⊴ β ∘w. Pust~ posloænyæ gomeomorfizm G ∈ PL_B(X) kak α-prizmatiqen, tak i β-prizmatiqen.

Togda naædetsØ topologiØ Cyl_w na B × [0, 1] i morfizm (B ×

[0, 1], Cyl_w)^{Cylw (α,β)}−→ C, takoæ, qto gomeomorfizm G × id ∈ PL_{B×[0,1]}

prizmatiqen otnositel~no Cyl_w(α, β) i h^∗_0(G × id, Cyl_w(α, β)) =

(G, α), h^∗_1(G × id, Cyl_w(α, β)) = (G, β).

Predloßenie 33. Pust~ na B zafiksirovano dve topologii R, T .

Pust~ B(B, R)^ϕ→ B(B, T ) – morfizm, takoæ, qto dlØ l¸bogo R ∈

B(B, R) imeet mesto vkl¸qenie R ⊂ ϕ(R). Pust~ C ⊆ Al(X) i

fiksirovany morfizmy (B, T )^β→ C i (B, R)^α→ C, takie, qto α ≥ β^′ ∘ϕ∘o. Pust~ est~ β-prizmatiqeskiæ gomeomorfizm G ∈ PL_B(X). Togda A. Gomeomorfizm G prizmatiqen otnositel~no α. B. Suwestvuet topologiØ Aleksandrova ~Cyl_ϕ na B × [0, 1] i morfizm

(B × [0, 1], ~Cyl_ϕ) ~Cyl_ϕ(α,β) −→ C, takie, qto gomeomorfizm G × id ∈ PL_{B×[0,1]} prizmatiqen otnositel~no ~Cyl_ϕ(α, β) i ⟨G × id, ~Cyl_ϕ(α, β)⟩⌊_{h0} = ⟨G, α⟩, ⟨G × id, ~Cyl_ϕ(α, β)⟩⌊_{h1} = ⟨G, β⟩. Dokazatel~stvo. A. Oqevidno.

B. 1. Rassmotrim obwee usilenie R ∨ T topologiæ R, T na B.

Pust~ (B, R)^{w0}← (B, R ∨ T )^{w1}→ (B, T ) – morfizmy oslableniØ topologiæ.

122 N. E. MN´V

B. 2.1. Rassmotrim (B, R ∨ T )^{α∘w0}−→ C i (B, R ∨ T )^{γ=β∘w1}−→

C. Gomeomorfizm G ØvlØetsØ kak α-prizmatiqeskim, tak i γprizmatiqeskim. Dokaßem, qto nabor ⟨w_0, γ, α, G⟩ udovletvorØet usloviØm predloßeniØ 32, a imenno, qto γ ≤ α ∘ w_0.

B. 2.2. Po predloßeni¸ 18 fflement S ∈ B(B, R ∨ T ) numeruet-

sØ edinstvennoæ paroæ R_S ∈ B(B, R), T_S ∈ B(B, T ), takoæ, qto

s(R_S ) ∩ s(T_S ) ≠ ∅, R_S ∩ T_S = S, w_0(S) = R_S, w_1(S) = T_S . Otme-

tim, qto v fftom sluqae ϕ(R_S) ⊇ T_S . Deæstvitel~no, ϕ(R_S) ⊇ R_S i

s(T_S )∩R_s ≠ ∅, sledovatel~no, s(T_S )∩ϕ(R_S ) ≠ ∅, a iz dvoæstvenno-

sti meßdu topologiØmi Aleksandrova i predporØdkami sleduet, qto ffto vozmoßno tol~ko pri ϕ(R_S ) ⊇ T_S .

B. 2.3. Itak, γ(S) = β(T_S ) ≤ β(ϕ(R_S )) ≤ α(R_S ) = α ∘ w_0(S). Takim

obrazom, nabor ⟨w_0, γ, α, G⟩ udovletvorØet usloviØm predloßeniØ 32.

B. 3. Nabor ⟨w_1, γ, β, G⟩ udovletvorØet usloviØm predloßeniØ 31

po postroeni¸.

B. 4. PrimenØem predloßenie 32 i stroim gomeomorfizm

(B × [0, 1], Cyl_{w0} )

Cyl_w 0 (γ,α) −→ C. PrimenØem predloßenie 31 i stroim gomeomorfizm

(B × [0, 1], Cyl_{w1} )^{Cylw0 (γ,β)}−→ C.

Rassmotrim diagrammu vloßeniæ v PL :

B × [0, 1]^{h0}← B^{h0}→ B × [0, 1].

My poluqaem uslovie na prizmatiqeskie gomeomorfizmy: ⟨G × id, Cyl_{w0} (γ, α)⟩⌊_{h0} = ⟨G, γ⟩ = ⟨G × id, Cyl_{w1} (γ, β)⟩⌊_{h0} . Po predloßeni¸ 17 opredeleny skleæki. My polagaem

~Cyl_ϕ = Cyl_{w0} ⊔_{h0,h0} Cyl_{w1} ,

~Cyl_ϕ(α, β) = Cyl_{w0} (γ, α) ⊔_{h0,h0} Cyl_{w1} (γ, β).

Skleennyæ gomeomorfizm G × [0, 1] ⊔_{h0,h0} G × [0, 1] avtomatiqeski okazyvaetsØ ~Cyl_ϕ(α, β)-prizmatiqeskim. □

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 123

7.2. TriangulØciØ posloænogo gomeomorfizma. Pust~ G ∈

PL_B (X), C ⊂ Al(X). Pust~ f – nekotoraØ C-raskraska B. Budem

govorit~, qto f – C-triangulØciØ G, esli G prizmatiqen otnositel~no Max f (sm. (23)). V qastnosti, v sootvetstvii s zameqaniem §7.0.4 dlØ Q-prizmatiqeskogo gomeomorfizma G ∈ PL_k(X), Q est~ qastnyæ sluqaæ R(X)-triangulØcii gomeomorfizma G.

Oqevidnym obrazom, esli |K| = B i K → QN R(X) – nekotoraØ

R(X)-triangulØciØ G, to dlØ vsØkogo simpleksa s ∈ K gomeomor-

fizm G⌊_s prizmatiqen otnositel~no Q⌊_s v smysle opredeleniØ §3.2.2.

Predloßenie 34. Pust~ est~ para zamknutyh poliffdrov (Y, Z),

gomeomorfizm G ∈ PL_Y (X), CPL-topologiØ Aleksandrova T na Y , inducirovannaØ topologiØ T ⌊_Z na Z, mnoßestvo topologiæ Aleksandrova C ⊂ Al(X) i morfizm (X, T ) → ξC, takoæ, qto G prizmatiqen otnositel~no ξ. Pust~ f_Z – nekotoraØ triangulØciØ ξ⌊_Z , ØvlØ¸waØsØ triangulØcieæ G⌊_Z . Togda naædetsØ triangulØciØ f morfizma ξ, prodolßa¸waØ f_Z i trianguliru¸waØ G.

Dokazatel~stvo. �to prØmoe sledstvie predloßeniØ 24 i predloßeniØ 31 A.

8. Xarovye kompleksy, soglasovannye s diz¨¸nktnymi konfiguraciØmi xarov 8.1. Vvedem obwie opredeleniØ. Podmnoßestvu A mnoßestva S sopostavim topologi¸ Aleksandrova D_A na S s bazoæ {A} ∪

{s}_{s∈S\A}. Oqevidnym obrazom, esli A, B ⊆ S, A ⊆ B, to D_A ⊴ D_B .

Tem samym,

2^S → DAl(S) (34)

– vloßenie posetov.

Oboznaqim qerez D(X) poset zamknutyh xarov polnoæ razmernosti na mnogoobrazii X. Pri fftom my polagaem

D_0 <_{D(X)} D_1 ⇔ D_0 ⊂ int D_1.

Oboznaqim qerez D^∞(X) poset koneqnyh naborov diz¨¸nktnyh zamknutyh xarov polnoæ razmernosti na mnogoobrazii X. Pri fftom my polagaem

A_0 <_{D∞(X)} A_1 ⇔ ∪_{D∈A0} D ⊂ ∪_{D∈A1} int D.

124 N. E. MN´V

Pust~ K – simplicial~noe mnogoobrazie. Simplicial~naØ struktura poroßdaet lokal~no koniqesku¸ strukturu na |K| (sm. [26]). Nazovem zamknutyæ xar B ⊂ |K| soglasovannym s K, esli on 1) ØvlØetsØ koniqeskim, 2) obladaet sledu¸wim svoæstvom: esli B ∩ s ≠ ∅, gde s ∈ K, to int B ∩ s ≠ ∅. Na ris. 11 (a) izobraßeny koniqeskie otnositel~no triangulØcii xary, ne udovletvorØ¸wie uslovi¸ 2), a na ris. 11 (b) – udovletvorØ¸wie uslovi¸ 2).

Ris. 11.

Qerez D^∞_c (K) my oboznaqim podposet poseta konfiguraciæ diz¨¸nktnyh zamknutyh xarov D^∞(|K|), obrazovannyæ soglasovannymi s K xarami.

S pomow~¸ funktora D my otoßdestvlØem D(X), D^∞(X),

D^∞_c (K) s podposetami Al(X).

8.2. Nam potrebuetsØ sledu¸wee predloßenie.

Predloßenie 35. Pust~ est~ koneqnyæ poset P i morfizm po-

setov P^ϕ→ D^∞_c (K). Togda naædetsØ morfizm P^ξ→ D^∞_c (K), takoæ, qto dlØ l¸bogo p ∈ P verno, qto ξ(p) > ϕ(p), t.e. dlØ l¸bogo p vsØkiæ xar iz ϕ(p) leßit vo vnutrennosti nekotorogo xara iz ξ(p). Dokazatel~stvo. Pol~zuØs~ koneqnost~¸ P , my moßem indukcieæ po ubyvani¸ (ili vozrastani¸) ranga zamenØt~ konfiguracii koniqeskih xarov na konfiguracii ih malyh koniqeskih okrestnosteæ. □

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 125

8.3. Pust~ est~ Q ∈ R(X), pust~ est~ triangulØciØ K ⊴ Q i

D ∈ D^∞_c (K). My govorim, qto konfiguraciØ xarov D vpisana v Q, esli vnutrennost~ kaßdogo xara iz D nahoditsØ vo vnutrennosti nekotoroæ starxeæ kletki Q. My govorim, qto podrazbienie Q_0 ⊴

Q ne zadevaet D, esli dlØ vsØkogo xara D ∈ D verno, qto Q_0|_{int D} =
Q|_{int D} .

Predloßenie 36. Pust~ Q ∈ R(X), K ⊴ sd 1Q i B – nekoto-

ryæ koniqeskiæ otnositel~no K, soglasovannyæ s K zamknutyæ n-mernyæ xar s centrom v b. My moßem postroit~ strukturu xarovogo kompleksa C(B) na B, taku¸ qto, kletki kompleksa razbity na dva diz¨¸nktnyh podmnoßestva IC(B) i SC(B) tak, qto kletki SC(B) obrazu¸t xarovoæ kompleks na sfere ∂B, kletki IC(B) – ffto kletki, zadeva¸wie int B;

pri fftom dlØ vsØkoæ kletki D ∈ IC(B) naædetsØ kletka D^′ ∈ Q, takaØ, qto D ∩ int B = D^′ ∩ int B.

Dokazatel~stvo. 1. V silu soglasovannosti dlØ vsØkogo xara

Q ∈ Q verno sledu¸wee: Q ∩ B pusto, esli b ∉ Q.

2. Rassmotrim ~star Qb – mnoßestvo vseh xarov Q, soderßawih toqku b. V ~star Qb est~ edinstvennyæ xar A, takoæ, qto b ∈ relint A. V silu teoremy ob invariantnosti zvezdy dlØ l¸bogo D ∈ ~star Qb pereseqenie D∩B – xar, ØvlØ¸wiæsØ konusom nad S(D) = ∂B∩D. Pri fftom S(D) – xar pri D ≠ A i S(D) – sfera pri D = A. DlØ

Q ∈ ~star Qb poloßim I(Q) = B ∩ Q, S(Q) = ∂B ∩ Q.

3. Poloßim IW(B) = {I(Q)}_{Q∈ ~star} Q_b. Poloßim SW(B) = {S(Q)}_{Q∈ ~star}

Q^b

. Rassmotrim nabor zamknutyh podmnoßestv W(B) = IW(B) ∪ SW(B). �tot nabor obladaet takimi svoæstvami: W(B) – pokrytie B zamknutymi mnoßestvami, takoe, qto vnutrennosti fflementov obrazu¸t razbienie; granica vsØkogo fflementa W(B) sostavlena iz fflementov pokrytiØ, i pri fftom vse fflementy – xary, za iskl¸qeniem S(A). Esli my udalim S(A) iz W(B) i zamenim na mnoßestvo TS(A) kletok l¸boæ triangulØcii S(A), to my poluqim na B xarovoæ kompleks C(B) s razloßeniem IC(B) = IW(B),

SC(B) = (SW(B) \ S(A)) ∪ TS(A), po postroeni¸ udovletvorØ¸wim

utverßdeniØm predloßeniØ. □

126 N. E. MN´V

Lemma 6 (O funktorial~nom vpisyvanii diz¨¸nktnyh konfiguraciæ xarov v xarovye kompleksy). Pust~ Λ – koneqnyæ poset. Rassmotrim nekotoru¸ diagrammu Λ^Q→ R(X). Sopostavim fftoæ diagramme nekotoru¸ triangulØci¸ obwego podrazbieniØ K ⊴ Q_λ dlØ vsØkogo λ ∈ Λ. Pust~ fiksirovana proizvol~naØ diagramma

Λ^ξ→ D^∞_c (K). UtverßdaetsØ, qto suwestvuet para diagramm

Λ^{Q0,Q1}−→ R(X) i para estestvennyh preobrazovaniæ Q^α←B Q_0^β→E Q_1,

takih, qto pri vseh λ ∈ Λ podrazbieniØ α_λ ne zadeva¸t xarov ξ(λ) i konfiguraciØ xarov ξ(λ) vpisana v Q_1(λ).

Dokazatel~stvo. 1. Otmetim sledu¸wiæ fakt: esli est~ xarovoæ kompleks L na mnogoobrazii X^n i kletoqno vloßennyæ v L xarovoæ n-mernyæ xar B ⊆ L, to, vybrosiv iz L kletki, zadeva- ¸wie vnutrennost~ xara |B|, i dobaviv sam xar |B|, my poluqaem snova xarovoæ kompleks na X. Oboznaqim ego qerez L/B. Po opredeleni¸ imeetsØ kanoniqeskoe podrazbienie L ⊴ L/B. Analogiqno, esli v L vloßen diz¨¸nktnyæ nabor xarov {B_1, . . . , B_l}, to korrektno opredelen xarovoæ kompleks

L ⊴ L/{B_1, . . . , B_l} = (. . . ((L/B_1)/B_2)/B_3 . . . )/B_l.

2. Pust~ poset Λ imeet rang r. Pust~

Λ^r → Λ^{r−1} → . . . → Λ^0 = Λ

– fil~traciØ Λ podposetami, gde podposet Λ_k obrazovan vsemi fflementami Λ, ime¸wimi rang ne men~xe k. Oboznaqim qerez Q^r ograniqenie Q|_Λr .

My stroim estestvennye preobrazovaniØ Q^α←B Q_0^β→E Q_1 induk-

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 127

tivno po obratnoæ rangovoæ fil~tracii

3. Pust~ λ ∈ Λ^r. Postroim dlØ Q(λ) diagrammu

Q(λ) ▷ Q_0(λ) ⊴ Q_1(λ),

kotoraØ dostavit α^r (λ), β^r (λ)-komponenty neobhodimyh preobrazovaniæ. Vyberem nekotorye lineænye triangulØcii sferiqeskih xarovyh kompleksov ∂C_{Q(λ)}(D), D ∈ ξ(λ), gde C_{Q(λ)}(D) postroeny po predloßeni¸ 36. Tem samym my poluqaem nekotorye zatragiva¸wie tol~ko graniqnu¸ sferu xarovye podrazbieniØ T(D) ⊴ C_{Q(λ)}(D), D ∈ ξ(λ). Prodolßim geometriqeskie simplicial~nye kompleksy ∂T(D), D ∈ ξ(λ), do triangulØcii X \ ∪_{D∈ξ(λ)} int D, podrazbiva¸weæ vse podpoliffdry

B \ ∪_{D∈ξ(λ)} int D, B ∈ Q(λ). My poluqili ne zadeva¸wee xarov ξ(λ) podrazbienie Q ▷ Q_0(λ), pri fftom T_D, D ∈ ξ(λ), – vloßennye

v Q_0(λ) xary. Po p. 1 dokazatel~stva my polagaem

Q_0(λ) ⊴ Q_0(λ)/{T_D }_{D∈ξ(λ)} = Q_1(λ).

Po postroeni¸ xary ξ(λ) vpisany v Q_1(λ). Postroiv

Q(λ) ▷ Q_0(λ) ⊴ Q_1(λ)

pri vseh λ ∈ Λ^r, my poluqaem Q^{r αr}←B Q^r_0^{βr}→E Q^r_1.

128 N. E. MN´V

4. Xag indukcii. Dopustim, qto postroeno Q^{k+1 αk+1}←B Q^{k+1}_0^{βk+1}→E

Q^{k+1}_1 . Prodolßim postroenie na Λ^k. Pust~ λ ∈ Λ, rank λ = k.

Rassmotrim verhniæ ideal λ^≤ = {μ ∈ Λ|λ ≤ μ}.

Vyberem nekotorye lineænye triangulØcii sferiqeskih xarovyh kompleksov ∂C_{Q(λ)}(D), D ∈ ξ(λ). Tem samym my poluqaem nekotorye zatragiva¸wie tol~ko graniqnu¸ sferu xarovye podrazbieniØ T(D) ⊴ C_{Q(λ)}(D), D ∈ ξ(λ). Prodolßim geometriqeskie simplicial~nye kompleksy ∂T(D), D ∈ ξ(λ), do triangulØcii X \ ∪_{D∈ξ(λ)} int D, podrazbiva¸weæ vse podpoliffdry

B \ ∪_{D∈ξ(λ)} int D, gde B ∈ Q_0(μ), μ ∈ λ^≤. My poluqili ne zadeva¸-

wee xarov ξ(λ) podrazbienie Q(λ) ▷ Q_0(λ), priqem T_D , D ∈ ξ(λ), – vloßennye v Q_0(λ) xary, i po p. 1 my moßem poloßit~

Q_0(λ) ⊴ Q_0(λ)/{T_D }_{D∈ξ(λ)} = Q_1(λ).

Po postroeni¸ xary ξ(λ) vpisany v Q_1(λ). Nam nado proverit~, qto pri vsØkom λ ≤ μ avtomatiqeski imeet mesto kommutativnaØ diagramma podrazbieniæ xarovyh kompleksov Q(μ) ←−−−−B Q_0(μ) −−−−→

E

Q_1(μ)

E

 E

          E

Q(λ) ←−−−−B Q_0(λ) −−−−→

E

Q_1(λ) .

DlØ fftogo dostatoqno ubedit~sØ, qto Q_0(λ) deæstvitel~no podrazbivaet Q_0(μ) i Q_1(λ) deæstvitel~no podrazbivaet Q_1(μ). V takoæ proverke nam pomogaet to, qto ξ(μ)≥ξ(λ) v smysle porØdka

D^∞_c (K). Sledovatel~no, Q_0(μ)|_{int B} = Q(μ)|_{int B} pri B ∈ ξ(λ) v si-

lu togo, qto α(μ) ne zadevaet xarov ξ(μ), a sledovatel~no, ne zadevaet i xarov ξ(λ). Ots¸da sleduet, qto Q_0(λ)|_B ⊴ Q_0(μ)|_B pri

B ∈ ξ(λ), i po postroeni¸ na dopolnenii k xaram int ξ(λ) takße

imeet mesto podrazbienie, znaqit, i v celom Q_0(λ) deæstvitel~- no podrazbivaet Q_0(μ). Analogiqnoe rassußdenie vykazyvaet, qto Q_1(λ) podrazbivaet Q_1(μ). □ Predloßenie 37. Pust~ Q ∈ T(X), K ⊴ sd 1Q i B – nekoto-

ryæ koniqeskiæ otnositel~no K, soglasovannyæ s K zamknutyæ n-mernyæ xar s centrom v b. Pust~ est~ dva zamknutyh xara B_0, B_1, koniqeskih otnositel~no K, soglasovannyh s K, s obwim centrom b, B ⊂ int B^1, B_1 ⊂ int B_0.

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 129

V fftih usloviØh naædutsØ dve kusoqno-lineænyh triangulØcii xara E_0B_0, E_1B_0, takie, qto

(a) E_0B_0 ⊴ CQB_0, gde CQB_0 postroen po predloßeni¸ 36; (b) E_0B_0⌊_{int B}= Q⌊_{int B};

(c) E_0B_0 ⊴ E_1B_0, ∂E_0B_0 = ∂E_1B_0; (d) E_1B_0⌊_{B1} ≈_{PL} [Δ^n].

Dokazatel~stvo. Sm. ris. 12.

Ris. 12.

1. Snaqala po predloßeni¸ 36 postroim CQB_0 i lineæno trianguliruem ego granicu proizvol~nym obrazom. �to budet lineænaØ triangulØciØ T_0 = ∂E_0B_0 = ∂E_1B_0. Dalee kusoqno-lineæno

130 N. E. MN´V

otobrazim [Δ^n] na B_1. Oboznaqim qerez T_1 poluqivxu¸sØ triangulØci¸ B^1 simpleksom. Postroim kusoqno-lineænu¸ triangulØci¸ sloØ B^0 \ int B^1, prodolßa¸wu¸ na kraØh T_0 i ∂T_1. Tak my postroili triangulØci¸ E_1B_0, udovletvorØ¸wu¸ uslovi¸ (d).

2. Teper~ my stroim triangulØci¸ E_0B_0, udovletvorØ¸wu¸ usloviØm (a), (b), (c). DlØ fftogo nam ponadobitsØ ewe odin koniqeskiæ otnositel~no K xar B_2, soglasovannyæ s K, s centrom b, takoæ, qto B ⊂ int B_2, B_2 ⊂ int B_1. S pomow~¸ psevdoradial~noæ proekcii s centrom v b otobrazim i na B, i na B_2 zamknutu¸ zvezdu toqki b v Q. Tak poluqilis~ triangulØcii T_2 B_2 i T B, takie, qto T⌊_{int B}= Q|_{int B} i T_2⌊_{int B2} = Q⌊_{int B} . Dalee my proizvol~- nym obrazom lineæno trianguliruem B_0 \ int B_2 tak, qtoby triangulØciØ sovpadala s T_0 na ∂B_0 i podrazbivala E_1 i D ∩ B_0 \ int B_2 pri vseh D ∈ Q. Poluqili triangulØci¸ T_{0,2} na B_0 \ int B_2. Dalee my moßem prodolßit~ T_{0,2} do triangulØcii T^′_2 xara B_2 tak, qtoby ∂T^′_2 = T_{0,2}⌊_{∂B2} , T^′_2|_{B0} = T i T^′_2 ⊴ T^2. Ob¨edinØØ T_{0,2} i T_2 po obweæ qasti, poluqaem E_0B_0. □

Lemma 7 (O funktorial~nom vpisyvanii diz¨¸nktnyh konfiguraciæ xarov v kombinatornye mnogoobraziØ). Pust~ Λ – koneqnyæ poset. Rassmotrim nekotoru¸ diagrammu Λ^K→ T(X). Sopostavim fftoæ diagramme nekotoru¸ triangulØci¸ obwego podrazbieniØ K ⊴ K_λ dlØ vsØkogo λ ∈ Λ. Pust~ fiksirovana proiz-

vol~naØ diagramma Λ^ξ→ D^∞_c (K). UtverßdaetsØ, qto suwestvuet para diagramm Λ^{K0 ,K1}−→ T(X) i para estestvennyh preobrazovaniæ K^α←B K_0^β→E K_1, takih, qto pri vseh λ ∈ Λ podrazbieniØ α_λ ne zade-

va¸t xarov ξ(λ) i konfiguraciØ xarov ξ(λ) vpisana v K_1(λ).

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo povtorØet dokazatel~stvo lemmy 6 s zamenoæ konstrukcii iz predloßeniØ 36 na konstrukci¸ iz predloßeniØ 37. □

8.4.

Lemma 8. Pust~ est~ koneqnyæ simplicial~nyæ kompleks Y, Y =

|Y|, i ego podkompleks Z ⊆ Y, Z = |Z|.

Pust~ est~ G_1, . . . , G_m, U ∈ PL_Y (X) i Q – R(X)-raskraska Y, induciru¸waØ raskrasku QZ podkompleksa Z.

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 131

Pust~ est~ K – obwaØ triangulØciØ vseh kompleksov {Q}Q_{∈MaxQ(y),y∈Y} . Pust~ est~ OPL-topologiØ T na Y i predpuqok Aleksandrova

(Y, T )^ξ→ D^∞_c (K).

Pust~ raskraska Q R(X)-trianguliruet G_1, . . . , G_m i raskraska Q_Z R(X)-trianguliruet U ⌊_Z .

Pust~ odnovremenno G_1, . . . , G_m, U prizmatiqny otnositel~no ξ. Rassmotrim kletoqnyæ kompleks Y × [I] i ego podkompleks Π = Z × [I] ∪ Y × {1}. Togda naædetsØ triangulØciØ U ⊴ Y × I i ee R(X)-raskraska ~Q so sledu¸wimi svoæstvami: ~Q|Y_{×{0}} ⊴ Q; ~Q trianguliruet ~G_1, . . . , ~G_m, gde ~G_i = G_i × id ∈ PL_{Y ×I} (X);

~Q|_Π trianguliruet ~U ⌊_Π, gde ~G_i = G × id ∈ PL_{Y ×I} (X), ~U = U × id ∈ PL_{Y ×I} (X).

Dokazatel~stvo. 1. Snaqala my otmetim obwiæ fakt: esli CPL-topologiØ Aleksandrova T^′ na Y strogo approksimiruet (§6.8.1) OPL-topologi¸ Aleksandrova T i (Y, T^′)^{ξ′}→ D^∞_c (K) – inducirovannyæ morfizm, to vsØkiæ ξ-prizmatiqeskiæ gomeomorfizm f ∈ PL_Y (X) ØvlØetsØ ξ^′-prizmatiqeskim. Po predloßeni¸ 26 strogaØ approksimaciØ T^′ dlØ T vsegda naædetsØ. Ee-to my i zafiksiruem.

2. Teper~ my voz~mem obwee usilenie CPL -topologiæ A^c(Y) ∨

T^′ i kanoniqeskie morfizmy oslableniØ

(Y, A^c(Y))

φ_{Ac}(Y) ← (Y, A^c(Y) ∨ T^′)^{φT}−→ (Y, T^′). Rassmotrim otobraßenie

(Y, A(Y) ∨ T^′) γ=(MaxQ∘φ_{Ac}(Y) )×(ξ^′∘φ_T ′ ) −→ R(X) × D^∞_c (K). V fftoæ situacii po predloßeni¸ 25 naædetsØ koneqnyæ poset O, takoæ, qto Ord(O) lineæno trianguliruet Y , |Ord(O)| = Y ,

132 N. E. MN´V

topologiØ A^c(Y) ∨ T^′ slabee A^c(Ord(O)) i diagramma sploxnyh strelok

odnoznaqno popolnØetsØ punktirnoæ (zdes~ verhnØØ strelka

(Y, A^c(Ord(O)) → (Y, A^c(Y) ∨ T )

– morfizm oslableniØ topologii).

3. Dalee vospol~zuemsØ lemmoæ 6 i postroim paru funktorov

O^{P0,P1}−→ R(X) i dva estestvennyh preobrazovaniØ P_R^α←B K_0^β→E P_1,

takih, qto pri vseh o ∈ O podrazbieniØ α_o ne zadeva¸t xarov

P_D(o) i konfiguraciØ xarov P_D(o) vpisana v P_1(o).

4. Teper~ my moßem dvaßdy vospol~zovat~sØ rassußdeniØmi §6.7.4 dlØ α i dlØ β i, skleiv na Y ×[0,^1_2 , 1] dve raskraski [ordO×

1]^{Ξ(α)}−→ R(X) i [ordO × 1]^{Ξ(β)}−→ R(X), poluqit~ nußnye U i ~Q. □

9. NekotoraØ shema neposloænoæ deformacii posloænogo gomeomorfizma

Nax kl¸qevoæ tehniqeskiæ instrument – nabor lemm o fragmentacii posloænogo kusoqno-lineænogo gomeomorfizma trivial~nogo rassloeniØ na kube. �ti lemmy – prØmolineænoe mnogomernoe obobwenie horoxo izvestnogo odnomernogo sluqaØ – fol~klornoæ lemmy o fragmentacii odnomernogo sloeniØ ili izotopii (zapisannoæ v PL -situacii v knißke Hadsona). Oqevidno, qto dannoe obobwenie ne moßet predstavlØt~ soboæ niqego novogo i tem bolee sloßnogo, no nam ne udalos~ naæti ssylok.

9.1. OperaciØ o. Rassmotrim posloænyæ gomeomorfizm H ∈

PL_B (X) trivial~nogo rassloeniØ s bazoæ B: H(x, b) = (H⌊_b(x), b).

Rassmotrim nekotoroe otobraßenie X × C^F→ X × B, posloænoe

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 133

otnositel~no proekcii na X: F (x, c) = (x, F ⌊_x(c)). Pare

my sopostavlØem otobraßenie

posloænoe otnositel~no proekcii na C i opredelennoe sootvetstviem (x, c)^F o^H→ (H⌊_{(F ⌊x (c))}(x), c). (35) Zametim srazu, qto v obwem sluqae F o H ØvlØetsØ tol~ko posloænym otobraßeniem, no ne posloænym gomeomorfizmom. 9.2. Otmetim qastnyæ sluqaæ konstrukcii o. Rassmotrim vloßenie X × B^{i0=id×id×d0} −→ X × B × I. Pust~ X × B × I^F→ X × B – otobraßenie, posloænoe otnositel~no proekcii na X i dopolnitel~no oblada¸wee svoæstvom F ∘i^0 = id. Pust~ H ∈ PL_B (X). Oboznaqim qerez h_t vloßenie B^{ht}→ B × I :

h_t(b) = (b, t). Inducirovannoe vloßeniem h_t otobraßenie (F o H)⌊_{ht} : X × B → X × B, posloænoe otnositel~no proekcii na B,

voobwe govorØ, ne ØvlØetsØ gomeomorfizmom pri t ≠ 0. No pri

t = 0 po postroeni¸ my imeem (F o H)⌊_{h0} ≡ H. Takim obrazom, v

fftoæ situacii F o H est~ odnoparametriqeskaØ deformaciØ H v klasse posloænyh otobraßeniæ.

9.3. Svoæstva prizmatiqnosti operacii o. Pust~ gomeomorfizm H prizmatiqen otnositel~no morfizma (B, B^{triv})^{δL}−→ Al(X), otpravlØ¸wego vse B v topologi¸ Aleksandrova L na X. Togda po opredeleni¸ §7.0.3 opredelena topologiØ L^′ = H^{−1}L i morfizm (B, B^{triv} )^{H−1 δ′L}−→ Al(X), posyla¸wiæ vse B v L^′, pri fftom dlØ l¸bogo b ∈ B verno, qto (X, L)^{H−1 ⌊b}−→ (X, L^′) – gomeomorfizm

134 N. E. MN´V

prostranstv Aleksandrova, induciru¸wiæ postoØnnyæ, ne zavisØwiæ ot b izomorfizm B(X, L)^{~H−1}−→ B(X, L^′).

Predloßenie 38. Dopustim, est~ nekotoraØ topologiØ Alek-

sandrova L na X. Dopustim, H prizmatiqen otnositel~no morfizma (B, B^{triv} )^{δL}−→ Al(X), otpravlØ¸wego vse B v L.

Togda F o H^{−1} obladaet sledu¸wim svoæstvom: dlØ vsØkogo

L ∈ B(X, L), dlØ vsØkoæ toqki c ∈ C verno, qto (F o H^{−1})⌊c(L) ⊆ ~H−1(L) Dokazatel~stvo. Po opredeleni¸ 35

(F o H^{−1})⌊c(x) = H^{−1}⌊(F ⌊_x (c))(x). (36)

PravaØ qast~ formuly (36) soderßitsØ v ~H^{−1}(L) vsØkiæ raz, kogda x ∈ L. □

Tem samym, esli v usloviØh predloßeniØ 38 tak sluqilos~, qto F o H^{−1} – posloænyæ gomeomorfizm, to (F o H^{−1})^{−1} – prizmatiqeskiæ gomeomorfizm otnositel~no (C, C^{triv})^{δL}−→ Al(X). Predloßenie 39. Dopustim, est~ nekotoraØ topologiØ Alek-

sandrova L na X. Dopustim, H prizmatiqen otnositel~no morfizma (B, B^{triv} )^{δL}→ Al(X), otpravlØ¸wego vse B v (X, L). Dopustim, F oH^{−1} – posloænyæ gomeomorfizm. Togda obratnyæ posloænyæ gomeomorfizm prizmatiqen otnositel~no (C, C^{triv})^{δL}→ Al(X),

pri fftom (F o H^{−1})L ≡ H^{−1}L i F̂ o H^{−1} ≡ ~H^{−1}.

Dokazatel~stvo. Utverßdenie predloßeniØ 38 vleqet identiqnoe utverßdenie s zamenoæ B(X, L) na razbienie Σ(X, L) (sm. §6.3.1). V naxih usloviØh iz vzaimnoæ odnoznaqnosti otobraßeniæ F o H^{−1}⌊_c my poluqaem, qto fflementy razbieniæ otobraßa¸tsØ “na” i, sledovatel~no, fflementy minimal~nyh baz otobraßa¸tsØ “na”. Qto i dostavlØet trebuemoe utverßdenie dlØ

(F o H^{−1})^{−1}. □

Dalee my obobwim predyduwie rassußdeniØ na sluqaæ proizvol~nogo prizmatiqeskogo gomeomorfizma H, predpolagaØ estestvennu¸ bloqnu¸ strukturu F .

Predloßenie 40. Pust~ na C i na B zafiksirovany topologii

Aleksandrova T i R sootvetstvenno. Pust~ B(C, T )^ϕ→ B(B, R)

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 135

– nekotoryæ morfizm. Pust~ fiksirovan morfizm (B, R)^ξ→ Al(X) i my predpolagaem, qto H ∈ PL_B (X) prizmatiqen otnositel~no ξ. Pust~ otobraßenie F , dlØ kotorogo treugol~nik

kommutativen, obladaet sledu¸wim “bloqnym” svoæstvom: dlØ l¸bogo T ∈ B(C, T ) verno, qto F (X × T ) = X × ϕ(T ). Predpoloßim, qto F o H^{−1} – posloænyæ gomeomorfizm. V fftih usloviØh gomeomorfizm (F o H^{−1})^{−1} prizmatiqen otnositel~no (ξ^′ ∘ ϕ).

Dokazatel~stvo. My nahodimsØ v usloviØh predloßeniØ 39 na kaßdom otdel~nym bloke X × T . Skleæka utverßdeniæ predloßeniØ 39 po vsem T ∈ B(C, T ) dostavlØet utverßdenie tekuwego predloßeniØ. □

10. Sistemy grafikov 10.1. Pust~ k – koneqnoe mnoßestvo indeksov. Kub I^k my sqitaem koordinatnym kubom v prostranstve R^k s koordinatami t_k,

k ∈ k. DlØ podmnoßestva s ⊆ k i ϵ ∈ {0, 1}^{k\s} my oboznaqaem

qerez I^{s,ϵ} gran~ kuba I^k, opredelennu¸ ravenstvom t_i = ϵ_i dlØ koordinat s indeksami iz k \ s. “Koordinatnye” grani I^{s,0} my oboznaqaem qerez I^s.

Pust~ fiksirovano s ⊆ k i nabor Γ = {Γ_i}_{i∈s} podpoliffdrov

X × I^k. Rassmotrim sledu¸wee uslovie na Γ:

gf: DlØ l¸bogo podmnoßestva l ⊆ s suwestvuet otobraßenie

X × I^{k\l fl}→ I^l, takoe, qto Γ_l = ⋂ i∈l Γ_i = Γfl, gde Γfl – grafik oto-

braßeniØ f_l v X × I^k.

Esli uslovie gf vypolneno, to otobraßeniØ {f_l}_{l⊆s} opredelØ- ¸tsØ po Γ edinstvennym obrazom.

Pust~ N – natural~noe qislo. Qerez {{N }} my oboznaqaem mnoßestvo qisel {0, . . . , N }. Opredelim mnoßestvo GF(X, k, N ). �lementom Γ ∈ GF(X, k, N ) my sqitaem nabor {Γ^j_i }_{i∈k,j∈{{N}}} podpoliffdrov X × I^k, takoæ, qto vypolneny aksiomy gf1, gf2.

gf1: DlØ l¸bogo podmnoßestva s ⊆ k i l¸bogo otobraßeniØ s^b→ {{N }} dlØ nabora podpoliffdrov {Γ^{b(i)}_i }_{i∈s} vypolneno uslovie gf.

136 N. E. MN´V

�to oznaqaet, qto suwestvuet otobraßenie X × I^{k\s f b}→ I^s, takoe, qto Γ^b = ⋂ i∈s Γ^{bi}_i = Γf^b, gde Γf^b – grafik otobraßeniØ f^b v

X × I^k.

OtobraßeniØ f^b opredelØ¸tsØ po Γ edinstvennym obrazom. Esli vypolnena aksioma gf1, to, v qastnosti, Γ^j_i = Γf^{i→j} dlØ

nekotorogo edinstvennogo otobraßeniØ X × I^{k\{i} f i→j}−→ I^{{i}}. �ti special~nye otobraßeniØ f^{i→j} my oboznaqaem qerez f^j_i . Dalee, my predpolagaem, qto dlØ opredelennyh po Γ s pomow~¸ aksiomy gf1 otobraßeniæ f^j_i vypolneno trebovanie

gf2: 0 ≡ f^0_i ≤ f^1_i ≤ · · · ≤ f^{N−1}_i ≤ f^N_i ≡ 1 pri l¸byh i ∈ k.

10.2. Nam trebuetsØ ispol~zovat~ v kaqestve indeksov otobraßeniØ koneqnyh mnoßestv v N . Vvedem nekotorye oboznaqeniØ i soglaxeniØ.

Pust~ fiksirovany dva podmnoßestva r, s mnoßestva k. Pust~ fiksirovany dva otobraßeniØ s^c→ N , r^d→ N , takie, qto c|_{s∩r} ≡

d|_{s∩r}. Togda qerez c ⊔ d my oboznaqaem otobraßenie s ∪ r^{c⊔d}−→ N ,

takoe, qto c ⊔ d|_s ≡ c, c ⊔ d|_r ≡ d. DlØ vsØkoæ qislovoæ funkcii N^p→ N i a ∈ N^k qerez p(a) ∈ N^r my oboznaqaem rezul~tat pokomponentnogo primeneniØ p k a.

10.3. VsØkomu s ⊂ k i otobraßeni¸ s^b→ {{N }} otveqaet otobraßenie GF(X, k, N )^{δb}→ GF(X, k \ s, N ). Pri i ∈ k \ s, j ∈ {{N }} my polagaem (δ^bΓ)^j_i = π_{x,tk\s} (Γ^{b⊔(i→j)}) = Γf^{b⊔(i→j)}_i , (37) gde π_{x,tk\s} : X × I^k → X × I^{k\s} – koordinatnaØ proekciØ.

10.4. Pust~ est~ otobraßenie k^a→ {{2N − 2}}. Opredelim poliffdr Ω^0_a(Γ) ⊂ X × I^k. Poloßim

(Ω^0_a)^o = {(x, tk)|∀i : a_i = 2l_i − 1 : t_i = f^{li}_i (x, tk_{\{i}})} = ⋂ a_i=2l_i −1 Γ^{li}_i ,

(Ω^0_a)^e = {(x, tk)|∀i : a_i = 2l_i : f^{li}_i (x, tk_{\{i}}) ≤ t_i ≤ f^{li +1}_i (x, tk_{\{i}})} = = ⋂ a_i=2l_i ((Γ^{li+1}_i )^≤ ∩ (Γ^{li}_i )^≥).

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 137

(Tut qerez (Γ^j_i )^≥ i (Γ^j_i )^≤ oboznaqeny zamknutye nadgrafik i podgrafik Γ^j_i sootvetstvenno.) Poloßim

Ω^0_a = (Ω^0_a)^o ∩ (Ω^0_a)^e. (38)

Poloßim

Ω^0(Γ) = {Ω^0_a}_{a∈{{2N−2}}}.

10.5. Pust~ fiksirovany s ⊂ k, Γ ∈ GF(X, k, N ). Togda v sootvetstvii s §10.3 opredeleno δ^bΓ ∈ GF(X, k \ s, N ). VyØsnim, kak sootnosØtsØ Ω^0(Γ) i Ω^0(δ^bΓ). Pust~ k \ s^c→ {{2N − 1}}. V sootvetstvii s (37) est~ kanoniqeskie vzaimoobratnye gomeomorfizmy

Ω^0_c (δ^bΓ) πx,tk \s ←−−→_{f b} Ω^0_{c⊔2b−1}(Γ). (39)

10.6. Postroim useqennu¸ piramidu T^k(N ) ⊂ R^k×R^{{v}}, gde R^{{v}} oznaqaet ffkzemplØr R s koordinatnoæ funkcieæ v; qerez e_v my oboznaqaem sootvetstvu¸wiæ koordinatnyæ ort.

Oboznaqim qerez [[2N − 1]] otrezok [0, 2N − 1] ⊂ R. Oboznaqim qerez T^k useqennu¸ piramidu v R^k×R^{{v}}, ØvlØ¸wu¸sØ vypukloæ oboloqkoæ dvuh vloßennyh kubov: T^k = conv (I^k, e_v + [[2N − 1]]^k). Na ris. 13 predstavlena trapeciØ T^1.

Ris. 13.

TrapeciØ T^k est~ rassloennoe po v proizvedenie k ffkzemplØrov T^1. Est~ vloßeniØ

I^{k h0}→ T^{k h1}← [[2N − 1]]^k,

gde h_0(t_k) = (t_k, 0_v), h_1(t_k) = (t_k, 1_v). My oboznaqaem obrazy h_0 i

h_1 qerez H^k_0 i H^k_1 sootvetstvenno. Kaßdoæ grani kuba I^{k\s,ϵ} ⊂ I^k

otveqaet vloßenie T^{k\s ds,ϵ}→ T^k, opredelennoe sootvetstviem (ts, v) → (ts, g^ϵk_\s(ts, v)),

138 N. E. MN´V gde g^ϵ_i (t_s, v) = { 1 + 2(N − 1)v pri ϵ_i = 1,

0 pri ϵ_i = 0.

Obraz d_{s,ϵ} my oboznaqim qerez T^{s,ϵ} ⊆ T^k. Oboznaqim qerez W^k ob¨edinenie vseh poliffdrov ∪_{i∈k,ϵi=0,1}T^{k\{i},ϵi} . Oboznaqim qerez

h^0(W^k) i h^1(W^k) kraØ W^k, otveqa¸wie v = 0 i v = 1 sootvet-

stvenno.

Predloßenie 41. Suwestvuet nekanoniqeskiæ kletoqnyæ PL -

gomeomorfizm [I^k × I^v ] → [T^k], pri kotorom I^k × 0 perehodit v H^k_0 , I^k × 1 perehodit v H^k_1 , gran~ I^{s,ϵ} × I^{{v}} perehodit v T^{s,ϵ}, W^k perehodit v ∂I^k × I^{{v}}.

Dokazatel~stvo. �to utverßdenie trivial~no vo vseh smyslah. Akcent sdelan, kak obyqno v kusoqno-lineænoæ topologii, na nekanoniqnosti PL -gomeomorfizma. Kanoniqeskogo, lineænogo na granØh gomeomorfizma I^k × I^{{v}} −→ T^k ne suwestvuet. □ 10.7. Postroim semeæstvo zamknutyh podpoliffdrov Ω(Γ) =

{Ω_a}_{a∈{{2N−2}}}k poliffdra X × T^k. Pri x^∗ ∈ X oboznaqim Ω^0_a(x^∗) = {(t_k)|(x^∗, t_k) ∈ Ω^0_a} ⊂ I^k. Opredelim

Ω_a(x, v) = Ω^0_a(x) ⊕ 2vI^{o(a)} + 2 [a 2 ] v ⊂ R^k, (40)

gde [..] – celaØ qast~; po soglaxeni¸ §10.2, my rassmatrivaem

2[^a_2 ] kak celoqislennyæ vektor; ⊕ – summa Minkovskogo;

o(a) = {i ∈ k|a_i – neqetno }.

Opredelim otobraßenie

Ω_a(x, v)^{Fa ⌊x,v}−→ Ω^0_a(x) (41)

sledu¸wim obrazom:

F_a⌊_{x,v}(t_k) = (t_{e(a)}, f^{O(a)−12} (x, t_{e(a)})), (42) gde e(a) = {i ∈ k|a_i – qetno }

i O(a) = a|_{o(a)} : o(a) → N . Opredelim Ω_a = {(x, tk, v)|tk ∈ Ω_a(x, v)} (43)

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 139

i, nakonec, poloßim

Ω_a^{Fa}→ Ω^0_a : F_a(x, tk, v) = F_a⌊_{x,v}(tk). (44)

(V sootvetstvii s (39) obraz F_a deæstvitel~no leßit v Ω^0_a.)

10.8. Rassmotrim mnoßestva Ω^1_a(x) = Ωa(x, 1) ⊂ [[2N − 1]]^k. DlØ

a ∈ {{2N − 2}} opredelim v [[2N − 1]] otrezok

Λ_a = { [2l, 2l + 1] pri a = 2l,

[2l − 1, 2l + 1] pri a = 2l − 1.

Pri a ∈ {{2N − 2}}^k opredelim parallelepiped Λ_a = ∏ i∈k Λ_{ai} .

Mnoßestvo zamknutyh parallelepipedov {Λ_a}_{a∈{{2N−2}}}k est~ baza nekotoroæ CPL -topologii Aleksandrova Λ(N, k)na [[2N − 1]]^k.

Predloßenie 42. DlØ l¸byh a ∈ {{2N − 2}}^k, x ∈ X verno, qto

Ω^1_a(x) ⊂ Λ_a.

Dokazatel~stvo. �to srazu sleduet iz formul (40). □

10.9. Tut my dokaßem sledu¸wee predloßenie.

Predloßenie 43.

1. Mnoßestvo poliffdrov Ω(Γ) – pokrytie X × T^k. 2. PolagaØ F_Γ|_{Ωa} = F_a, my poluqaem korrektno opredelennoe, posloænoe otnositel~no proekcii na X otobraßenie X × T^{k FΓ}→ X × I^k.

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo moßno provesti indukcieæ po qislu fflementov k.

1. #k = 1. V fftom sluqae my nahodimsØ v klassiqeskoæ situacii dokazatel~stva Hadsona [13, teorema 6.2, s. 130] i vse legko narisovat~. Pri fiksirovannom x^∗ ∈ X mnoßestva Ω_j (x^∗) obrazu¸t pokrytie dvumernoæ trapecii T^1 parallelogrammami i treugol~nikami (sm. ris. 14). Pri fftom mnoßestva vida Ω_{2l}(x^∗) – parallelogrammy, a mnoßestva vida Ω_{2l−1}(x^∗) – treugol~niki. Naxi otobraßeniØ F_a proeciru¸t parallelogrammy na osnovanie parallel~no bokovomu rebru, a treugol~niki v verxinu, estestvenno skleivaØs~ v otobraßenie F_Γ. 2. Xag indukcii.

140 N. E. MN´V

Ris. 14.

2.1. Moßno postroit~ 2N xtuk novyh funkciæ T^{k\{i} f ji}−→ R^{{i}} s nomerami iz {{2N − 1}} po sledu¸wemu pravilu:

f^{2l}_i (Γ) = f^l_i ∘ F_δl_{iΓ}(x, t_{k\{i}}, v) + 2lv pri l = 0, . . . , N − 1, f^{2l−1}_i (Γ) = f^l_i ∘ F_δl_{iΓ}(x, t_{k\{i}}, v) + (2l − 2)v pri l = 1, . . . , N.

(45)

V silu indukcionnogo predpoloßeniØ ffto korrektno opredelennye funkcii. Poloßim Γ^j_i = {(x, tk, v)|t_i = f^j_i (x, tk_{\{i}}, v)}. Po postroeni¸

f^{2l}_i ≡ f^{2l−1}_i + 2v. (46)

Nabory f^j_i monotonny pri vsØkom i ∈ k:

0 ≡ f^0_i ≤ f^1_i ≤ · · · ≤ f^{2N−1}_i ≡ 1 + 2(N − 1)v.

DlØ s^c→ {{2N − 1}} opredelim otobraßenie X × T^{k\s f c}→ R^s pravilom

f^c(x, t_{k\s}, v) = f^{[ c+12 ]} ∘ F_{δ[} c+1_{2 ] Γ}(x, t_{k\s}, v) + 2 [ c 2 ] v. (47) My poluqaem, qto

Γf^c = ∩_{i∈}sΓ^{c(i)}_i . (48)

2.2. Dalee, sleduet ubedit~sØ, qto opredelenie (43) takovo, qto dlØ l¸bogo a ∈ {{2N − 2}} verno ravenstvo Ω_a = {(x, tk, v)|f^{ai}_i (x, tk_{\{i}}, v) ≤ t_i ≤ f^{ai +1}_i (x, tk_{\{i}}, v)}. (49) Tem samym, Ω_a – pokrytie X × T^k.

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 141

2.3. Postroim otobraßenie

X × T^k ⊃ ⋃ i∈k,j∈{2N−1}} Γ^j_i ~F → ⋃ i∈k,j∈{{N}} Γ^j_i ⊂ X × Ik, opredelØØ ~F |_Γj_i pravilom

(x, tk, v) → f^{[ j+12 ]} ∘ F_{δ[} j+1_{2 ]} i Γ (x, tk_{\{i}}, v). (50) Nado proverit~, qto otobraßenie ~F |_Γj_i korrektno opredeleno. DlØ fftogo nado ubedit~sØ, qto pravilo (50) obladaet sledu¸- wim svoæstvom: esli (x^∗, t^∗_k, v^∗) ∈ Γ^{j1}_{i1} ∩ Γ^{j2}_{i2} , to ~F |_Γj_{1i1} (x^∗, t^∗_k, v^∗) =

~F |_{Γj2i2} (x∗, t∗_k, v∗). �to proverØetsØ v dvuh sluqaØh: pri i_1 ≠ i_2 i

pri i_1 = i_2. Pri i_1 ≠ i_2 my pol~zuemsØ (48) i (47). Pri i_1 = i_2 sleduet raspisat~ (50) neposredstvenno.

2.3. Dalee, iz (49) sleduet, qto dlØ kaßdogo poliffdra Ω_a ego graniqnye toqki ∂Ω_a leßat v ⋃ i∈k,j∈{{2N−1}} Γ^j_i i dlØ vsØkoæ gra-

niqnoæ toqki (x, t_k, v) ∈ ∂Ω_a imeem F_a(x, t_k, v) = ~F (x, t_k, v). �to nabl¸denie zaverxaet dokazatel~stvo xaga indukcii. □ 10.10. Vydelim otdel~no sledu¸wie fakty otnositel~no otobraßeniØ F_Γ. Pust~ (x^∗, t^∗_k, v^∗) ∈ T^k, v^∗ > 0. Fiksiruem i ∈ k,

ε > 0 i rassmotrim mnoßestvo toqek V^i_ϵ = {(x^∗, t^∗_{k\{i}}), t_i, v^∗)| mod t_i − t^∗_i < ε}. Predloßenie 44. Esli vypolneno odno iz dvuh usloviæ

(a) (x^∗, t^∗k, v^∗) ∈ ∫ Ω_a i a_i = 2l − 1 ili

(b) (x^∗, t^∗k, v^∗) ∈ Ω_a, a_i = 2l i f^{ai +1}(x^∗, t^∗k, v^∗) = f^{ai} (x^∗, t^∗k, v^∗),

to naædetsØ ε, takoæ, qto F_Γ|_V i_ε ≡ const.

Dokazatel~stvo. 1. Pust~ a ∈ {{2N − 2}}, ai neqetno. Rassmotrim prØmu¸ L_i(x^∗, t^∗_k, v^∗), prohodØwu¸ qerez toqku (x^∗, t^∗_k, v^∗) i parallel~nu¸ koordinatnoæ osi t_i. Togda po opredeleni¸ Ω_a

L_i(x^∗, t^∗_k, v^∗) ∩ Ω_a = = {(x^∗, t^∗k_{\{i}}, t_i, v^∗)|f^a_i (x^∗, t^∗k_{\{i}}, v^∗) ≤ t_i ≤ f^{ai+1}(x^∗, t^∗k_{\{i}}, v^∗)}.

142 N. E. MN´V

Pri fftom po opredeleni¸ F_a imeem F_a|_{Li(x}∗_{,t}∗_{k,v}∗_{)∩Ωa} ≡ const.

2. V sootvetstvii s (46) dlina otrezka L_i(x^∗, t^∗_k, v^∗) ∩ Ω_a ravna

2v^∗.

3.1. Esli vypolneno uslovie (a), to utverßdenie predloßeniØ srazu verno v silu pp. 1 i 2 dokazatel~stva.

3.2. Esli vypolneno uslovie (b), to v sootvetstvii s (46) toqka

(x^∗, t^∗k, v^∗) leßit v Ω_b ∩ Ω_c, gde

b_j = { a_i − 1 pri j = i, a_i pri j ≠ i, c_j = { a_i + 1 pri j = i, a_i pri j ≠ i. V sootvetstvii s pp. 1 i 2 dokazatel~stva otobraßenie F_Γ postoØnno na dvuh naqina¸wihsØ s toqki (x^∗, t^∗_k, v^∗) zamknutyh poluotrezkah L_i(x^∗, t^∗_k, v^∗) dliny 2v^∗. Sledovatel~no, utverßdenie verno. □

10.11. Tut my otmetim situaci¸, pri kotoroæ otobraßenie FΓ imeet bloqnu¸ strukturu (sm. §9.3). Vvedem sledu¸wee predpoloßenie o sistemah grafikov Γ ∈ GF(X, k, N ):

gf3: Pust~ M – natural~noe qislo. My predpolagaem, qto qislo

N kratno M : N = M N^′. Dalee, predpolagaem, qto v Γ grafiki

Γ^{lN ′}_i – grafiki postoØnnyh funkciæ f^{lN ′}_i ≡^l_M pri i ∈ k, l = 0, . . . , M . Oboznaqim qerez GF(X, k, N, M ) mnoßestvo sistem grafikov, udovletvorØ¸wih uslovi¸ gf3. Rassmotrim na ediniqnom intervale I strukturu xarovogo kompleksa^1_M [I] = (I, Ψ). Napomnim, qto xarovoæ kompleks my otoßdestvlØem s CPL - prostranstvom Aleksandrova s minimal~noæ bazoæ – zamknutymi kletkami. Mnoßestvo kletok B(Ψ) zanumeruem mnoßestvom ^ {{2M − 1}} = {−1, . . . , 2M − 1}. Poloßim Ψ_{2l} = [ l M , l + 1 M ] ⊂ I, l = 0, . . . , M − 1, Ψ_{2l−1} = { l M } ∈ I, l = 0, . . . , M. Prodolßim^1_M [I] do CPL -topologii Aleksandrova Θ na T^1. �lementy minimal~noæ bazy B(Θ) numeru¸tsØ tem ße mnoßestvom

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 143 ^ {{2M − 1}}. Poloßim

Θ_{2l} = conv (( l M , 0 ) , (l + 1 M , 0 ) (2lN^′, 1), (2(l + 1)N^′, 1)) pri l = 0, . . . , M − 2, conv (( M − 1 M , 0 ) , (1, 0), (2(M − 1)N^′, 1)(2N − 1))

pri l = M − 1, (51)

Θ_{2l−1} = conv (( l M , 0 ) , (2lN^′, 1)) pri l = 0, . . . , M − 1,

conv ((0, 1), (2N − 1)) pri l = M.

Proill¸striruem gromozdkie formuly prostoæ kartinkoæ:

(52)

Rassmotrim morfizm B(Θ)^ζ→ B(Ψ), posyla¸wiæ Θ_a v Ψ_a, gde a ∈^ {{2M − 1}}. Predloßenie 45. Pust~ Γ ∈ GF(X, 1, N, M ). Togda

F_Γ(X × Θ_a) = X × ζ(Θ_a) = X × Ψ_a.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim treugol~nik vida Ω2jN ′−1(x) ⊂

T^1, j = 1, . . . , M − 1. Soglasno gf3, imeem f^{jN ′} ≡^j_M . Ots¸da

i iz (49) sleduet, qto pri l¸bom x ∈ X

π_{v,t}(Ω_{2jN} ′_{−1}(x)) ≡ Ω_{2jN} ′_{−1}(x_2) = = {(t, v)| j M ≤ t + 2(jN^′ − 1)v ≤ j M + 2jN^′v} ⊃ Θ_{2j−1}. OstaetsØ, posmotrev na opredelenie F_Γ, ubedit~sØ v spravedlivosti utverßdeniØ. □

144 N. E. MN´V

PerehodØ k obwemu k, opredelØem kompleks^1_M [I^k] = (^1_M [I])^k =

(I^k, Ψ), gde B(Ψ) = {Ψ_a}_{a∈} ^_{{{2M−1}}k}, Ψ_a = Ψ_{a1} × · · · × Ψ_{ak} . Opre-

delØem prostranstvo Aleksandrova (T^k, Θ) kak rassloennoe po v proizvedenie: B(Θ) = {Θ_a}_{a∈} ^_{{{2M−1}}k} , Θ_a = {(tk, v)|(t_i, v) ∈ Θ_{ai} , i = 1, . . . , k}. OpredelØem morfizm B(Θ)^ζ→ B(Ψ) pravilom ζΘ_a = Ψ_a. PrimenØem predloßenie 45 k komponentam rassloennyh proizvedeniæ i poluqaem sledu¸wee predloßenie.

Predloßenie 46. Pust~ Γ ∈ GF(X, k, N, M ). Togda verno, qto ∀a ∈^ {{2M − 1}}^k : F_Γ(X × Θ_a) = X × ζ(Θ_a) = X × Ψ_a.

�lementy minimal~nyh baz B(Θ) = {Θ_a} i B(Ψ) = {Ψ_a} dvoæstvennyh OPL -topologiæ Θ = Θ^c na T^k i Ψ = Ψ^c na I^k zanumerovany tem ße mnoßestvom ^{{2M − 1}}. Rassmotrim B(Θ)^ζ→ B(Ψ), posyla¸wiæ Θ_a v Ψ_a. Iz dvoæstvennosti i predloßeniØ 46 vyvodim, qto verno sledu¸wee predloßenie.

Predloßenie 47. Pust~ Γ ∈ GF(X, k, N, M ). Togda verno, qto ∀a ∈^ {{2M − 1}}^k : F_Γ(X × Θ_a) = X × ζ(Θ_a) = X × Ψ_a.

11.GomotopiØ posloænogo gomeomorfizma, svØzannaØ s sistemoæ grafikov

Pust~ G ∈ PL_Ik X. Pust~ Γ ∈ GF(X, k, N ). Togda my govorim, qto G i Γ soglasovany, esli G^{−1}(Γ) ∈ GF(X, k, N ). Lemma 9. Esli G i Γ soglasovany, to (FΓ o G^{−1})^{−1} – posloænyæ

gomeomorfizm, (F_Γ o G^{−1})^{−1} = F_G−1_{(Γ)} o G.

Dokazatel~stvo. Ravenstvo (FΓ o G^{−1})^{−1} = F_G−1_{(Γ)} o G ØvlØetsØ prØmym sledstviem konstrukcii F_Γ (sm. predloßenie 43). □ 11.1. Naloßim dopolnitel~noe trebovanie na sistemy grafikov

Γ ∈ GF(X, k, N ).

gf4: Funkcii f^j_i (x, t_{k\{i}}) ne zavisØt ot t_{k\{i}} i ne zavisØt ot in-

deksa i, t.e. dlØ vsØkogo j ∈ {{N }} suwestvuet funkciØ X^{f j}→ I,

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 145

takaØ, qto dlØ l¸bogo i ∈ k imeet mesto ravenstvo f^j_i (x, t_{k\{i}}) =

f^j (x).

Oboznaqim qerez HGF(X, k, N ) podmnoßestvo Γ ∈ GF(X, k, N ), udovletvorØ¸wee uslovi¸ gf4, i, sootvetstvenno, qerez

HGF(X, k, N, M ) oboznaqim podmnoßestvo Γ ∈ GF(X, k, N, M ),

udovletvorØ¸wee uslovi¸ gf4.

11.2. Ploskie toqki posloænogo gomeomorfizma. Nam neobhodimo sdelat~ obwee otstuplenie o “ploskih” toqkah posloænogo gomeomorfizma. Pust~ G ∈ PL_B(X) i (x, b) ∈ X × B.

Toqku (x, b) my nazyvaem ploskoæ toqkoæ gomeomorfizma G, esli dlØ nekotoroæ okrestnosti b ∈ V ⊂ B verno sledu¸wee: dlØ vsØkoæ toqki b^′ ∈ V imeet mesto ravenstvo G^{−1}⌊_b′ (x) = G^{−1}⌊_b(x).

Pereformuliruem opredelenie ploskoæ toqki G v prizmatiqeskih terminah. Rassmotrim na X topologi¸ Aleksandrova δ_x s minimal~noæ bazoæ, sostoØweæ iz dvuh fflementov B(X, δ_x) =

{{X}, {x}}. Rassmotrim postoØnnyæ morfizm prostranstv Alek-

sandrova (V, V^{triv})^{ζV,x}→ (X, δ_x). Predloßenie 48. Toqka (x, b) ØvlØetsØ ploskoæ toqkoæ G togda

i tol~ko togda, kogda dlØ nekotoroæ okrestnosti b ∈ V ⊂ B gomeomorfizm G^{−1}⌊_V prizmatiqen otnositel~no ζ_{v,x}.

Pust~ k = {1, . . . , k}. Pust~ G ∈ PL Rk(X), (x, b) ∈ X × R^k, i ∈ k. Pust~ e_1, . . . , e_k – bazis R^k. Rassmotrim prØmu¸ l_i(b) = {b+e_it|t ∈

R}; takim obrazom, li(b) – prØmaØ, prohodØwaØ qerez toqku b,

parallel~naØ i-æ koordinatnoæ prØmoæ.

My govorim, qto G gorizontalen v toqke (x, b) v napravlenii i, esli est~ okrestnost~ b ∈ V ⊂ R^k, takaØ, qto dlØ l¸boæ toqki b^′ ∈ V gomeomorfizm G⌊_{li (b}′_) ploskiæ v (x, b^′).

Predloßenie 49. Esli G ∈ PL Rk(X) i (x, b) ∈ X × R^k takovy,

qto G gorizontalen vo vseh napravleniØh i ∈ k, to (x, b) – ploskaØ toqka G.

Dokazatel~stvo. My moßem sqitat~, qto naædetsØ malyæ otkrytyæ kub Q ⊂ R^k s rebrami, parallel~nymi koordinatnym osØm, i centrom v toqke b, takoæ, qto dlØ l¸boæ toqki b^′ ∈ Q gomeomorfizm PL ⌊_{li (b}′_) gorizontalen v (x, b^′) v l¸bom napravlenii

i ∈ k. Do vsØkoæ toqki b^′ ∈ Q my moßem dobrat~sØ po kompaktnoæ

146 N. E. MN´V

lomanoæ, nahodØweæsØ vnutri Q i sostavlennoæ iz otrezkov, parallel~nyh koordinatnym osØm. Ots¸da i iz usloviØ sleduet, qto G^{−1}⌊_b′ (x) = G^{−1}⌊_b(x). □ 11.3. Oboznaqim qerez (T^k)^{v∗} mnoßestvo {(tk, v) ∈ T^k|v = v^∗}. Predloßenie 50. Pust~ Γ ∈ HGF(X, k, N ). Pust~ G ∈ PL_Ik –

soglasovannyæ s Γ posloænyæ gomeomorfizm. Pust~ (x^∗, t^∗_k, v^∗) ∈ X × T^k, v^∗ > 0. Togda verno sledu¸wee:

Esli posloænyæ gomeomorfizm F_Γ o G^{−1}⌊_{(T} k_)v∗ ne gorizontalen v napravlenii i v toqke (x^∗, t^∗_k, v^∗), to naædetsØ takoæ mul~tiindeks a ∈ {{2N −1}}, qto a_i = 2l, (x^∗, t^∗_k, v^∗) ∈ Ω_a i x^∗ ∈ supp(f^{l+1}_i −f^l_i ).

Dokazatel~stvo. My rassmatrivaem dva sluqaØ: 1. Pust~ dlØ vseh a, takih, qto (x^∗, t^∗_k, v^∗) ∈ Ω_a, verno, qto a_i neqetno. �to znaqit, qto (x^∗, t^∗_k, v^∗) leßit v dopolnenii k zamknutomu mnoßestvu ∪_{a∈{{2N−2}},i∈e(a)}Ω_a. V sootvetstvii s dokazatel~- stvom predloßeniØ 43 ffto znaqit, qto a leßit vo vnutrennosti nekotorogo Ω_a, takogo, qto i ∈ o(a). Togda iz opredeleniØ F_a, opredeleniØ F_Γ oG^{−1} i predloßeniØ 44 (a) sleduet, qto F_Γ oG^{−1} gorizontalen v (x^∗, t^∗_k, v^∗) v napravlenii i.

2. Pust~ naædetsØ a ∈ {{2N − 1}}, takoæ, qto a_i = 2l i x^∗ ∉

supp(f^{l+1}_i − f^l_i ). V fftom sluqae v sootvetstvii s dokazatel~stvom

predloßeniØ 43 toqka t^∗_k leßit Ω^{2l−1}_i (x^∗, v^∗) ∩ Ω^{2l+1}_i (x^∗, v^∗), gde Ω^j_i (x^∗, v^∗) = {tk|f^j_i (x^∗, tk_{\{i}}, v^∗) ≤ t_i ≤ f^{j+1}_i (x^∗, tk_{\{i}}, v^∗)}. Specifika usloviØ gf4 proØvlØetsØ v tom, qto v fftom sluqae

f^j_i = f^{[ j+12 ]}_i (x^∗) + 2[ j 2 ]v^∗ ≡ const.

Takim obrazom, v nekotoroæ otkrytoæ okrestnosti toqki (x^∗, t^∗_k,

v^∗) v T^k(x^∗, v^∗) vse toqki udovletvorØ¸t usloviØm (44), qto do-

kazyvaet predloßenie. □ 11.4. Pust~ G i Γ soglasovany. Opixem stroenie gomeomorfizma (F_Γ o G^{−1})^1 ∈ PL_{[[2N−1]]}k (X).

Vvedem na kube [[2N − 1]]^k OPL-topologi¸ Aleksandrova

E(N, k). Snaqala rassmotrim na otrezke [[2N − 1]]^1 = [0, 2N − 1]

minimal~nu¸ bazu B([[2N − 1]]^1, E(N, 1)) topologii Aleksandrova

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 147 E(N, 1), fflementy kotoroæ zanumerovany toqkami {{2N − 2}}^1 = {0, 1, . . . , 2N − 2}. Poloßim

E_i =

(i − 1, i + 2), esli 2 ≤ i ≤ 2N − 4 qetno,

(i, i + 1), esli 1 ≤ i ≤ 2N − 3 neqetno,

(0, 2), esli i = 0,

(2N − 3, 2N − 1), esli i = 2N − 2.

Esli na qislah iz {{2N − 2}}^1 zavesti qastiqnyæ porØdok ≤_e , poroßdennyæ otnoxeniem “qetnoe qislo bol~xe dvuh sosednih neqetnyh”, to poluqaem, qto E_i ⊆ E_j togda i tol~ko togda, kogda

i ≤_e j. Tem samym, ustanovlen kanoniqeskiæ izomorfizm posetov

B([[2N − 1]]^1, E(N, 1)) ≈ {{2N − 2}}^1_{≤e} . (53)

Opredelim

([[2N − 1]]k, E(N, k)) = ([[2N − 1]]^1, E(N, 1))k. (54)

VozvodØ v stepen~ izomorfizm (53), poluqaem kanoniqeskiæ izomorfizm

B([[2N − 1]]^1, E(N, k)) ≈ {{2N − 2}}^k_{≤e} (55)

(tut my oboznaqaem stepen~ (≤_e )^k qastiqnogo porØdka ≤_e tem ße simvolom ≤_e ). To est~ fflementy minimal~noæ bazy B([[2N −

1]]k, E(N, k)) zanumerovany fflementami {{2N −2}}k, pri fftom E_{ak} = ∏ i∈k E_{ai} , E_a ⊂ E_b ⇔ a ≤_e b. Pust~ est~ sistema grafikov Γ ∈ GF(X, k, N ) i vypolnena aksioma gf4. Sopostavim a ∈ {{2N − 2}} podmnoßestvo

~J_Γ(a) ⊂ X, ~J_Γ(a) = ⋃ i∈e(a),a_i=2l_i supp(f^{li +1}_i − f^{li}_i ). (56)

Poloßim J_Γ(a) = D_{~JΓ(a)} (funktor D_{star} opredelen v §8.1). My poluqaem nekotoryæ morfizm posetov {{2N − 2}}^k_{≤ek}^{JΓ}→ Al(X).

148 N. E. MN´V

Pol~zuØs~ izomorfizmom (55), opredelØem morfizm

([[2N − 1]]k, E(N, k))

J_Γ→ Al (X) kak kompozit

([[2N − 1]]k, E(N, k))^o→ B([[2N − 1]]k, E(N, k)) ≈ ≈ {{2N − 2}}^k_{≤e}^{JΓ}→ Al(X). 11.5. Svoæstva prizmatiqnosti FΓ o G^{−1}. Tut my soberem v itogovu¸ lemmu neobhodimye nam obwie svoæstva prizmatiqnosti F_Γ o G^{−1}.

Predloßenie 51. Pust~ est~ sistema grafikov Γ ∈ GF(X, k, N )

i vypolnena aksioma gf4. Esli G i Γ soglasovany, to posloænyæ gomeomorfizm (F_Γ o G^{−1})^1 prizmatiqen otnositel~no J_Γ.

Dokazatel~stvo. Zametim, qto

E(N, k) = Λ(N, k)^c

(sm. §10.8 i §6.1.4). Iz predloßeniØ 42 togda sleduet, qto dlØ toqki (x^∗, t^∗_k) ∈ X × [[2N − 1]]^k verno sledu¸wee: esli t^∗_k ∈ E_a i (x^∗, t^∗_k) ∈ Ω^1_c (Γ), to c ≤_e a. SravnivaØ ffto obstoØtel~stvo s predloßeniØmi 42 i 49, poluqaem, qto verno sledu¸wee utverßdenie: esli t^∗_k ∈ E_a i (F_Γ o G^{−1})^1 ne gorizontalen v toqke

(x^∗, t^∗k), to x^∗ soderßitsØ v ~J_Γ(a), a ffto i oznaqaet v toqnosti J_Γ-prizmatiqnost~ (F_Γ o G^{−1})^1. □

Itak, s sistemoæ grafikov Γ ∈ HGF(X, k, N, M ) svØzany sledu¸wie ob¨ekty:

1) OPL-topologiØ Aleksandrova Θ = Θ(M ) na T^k(N ) i morfizm

B(Θ)^ζ→ B(Ψ) = B(^1_M [I]^k)^{op}

(sm. §10.11);

2) OPL -topologiØ Aleksandrova E = E(N ) na T^k_1 = T^k_1 (N ) ≈

[[2N − 1]]k i morfizm (T k_1 , E)

J_Γ→ Al

(X) (sm. §11.4), takie, qto topologiØ E na T^k_1 vpisana v topologi¸ Θ^{op}⌊_T k_1 na H^k_1 .

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 149

Lemma 10. Esli posloænyæ gomeomorfizm G soglasovan s Γ ∈

HGF(X, k, N, M ), to

(a) F_Γ o G^{−1}⌊_Hk_1 prizmatiqen otnositel~no J_Γ;

(b) esli L ∈ Al(X) i posloænyæ gomeomorfizm G prizmatiqen otnositel~no δ_L, to i F_Γ o G^{−1} prizmatiqen otnositel~no δ_L;

(c) esli posloænyæ gomeomorfizm G⌊_{∂I}k prizmatiqen otnositel~no proizvol~nogo morfizma (∂I^k, Ψ⌊_{∂I}k)^ξ→ Al(X), to posloænyæ gomeomorfizm F_Γ o G^{−1}⌊_T k_1 prizmatiqen otnositel~no morfizma

(T k^1 , Θ⌊_T k_1 ) ξ∘ζ|B(Θop_{⌊T} k )∘o −→ Al(X). (57)

Dokazatel~stvo. Utverßdenie (a) est~ special~nyæ sluqaæ utverßdeniØ predloßeniØ 51. Utverßdenie (b) sleduet iz predloßeniØ 39. Utverßdenie (c) sleduet iz predloßeniØ 50 i predloßeniØ 40. □

12. Funkcii Hadsona i ih grafiki

Zdes~ my pol~zuemsØ konstrukcieæ iz [13, teorema 6.2, s. 130, i sledstviØ].

Hadson predlagaet osobenno prostoæ vid neobhodimyh dlØ fragmentacii funkciæ i ih grafikov.

Pust~ K – simplicial~nyæ kompleks, trianguliru¸wiæ X,

|K|^t→ X – triangulØciØ. Pust~ f : |K| → I – funkciØ, lineænaØ

na vseh simpleksah K (t.e. f opredelØetsØ svoimi znaqeniØmi v verxinah K). Budem nazyvat~ takie funkcii funkciØmi Hadsona na simplicial~nom komplekse K. Funkcii X^g→ I, ime¸wie razloßenie

gde f – funkciØ Hadsona na K, budem nazyvat~ funkciØmi Hadsona na triangulØcii t mnogoobraziØ X.

150 N. E. MN´V

Oboznaqim mnoßestvo vseh funkciæ Hadsona na triangulØcii t qerez Hud(t). Diametr diamf funkcii Hadsona opredelØetsØ kak max {x,y∈X} |f(x) − f(y)|. Diametr izmerØet blizost~ funkcii f k postoØnnoæ funkcii. Mnoßestvo Hud_δ(t) vseh funkciæ Hadsona diametra, ne prevyxa¸wego δ, est~ kompaktnyæ koneqnomernyæ poliffdr.

Pust~ G – kompaktnoe semeæstvo gomeomorfizmov PL_Ik (X), t.e.

G = {G_b}_{b∈B} ⊂ PL_Ik , B – kompaktnyæ poliffdr, i pri fftom oto-

braßenie B × X × I^{k G}→ X × I^k, opredelennoe sootvetstviem

(b, x, tk) → (G_b(x, tk)), kusoqno-lineæno.

Pust~ fiksirovano podmnoßestvo s ⊆ k i zadan indeksirovannyæ s nabor funkciæ f_s, f_i ∈ Hud(t). Rassmotrim nabor podpoliffdrov Γ_s, gde Γ_i = {(x, t_k)|t_i = f_i(x)}.

Gomeomorfizm G ∈ PL_Ik (X) soglasovan s f_s, esli odnovremenno i Γ_s, i G^{−1}(Γ_s) udovletvorØ¸t uslovi¸ gf iz §10.1.

Predloßenie 52. V naxih usloviØh naædetsØ qislo δ(G) > 0, ta-

koe, qto esli diamf_i ≤ δ dlØ l¸bogo i ∈ s, to nabor f_s soglasovan odnovremenno so vsemi posloænymi gomeomorfizmami kompaktnogo semeæstva gomeomorfizmov G.

Dokazatel~stvo. My po indukcii po qislu funkciæ v nabore fs primenØem rassußdenie Hadsona.

(1) Pust~ #{s} = 1, s = {i}. Nam nado dokazat~, qto suwestvuet takoe δ > 0, qto esli diamf_i ≤ δ, to vsØkiæ list L_{(x}∗_{,t}∗_{k\{i})}(G) = {(x, t_k)|x = G(x^∗)⌊_{tk} , t_{k\{i}} = t^∗_{k\{i}}} vsØkogo G ∈ G zadevaet Γ_i po edinstvennoæ toqke. Rassmotrim proekci¸ X ×I^{k π{i}}−→ I^{{i}}. Gomeomorfizmy kompaktnogo semeæstva G ØvlØ¸tsØ posloænymi otnositel~no π_i, i pofftomu rassußdenie Hadsona k nim primenimo.

(2) Predpoloßim, qto my umeem dokazyvat~ fftot fakt pri

#{s} ≤ l − 1. Pust~ #{s} = l.

Vyberem i ∈ s. Po predxestvu¸wemu xagu naædem takoe δ > 0, qto esli diam(f_i) ≤ δ, to f_i soglasovano s G. S funkcieæ f_i i soglasovannym s neæ gomeomorfizmom G associirovan gomeomorfizm W (f_i, G) ∈ PL_Ik\{i} (X), opredelØemyæ sledu¸wim obrazom.

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 151

Oboznaqim qerez X×I^{k\{i} G−1 fi}−→ I^{{i}} funkci¸, grafikom kotoroæ, po opredeleni¸ soglasovannosti, ØvlØetsØ G^{−1}(Γ_i). Poloßim W (f_i, G)⌊_{tk\{i}} (x) = G⌊_{(tk\{i}(x),ti=G}−1_{fi(x,tk\{i}))}(x). Mnoßestvo gomeomorfizmov W = {W (f_i, G)}_{fi∈Hudδ ,G∈G} ⊂ PL_Ik\{i} (X) est~ kompaktnoe semeæstvo gomeomorfizmov iz PL_Ik\{i} (X), a dlØ nego po indukcionnomu predpoloßeni¸ δ suwestvuet dlØ nabora funkciæ Hadsona f_{s\{i}}. Ostalos~ sdelat~ nabl¸denie, qto nabor funkciæ Hadsona f_{s\{i}}, soglasovannyæ s W, ob¨edinennyæ vmeste s funkcieæ Hadsona f_{{i}}, soglasovannoæ s G, obrazu¸t soglasovannyæ s G nabor f_s. □

S triangulØcieæ |K|^t→ X svØzano mnoßestvo^˙star_v(t) otkrytyh xarov zvezd triangulØcii.

DlØ kompaktnogo semeæstva gomeomorfizmov G ∈ PL_Ik(X), natural~nyh qisel N, M i triangulØcii t mnogoobraziØ X my nazovem sistemoæ Hadsona sistemu grafikov Γ ∈ HGF(X, k, N, M ), taku¸, qto Γ soglasovana odnovremenno so vsemi gomeomorfizmami iz G i, krome togo, dlØ l¸byh i, j vypolneno uslovie

supp(f^{j+1}_i − f^j_i ) ∈ ṡtar_v(t).

V itoge postroeniæ fftogo punkta my poluqaem sledu¸wee utverßdenie.

Lemma 11. DlØ l¸bogo kompaktnogo semeæstva gomeomorfizmov

G ∈ PL_Ik (X), l¸boæ triangulØcii |K|^t→ X i natural~nogo qisla M suwestvuet natural~noe qislo N (G) i sistema Hadsona H (G, t, M ) ∈ HGF(X, k, N (G), M ). Dokazatel~stvo. Sleduet zanumerovat~ l¸bym sposobom v1, . . . ,

v_V verxiny K. Vyberem special~nu¸ posledovatel~nost~ {h_j}_{j=0,... ,V} funkciæ Hadsona na K. Poloßim h_0 ≡ 0; dlØ j = 1, . . . , V opredelim funkcii na verxinah sledu¸wim obrazom:

h_j(v_i) = { 1 pri i < j, 0 pri i ≥ j. ˚sno, qto 0 = h_0 ≤ h_1 ≤ · · · ≤ h_V , i pri fftom supp(h_{j+1} − h_j) =

ṡtar (v_j ).

152 N. E. MN´V

Dalee sleduet vybrat~ δ(G) po predloßeni¸ 52 i vybrat~ natural~noe qislo M , takoe, qto^1_M < δ.

Teper~ my opredelØem opredelØ¸wu¸ H (G, t, M ) sistemu funkciæ {f^j_i }_{i∈k,j∈{{MV }}}, polagaØ f^j_i =^l_M +^1_M h_j′ pri j = lV + j^′, 0 < j^′ < V . □ 12.1. SravnivaØ lemmy 11 i 12, my poluqaem, qto dlØ kompaktnogo semeæstva gomeomorfizmov G ⊂ PL_Ik (X) i sistemy Hadsona

H (G, t, M ) obraz predpuqka Aleksandrova J_{H (G,t,M)} leßit v pod-

posete^˙star^k(t) ⊂ Al(X), poroßdennom ob¨edineniØmi ne bolee qem k xtuk otkrytyh zvezd t.

13. Malye xary, razdelenie malyh xarov

Nam nußna seriØ predloßeniæ o “razdelenii” konfiguraciæ xarov na simplicial~nom mnogoobrazii K. My govorim, qto nabor xarov {A_i}_i ∈ D^∞(K) razdelØet (nekotoryæ, ne obØzatel~no diz¨¸nktnyæ) nabor xarov {B_j }_j, B_j ⊂ |K|, esli ∪_iB_j ⊆_X ∪_iA_i.

Rassmotrim kompaktnoe simplicial~noe geometriqeskoe mnogoobrazie K razmernosti n. Qerez star(K) oboznaqim pokrytie poliffdra |K| zamknutymi zvezdami K.

Oboznaqim qerez sd_iK i-e baricentriqeskoe podrazbienie K.

Predloßenie 53. Pri i ≥ j ≥ 0 pokrytie star(sd iK) vpisano v

pokrytie star(sd_jK).

Dokazatel~stvo. �to obwee trivial~noe svoæstvo izmel~qeniæ kompleksov:

K_0 ⊴ K_1 ⇒ star(K_0) vpisano v star(K_1). □

Predloßenie 54. DlØ l¸byh dvuh xarov a, b ∈ star(sd 2K), takih,

qto a ∩ b ≠ ∅, naædetsØ xar c ∈ star(K), takoæ, qto a ∪ b ⊆ c.

Dokazatel~stvo. Napomnim, qto verxiny sd 1K zanumerovany simpleksami K, rebra sd_1K – 2-flagami simpleksov K, . . ., ksimpleksy sd_1K – k-flagami K. Itak, pust~ a, b ∈ star(sd_2K) i

a ∩ b ≠ ∅. Pust~ t – verxina sd_2K, leßawaØ v a ∩ b. Poskol~ku

kompleks sd_2K pokryt simpleksami starxeæ razmernosti sd_1K, verxina t leßit v nekotorom polnom flage s_0, . . ., s_n. UtverßdaetsØ, qto zamknutaØ zvezda |star_K (s_0)| soderßit |a ∪ b| (sm. ris.

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 153

15).

�to sleduet iz dvuh nabl¸deniæ:

1. sd_2star_K (s_0) est~ polnyæ podkompleks sd_2K, v tom smysle, qto esli verxiny simpleksa sd_2K leßat v sd_2star_K (s_0), to i sam simpleks leßit v sd_2star_K (s_0).

2. Minimal~naØ dlina cepoqki reber, soedinØ¸weæ t s l¸boæ verxinoæ sd_2link_K (s_0), ne men~xe 2 (i, sledovatel~no, minimal~- naØ dlina cepoqki reber, soedinØ¸waØ t s l¸boæ verxinoæ, ne leßaweæ v sd_2star_K (s_0), ne men~xe 3), a minimal~naØ dlina cepoqki reber, soedinØ¸waØ t s l¸boæ verxinoæ a ∩ b, ne prevoshodit 2.

Iz p. 2 sleduet, qto vse verxiny a∩b leßat v sd_2star_K (s_0); togda iz p. 1 sleduet, qto i vse simpleksy a∩b leßat v sd_2star_K (s_0). □ Legko udostoverit~sØ v tom, qto verno sledu¸wee utverßdenie.

Predloßenie 55. Pri i ≥ 2 vsØkaØ zvezda simpleksa sd iK li-

bo sama ØvlØetsØ soglasovannym s K xarom, libo soderßitsØ v soglasovannoæ s K zvezde sd_{i−1}K.

Rassmotrim mnoßestvo B(X) vseh zamknutyh PL -xarov, vloßennyh v mnogoobrazie X. Oboznaqim qerez B^∞(X) mnoßestvo

154 N. E. MN´V

vseh koneqnyh podmnoßestv B(X). Na B^∞(X) est~ dva porØdka: 1) porØdok po vkl¸qeni¸: {B_i}_i ⊑ {C_j}_j ⇔ {B_i}_i ⊆_{B(X)} {C_j}_j; 2) porØdok po pokryti¸: {B_i}_i ≼ {C_j}_j ⇔ ∪_iB_i ⊆_X ∪_jC_j. Rassmotrim beskoneqnu¸ posledovatel~nost~

K = sd_0K ▷ sd_1K ▷ sd_2K ▷ . . ..

Oboznaqim S_lK = ∪^∞_{i=l}star sd_iK ⊂ B(|K|).

Predloßenie 56 (O razdelenii malyh soglasovannyh xarov). Pust~ est~ n xtuk soglasovannyh s K xarov iz S_iK, i ≥

3n − 2; togda naædetsØ nabor iz ne bolee qem n diz¨¸nktnyh sogla-

sovannyh s K xarov iz S_{i−3(n−1)}K, razdelØ¸wiæ dannyæ.

Dokazatel~stvo. Provodim indukci¸ po n. Pri n = 1 utverßdenie trivial~no. Dopustim, qto utverßdenie verno pri n =

k − 1, k ≥ 2, i dokaßem xag indukcii.

Pust~ dan nabor A = {a_1, . . ., a_k} soglasovannyh s K xarov iz

S_iK. Togda libo oni uße diz¨¸nktny i utverßdenie verno, li-

bo a_i ∩ a_j ≠ ∅ dlØ nekotoroæ pary i, j ∈ 1, . . ., k, i ≠ j. PrimenØØ predloßeniØ 53 i 54 i pol~zuØs~ tem, qto sd_iK = sd_2sd_{(i−2)}K, my nahodim xar c^′ ∈ S_{i−2}K, takoæ, qto a_i ∪ a_j ⊂ c^′. Otmetim, qto po predpoloßeni¸ i ≥ 3k − 2 i k ≥ 2. Sledovatel~no, verno neravenstvo i − 2 ≥ 3k − 4 ≥ 2 i dlØ xara c^′ vypolneno predpoloßenie predloßeniØ 55. Sledovatel~no, naædetsØ soglasovannyæ s K xar c ∈ S_{i−3}K, soderßawiæ c^′. Opredelim novyæ nabor soglasovannyh s K xarov B = {c} ∪ (A \ {a_i, a_j}). Po postroeni¸ B pokryvaet A, imeet k − 1 fflementov, leßit v S_{i−3} i dlØ nego utverßdenie verno po indukcionnomu predpoloßeni¸. V silu tranzitivnosti ≼ xag indukcii dokazan. □

Oboznaqim qerez S^i_jK ⊂ B^∞(|K|) mnoßestvo vseh koneqnyh neuporØdoqennyh naborov iz ne bolee qem i xarov iz S_jK.

Oqevidno, qto porØdok ⊑ na B^∞(|K|) sil~nee, qem porØdok ≼, t.e. (A ⊑ B) ⇒ (A ≼ B). Oboznaqim qerez B^∞(|K|)_⊑^β→ B^∞(|K|)4

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 155

trivial~nyæ morfizm oslableniØ porØdka, poroßdennyæ toßdestvennym otobraßeniem na fflementah. Poset (S^i_jK)4 my oboznaqaem qerez T^i_j K, a (S^i_jK)_⊑ oboznaqaem tem ße simvolom S^i_jK. Qerez D^i_jK → T^i_jK oboznaqim podposet T^i_jK, obrazovannyæ vsemi diz¨¸nktnymi naborami soglasovannyh s K xarov.

Oqevidno, qto S^{i0}_{j0} K → S^{i1}_{j1} K i T^{i0}_{j0} K → T^{i1}_{j1} K, esli odnovremenno i_0 ≤ i_1 i j_0 ≥ j_1, t.e. S^•K, T^•K – dvoænye fil~tracii S^∞_0 K i T^∞_0 K sootvetstvenno.

13.1. Nam neobhodimo special~noe oboznaqenie: qerez ~n oboznaqim qislo 3( ∑_{j=n} j=1 l! − n). Est~ rekurrentnoe sootnoxenie

~n = ]n − 1 + 3(n! − 1). Dalee, kompozit S^n_i K^β→ T^n_i K → T^{n!}_{i−~n−1}K oboznaqim qerez α^n_i .

Predloßenie 57 (O funktorial~nom razdelenii malyh xarov). DlØ l¸bogo geometriqeskogo simplicial~nogo mnogoobraziØ

K, vsØkogo natural~nogo n i i ≥ ~n + 2 suwestvuet estestvennoe preobrazovanie θ^n_i morfizma posetov S^n_i K^{αni}−→ T^{n!}_{i−~n−1}K v nekoto-

ryæ morfizm posetov S^n_i K^{γni}−→ D^{n!}_{i−~n−1}K → T^{n!}_{i−~n−1}K.

Dokazatel~stvo. IndukciØ po n.

1. Pust~ n = 1. Togda n! = 1, ~n = 0, struktura poseta na S^n_i K

trivial~na. Opredelim S^n_i K^{γ1i}−→ D^1_{i−1}K, vybrav nekotorym sposobom, po predloßeni¸ 55, dlØ vsØkogo xara B ∈ S^n_i nekotoryæ soderßawiæ ego soglasovannyæ s K xar γ^1_i (B) iz D^1_{i−1}K. Imeem

B ⊆ γ^1_i (B), t.e. α^1_i (B) ≼ γ^1_i (B), tem samym θ^1_i opredeleno.

2. Predpoloßim, θ^{n−1}_i , γ^{n−1}_i uße postroeny. Otmetim, qto S^i_jK,

T^i_j K – useqennye verhnie polurexetki (supremum suwestvuet,

esli suwestvuet verhnØØ granica). Pri fftom S^i_jK svobodna. Rassmotrim diagrammu

(58)

156 N. E. MN´V

V silu svobody S^n_i K prodolßenie δ_n kanoniqeski opredeleno, i na nabore {A_i}^n_{i=1} ∈ S^n_i K iz n xtuk xarov ono opredelØetsØ pravilom δ_n({A_i}^n_{i=1}) = ∨^n_{i=1}γ^{n−1}_i ({A_j}_{j∈{1,... ,n}\{i}}). Takim obrazom, δ_n({A_i}^n_{i=1}) sostoit iz ne bolee qem n! xarov. Iz toæ ße svobody S^n_i sleduet, qto vybiraØ po predloßeni¸ 56 proizvol~noe razdelØ¸wee pokrytie nabora xarov δ_n({A_i}^n_{i=1}), my poluqaem estestvennoe preobrazovanie δ_n^{ϑn}−→_• γ_n funktora δ_n v nekotoryæ funktor S^n_i K^{γn}−→ D^{n!}_{i−~n−1}K. Teper~ my moßem poloßit~ θ_n = ϑ_nψ_n, gde ψ_n kanoniqeski opredeleno kommutativnost~¸ kvadrata morfizmov funktorov

tut sleva – kanoniqeskoe vloßenie v kaqestve podfunktora, a sprava – vloßenie, opredelennoe diagrammoæ (58). □

14. Lemma o prizmatiqeskoæ fragmentacii koneqnogo semeæstva posloænyh gomeomorfizmov trivial~nogo rassloeniØ na kube

Tut my sobiraem nakoplennyæ v §§9–13 material v sledu¸- wu¸ lemmu, obobwa¸wu¸ v nußnom nam vide konstrukci¸ Hadsona fragmentacii izotopii na mnogomernyæ sluqaæ. Lemma 12 (O prizmatiqeskoæ fragmentacii koneqnogo semeæstva posloænyh gomeomorfizmov trivial~nogo rassloeniØ na kube). Pust~ fiksirovany sledu¸wie dannye: Q ∈ R(X), nabor gomeomorfizmov G_1, . . . , G_m, U ∈ PL_Ik (X), triangulØciØ K ⊴ Q, natural~noe qislo M ≥ 1, predpuqok Aleksandrova ( ∂ 1 M [I^k]

)_{op ξ} → D^∞_c (K).

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 157

My predpolagaem, qto gomeomorfizmy G_1, . . . , G_m prizmatiqny otnositel~no δQ i qto gomeomorfizmy G_1⌊_{∂I}k , . . . , G_m⌊_{∂I}k , U ⌊_{∂I}k prizmatiqny otnositel~no ξ.

Pri fftih usloviØh naædetsØ semeæstvo gomeomorfizmov ~G_1, . . . , ~G_m, ~U ∈ PL_{Ik×I} (X), takih, qto ~G_i⌊_Ik_{×{0}}= G_i, ~U ⌊_Ik_{×{0}}= U ; naædetsØ OPL-topologiØ T na kubiqeskom vedre Ξ = ∂I^k ×I ∪I^k ×{1}, takaØ, qto T |_{∂I}k_{×{0}} = (∂^1_M [I^k])^{op}; naædetsØ predpuqok Aleksandrova (Ξ, T ) ~ξ → D^∞_c (K), prodolßa¸wiæ ξ, dlØ kotoryh verno sledu¸wee:

Gomeomorfizmy ~G_1, . . . , ~G_m prizmatiqny otnositel~no δQ, gomeomorfizmy ~G_1⌊_Ξ, . . . , ~G_m⌊_Ξ, ~U⌊_Ξ prizmatiqny otnositel~no ~ξ. Pri fftom esli gomeomorfizm U byl δQ-prizmatiqen, to i gomeomorfizm ~U moßno vybrat~ δQ-prizmatiqeskim.

Dokazatel~stvo.

0. V dokazatel~stve my stroim — xest~ naborov ⟨G^j_1, . . . , G^j_m, U^j, T^j , ξ^j⟩, gde G^j_i , U^j ∈ P L_Ik , j =

0, . . . , 5, T^j – topologiØ Aleksandrova na ∂I^k , (∂I^k , T^j )^ξ j → D^∞_c (K);

— pØt~ naborov ⟨G^{j,j+1}_1 , . . . , G^{j,j+1}_1 , U^{j,j+1}, T^{j,j+1}, ξ^{j,j+1}⟩, gde G^{j,j+1}_i

, U^{j,j+1} ∈ PL_Ik_{×I} , j = 0, . . . , 4, (∂I^k × I, T^{j,j+1})^{ξj,j+1}−→ D^∞_c (K));

— i otdel~no topologi¸ E na I^k i morfizm (I^k, E)^ψ→ D^∞_c (K), takie, qto

G^{j,j+1}_i ⌊_Ik_{×0}= G^j, G^{j,j+1}_i ⌊_{I×1}= G^{j+1}, U^{j,j+1}⌊_{I×{0}}= U^j, U^{j,j+1} i ⌊_{I×{1}}= U^{j+1}, h^0ξ^{j,j+1} = ξ^i, h^1ξ^{j,j+1} = ξ^{j+1}, G^0_i = G_i, U^0_i = U , ξ^0 = ξ, ∂ψ = ξ^7, G^j_i ⌊_{∂I}k , U^j⌊_{∂I}k prizmatiqny otnositel~no ξ^j, G^7, U^7 prizmatiqny otnositel~no ψ, G^{j,j+1}_i ⌊_{∂I}k , U^{j,j+1}⌊_{∂I}k prizmatiqny otnositel~no ξ^{j,j+1},

vse G^j_i , G^{j,j+1}_i prizmatiqny otnositel~no Q i

158 N. E. MN´V

U^j, U^{j,j+1} prizmatiqny otnositel~no Q, esli U prizmatiqen ot-

nositel~no Q.

ImeØ ffti dannye, my moßem skleit~ po predloßeni¸ 29 gomeomorfizmy na PL_Ik_{×[0,6]} i, sdelav lineænu¸ zamenu v baze, prevratit~ ih v nußnyæ nabor prizmatiqeskih gomeomorfizmov iz PL_Ik_{×I} .

1. Vospol~zuemsØ predloßeniem 35 i postroim nekotoryæ morfizm ( ∂I^k, A ( 1 M ∂I^B ig) )_η → D^∞_c (K),

takoæ, qto η > ξ.

2. Vyberem simplicial~noe podrazbienie K^′ ⊴ K, podrazbiva- ¸wee odnovremenno vse xary, voznika¸wie vo vseh konfiguraciØh η(y), y ∈ ∂I^k, i vo vseh konfiguraciØh ξ(y), y ∈ ∂I^k. Takih xarov koneqnoe qislo, i potomu takoe obwee podrazbienie K^′ suwestvuet.

3. Postroim po lemme 11 qislo N i semeæstvo grafikov Hadso- na H = H({G_1, . . . , G_m, U }, sd_{~k}K^′, M ) ∈ HGF(X, k, N, M ), gde sd_{~k} opredeleno v §13.1. 4. Stroim G^{0,1}, U^{0,1}, ξ^{0,1}.

My primenØem lemmu 10. Opredelim posloænye gomeomorfizmy trivial~nogo rassloeniØ X × T^{k π2}→ T^k: G^{0,1}_i = F_H o G_i,

i = 1, . . . , m, i U^{0,1} = F_H oU . Na T^k est~ OPL-topologiØ Aleksan-

drova Θ(M ). Predloßenie 11 opredelØet PL -gomeomorfizm φ,

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 159

odnovremenno ØvlØ¸wiæsØ gomeomorfizmom prostranstv Aleksandrova

i takoæ, qto φ|_Hk_0 = id, φ(H^k_1 ) = I^k × {1}, φ(W^k) = (∂I^k ) × I. Polagaem G^{0,1}_i = G^{0,1}_i ∘ φ^{−1}, i = 1, . . . , m, i U^{0,1} = U^{0,1} ∘ φ^{−1}.

V sootvetstvii s utverßdeniem (b) lemmy 10 gomeomorfizmy

G^{0,1}_i prizmatiqny otnositel~no Q i U^{0,1} prizmatiqen otnositel~-

no Q, esli U byl prizmatiqen otnositel~no Q.

OpredelØem T^{0,1} kak φ^{−1}Θ = A^c(∂^1_N [I^k]×I^{triv} ). OpredelØem ξ^{0,1} v sootvetstvii s (57) i ξ^{0,1} = ξ^{0,1} ∘ φ^{−1} : (∂I^k × I, T^{0,1}) → D^∞_c (K). V sootvetstvii s utverßdeniem (c) lemmy 10 gomeomorfizmy

G^{0,1}_i ⌊_{(∂I}k_{)×I} i U^{0,1}⌊_{(∂I}k_{)×I} prizmatiqny otnositel~no ξ^{0,1}.

5. OpredelØem G^j_i , U^j, G^{j,j+1}_i , U^{j,j+1} pri j ≥ 1.

Poloßim G^1_i = G^{0,1}_i ⌊_Ik_{×{1}} i U^1 = U^{0,1}⌊_Ik_{×{1}}. Pri j ≥ 1 poloßim G^j_i ≡ G^1_i i G^{j,j+1}_i ≡ G^1_i × id. Poloßim U^j ≡ U^1 i

U^{j,j+1} ≡ U^1 × id.

6. Opredelim E i ψ.

6.1. V sootvetstvii s utverßdeniem (a) lemmy 10 gomeomorfizmy G^1_i prizmatiqny otnositel~no J^′ = J_H ∘ φ^{−1}, gde (I^k, E =

φ^{−1}E(N ))^{J′}→ Al(X) i topologiØ E|_{∂I}k vpisana v topologi¸ A(^1_M ∂[I^k]) na I^k.

6.2. Teper~ k J^′ my primenØem predloßenie 57 o funktorial~- nom razdelenii malyh xarov i poluqaem morfizm (I^k, E)^ψ→

D^{k!}_c (sd_1K^′), takoæ, qto G^1_i i U^1 prizmatiqny otnositel~no ψ.

7. OpredelØem T^{1,2} i ξ^{1,2}, T^2, ξ^2.

Zametim, qto topologiØ A(^1_M ∂[I^k]) plotna (§6.4), sledovatel~no, po predloßeni¸ 15 suwestvuet morfizm B∂(I^k, E)^ϕ→

B(^1_M ∂[I^k])^{op}, takoæ, qto dlØ l¸bogo E ∈ B(I^k, E) verno, qto

E ⊂ ϕ(E). Teper~ my primenØem predloßenie 22 k ξ^1 = ξ, ϕ.

Polagaem T^2 = ∂E, ξ^2 = ξ^1 ∘ ϕ ∘ o : (∂I^k, E^2) → D^∞_c (K). Polagaem

160 N. E. MN´V

T^{1,2} = ~Cyl_ϕ i ξ^{1,2} = ~Cyl_ϕ(ξ^1, ξ^2). Predloßenie 22 utverßdaet, qto

G^{1,2}_i , U^{1,2} prizmatiqny otnositel~no ξ^{1,2}.

Dalee, polagaem T^5 = T^4 = T^3 = T^2 = ∂E. 8. OpredelØem ξ^{2,3}.

Poloßim ξ^3 = η ∘ ϕ ∘ o : ∂(I^k , E) → D^∞_c (K). Imeem η > ξ, sledovatel~no, ξ^2 < ξ^3. PrimenØem predloßenie 32 pri α = ξ^2, β = ξ_3,

w = id. OpredelØem T^{2,3} = Cyl_{id}, ξ^{2,3} = Cyl_{id}(ξ^3, ξ^2). Po predloße-

ni¸ 32 gomeomorfizmy G^{2,3}_i , U^{2,3} prizmatiqny otnositel~no ξ^{2,3}. 9. OpredelØem ξ^{3,4}, ξ^{4,5}.

Postroim morfizm ∂(I^k, E)^{ξ4}→ D^{k!}_c sd_1K^′. Poloßim

ξ^4(b) = {podmnoßestvo mnoßestva xarov iz ψ(b),

zadeva¸wih xary iz ξ^2(b)}.

Gomeomorfizmy G^3_i , U^3 odnovremenno ξ^2-prizmatiqny i ψprizmatiqny, sledovatel~no, oni i ξ^4-prizmatiqny. Po postroeni¸ ψ|_{∂I}k = ξ^5 > ξ^4 < ξ^3. Teper~ my primenØem predloßenie 31 k dannym ⟨ξ^3, ξ^4, id⟩ i opredelØem ξ^{3,4} = Cyl_{id}(ξ^3, ξ^4). Dalee my primenØem predloßenie 32 k dannym ⟨ξ^4, ξ^5, id⟩ i opredelØem

ξ^{4,5} = Cyl_{id}(ξ^4, ξ^5). □

15. Dokazatel~stvo lemmy o sovmestnoæ triangulØcii semeæstva posloænyh gomeomorfizmov

Tut my dokaßem dve lemmy 13 i 14, poslednØØ iz kotoryh – ⌢-lemma dlØ pary (Prism^m(X)×PL (X), Prism^{m+1}(X)). �to zaverxaet dokazatel~stvo teoremy A. Nax plan sostoit v sravnenii

R(X)-triangulirovannyh posloænyh gomeomorfizmov i D^∞(X)-

prizmatiqeskih, dlØ kotoryh my dokazali udobnu¸ lemmu 12 o prizmatiqeskoæ fragmentacii koneqnogo semeæstva posloænyh gomeomorfizmov trivial~nogo rassloeniØ na kube. Lemma 13 budet posvØwena privedeni¸ G_1, . . . , G_m, U ∈ Prism^m(X) × PL (X) k udobnomu D^∞(X)-prizmatiqeskomu vidu. V posledneæ ⌢-lemme 14 pokazyvaetsØ, kak moßno s pomow~¸ lemmy 8 triangulirovat~ poluqivxeesØ semeæstvo D^∞(X)-prizmatiqeskih gomeomorfizmov.

15.1. Lokal~naØ lemma. Tut my dokazyvaem, qto nekotorye dannye o prizmatiqnosti semeæstva gomeomorfizmov trivial~-

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 161

nogo rassloeniØ na “simplicial~nom vedre” vsegda prodolßa- ¸tsØ do podobnyh ße dannyh na zapolnenii vedra.

Zafiksiruem sledu¸wie dannye:

• Q ∈ N_kR(X), Q = (Q_0 ⊴ Q_1 ⊴ . . ⊴ Q_k);

• standartnu¸ Q-raskrasku uporØdoqennogo simplicial~nogo kompleksa [Δ^k] i poroßdennyæ fftoæ raskraskoæ morfizm

(Δ^k, A^c([Δ^k]))^{MaxQ}→ R(X) (sm. (23));

• prizmu Δ^k × I so strukturoæ kletoqnogo kompleksa [Δ^k] ×

[0, 1];

• inducirovannyæ proekcieæ [Δ^k] × [0, 1]^π→ [Δ^k] morfizm

(Δ^k × I, A^c([Δ^k] × [0, 1]))^{α(Q)=MaxQ}⌊π}−→ R(X);

• “nißnee simplicial~noe vedro”

Γ^k = Δ^k × {0} ∪ ∂Δ^k × I ⊂ Δ^k × I

s inducirovannoæ vloßeniem kletoqnoæ strukturoæ [Γ^k]; • otkrytu¸ kusoqno-lineænu¸ topologi¸ Aleksandrova T na krae vedra ∂Δ^{k id×{1}}→ Γ^k; • obwu¸ triangulØci¸ K ⊴ Q_i, i = 0, . . . , k; • morfizm (∂Δ^k × {1}, T )^ξ→ D^∞_c (K);

• nabor posloænyh gomeomorfizmov trivial~nogo rassloeniØ nad “vedrom” G_1, . . . , G_m, U ∈ PL_Γk (X). Lemma 13. Predpoloßim, qto vvedennye vyxe dannye udovle-

tvorØ¸t sledu¸wim usloviØm:

(1) G_1, . . . , G_m prizmatiqny otnositel~no α(Q)⌊_Γk ; (2) G_1⌊_{∂Δ}k_{×{1}}, . . . , G_m⌊_{∂Δ}k_{×{1}}, U ⌊_{∂Δ}k_{×{1}} prizmatiqny otnositel~no ξ;

(3) esli gomeomorfizm U ⌊_{di Δ}k_{×{0}} prizmatiqen otnositel~no

α(Q)⌊_{diΔ}k_{×{0}}, to i ego “prodolßenie na stenku vedra” U ⌊_{diΔ}k_{×I} prizmatiqno otnositel~no α(Q)⌊_{di Δ}k_{×I} .

162 N. E. MN´V

UtverßdaetsØ, qto v dannoæ situacii naædutsØ

• OPL -topologiØ Aleksandrova ~T na Δ^k × {1};

• morfizm (Δ^k × {1}, ~T )^{~ξ}→ D^∞_c (K);

• nabor posloænyh gomeomorfizmov ~G_1, . . . , ~G_m, ~U ∈ PL_Δk_{×I} (X), takie, qto (1) ~T ⌊_{∂Δ}k_{×{1}}= T , ~ξ⌊_{∂Δ}k_{×{1}}= ξ; (2) ~G_i⌊_Γk = G_i, i = 1, . . . , m, ~U ⌊_Γk = U ;

(3) ~G_i⌊_Δk_{×{1}}, i = 1, . . ., m, i ~U ⌊_Δk_{×{1}} prizmatiqny otnositel~- no ~ξ; (4) ~G_i, i = 1, . . . , m, prizmatiqny otnositel~no α(Q), i v tom sluqae, kogda U ⌊_Δk_{×{0}} prizmatiqen otnositel~no Q, ego prodolßenie ~U moßno vybrat~ α(Q)-prizmatiqeskim.

Dokazatel~stvo. Zapolnenie^~T ,^~ξ,^~Gi, i = 1, . . . , m,^~U vedra my sostavlØem iz treh kuskov (sm. ris. 16), posledniæ i glavnyæ iz kotoryh my poluqaem primeneniem lemmy 12, a dva predyduwih nußny dlØ podgonki naxih ishodnyh dannyh k forme, priemlemoæ dlØ primeneniØ lemmy 12.

Ris. 16.

1. Dannye, neobhodimye nam dlØ skleæki zapolneniØ vedra, takovy:

• fiksirovannyæ gomeomorfizm kuba na simpleks I^{k φ}→ Δ^k;

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 163 • G^{j,j+1}_i ∈ PL_Γk_{×I} (X), i = 1, . . . , m, j = 0, 1; U^j ∈ PL_Δk_{×I} , j = 0, 1;

• ^G_i ∈ PL_Ik_{×I} (X), i = 1, . . . , m; ^U ∈ PL_Ik_{×I} (X);

• topologii T^{j,j+1} na ∂Δ^k × I i topologiØ ^T na “verhnem kubiqeskom vedre” Ξ^k = ∂I^k × I ∪ I^k × {1};

• morfizmy (∂Δ^k × I, T^{j,j+1 ξj,j+1}→ D^∞_c (K)) pri j = 0, 1 i morfizm (Ξ^k, ^T )^{^ξ}→ D^∞_c (K)).

Pust~ vypolneny sledu¸wie usloviØ:

(a) G^{0,1}_i ⌊_Γk_{×{0}}= G_i, i = 1, . . . , m; U^{0,1}⌊_Γk_{×{0}}= U ; ξ^{0,1}⌊∂Δ × {0} = ξ; (a1) G^{0,1}_i , i = 1, . . . , m, prizmatiqny otnositel~no δQ_k ; U^{0,1} priz-

matiqen otnositel~no δQ_k , esli U prizmatiqen otnositel~- no α(Q);

(a2) G^{0,1}_i ⌊_{∂Δ}k_{×{1}×I} i U^{0,1}_i ⌊_{∂Δ}k_{×{1}×I} prizmatiqny otnositel~no ξ^{0,1};

(b) G^{1,2}_i ⌊_Γk_{×{0}}= G^{0,1}_i ⌊_Γk_{×{1}}= G^1_i , i = 1, . . . , m; U^{1,2}⌊_Γk_{×{0}}= U^{0,1}⌊_Γk_{×{1}}= U^1; ξ^{1,2}⌊∂Δ × {0} = ξ^{0,1}⌊∂Δ × {1};

(b1) G^{1,2}_i , i = 1, . . . , m – δQ_k -prizmatiqny; U^{1,2} – δQ_k -prizmatiqen,

esli U^{0,1}⌊_Γk_{×{1}} – δQ_k -prizmatiqen;

(b2) G^{1,2}_i ⌊_{∂Δ}k_{×{1}×I} i U^{1,2}_i ⌊_{∂Δ}k_{×{1}×I} – ξ^{1,2}-prizmatiqny;

(c) ^G_i⌊_Ik_{×{0}}= (G^{1,2}⌊_Γk_{×{1}})⌊_φ= G^2_i , i = 1, . . . , m; ^U ⌊_Ik_{×{0}}= (U^{1,2}⌊_Γk_{×{1}})⌊_φ= U^2; ^ξ⌊_Ik_{×{0}}= (ξ^{1,2}⌊_Γk_{×{1}})⌊_φ;

(c1) ^G_i, i = 1, . . . , k prizmatiqny otnositel~no δQ_k ; ^U prizma-

tiqen otnositel~no δQ_k , esli ^U⌊_Ik_{×{0}} prizmatiqen otnositel~no δQ_k ;

(c2) ^G_i⌊_Ξk , i = 1, . . . , k, ^U ⌊_Ξk prizmatiqny otnositel~no ^ξ.

Esli u nas est~ dannye, udovletvorØ¸wie vyxeprivedennym usloviØm, to my skleivaem kusoqno-lineænyæ (k+1)-mernyæ xar

164 N. E. MN´V

P kak kopredel diagrammy sploxnyh strelok

Granica xara P sostavlena iz dvuh k-mernyh xarov Γ^k i S

(59)

Dalee my opredelØem ~G^′_i, ~U^′ ∈ PL_P (X) kak skleæki (sm. §7.1.1):

OpredelØem topologi¸ ~T^′ na xare S i morfizm (S, ~T^′)^{~ξ′}→ D^∞_c (K) kak estestvennu¸ skleæku topologiæ T^{0,1}, ξ^{0,1}, T^{1,2}, ξ^{1,2} i ^T , ^ξ v sootvetstvii s diagrammoæ (59). Vyberem proizvol~nyæ gomeomorfizm Δ^k × I^ψ→ P , nepodvißnyæ na Γ^k i perevodØwiæ Δ^k × {1} v S. Togda, polagaØ ~G_i = ~G^′_i⌊_ψ, ~U = ~U^′⌊_ψ, ~T = ~T^′⌊_ψ i ~ξ = ~ξ^′⌊_ψ , my poluqim trebuemye lemmoæ dannye, udovletvorØ¸wie usloviØm (1)–(4) v silu spravedlivosti usloviæ (a) . . . (c2) dlØ ingredientov skleæki.

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 165

2. Teper~ my pred¨Øvim vse trebuemye p. 1 dokazatel~stva ingredienty.

2.A. Poloßim G^{0,1}_i = G_i × id, U^{0,1} = U × id ∈ PL (X)_Γk_{×I} . Postroim plotnu¸ topologi¸ Aleksandrova T^1 na ∂Δ^k, usiliva¸wu¸ topologi¸ T . Takoe usilenie vsegda suwestvuet po predloßeni¸ 23. Pust~ (∂Δ^k, T^1)^w→ (∂Δ^k, T ) – morfizm oslableniØ. Oboznaqim qerez I^{inv}→ I lineænyæ gomeomorfizm inv(t) = −t + 1, menØ¸wiæ orientaci¸ otrezka na obratnu¸: inv(0) = 1, inv(1) = 0. Po predloßeni¸ 31 postroim topologi¸ Cyl_w na ∂Δ^k × I i poloßim T^{0,1} = Cyl_w⌊_{inv} (t.e. peremenim orientaci¸ parametra v konstrukcii predloßeniØ 31). Poloßim ξ^1 = ξ ∘ w i

ξ^{0,1} = Cyl_w(ξ^1 ∘ w, ξ)⌊_{inv}. V fftom sluqae, pol~zuØs~ utverßdeniem

predloßeniØ 31, my poluqaem dlØ G^{0,1}_i , U^{0,1}, ξ^{0,1} spravedlivost~ utverßdeniæ (a), (a1), (a2).

2.B. Poloßim G^{1,2}_i = G_i × id, U^{1,2} = U × id ∈ PL (X)_Γk_{×I} . TopologiØ T^1⌊_φ est~ OPL -topologiØ na ∂I^k. Po lemme Lebega [14] naædetsØ takoe natural~noe qislo M , qto baza topologii A^c(∂^1_M [I^k]) okaßetsØ vpisana v bazu topologii T^1⌊_φ. Znaqit, i B(A^c(∂^1_M [I^k])⌊_φ−1 ) vpisana v B(T^1). Poskol~ku topologiØ T^1 plotna, po predloßeni¸ 15 naædetsØ morfizm

B(A^c(∂^1_M [I^k])⌊φ−1 )^ϕ→ B(T^1), takoæ, qto ∀U ∈ B(A^c(∂ 1 M [I^k])⌊_φ−1 ) : U ⊂ ϕ(U ).

Polagaem T^2 = A^c(∂^1_M [I^k])⌊_φ−1 , ξ^· = ξ^{′1} ∘ ϕ ∘ o, T^{1,2} = ~Cyl_ϕ⌊_{inv} i ξ^{1,2} = ~Cyl_ϕ(ξ^1, ξ^·)⌊_{inv} (sm. predloßenie 33). V fftom sluqae po predloßeni¸ 33 dlØ G^{1,2}_i , U^{1,2}, ξ^{1,2} verny usloviØ (b), (b1) (b2). 2.C. Rassmotrim inducirovannye φ gomeomorfizmy G^2 = G_i⌊_φ,

U^2 = U ⌊_φ∈ PL_Ik . My popali v usloviØ lemmy 12: gomeomorfiz-

my ∂G^2_i , ∂U^2 prizmatiqny otnositel~no ∂ 1 M [I^k]^{op ξ} 2=ξ^·⌊_φ −→ D^∞_c (K)

i (G^2)_i prizmatiqen otnositel~no δQ_k . Sledovatel~no, naædetsØ topologiØ ^T na verhnem kubiqeskom vedre Ξ^k, prodolßa¸- waØ ∂A^{c 1}_M [I^k], naædetsØ morfizm (Ξ^k, ^T )^{^ξ}→ D^∞_c (K), prodolßa¸-

166 N. E. MN´V

wiæ ξ^2, naædutsØ δ_{Qk} -prizmatiqeskie gomeomorfizmy ^G_i, ^U , takie, qto ^G_i⌊_Ξk , ^U⌊_Ξk prizmatiqny otnositel~no (ξ^′)^2. Pri fftom, esli U^2 byl prizmatiqen otnositel~no δ_{Qk} , to i ^U prizmatiqen otnositel~no δ_{Qk} .

Takim obrazom, dlØ ^G_i, ^U, ^ξ vypolneny usloviØ (c), (c1), (c2) pervogo punkta dokazatel~stva. □

15.2. Dokazatel~stvo lemmy o sovmestnoæ triangulØcii semeæstva posloænyh gomeomorfizmov.

Lemma 14 (⌢-lemma dlØ pary (Prism^m(X) × PL (X),

Prism^{m+1}(X))). Pust~ B – koneqnyæ simplicial~nyæ xar, B = |B|

i S = ∂B, S = |S|.

Pust~ fiksirovany G_1, . . . , G_m, U ∈ PL_Y (X). Pust~ Q – R(X)- raskraska Y, induciru¸waØ raskrasku QS podkompleksa S.

Predpoloßim, qto raskraska Q R(X)-trianguliruet G_1, . . . , G_m i raskraska QS R(X)-trianguliruet ∂U .

V fftih usloviØh naædetsØ triangulØciØ T xara B × I, takaØ, qto h^0T = B, naædetsØ R(X)-raskraska ~Q triangulØcii T, takaØ, qto h^0 ~Q = Q, i naædutsØ gomeomorfizmy ~G_1, . . . , ~G_m, ~U, takie, qto h^0 ~G_i = G_i, h^0 ~U = U , ~Q trianguliruet ~G_1, . . . , ~G_m, ~Q⌊_{TΛ} trianguliruet ~U ⌊_Λ. Zdes~ Λ = S × I ∪ B × {1} i T_Λ – inducirovannaØ triangulØciØ vedra Λ.

Dokazatel~stvo. 1. Zafiksiruem K ⊴ Q. Rassmotrim kletoqnyæ kompleks Ξ = B × [I] i postroim morfizm (|Ξ|, A(Ξ))^{Q′}→ R(X), Q^′ =

MaxQ ∘ π_1. My postroim gomeomorfizmy G^′_1, . . . , G^′_m, U^′ ∈ PL_{|Ξ|},

OPL -topologi¸ T na B × {1}, morfizm (B, T )^{ξ′}→ D^∞_c (K), takie, qto G^′_1, . . . , G^′_m, U^′ prodolßa¸t G_1, . . . , G_m; G^′_1, . . . , G^′_m prizmatiqny otnositel~no Q^′; U^′⌊_{S×I} prizmatiqen otnositel~no Q^′S_{×I} ;

h_1G^′_i, h_1U^′ prizmatiqny otnositel~no ξ.

2. DlØ fftogo my rassmotrim vedernye podkompleksy Ξ_i = B_i ∪

B_{i−1} × I, Ξ_i = B_i ∪ B_i × I kompleksa Ξ, gde qerez B_i oboznaqen

i-skelet. Budem stroit~ G^′_i, ξ_i indukcieæ po vedernym podkompleksam. Na Ξ_0 postroenie trivial~no Dalee my zapolnØem vedra Ξ_1, pol~zuØs~ lemmoæ 13, poluqaem nußnu¸ strukturu na Ξ_1

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 167

i tak dalee dostraivaem zaØvlennye v p. 1 dannye:

3. V rezul~tate p. 1, 2 my okazyvaemsØ na h^1|Ξ| v toqnosti v situacii lemmy 8. Sledovatel~no, naædetsØ triangulØciØ v ⊴ h_Ξ, takaØ, qto soglasovannaØ s neæ obwaØ triangulØciØ gomeomorfizmov V dopuskaet podkleæku konstrukcii lemmy 8. DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva ostaetsØ po predloßeni¸ 34 prodolßit~ triangulØci¸ V do triangulØcii G^′_1, . . . , G^′_m, U^′, ne menØ¸weæ triangulØcii Q.

□ 16. Sluqaæ kombinatornyh mnogoobraziæ. Teorema V

Dokazatel~stvo teoremy B sostoit v tom, qto vse naxi rassußdeniØ osta¸tsØ spravedlivy pri zamene poseta R(X) na T(X)

i R(X) na T(X), za iskl¸qeniem odnogo edinstvennogo mesta

– vmesto lemmy 6 my dolßny v p. 3) dokazatel~stva lemmy 8 soslat~sØ na lemmu 7. To est~ my dolßny ispol~zovat~ proceduru vpisyvaniØ malyh xarov v kombinatornye mnogoobraziØ, kotoraØ qut~ sloßnee procedury vpisyvaniØ malyh xarov v xarovye kompleksy.

17. KombinatornaØ model~ PL n-rassloeniæ, kasatel~nogo rassloeniØ kombinatornogo mnogoobraziØ i otobraßeniØ Gaussa

Tradicionno, vsled za preprintom Milnora [22], gruppa

PL_n opredelØetsØ kak simplicial~naØ gruppa rostkov PL -

168 N. E. MN´V

gomeomorfizmov trivial~nogo rassloeniØ so sloem R^n v okrestnosti nulevogo seqeniØ. V fftom paragrafe my pol~zuemsØ teorieæ modeleæ PL_n-rassloeniæ Kuipera–Laxofa [15, 16]. Oboznaqim qerez PL ((R^n, 0)) simplicial~nu¸ gruppu PL -gomeomorfizmov R^n, sohranØ¸wih nepodvißnym naqalo koordinat. Qerez PL (S^n, 0, ∞) oboznaqim simplicial~nu¸ gruppu PL - gomeomorfizmov sfery S^n, sohranØ¸wih nepodvißnymi dve raznye toqki 0 i ∞. Qerez PL (S^n, ∞) my oboznaqaem simplicial~- nu¸ gruppu PL -gomeomorfizmov sfery S^n, sohranØ¸wih nepodvißnoæ toqku ∞. V rabote [16, lemma 1.6 na s. 248 i lemma 1.8 na s. 249] dokazyvaetsØ, qto v cepoqke raznonapravlennyh estestvennyh gomomorfizmov simplicial~nyh grupp

PL ((R^n, 0))^α→ PL_n^β← PL (S^n, 0, ∞)^γ→ PL ((S^n, ∞)) (60)

vse gomeomorfizmy – simplicial~nye gomotopiqeskie ffkvivalentnosti. V formule (60) gomomorfizm α posylaet gomeomorfizm (R^n, 0) v ego rostok v naqale koordinat, β posylaet gomeomorfizm (S^n, 0, ∞) v ego rostok v toqke 0 i γ – vloßenie. Rassmatrivaemye kak simplicial~nye gruppy avtomorfizmov, gruppy PL ((R^n, 0)), PL (S^n, 0, ∞), P L((S^n, ∞)) ØvlØ¸tsØ strukturnymi gruppami kusoqno-lineænyh rassloeniæ Stinroda s otmeqennymi seqeniØmi. Gruppe PL (R^n, 0) otveqa¸t rassloeniØ so sloem

R^n i nulevym seqeniem, gruppe P L((S^n, ∞)) otveqa¸t rassloe-

niØ so sloem S^n i otmeqennym ∞-seqeniem, i gruppe PL ((S^n, ∞)) otveqa¸t rassloeniØ so sloem S^n i paroæ ne ime¸wih obwih toqek seqeniæ 0 i ∞. Gruppe PL_n estestvenno otveqa¸t rostki

R^n rassloeniæ v okrestnosti nulevogo seqeniØ. Cepoqka sim-

plicial~nyh gomotopiqeskih ffkvivalentnosteæ (60) poroßdaet cep~ gomotopiqeskih ffkvivalentnosteæ klassificiru¸wih prostranstv

BPL ((R^n, 0)) ≈ BPL_n ≈ PL (S^n, 0, ∞) ≈ BPL ((S^n, ∞)) (61)

i, sootvetstvenno, sledu¸wu¸ teoremu.

Teorema 3 (teorema Kuipera–Laxofa o modelØh PL n-rassloeniæ).

Suwestvuet funktorial~noe vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu klassami izomorfizma PL -mikrorassloeniæ i sledu¸wimi klassami izomorfizma PL -rassloeniæ Stinroda:

1) so sloem R^n i nulevym seqeniem,

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 169

2) so sloem S^n i otmeqennym seqeniem,

3) so sloem S^n i dvumØ razliqnymi vo vseh toqkah otmeqennymi seqeniØmi.

17.1. Dokazatel~stvo teoremy C. V silu teorii Kuipera– Laxofa nam dostatoqno dokazat~, qto BRn ≈ BPL (S^n, ∞). (62) My ukaßem, kakie popravki sleduet vnesti v naxi postroeniØ, qtoby poluqit~ dokazatel~stvo utverßdeniØ (62).

Rassmotrim n-mernu¸ PL -sferu S^n s raz i navsegda zafiksirovannoæ toqkoæ ∞. Rassmotrim podposet R_n poseta R(S^n) (§2.6), obrazovannyæ xarovymi kompleksami, soderßawimi ∞ vo vnutrennosti nekotoroæ maksimal~noæ kletki. �tu kletku my nazyvaem otmeqennoæ. Rassmotrim funktor R_n^P→ R_n, posyla- ¸wiæ xar s toqkoæ ∞ vnutri v otmeqennyæ xar. Rassmotrim m-simpleks

Q = Q_0 ⊴ Q_1 ⊴ · · · ⊴ Q_n

simplicial~nogo mnoßestva N R(X). Postroim (§3.1) struktu-

ru kletoqnogo rassloeniØ T(Q) e^(Q^)−→ [Δ^m] na trivial~nom rassloenii S^n × Δ^{m π2}→ Δ^m i dopolnitel~no otmetim postoØnnoe seqenie ∞_m = ∞ × Δ^m. Oboznaqim qerez e^∞(Q) paru

⟨e(Q), ∞_m⟩. Suwestvuet odna maksimal~naØ “otmeqennaØ” priz-

ma T(Q), soderßawaØ seqenie ∞_m. Estestvenno opredelen (§3.2.2)

Q-prizmatiqeskiæ gomeomorfizm G ∈ PL (S^n, ∞). Po postroeni¸
Q-prizmatiqeskiæ gomeomorfizm nepodvißen na seqenii ∞_m i

perevodit otmeqennu¸ prizmu v otmeqennu¸ prizmu. Voznikaet gruppoid Prism(S^n, ∞) prizmatiqeskih gomeomorfizmov, ØvlØ- ¸wiæsØ podgruppoidom Prism(S^n) (§3.2.3). DlØ Prism(S^n, ∞)- gomeomorfizmov verna lemma 3 o prodolßenii, s tem zameqaniem, qto parametriqeskiæ tr¸k Aleksandera moßno zastavit~ uvaßat~ odno otmeqennoe seqenie (qto ffkvivalentno tomu, qto

PL (D^n, 0, ∂) stØgivaemo [16, lemma 1.4, s. 248]). Takoæ versii

lemmy 3 dostatoqno dlØ togo, qtoby byli verny vse rassußdeniØ §§3.3–3.7 i §4 o W-konstrukcii dlØ Prism(S^n, ∞) i PL (S^n, ∞). Tem samym, dokazatel~stvo ffkvivalentnosti (62) svoditsØ k sledu¸weæ redakcii geometriqeskoæ lemmy 5:

170 N. E. MN´V

geometriqeskaØ realizaciØ estestvennogo vloßeniØ simplicial~nyh mnoßestv

Prism^N (S^n, ∞)^j→ Prism^{N−1}(S^n, ∞) × PL (S^n, ∞)

ØvlØetsØ gomotopiqeskoæ ffkvivalentnost~¸.

�ta lemma avtomatiqeski dokazyvaetsØ posledu¸weæ konstrukcieæ fragmentacii i hirurgii, poskol~ku shema fragmentacii posloænogo gomeomorfizma s pomow~¸ grafikov Hadsona §§8– 14 i vsØ hirurgiØ obobwennyh prizmatiqeskih gomeomorfizmov §6 avtomatiqeski sohranØ¸t l¸boe postoØnnoe seqenie. Sleduet sdelat~ dva zameqaniØ o voznika¸wem vybore triangulØciæ. V lemme 12 sleduet pozabotit~sØ o tom, qtoby triangulØciØ K ⊴ Q ∈ R(S^n, ∞) soderßala v kaqestve verxiny otmeqennu¸ toqku ∞. Togda v poroßdennoæ fragmentacii v konfiguraciØh malyh zamknutyh xarov §13 budut voznikat~ libo xary, soderßawie toqku ∞ vo vnutrennosti, libo ee ne zadeva¸wie. Pofftomu konstrukciØ lemmy 6 “o funktorial~nom vpisyvanii diz¨- ¸nktnyh konfiguraciæ xarov v xarovye kompleksy” ne vyvedet nas iz R_n pri sobl¸denii ewe odnogo usloviØ: vse obwie triangulØcii, voznika¸wie v dokazatel~stve lemmy 6, sleduet provodit~ v R_n, qto vsegda vozmoßno.

17.2. Teorema D.

17.2.1. Kasatel~noe mikrorassloenie Milnora. Tradicionno, kasatel~noe rassloenie kusoqno-lineænogo mnogoobraziØ M^n opredelØetsØ kak kasatel~noe mikrorassloenie [22]. Kasatel~- noe mikrorassloenie stroitsØ sledu¸wim obrazom.

Rassmotrim kvadrat mnogoobraziØ M^n × M^n, ego proekci¸

M^n × M^t→ M^n na pervyæ argument i diagonal~noe seqenie

M^{0t}→ M^n × M^n : 0_t(x) = (x, x). Rostok rassloeniØ t v okrestno-

sti seqeniØ 0_t nazyva¸t kasatel~nym mikrorassloeniem mnogoobraziØ M^n. V sootvetstvii s teorieæ Kuipera–Laxofa na M^n naædetsØ edinstvennoe s toqnost~¸ do izomorfizma (S^n, 0, ∞)- rassloenie t^{0,∞}_M takoe, qto ego rostok v okrestnosti nulevogo seqeniØ izomorfen kasatel~nomu mikrorassloeni¸ t. Rassloenie t^{0,∞}_M my budem nazvat~ kasatel~nym (S^n, 0, ∞)-rassloeniem

M^n. V svo¸ oqered~, kasatel~nomu (S^n, 0, ∞)-rassloeni¸ otveqa-

et edinstvennoe s toqnost~¸ do izomorfizma (S^n, ∞)-rassloenie

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 171 t^∞_M , poluqa¸weesØ zabyvaniem 0-seqeniØ. Takoe rassloenie my

budem nazyvat~ kasatel~nym (S^n, ∞)-rassloeniem M^n. �ti sootvetstviØ – vzaimno odnoznaqnye sootvetstviØ klassov izomorfizma rassloeniæ. �to oznaqaet, qto otobraßeniØ Gaussa M^{n G}→ BPL_n, M^{n G0,∞}−→ BPL (S^n, 0, ∞), M^{n G∞}−→ BPL (S^n, ∞) kasatel~nyh rassloeniæ t_M , t^{0,∞}_M , t^∞_M sovpada¸t s toqnost~¸ do gomotopii pri otoßdestvlenii (61).

17.2.2. Dokazatel~stvo teoremy D. Po pereformulirovke (62) teoremy C imeet mesto gomotopiqeskaØ ffkvivalentnost~ BR_n ≈

BPL (S^n∞). Sledovatel~no, dlØ vsØkoæ R_n-raskraski Q lokal~-

no uporØdoqennogo simplicial~nogo kompleksa K (sm. §4.2) verno, qto |K|^{|Q|}→ BR_n est~ otobraßenie Gaussa dlØ (S^n, ∞)- rassloeniØ e^∞(Q), gde e^∞(Q) skleeno iz prizmatiqeskih trivializaciæ e^∞ nad simpleksami K (§17.1) s pomow~¸ inducirovannyh raskraskoæ prizmatiqeskih gomeomorfizmov (§3.4.2).

Teper~ dlØ togo, qtoby dokazat~ teoremu D, nam dostatoqno associirovat~ s funktorom G (S^n, 0, ∞) rassloenie e^{0,∞}(G), takoe, qto 1) zabyvanie 0-seqeniØ e^{0,∞}(G) dostavit rassloenie e^∞(G); 2) rostok e^{0,∞}(G) v okrestnosti nulevogo seqeniØ izomorfen t_M . �to dostigaetsØ oqevidnym vyborom special~nyh associirovannyh s diagonal~noæ konstrukcieæ Milnora prizmatiqeskih trivializacii pri postroenii e^∞(G).

Literatura

1. D. Abramovich, K. Karu, K. Matsuki, J. Wlodarczyk, Torification and factorization of birational maps. — J. Amer. Math. Soc. 15, No. 3 (2002), 531–572.

2. J. W. Alexander, The combinatorial theory of complexes. — Ann. Math. (2) 31, No. 2 (1930), 292–320.

3. P. S. Alexandroff, Discrete Räume. — Mat. Sb. (N.S.) 2 (1937), 501–518. 4. L. Anderson, N. Mnev, Triangulations of manifolds and combinatorial bundle theory: an announcement. — Zap. Nauchn. Semin. POMI 267 (2000), 46–52.

5. F. G. Arenas, Alexandroff spaces. — Acta Math. Univ. Comenian. (N.S.) 68, No. 1 (1999), 17–25.

6. D. K. Biss, The homotopy type of the matroid Grassmannian. — Ann. Math. (2) 158, No. 3 (2003), 929–952.

7. A. Björner, Posets, regular CW complexes and Bruhat order. — European J.

Combin. 5, No. 1 (1984), 7–16.

172 N. E. MN´V

8. E. H. Brown, Jr., Cohomology theories. — Ann. Math. (2) 75 (1962), 467–484. 9. M. M. Cohen, Simplicial structures and transverse cellularity. — Ann. Math. (2) 85 (1967), 218–245.

10. G. P. Goerss, J. F. Jardine, Simplicial Homotopy Theory. Progress in Math., Vol. 174. Birkhäuser Verlag, Basel (1999).

11. A. E. Hatcher, Higher simple homotopy theory. — Ann. Math. (2) 102, No. 1 (1975), 101–137.

12. A. Heller, Homotopy resolutions of semi-simplicial complexes. — Trans. Amer.

Math. Soc. 80 (1955), 299–344.

13. J. F. P. Hudson, Piecewise Linear Topology. W. A. Benjamin, Inc., New York– Amsterdam (1969).

14. Dß. Kelli, ObwaØ topologiØ. M.: Nauka (1968).

15. N. H. Kuiper, R. K. Lashof, Microbundles and bundles. I. Elementary theory. — Invent. Math. 1 (1966), 1–17.

16. N. H. Kuiper, R. K. Lashof, Microbundles and bundles. II. Semisimplical theory.

— Invent. Math. 1 (1966), 243–259.

17. N. Levitt, Grassmannians and Gauss Maps in Piecewise-Linear Topology. Lect.

Notes Math., Vol. 1366. Springer-Verlag, Berlin (1989).

18. A. Lundell, S. Weingram, The Topology of CW-Complexes. Van Nostrand Reinhold, New York (1969).

19. J. P. May, Classifying Spaces and Fibrations. Mem. Amer. Math. Soc. 155 (1975). 20. M. C. McCord, Singular homology groups and homotopy groups of finite topological spaces. — Duke Math. J. 33 (1966), 465–474.

21. D. McDuff, On the classifying spaces of discrete monoids. — Topology 18, No. 4 (1979), 313–320.

22. J. Milnor, Microbundles and Differential Structures (mimeographed notes).

Princeton University, September 1961.

23. R. Morelli, The birational geometry of toric varieties. — J. Algebraic Geom. 5, No. 4 (1996), 751–782.

24. N. E. Mnëv, G. M. Ziegler, Combinatorial models for the finite-dimensional Grassmannians. — Discrete Comput. Geom. 10, No. 3 (1993), 241–250.

25. D. Quillen, Homotopy properties of the poset of nontrivial p-subgroups of a group.

— Adv. Math. 28, No. 2 (1978), 101–128.

26. C. P. Rourke, B. J. Sanderson, Δ-sets. I. Homotopy theory. — Quart. J. Math.

22 (1971), 321–338.

27. C. P. Rourke, B. J. Sanderson, Introduction to Piecewise-Linear Topology.

Springer-Verlag, New York (1972).

28. M. Steinberger, The classification of PL fibrations. — Michigan Math. J. 33, No. 1 (1986), 11–26.

29. J. H. C. Whietehead, Simplicial spaces, nuclei and m-groups. — Proc. London Math. Soc. 45 (1939), 243–327.

30. E. C. Zeeman, Seminar on Combinatorial Topology (mimeographed notes).

I.H.E.S., Paris (1963).

31. E. C. Zeeman, Relative simplicial approximation. — Proc. Cambridge Philos.

Soc. 60 (1964), 39–43.

O KOMBINATORNYH RASSLOENI˚H STINRODA 173 Mnev N. E. Combinatorial PL fiber bundles and fragmentation of a fiberwise homeomorphism.

Among other things, we prove that for any compact PL-manifold X there is a homotopy equivalence BP L(X) ≈ BT (X), where T (X) is the category of abstract aggregations of triangulations of X. As a result, we get a functorial pure combinatorial models for PL fiber bundles. Special attention is paid to the case X = R^n and the combinatorial model of the Gauss map of a combinatorial manifold. The key trick which makes the proof possible is a collection of lemmas describing the fragmentation of a fiberwise homeomorphism.

Postupilo 2 maØ 2007 g. S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN E-mail: mnev@pdmi.ras.ru