Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 344, 2007 g.

M. V. Karev

GOMOLOGII FLOERA DL˚ ZACEPLENI` S TRIVIAL^NO` KOMPONENTO`

1. Vvedenie

Gomologii Hegora–Floera [6] rodilis~ kak invariant 3-mnogoobraziæ, opredelennyæ qerez podsqet golomorfnyh diskov i diagrammy Hegora. V rabotah [7] i [8] byl skonstruirovan analog fftogo invarianta dlØ gomologiqnyh nul¸ uzlov v zamknutom orientirovannom 3-mnogoobrazii. Vposledstvii ([4]) byl naæden zameqatel~nyæ sposob podsqeta fftogo invarianta dlØ uzlov v 3-sfere kombinatornymi metodami. �tot podhod byl razvit v rabote [5].

Pust~ L – nekotoroe zaceplenie v 3-sfere, a L^◯ – ego rasxirenie, to est~ zaceplenie, poluqaemoe iz L dobavleniem odnoæ nezauzlennoæ komponenty, nezaceplennoæ so vsemi ostal~nymi. Cel~¸ fftoæ zametki ØvlØetsØ vyraßenie gomologiæ Floera rasxirennogo zacepleniØ L^◯ qerez gomologii Floera zacepleniØ L.

Do sih por neizvestno, oblada¸t li gomologii Floera svoæstvom funktorial~nosti, to est~ verno li, qto gladkiæ kobordizm meßdu zacepleniØmi induciruet morfizm ih gomologiæ Floera, opredelØemyæ lix~ izotopiqeskim tipom fftogo kobordizma. Nesloßno ponØt~, qto suwestvuet gladkiæ kobordizm meßdu zacepleniem i im ße, no s dobavlennoæ nezauzlennoæ i nezaceplennoæ komponentoæ, sostoØwiæ v “roßdenii” polusfery. Prodelannoe nami vyqislenie, kak my nadeemsØ, pomoßet prolit~ svet na vopros ob ih funktorial~nosti.

Avtor vyraßaet gluboku¸ blagodarnost~ S. V. Dußinu za poleznye diskussii i zameqaniØ po tekstu.

2. OpredeleniØ

DlØ naqala napomnim opredelenie gomologiæ Floera s kofff-

Rabota vypolnena pri qastiqnoæ podderßke grantov NX-8065.2006.2 i RFFI 06-01-72551-NCNIL a. 37

38 M. V. KAREV ficientami v pole F_2 = Z/2 Ziz stat~i [5]. V neæ moßno naæti i dokazatel~stva vseh sformulirovannyh v fftoæ qasti utverßdeniæ.

Ploskoæ rexetoqnoæ diagrammoæ G nazyvaetsØ leßawaØ na ploskosti kvadratnaØ rexetka iz n × n Øqeek, v kotoryh rasstavleny krestiki (X) i noliki (O) takim obrazom, qto kaßdaØ stroka i kaßdyæ stolbec soderßat rovno odnu Øqeæku s metkoæ X i rovno odnu Øqeæku s metkoæ O. Mnoßestvo vseh metok tipa O my budem oboznaqat~ qerez O, a mnoßestvo vseh metok tipa X – qerez X. Pronumeruem kak-nibud~ fflementy fftih mnoßestv: O = {Oi}^n_{i=1}, X= {Xi}^n_{i=1}. PloskaØ rexetoqnaØ diagramma raspolagaetsØ na ploskosti takim obrazom, qto ee nißniæ levyæ ugol nahoditsØ v naqale koordinat, storony ee parallel~ny koordinatnym osØm, a kaßdaØ Øqeæka predstavlØet soboæ kvadratik 1 × 1. Po diagramme moßno postroit~ orientirovannu¸ plosku¸ diagrammu zacepleniØ L, provodØ gorizontal~nye dugi ot O k X v kaßdoæ stroke i vertikal~nye dugi ot X k O v kaßdom stolbce. DlØ kaßdoæ toqki pereseqeniØ dug my budem predpolagat~, qto vertikal~- naØ prohodit nad gorizontal~noæ. Budem govorit~, qto ploskaØ rexetoqnaØ diagramma G zadaet rexetoqnoe predstavlenie orientirovannogo zacepleniØ L.

Ris. 1. Rexetoqnoe predstavlenie dlØ zacepleniØ Hopfa.

L¸boe orientirovannoe zaceplenie v S^3 dopuskaet rexetoqnoe predstavlenie. Imeet mesto sledu¸waØ teorema ([2, 3]):

Teorema 1. Dve rexetoqnye diagrammy predstavlØ¸t odin i

tot ße izotopiqeskiæ tip orientirovannogo zacepleniØ L, esli i tol~ko esli oni mogut byt~ perevedeny odna v drugu¸ s pomow~¸ sledu¸wego nabora fflementarnyh dvißeniæ:

GOMOLOGII FLOERA 39

Ris. 2. Dvißenie cikliqeskoæ perestanovki.

• CikliqeskaØ perestanovka. CikliqeskaØ perestanovka strok

ili stolbcov rexetoqnoæ diagrammy.

• KommutaciØ. Predstavim sebe paru sosednih stolbcov rexe-

toqnoæ diagrammy G, oblada¸wih sledu¸wim svoæstvom: vertikal~naØ duga meßdu krestikom i nolikom v pervom stolbce i vertikal~naØ duga meßdu krestikom i nolikom vo vtorom stolbce, buduqi sproecirovannymi na os~ ordinat, ne pereseka- ¸tsØ. Perestanovka dvuh takih stolbcov v diagramme mestami i daet nam kommutaci¸. Est~ i analogiqnoe dvißenie, kogda vmesto stolbcov rassmatriva¸tsØ stroki.

Ris. 3. KommutaciØ stolbcov. Ne menØ¸waØsØ qast~ diagrammy oboznaqena serym cvetom.

• DestabilizaciØ. DestabilizaciØ – ffto dvißenie, kotoroe

umen~xaet razmer rexetki na 1. Predstavim sebe diagrammu, v kotoroæ est~ stolbec, gde krestik i nolik raspoloßeny v sosednih kletkah. Togda zabyvanie razdelitel~noæ linii meßdu fftimi krestikom i nolikom i stiranie fftogo stolbca celikom dast nam destabilizaci¸ diagrammy. AnalogiqnaØ operaciØ opredelena i dlØ strok.

• StabilizaciØ. StabilizaciØ – ffto operaciØ, obratnaØ desta-

bilizacii. Uveliqivaet razmer rexetki na 1.

40 M. V. KAREV

Ris. 4. DestabilizaciØ. Ne menØ¸waØsØ qast~ diagrammy zalita serym.

Otoßdestviv verhniæ kraæ ploskoæ rexetoqnoæ diagrammy s nißnim i pravyæ s levym, my poluqim toriqesku¸ rexetoqnu¸ diagrammu, kotoru¸ my toße oboznaqim qerez G.

S poluqennoæ toriqeskoæ rexetoqnoæ diagrammoæ G my associiruem cepnoæ kompleks ( ^C(G), ^∂) (kompleks Floera) sledu- ¸wim obrazom. Sopostavim noliku O_i obrazu¸wu¸ U_i algebry polinomov F_2[U_1, . . . , U_n]. Posle qego vyberem po odnomu noliku

O_{ik} , k = 1, . . . , l, v kaßdoæ komponente zacepleniØ. Podleßawiæ

modul~ ^C(G) ØvlØetsØ svobodnym modulem ranga n! nad algebroæ

R = F2[U1, . . . , Un]/{Ui1 = 0, . . . , Uil = 0}. Sistema obrazu¸wih

^C(G), oboznaqaemaØ qerez S, sostoit iz vzaimno odnoznaqnyh

sootvetstviæ meßdu vertikal~nymi i gorizontal~nymi okrußnostØmi, obrazu¸wimi rexetku. Grafiqeski kaßdu¸ obrazu¸- wu¸ moßno izobraßat~ v vide nabora iz n uzlov rexetki, oblada¸wego tem svoæstvom, qto kaßdaØ gorizontal~naØ i kaßdaØ vertikal~naØ okrußnost~ soderßat rovno odnu toqku.

Na mnoßestve obrazu¸wih vvedena maslovskaØ graduirovka, zadavaemaØ po sledu¸wemu pravilu.

Pust~ A i B – dva koneqnyh nabora toqek na ploskosti. Oboznaqim qerez I(A, B) koliqestvo takih par a = (a_1, a_2) ∈ A,

b = (b_1, b_2) ∈ B, qto a_1 < b_1 i a_2 < b_2. Rassmotrim razvertku

dlØ tora, razrezannogo vdol~ nekotoroæ gorizontal~noæ i nekotoroæ vertikal~noæ okrußnosti, soderßawu¸ levyæ i nißniæ kraØ. Obrazu¸waØ x ∈ S i mnoßestvo O mogut byt~ predstavleny kak nabor toqek v fundamental~noæ oblasti. Opredelim maslovsku¸ graduirovku kak

M (x) = I(x, x) − I(x, O) − I(O, x) + I(O, O) + 1.

GOMOLOGII FLOERA 41

Predloßenie 1. Znaqenie maslovskoæ graduirovki M na obrazu-

¸weæ x ∈ S ne zavisit ot togo, po kakim imenno okrußnostØm my razrezaem tor.

Krome togo, na obrazu¸wih takße vvedena aleksanderovskaØ (mul~ti)graduirovka, prinima¸waØ znaqeniØ v gruppe (^1_2 Z)^l, gde l oboznaqaet qislo komponent rassmatrivaemogo orientirovannogo zacepleniØ; ona opredelØetsØ tak.

Snova razreßem diagrammu vdol~ kakih-nibud~ vertikal~noæ i gorizontal~noæ okrußnosti i predstavim sebe obrazu¸wu¸ x ∈ S v vide nabora toqek v razvertke tora. Bilineæno prodolßim funkci¸ I(A, B) na formal~nye lineænye kombinacii naborov toqek na ploskosti. Poloßim J (A, B) =^1_2 (I(A, B) + I(B, A)). Budem sqitat~, qto kaßdyæ fflement mnoßestv X_i ⊂ Xi O_i ⊂ O, sostavlØ¸wih i-¸ komponentu zacepleniØ, raspoloßen v toqke ploskosti s polucelymi koordinatami. Togda aleksanderovskaØ mul~tigraduirovka zadaetsØ formuloæ

A_i(x) = J (x − 1 2 (X+ O), Xi − Oi) −^{ni − 1}_2 ,

gde n_i oboznaqaet qislo nolikov, vhodØwih v i-¸ komponentu.

Suwestvuet analog predloßeniØ 1 i dlØ aleksanderovskoæ graduirovki.

Predloßenie 2. Znaqenie Ai na l¸boæ obrazu¸weæ ne zavisit ot

vybora gorizontal~noæ i vertikal~noæ okrußnosteæ, po kotorym my razrezaem tor.

Teper~, nakonec, pereædem k opredeleni¸ differenciala v

( ^C(G), ^∂). Nazovem obrazu¸wie x, y ∈ S sosednimi, esli oni ot-

liqa¸tsØ poloßeniem rovno dvuh toqek. Togda differencial ^∂x obrazu¸weæ x ∈ S budet nekotoroæ R-lineænoæ kombinacieæ obrazu¸wih, sosednih s x.

PrØmougol~nikom, soedinØ¸wim sosednie obrazu¸wie x ∈ S i y ∈ S, nazyvaetsØ orientirovannyæ prØmougol~nik, vloßennyæ v tor, rebrami kotorogo ØvlØ¸tsØ otrezki gorizontal~nyh i vertikal~nyh okrußnosteæ, takoæ, qto ego verxiny – toqki x ∈ x i y ∈ y, ne ØvlØ¸wiesØ obwimi dlØ x i y. PredpolagaetsØ, qto orientaciØ prØmougol~nika nasleduetsØ s tora, a orientaciØ, inducirovannaØ na ego gorizontal~nyh rebrah, zadaet napravlenie ot toqki iz x k toqke iz y. Mnoßestvo vseh prØmougol~- nikov, soedinØ¸wih obrazu¸wie x i y oboznaqaetsØ Rect(x, y)

42 M. V. KAREV (esli obrazu¸wie ne ØvlØ¸tsØ sosednimi to my budem predpolagat~, qto mnoßestvo Rect(x, y) pusto). Trebovanie, naloßennoe na orientaci¸ gorizontal~nyh storon prØmougol~nika, privodit k tomu, qto Rect(x, y) ≠ Rect(y, x).

Ris. 5. Dve obrazu¸wie i soedinØ¸wie ih prØmougol~niki. Naqal~- naØ obrazu¸waØ oboznaqena serymi toqkami, koneqnaØ – qernymi.

PrØmougol~nik r ∈ Rect(x, y) nazyvaetsØ pustym, esli ego vnutrennost~ ne soderßit drugih toqek iz x (a sledovatel~no, i iz y toße), a takße krestikov i nolikov iz nabora {O_{ik} }. Mnoßestvo vseh pustyh prØmougol~nikov, soedinØ¸wih obrazu¸wie x i y, oboznaqaetsØ Rect^∘(x, y).

Budem predpolagat~, qto algebra R = F_2[U_1, . . . , U_n]/{U_{i1} =

0, . . . , U_{il} = 0} nadelena maslovskoæ graduirovkoæ, takoæ, qto

stepen~ vseh konstant ravna 0, a stepen~ kaßdoæ iz obrazu¸wih

U_j ravna −2, i aleksanderovskoæ mul~tigraduirovkoæ, oprede-

lennoæ usloviØmi, qto uroven~ vseh konstant raven 0, a domnoßenie na obrazu¸wu¸ U_j , otveqa¸wu¸ noliku O_j , sostavlØ¸- wemu i-¸ komponentu zacepleniØ, ponißaet i-æ uroven~ graduirovki na 1, a ostal~nye urovni sohranØet.

Kak uße bylo skazano, ^C(G) – svobodnyæ modul~ nad kol~- com R. Differencial ^∂ ØvlØetsØ ffndomorfizmom modulØ ^C(G) i opredelØetsØ na obrazu¸wih po sledu¸wemu pravilu:

^∂(x) = ∑ y∈S ∑ r∈Rectffi(x,y) U^{O1(r)} 1 . . . U^{On (r)}_n · y, gde O_i(r) prinimaet znaqenie 1, esli O_i leßit vo vnutrennosti prØmougol~nika r, i 0 v protivnom sluqae. Ewe raz napomnim, qto prØmougol~niki, uqastvu¸wie v opredelenii differenciala, ne dolßny soderßat~ v svoeæ vnutrennosti krestikov i nolikov vydelennogo nabora {O_{ik} }.

GOMOLOGII FLOERA 43

Predloßenie 3. �ndomorfizm^^∂ deæstvitel~no ØvlØetsØ diffe-

rencialom, to est~ ^∂^2 = 0. Pri fftom on sohranØet uroven~ aleksanderovskoæ graduirovki i ponißaet maslovsku¸ graduirovku na 1. Gomologii kompleksa ( ^C(G), ^∂) ne zavisØt ot konkretnogo vybora nabora nolikov {O_{ik} }.

Netrudno videt~, qto esli dany rexetoqnaØ diagramma G i diagramma H, poluqaemaØ iz G s pomow~¸ dvißeniØ cikliqeskoæ perestanovki, to sootvetstvu¸wie im kompleksy ^C(G) i

^C(H) izomorfny. Verno i bolee sil~noe utverßdenie.

Teorema 2. Pust~ rexetoqnye diagrammy G i H mogut byt~ so-

edineny drug s drugom nekotoroæ posledovatel~nost~¸ dvißeniæ cikliqeskoæ perestanovki, kommutacii i stabilizacii (destabilizacii). Togda sootvetstvu¸wie im kompleksy ^C(G) i ^C(H) kvaziizomorfny, a gomologii ih ØvlØ¸tsØ koneqnomernymi graduirovannym F_2-modulØmi. Takim obrazom, gomologii kompleksa Floera ØvlØ¸tsØ invariantom zacepleniØ.

Vyqislenie gomologiæ ^C(G) moßno uprostit~, esli vvesti v rassmotrenie ewe odin kompleks, tesno s nim svØzannyæ. Absol¸tno pustym prØmougol~nikom, soedinØ¸wim obrazu¸wie x i y iz S, nazovem pustoæ prØmougol~nik, soedinØ¸wiæ ffti obrazu¸wie, voobwe ne soderßawiæ nolikov v svoeæ vnutrennosti. Mnoßestvo vseh absol¸tno pustyh prØmougol~nikov, soedinØ- ¸wih obrazu¸wie x i y, oboznaqaetsØ Rect^{∘∘}(x, y). Oboznaqim qerez ( ~C(G), ~∂) kompleks, poroßdennyæ mnoßestvom obrazu¸wih S nad F_2, s differencialom, opredelennym po pravilu

~∂(x) = ∑ y∈S ∑ r∈Rectffiffi(x,y) y. Pust~ V_i, gde i = 1, . . . , l, oboznaqaet dvumernoe mul~tigraduirovannoe prostranstvo nad polem F_2. �to prostranstvo poroßdeno dvumØ fflementami: odin iz nih imeet maslovsku¸ graduirovku i vse komponenty aleksanderovskoæ graduirovki ravnye nul¸, a vtoroæ imeet −1 v maslovskoæ graduirovke i v i-æ komponente aleksanderovskoæ graduirovki i nol~ vo vseh ostal~nyh komponentah. Oboznaqim gomologii kompleksa ^C(G) qerez ^H(G), a gomologii kompleksa ~C(G) qerez ~H(G). OkazyvaetsØ, gomologii ^H(G) i ~H(G) otliqa¸tsØ drug ot druga tenzornym domnoßeniem na nekotoroe koliqestvo prostranstv V_i dlØ raznyh i.

44 M. V. KAREV

Predloßenie 4. Imeet mesto mul~tigraduirovannyæ izomor-

fizm ~H(G) ≃ ^H(G) ⊗^l ⨂ i=1 V^{⊗(ni−1)} i . �ta teorema pozvolØet vosstanovit~ gomologii ^H(G), ØvlØ¸- wiesØ invariantom zacepleniØ L, po gomologiØm ~H(G), kotorye prowe vyqislØt~.

Legqe vsego opisat~ graduirovannoe prostranstvo ^H(G) (ili

~H(G)) qerez ego polinom Puankare. A imenno, odnorodnoæ kom-

ponente ^H^{a1,... ,al}_a (G) v gomologiØh, ime¸weæ maslovsku¸ graduirovku a i aleksanderovsku¸ (a_1, . . . , a_l), my sopostavim monom (dim ^H^{a1,... ,al} a (G))q^at1^{a1} . . . t_l^{al} . PrØmoæ summe odnorodnyh kompo-

nent sopostavlØetsØ summa takih monomov. Legko videt~, qto tenzornomu proizvedeni¸ graduirovannyh prostranstv otveqaet proizvedenie ih polinomov Puankare. My budem oboznaqat~ polinom Puankare gomologiæ ^H(G) qerez ^P (G), a gomologiæ

~H(G) – qerez ~P (G). Tablicu znaqeniæ ^P dlØ bol~xogo koliqe-

stva uzlov moßno naæti v rabote [1].

V terminah polinomov Puankare predloßenie 4 formuliruetsØ tak: ~P (G) = ^P (G) ·^l ∏ i=1 (1 + q^−1t^−1_i )(^{ni−}1).

3. Kompleks Floera ~C(·) dlØ rasxirennogo zacepleniØ

Rassmotrim nekotoroe zaceplenie L. Naædem rexetoqnu¸ diagrammu dlØ zacepleniØ L i dobavim otdel~nu¸ komponentu v levyæ nißniæ ugol v vide kvadrata 2 × 2. Bez ograniqeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto v rexetoqnoæ diagramme zacepleniØ, k kotoromu my dobavlØem otdel~nu¸ komponentu, odin iz krestov raspoloßen v levom nißnem uglu diagrammy. Otdel~naØ komponenta moßet byt~ dobavlena dvumØ sposobami: s orientacieæ po qasovoæ strelke i protiv nee. Diagrammu s komponentoæ, orientirovannoæ protiv qasovoæ strelki, my budem oboznaqat~ qerez G�, po qasovoæ –_G�. Dovol~no oqevidno, qto diagrammy_G� i G� mogut byt~ perevedeny drug v druga s pomow~¸ dvißeniæ cikliqeskoæ perestanovki i kommutacii. Perenumeruem komponenty zacepleniØ tak, qtoby dobavlØemaØ komponenta imela nomer

GOMOLOGII FLOERA 45 1, ta komponenta, kotoraØ ee “kasaetsØ”, – nomer 2, a ostal~nye – kak poluqitsØ.

Ris. 6. Rexetoqnye diagrammy G� i G�. Na levoæ diagramme narisovana odna iz obrazu¸wih F �_1 , na pravoæ – F �_2 .

My budem ispol~zovat~ to obstoØtel~stvo, qto gomologii kompleksov ~C(G�) i ~C(G�) graduirovanno izomorfny, dlØ togo, qtoby svesti ih vyqislenie k vyqisleni¸ gomologiæ nekotorogo podkompleksa v ~C(G�).

Obratim vnimanie na to, qto oba rassmatrivaemyh kompleksa raspada¸tsØ v prØmu¸ summu dvuh podkompleksov. Pervyæ iz nih my budem oboznaqat~ F �_1 (sootvetstvenno F �_1 ); on poroßden vsemi temi obrazu¸wimi, v kotoryh odna iz toqek stoit v “centre” dobavlØemoæ komponenty. PrØmoe dopolnenie do nego my budem oboznaqat~ F �_2 (sootvetstvenno F �_2 ).

Potoqeqno otoßdestvlØØ obrazu¸wie podkompleksov F �_1 i F �_1 , my ustanavlivaem meßdu nimi izomorfizm. Odnako fftot izomorfizm budet imet~ nenulevu¸ stepen~: primenØØ formulu dlØ vyqisleniØ aleksanderovskoæ mul~tigraduirovki, my vidim, qto pervaØ ee komponenta ravna 0 dlØ vseh obrazu¸wih podkompleksa F �_1 i −1 dlØ vseh obrazu¸wih podkompleksa F �_1 . Ih maslovskie graduirovki toße ne sovpada¸t: esli maslovskaØ graduirovka obrazu¸weæ iz F �_1 ravna k, to maslovskaØ graduirovka ee obraza v F �_1 budet ravna k − 1. Ostal~nye komponenty aleksanderovskoæ mul~tigraduirovki dlØ obrazu¸weæ i ee obraza budut ravny.

46 M. V. KAREV

Analogiqnym obrazom moßno ustanovit~ izomorfizm nenulevoæ stepeni meßdu F �_2 i F �_2 . Sdviga vo vseh komponentah aleksanderovskoæ mul~tigraduirovki, naqinaØ so vtoroæ, opØt~ ne budet. PervaØ ße komponenta budet ravna −1 dlØ obrazu¸wih iz F �_2 i 0 dlØ obrazu¸wih iz F �_2 . Nakonec, esli maslovskaØ graduirovka obrazu¸weæ v F �_2 byla ravna k, to maslovskaØ graduirovka ee obraza v F �_2 budet ravna k + 1.

Ispol~zuØ vse ffti dannye, my moßem ustanovit~ sledu¸wu¸ lemmu.

Lemma 1. Gomologii kompleksa^~C(G�) mogut byt~ vosstanovle-

ny po izvestnym gomologiØm ego podkompleksa F �_1 .

Dokazatel~stvo. PrinimaØ vo vnimanie to, qto gomologii kom-

pleksov ~C(G�) i ~C(G�) mul~tigraduirovanno izomorfny so stepen~¸ izomorfizma 0, a kaßdyæ iz fftih kompleksov predstavlØet soboæ prØmu¸ summu podkompleksov F^∗_1 i F^∗_2 , my imeem ~H^{t1,t2,... ,tl} k (G�) ≃ ~H^{t1,t2,... ,tl} k (G�), ~H^{∗,t2,... ,tl} k (G�) ≃ H0^{,t2,... ,tl} k (F �1 ) ⊕ H^−1^{,t2,... ,tl} k (F �2 ), ~H^{∗,t2,... ,tl} k (G�) ≃ H^−1^{,t2,... ,tl} k (F �1 ) ⊕ H0^{,t2,... ,tl} k (F �2 ),

gde urovni komponent aleksanderovskoæ mul~tigraduirovki pereqisleny v verhnem indekse, a uroven~ maslovskoæ oboznaqen v nißnem.

IshodØ iz fftogo razloßeniØ, moßno ustanovit~ izomorfizmy H^{0,t2,... ,tl} k (F �1 ) ≃ H0^{,t2,... ,tl} k (F �2 ) i H^{−1,t2,... ,tl} k (F �2 ) ≃ H^−1^{,t2,... ,tl} k (F �1 ).

Odnako, my takße znaem, qto ime¸t mesto i takie izomorfiz- my: H^{−1,t2,... ,tl} k (F �1 ) ≃ H0^{,t2,... ,tl} k+1 (F �1 ), H^{0,t2,... ,tl} k (F �2 ) ≃ H^−1^{,t2,... ,tl} k−1 (F �2 ). KombiniruØ, my poluqaem H^{−1,t2,... ,tl} k (F �2 ) ≃ H0^{,t2,... ,tl} k+1 (F �2 ) ≃ H0^{,t2,... ,tl} k+1 (F �1 ).

GOMOLOGII FLOERA 47 Takim obrazom, my prihodim k tomu, qto gomologii kompleksa

~C(G�) deæstvitel~no vosstanavliva¸tsØ iz gomologiæ ego pod-

kompleksa F �_1 po pravilu ~H^{0,t2,... ,tl} k (G�) ≃ H0^{,t2,... ,tl} k (F �1 ), ~H^{−1,t2,... ,tl} k (G�) ≃ H0^{,t2,... ,tl} k+1 (F �1 ). �

Takim obrazom, vyqislenie gomologiæ kompleksa ~C(G�) svoditsØ k vyqisleni¸ gomologiæ ego podkompleksa F �_1 . V dal~neæxem my budem rassmatrivat~ tol~ko te rexetoqnye diagrammy zacepleniØ, v kotoryh dobavlØemaØ nezauzlennaØ i nezaceplennaØ komponenta orientirovana po qasovoæ strelke, pofftomu indeks, ukazyva¸wiæ orientaci¸ fftoæ komponenty, budet opuskat~sØ.

4. Vyqislenie gomologiæ kompleksa F1

DlØ vyqisleniØ gomologiæ kompleksa F_1 my vospol~zuemsØ nekotorym tr¸kom. V sootvetstvii s naxim soglaxeniem o raspoloßenii dobavlØemoæ komponenty i ee orientacii, levyæ nißniæ krest v diagramme, predstavlØ¸weæ zaceplenie L, graniqit s uglovym krestom iz otdel~noæ komponenty v diagramme dlØ L^◯. Povernem na 90^∘ kvadrat 2×2, soderßawiæ fftu paru krestov. Nesloßno ponØt~, qto poluqivxaØsØ rexetoqnaØ diagramma budet predstavlØt~ soboæ zaceplenie L, k kotoromu dvaßdy primeneno dvißenie stabilizacii. DlØ unifikacii oboznaqeniæ my perenesem numeraci¸ komponent poluqivxegosØ zacepleniØ s naqal~noæ diagrammy. Oboznaqim fftu vspomogatel~nu¸ diagrammu qerez G^′ (sm. ris. 7).

V komplekse F_1 imeetsØ podkompleks J, poroßdennyæ vsemi temi obrazu¸wimi, v kotoryh odna iz toqek stoit v verhnem pravom uglu Øqeæki, soderßaweæ pravyæ krestik iz trivial~- noæ komponenty. Oqevidno, qto kompleksy F_1 i J vkl¸qa¸tsØ v korotku¸ toqnu¸ posledovatel~nost~ 0 → J → F1 → F1/J → 0, gde poslednim qlenom ØvlØetsØ faktorkompleks.

V komplekse Floera ~C(G^′) vydelim mnoßestvo obrazu¸wih, odna iz toqek v kotoryh raspoloßena vnutri poluqaemogo pri

48 M. V. KAREV

Ris. 7. Diagrammy G i G^0 . Serym cvetom vydeleny ih obwie qasti. Na diagramme G oboznaqena obrazu¸waØ iz J, na G^0 – obrazu¸waØ iz J^0.

dvukratnoæ stabilizacii “zavitka”. Oboznaqim poroßdennoe fftim mnoßestvom prostranstvo qerez F^′_1. Samo po sebe F^′_1 ne obladaet strukturoæ podkompleksa, no ono izomorfno faktoru ~C(G^′) po podprostranstvu, poroßdennomu dopolnitel~nym mnoßestvom obrazu¸wih, a poslednee zamknuto otnositel~no differenciala. Pofftomu na svobodnom F_2-module, poroßdennom mnoßestvom F^′_1, moßno vvesti strukturu faktorkompleksa, kotoryæ my toße budem oboznaqat~ F^′_1.

V faktorkomplekse F^′_1 imeetsØ podkompleks J^′, poroßdennyæ vsemi temi obrazu¸wimi, ni odna iz toqek kotoryh ne raspoloßena meßdu krestikami, poloßenie kotoryh my menØli, qtoby poluqit~ diagrammu G^′. V fftom sluqae korotkaØ toqnaØ posledovatel~nost~ budet vyglØdet~ tak:

0 → J^′ → F^′1 → F^′1/J^′ → 0.

Mnoßestvo obrazu¸wih kompleksa J^′ oboznaqim qerez S(J^′), a mnoßestvo obrazu¸wih kompleksa F^′_1/J^′ qerez S(F^′_1/J^′).

Otoßdestvlenie obrazu¸wih daet izomorfizmy kompleksov J ≃ F^′_1/J^′, F_1/J ≃ J^′, kotorye induciru¸t izomorfizmy v sootvetstvu¸wih gomologiØh: H^{0,t2,... ,tl} k (J) ≃ H^{t2−}1^{,... ,tl} k (F^′1/J^′),

GOMOLOGII FLOERA 49 H^{0,t2,... ,tl} k (F1/J) ≃ H^{t2,... ,tl}_k (J^′).

Ris. 8. Izomorfizm meßdu F^0_1 i eC(G^0_1). Serym cvetom oboznaqen zabyvaemyæ kusok diagrammy.

Rassmotrim teper~ kompleksy F^′_1 i F^′_1/J^′ bolee vnimatel~no. Esli “otrezat~” ot diagrammy G^′ levu¸ kolonku i nißniæ rØd i vstavit~ nolik v nißn¸¸ levu¸ Øqeæku poluqivxeæsØ diagrammy, to poluqitsØ diagramma G^′_1, takße predstavlØ¸waØ zaceplenie L, no stabilizirovannoe vsego odin raz. ZabyvaØ pro toqku, stoØwu¸ vnutri “zavitka”, i perenosØ ostal~nye toßdestvenno, my poluqaem izomorfizm mul~tistepeni nol~, induciru¸wiæ izomorfizm v gomologiØh: H^{t2,... ,tl} k (F^′1) ≃ ~H^{t2,... ,tl}_k (G^′1). Pri fftom izomorfizme kompleksov vse obrazu¸wie faktorkompleksa F^′_1/J^′ perehodØt v te obrazu¸wie kompleksa ~C(G^′_1), v kotoryh toqka stoit v verhnem pravom uglu Øqeæki, soderßaweæ dobavlØemyæ nolik. Snova otrezaØ ot diagrammy G^′_1 nißniæ rØd i levu¸ kolonku i dobavlØØ v levyæ nißniæ ugol krestik, my poluqaem diagrammu G^′_2, opØt~ predstavlØ¸wu¸ L, no uße bez stabilizacii. Analogiqnym obrazom my ustanavlivaem izomorfizm H^{t2,... ,tl} k (F^′1/J^′) ≃ ~H^{t2}+1^{,... ,tl} k+1 (G^′2).

My znaem, qto ~H^{t2,... ,tl} k (G^′1) ≃ ~H^{t2,... ,tl}_k (G^′2) ⊕ ~H^{t2}+1^{,... ,tl}_k+1 (G^′2). Pofftomu rezul~tat sledu¸weæ lemmy vpolne oßidaem.

50 M. V. KAREV

Ris. 9. Izomorfizm meßdu F^0_1/J^0 i eC(G^0_2).

Lemma 2. Imeet mesto izomorfizm H^{t2,... ,tl} k (J^′1) ≃ ~H^{t2,... ,tl}_k (G^′2). Dokazatel~stvo. Rassmotrim dlinnu¸ toqnu¸ posledovatel~-

nost~ grupp gomologiæ, inducirovannu¸ korotkoæ toqnoæ posledovatel~nost~¸ kompleksov . . . → H^{t2,... ,tl} k+1 (F^′1/J^′) → H^{t2,... ,tl}_k (J^′) → H^{t2,... ,tl}_k (F^′1) → → H^{t2,... ,tl} k (F^′1/J^′) → H^{t2,... ,tl}_{k−}1 (J^′) → . . . Gomomorfizm δ^′ : H^{t2,... ,tl}_k (F^′_1/J^′) → H^{t2,... ,tl}_{k1} (J^′) ustroen tak.

Rassmotrim nekotorogo predstavitelØ y ∈ H^{t2,... ,tl}_k (F^′_1/J^′). U nego est~ realizaciØ v vide lineænoæ kombinacii obrazu¸wih kompleksa ~C(G^′_1). Poskol~ku y ØvlØetsØ ciklom v F^′_1/J^′, pri primenenii k takoæ lineænoæ kombinacii differenciala kompleksa

~C(G^′_1) vyßivut tol~ko te prØmougol~niki, kotorye soedinØ¸t

vydelennu¸ toqku s nekotoroæ drugoæ. Nesloßno videt~, qto deæstvie δ^′ sovpadaet s deæstviem, inducirovannym na gomologiØh operatorom, kotoryæ my budem simvoliqeski oboznaqat~

p_J0 ∂, opredelennom na komplekse F^′_1/J^′ sledu¸wim obrazom. Kak

lineænoe prostranstvo F^′_1 raskladyvaetsØ v prØmu¸ summu J^′ i F^′_1/J^′, takße rassmatrivaemyh kak lineænye prostranstva. Obrazu¸waØ x ∈ F^′_1/J^′ s pomow~¸ takogo razloßeniØ moßet byt~ otoßdestvlena s nekotoroæ obrazu¸weæ v F^′_1. Primenim k fftoæ obrazu¸weæ differencial kompleksa F^′_1 i sproeciruem

GOMOLOGII FLOERA 51 rezul~tat na J^′ – ffto i dast nam obraz obrazu¸weæ x pri primenenii operatora p_J0 ∂. Nesloßnoe vyqislenie pokazyvaet, qto

p_J0 ∂ ØvlØetsØ cepnym mul~tigraduirovannym otobraßeniem.

Teper~ moßno Øvnym obrazom postroit~ gomotopi¸ nulevogo otobraßeniØ i p_J0 ∂. Rassmotrim rexetoqnu¸ diagrammu G^′_1. Mnoßestvo obrazu¸wih faktorkompleksa F^′_1/J^′ moßet byt~ geometriqeski realizovano na fftoæ diagramme v vide nabora toqek, udovletvorØ¸wego usloviØm geometriqeskoæ realizacii obrazu¸weæ kompleksa ~C(G^′_1), takogo, qto odna iz nih (nazovem ee x^′_0) raspoloßena v verhnem pravom uglu nißneæ levoæ Øqeæki (napomnim, qto v fftoæ Øqeæke nahoditsØ nolik). Oboznaqim gorizontal~nu¸ okrußnost~, prohodØwu¸ qerez fftu toqku, qerez α_1, a vertikal~nu¸ qerez β_2. Sosedn¸¸ sleva vertikal~nu¸ okrußnost~ nazovem β_1. Pust~ geometriqeskie realizacii obrazu¸wih x^′ ∈ S(F^′_1/J^′) i y^′ ∈ S(J^′) na diagramme G^′_1 razliqa¸tsØ rovno tremØ toqkami, odna iz kotoryh raspoloßena na okrußnosti β_1. Pustym xestiugol~nikom tipa 1, soedinØ¸wim obrazu¸wie x^′ i y^′, nazyvaetsØ vloßennyæ xestiugol~nik, storonami kotorogo ØvlØ¸tsØ dugi gorizontal~nyh i vertikal~nyh okrußnosteæ, a verxinami – te i tol~ko te toqki obrazu¸wih x^′ i y^′, v kotoryh oni razliqa¸tsØ, udovletvorØ¸wiæ sledu¸wim usloviØmi: • OrientaciØ, inducirovannaØ na gorizontal~nyh storonah xestiugol~nika, napravlena ot toqki x^′ k toqke y^′.

• Vo vnutrennosti xestiugol~nika net nikakih drugih toqek obrazu¸wih x^′ i y^′.

• Vnutrennost~ xestiugol~nika soderßit te i tol~ko te krestiki i noliki, kotorye raspoloßeny meßdu vertikal~nymi okrußnostØmi β_1 i β_2.

• Toqka iz y^′, leßawaØ na vertikal~noæ okrußnosti β_2, raspoloßena na toæ ße gorizontal~noæ okrußnosti, qto i toqka iz x^′, leßawaØ na β_1.

• Granica xestiugol~nika ustroena tak: my naqinaem ot toqki x^′_0, idem napravo po okrußnosti α_1 do toqki iz y^′, potom naverh do toqki iz x^′, zatem nalevo do toqki iz y, raspoloßennoæ na okrußnosti β_1, zatem vniz do toqki iz x^′, napravo do toqki iz y^′, raspoloßennoæ na okrußnosti β_2, i snova naverh do x^′_0.

• Esli obrazu¸wie x^′ i y^′ otliqa¸tsØ bolee qem tremØ toqkami ili ne udovletvorØ¸t pereqislennym vyxe usloviØm, to

52 M. V. KAREV

my sqitaem, qto mnoßestvo pustyh xestiugol~nikov, soedinØ¸wih x^′ i y^′, pusto.

Ris. 10. Pustoæ xestiugol~nik tipa 1.

Mnoßestvo vseh pustyh xestiugol~nikov tipa 1, soedinØ¸- wih obrazu¸wie x^′ i y^′, oboznaqim qerez Hex^∘_1(x^′, y^′). Opredelim operator H_1 formuloæ

H_1(x^′) = ∑ y0∈S(J0) ∑ h0∈Hexffi1(x0,y0) y^′.

Operator H_1 sohranØet aleksanderovsku¸ i maslovsku¸ graduirovku. Nesloßnoe vyqislenie pokazyvaet, qto

p_J0 ∂ = H_1∂_F 0_{1/J}0 + ∂_J0 H_1.

�to znaqit, qto operator δ^′ ØvlØetsØ nulevym morfizmom v gomologiØh. To est~ gomologii kompleksa F^′_1 raspada¸tsØ v prØmu¸ summu gomologiæ kompleksov J^′ i F^′_1/J^′. Poskol~ku gomologii kompleksov F^′_1/J^′ i F^′_1 nam izvestny, my poluqaem utverßdenie lemmy. �

Teper~ rassmotrim dlinnu¸ toqnu¸ posledovatel~nost~ grupp gomologiæ . . . → H^{0,t2,... ,tl} k+1 (F1/J) → H0^{,t2,... ,tl} k (J) → H0^{,t2,... ,tl} k (F1) → → H^{0,t2,... ,tl} k (F1/J) → H0^{,t2,... ,tl} k−1 (J) → . . .

GOMOLOGII FLOERA 53

Lemma 3. Gomologii kompleksa F1 predstavlØ¸tsØ v vide prØmoæ

summy gomologiæ kompleksov J i F_1/J: H^{0,t2,... ,tl} k ≃ H^{0,t2,... ,tl} k (J) ⊕ H^−1^{,t2,... ,tl} k (F1/J). Dokazatel~stvo. SvØzyva¸wiæ gomomorfizm δ : H^{0,t2,... ,tl} k+1 (F1/J) → H0^{,t2,... ,tl} k (J) fftoæ dlinnoæ toqnoæ posledovatel~nosti sovpadaet (moßno ispol~zovat~ te ße samye argumenty, qto i dlØ morfizma δ^′) s morfizmom, inducirovannym na gomologiØh cepnym otobraßeniem p_J ∂. OkazyvaetsØ, qto otobraßenie p_J ∂ gomotopno 0. GomotopiØ ustanavlivaetsØ pri pomowi otobraßeniØ H_2, opredelØemogo sledu¸wim obrazom.

Nazovem pustym xestiugol~nikom tipa 2, soedinØ¸wim obrazu¸wie x ∈ S(F_1/J) i y ∈ S(J) (obrazu¸wie rassmatriva¸tsØ kak nabory toqek na diagramme G; oboznaqim toqku, nahodØwu¸sØ “meßdu” komponentami 1 i 2, qerez x_0), vloßennyæ v ploskost~ xestiugol~nik, storonami kotorogo ØvlØ¸tsØ otrezki vertikal~nyh i gorizontal~nyh okrußnosteæ, oblada¸wiæ sledu¸wimi svoæstvami:

• OrientaciØ, inducirovannaØ na gorizontal~nyh storonah xestiugol~nika, napravlena ot toqki x k toqke iz y.

• Vo vnutrennosti xestiugol~nika net nikakih drugih toqek obrazu¸wih x i y krome toqki, nahodØweæsØ v “centre” dobavlØemoæ nezauzlennoæ i nezaceplennoæ komponenty.

• Vnutrennost~ xestiugol~nika soderßit te i tol~ko te krestiki i noliki, kotorye formiru¸t dobavlØemu¸ komponen- tu. • Granica xestiugol~nika ustroena tak: my naqinaem ot toqki

x_0, idem naverh do toqki iz x, nalevo do toqki iz y, vniz do

toqki iz x, napravo do toqki y, vverh do toqki x i nalevo do toqki x_0.

• Kak minimum odna iz storon xestiugol~nika leßit na gorizontal~noæ ili vertikal~noæ okrußnosti, razrezaØ tor vdol~ kotoryh my poluqaem diagrammu G.

• Esli obrazu¸wie x i y otliqa¸tsØ bolee qem tremØ toqkami ili ne udovletvorØ¸t pereqislennym vyxe usloviØm, to my sqitaem, qto mnoßestvo pustyh xestiugol~nikov, soedinØ¸- wih x i y, pusto.

54 M. V. KAREV

Mnoßestvo vseh pustyh prØmougol~nikov tipa 2, soedinØ¸- wih toqki x ∈ S(F_1/J) i y ∈ S(J), oboznaqim qerez Hex^∘_2(x, y).

Ris. 11. Pustoæ xestiugol~nik tipa 2.

Operator H_2 opredelim ravenstvom

H_2(x) = ∑ y∈S(J) ∑ h∈Hexffi2 (x,y) y. Ravenstvo

p_J ∂ = ∂_J H_2 + H_2∂_{F1/J}

legko ustanavlivaetsØ. �

VspominaØ pro graduirovannye izomorfizmy xtrihovannyh i nextrihovannyh kompleksov i sobiraØ vmeste poluqennye nami rezul~taty ob ih gomologiØh, my ustanavlivaem sledu¸wee predloßenie.

Predloßenie 5. Imeet mesto izomorfizm H^{0,t2,... ,tl} k (F1) ≃ ~H^{t2,... ,tl}_k (G2) ⊕ ~H^{t2,... ,tl}_k+1 (G2). �tot izomorfizm privodit k sledu¸wemu sootnoxeni¸ na polinomy Puankare:

~P (G) = (1 + q^{−1}t^{−1}_1 )(1 + q^{−1}) ~P (G_2).

Esli my vspomnim, qto gomologii Floera ^H ØvlØ¸tsØ invariantom zacepleniØ L i budem oboznaqat~ polinom Puankare

GOMOLOGII FLOERA 55 ^P (G) gomologiæ dlØ kakogo-nibud~ rexetoqnogo predstavleniØ

G zacepleniØ L qerez ^P (L), to osnovnoæ rezul~tat naxeæ zametki my smoßem sformulirovat~ sledu¸wim obrazom.

Teorema 3. Imeet mesto sledu¸wee sootnoxenie, svØzyva¸wee

polinomy Puankare gomologiæ Floera dlØ zacepleniØ L i ego rasxireniØ L^◯:

^P (L^◯) = (1 + q^{−1}) ^P (L).

Literatura

1. J. A. Baldwin, W. D. Gillam, Computations of Heegaard–Floer Knot homology. —

Preprint, arXiv:math.GT/061067.

2. P. R. Cromwell, Embedding knots and links in an open book. I. Basic Properties.

— Topology Appl. 64, No. 1 (1995), 37–58.

3. I. Dynnikov, Arc presentation of links: monotonic simplification. — Fund. Math.

190 (2006), 29–67, arXiv:math.GT/0208153.

4. C. Manolescu, P. S. Ozsvàth, S. Sarkar, A combinatorial description of knot Floer

homology. — Preprint, arXiv:math.GT/0607691.

5. C. Manolescu, P. S. Ozsvàth, Z. Szabò, D. P. Thurston, On combinatorial link

Floer homology. — Preprint, arXiv:math.GT/0610559.

6. P. S. Ozvàth, Z. Szabò, Holomorphic disks and topological invariants for

closed 3-manifolds. — Ann. Math. (2), 159, No. 3 (2004), 1027–1158, arX-

iv:math.SG/0101206.

7. P. S. Ozvàth, Z. Szabò, Holomorphic discs and knot invariants. — Adv. Math.

186, No. 1 (2004), 58–116, arXiv:math.GT/0209056.

8. J. A. Rasmussen, Floer homology and knot complement. — Ph.D. thesis, Harvard

University (2003), arXiv:math.GT/0306378.

Karev M. V. Heegaard–Floer homology of a link with trivial component.

In this paper we prove a theorem that allows one to evaluate the Heegaard–Floer homology of a link with trivial component added through the Heegaard–Floer homology of the initial link.

Postupilo 4 maØ 2007 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: max.karev@gmail.com