Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 342, 2007 g.

A. V. Xanin

KRAEVYE FUNKCII GRINA NA MNOGOLISTNO` POVERHNOSTI. ASIMPTOTIKI REXENI` KOORDINATNYH I SPEKTRAL^NYH URAVNENI`

1. Vvedenie

IdeØ primenit~ metod otraßeniæ k zadaqe o difrakcii na poluploskosti i issledovat~ zadaqu o rasprostranenii na dvulistnoæ poverhnosti s odnoæ toqkoæ vetvleniØ prinadleßit Zommerfel~du [1]. Kak izvestno, v sluqae zadaqi o poluploskosti takoæ podhod privodit k udobnomu vyraßeni¸ dlØ polØ (k integralu Zommerfel~da) i, okonqatel~no, k rexeni¸ zadaqi. V koordinatah (x, y) mnogolistnaØ poverhnost~ Zommerfel~da shodna s rimanovoæ poverhnost~¸ funkcii √ x + i y.

Mnogie issledovateli (v ih qisle sam A. Zommerfel~d i G.D.Mal¸ßinec) pytalis~ postroit~ analogiqnyæ metod dlØ zadaqi o polose. Pervyæ xag — svedenie zadaqi difrakcii na prepØtstvii k zadaqe o rasprostranenii na mnogolistnoæ poverhnosti — vypolnØetsØ bez zatrudneniæ. MnogolistnaØ poverhnost~ shodna s rimanovoæ poverhnost~¸ funkcii √ a^2 − (x + i y)^2. Odnako udobnogo integral~nogo predstavleniØ

dlØ poleæ na takoæ poverhnosti poluqit~ ne udalos~. Suwestvennoe prodvißenie v dannoæ zadaqe bylo dostignuto v rabotah [2, 3], gde zadaqa difrakcii byla svedena k obyknovennym differecial~nym uravneniØm, po forme napomina¸wim uravneniØ dlØ special~nyh funkciæ.

V rabotah avtora [4, 5] byli predloßeny metody, primenimye k zadaqe o difrakcii na sisteme komplanarnyh polos. �to metody koordinatnyh i spektral~nyh uravneniæ. Bolee sloßnaØ zadaqa, difrakciØ na dvumernom ugolkovom otraßatele so wel~¸ koneqnyh razmerov, rassmatrivaetsØ v rabote [6].

Cel~¸ nastoØweæ raboty ØvlØetsØ rasxirenie oblasti primeneniØ metodov koordinatnyh i spektral~nyh uravneniæ na drugie difrakcionnye zadaqi, kotorye moßno svesti k zadaqam 233

234 A. V. XANIN

rasprostraneniØ na mnogolistnyh poverhnostØh. Pri fftom obobwa¸tsØ rezul~taty raboty [6]. Krome togo, analiziru¸tsØ svoæstva rexeniæ poluqa¸wihsØ koordinatnyh i spektral~nyh uravneniæ.

Ris. 1. Razliqnye difrakcionnye zadaqi, privodØwie k mnogolistnym poverhnostØm

Zadaqi, kotorye svodØtsØ k rasprostraneni¸ na mnogolistnyh poverhnostØh, dostatoqno raznoobrazny. Na Ris. 1 pokazany primery geometriæ takih zadaq. Vse zadaqi dvumerny. PolØ udovletvorØ¸t uravneni¸ Gel~mgol~ca

Δu + k^2_0 u = 0 (1)

Graniqnye usloviØ vezde ideal~ny, t.e. ØvlØ¸tsØ usloviØmi Dirihle ili Neæmana. V nastoØweæ rabote predpolagaetsØ, qto qislo listov i toqek vetvleniØ poverhnosti koneqno, a porØdok kaßdoæ toqki vetvleniØ raven dvum.

Rexenie difrakcionnoæ zadaqi s pomow~¸ predlagaemogo metoda vypolnØetsØ v neskol~ko xagov. Na pervom xage primenØetsØ metod otraßeniæ, t.e. po rasseivatelØm provodØtsØ razrezy, i k kaßdomu beregu razreza “prikleivaetsØ” geometriqeski otraßennyæ ffkzemplØr poverhnosti. ZnaqeniØ polØ na fftom

KRAEVYE FUNKCII GRINA 235

ffkzemplØre libo ravny ishodnym znaqeniØm polØ (dlØ graniqnyh usloviæ Neæmana), libo protivopoloßny im po znaku (dlØ usloviæ Dirihle).

Ris. 2. Shema mnogolistnoæ poverhnosti dlØ zadaqi, izobraßennoæ na Ris. 1b

Primer poverhnosti dlØ zadaqi, geometriØ kotoroæ izobraßena na Ris. 1b, pokazan na Ris. 2. Poverhnost~ imeet qetyre lista i qetyre toqki vetvleniØ vtorogo porØdka. Skleiva¸tsØ berega razrezov, pomeqennye odinakovymi ciframi.

V rezul~tate dannoæ procedury ishodnaØ zadaqa svoditsØ k zadaqe o rasprostranenii na mnogolistnoæ poverhnosti bez rasseivateleæ. Esli v ishodnoæ postanovke difrakcionnoæ zadaqi figurirovala ploskaØ pada¸waØ volna, to v novoæ postanovke imeetsØ neskol~ko pada¸wih voln (po odnoæ na kaßdom liste). NapravleniØ padeniØ simmetriqny otnositel~no ploskosteæ rasseivateleæ. Na vtorom xage procedury na poverhnosti formuliruetsØ vspomogatel~naØ zadaqa o rasprostranenii lix~ s odnoæ pada¸weæ volnoæ (prihodØweæ po odnomu iz listov). Rexenie ishodnoæ zadaqi (v silu lineænosti) moßet byt~ poluqeno v rezul~tate sloßeniØ neskol~kih rexeniæ vspomoga-

236 A. V. XANIN

tel~nyh zadaq, sootvetstvu¸wih razliqnym uglam i listam padeniØ.

Na tret~em xage procedury primenØetsØ formula raswepleniØ, vyraßa¸waØ rexenie vspomogatel~noæ zadaqi qerez kraevye funkcii Grina.

Na qetvertom xage kraevye funkcii Grina vyqislØ¸tsØ s pomow~¸ spektral~nyh ili koordinatnyh uravneniæ.

Spektral~noe uravnenie predstavlØet soboæ matriqnoe obyknovennoe differencial~noe uravnenie dlØ diagramm napravlennosti kraevyh funkciæ Grina. V ego kofffficienty vhodØt fflementarnye funkcii ugla rasseØniØ, a takße neskol~ko neizvestnyh konstant. �ti konstanty predstavlØ¸t soboæ kofffficienty, stoØwie v asimptotiqeskih razloßeniØh kraevyh funkciæ Grina. Konstanty neobhodimo podbirat~ takim obrazom, qtoby rexeniØ spektral~nogo uravneniØ obladali nußnymi svoæstvami. Bolee toqno, “nußnye svoæstva” predstavlØ¸t soboæ ograniqeniØ na matricy svØzi meßdu razliqnymi asimptotikami rexeniØ. Takim obrazom, neizvestnye konstanty opredelØ¸tsØ iz dostatoqno sloßnoæ spektral~noæ zadaqi dlØ obyknovennogo differencial~nogo uravneniØ. V nastoØweæ rabote budut vyvedeny koordinatnye i spektral~nye uravneniØ i issledovany ih fflementarnye svoæstva. Postanovka spektral~noæ zadaqi stanet predmetom drugoæ raboty.

2. Postanovka difrakcionnoæ zadaqi na mnogolistnoæ poverhnosti

Pust~ zadana razvetvlennaØ poverhnost~ s koneqnym qislom listov i toqek vetvleniØ. Kaßdyæ list predstavlØet soboæ beskoneqnu¸ ploskost~ s razrezami vdol~ obrazov rasseivateleæ. Pust~ vse toqki vetvleniØ v koneqnoæ qasti prostranstva ime- ¸t vtoroæ porØdok. V kaqestve primera budet rassmatrivat~sØ poverhnost~, izobraßennaØ na Ris. 2 dlØ difrakcionnoæ zadaqi, geometriØ kotoroæ pokazana na Ris. 1b. Odnako te ße rassußdeniØ godØtsØ dlØ l¸boæ poverhnosti, opisannoæ vyxe.

Na listah zadany dekartovy koordinaty (x, y) i vypolnØetsØ uravnenie (1). Zavisimost~ ot vremeni imeet vid e^{− i ωt} i vezde opuskaetsØ. PredpolagaetsØ, qto veliqina k_0 imeet malu¸ poloßitel~nu¸ mnimu¸ dobavku. �to sootvetstvuet malomu pogloweni¸ v srede.

KRAEVYE FUNKCII GRINA 237

Pada¸wee pole predstavlØet soboæ plosku¸ volnu, prihodØwu¸ pod zadannym uglom ψ po odnomu iz listov. DlØ korrektnogo opredeleniØ pada¸weæ volny i usloviæ izluqeniØ moßno, naprimer, vospol~zovat~sØ sledu¸weæ proceduroæ. Budem sqitat~, qto pada¸waØ volna sozdaetsØ toqeqnym istoqnikom, raspoloßennym na nußnom liste dostatoqno daleko ot toqek vetvleniØ (na rasstoØnii R ot naqala koordinat). Vyberem amplitudu istoqnika takim obrazom, qtoby amplituda cilindriqeskoæ volny v naqale koordinat byla ravna edinice. DlØ fiksirovannogo toqeqnogo istoqnika usloviØ izluqeniØ mogut byt~ sformulirovanny v vide principa predel~nogo pogloweniØ: vybiraetsØ rexenie, ubyva¸wee na beskoneqnosti na kaßdom liste. Zatem beretsØ predel takih rexeniæ pri R → ∞. IgnoriruØ detali fftoæ procedury, budem polagat~, qto pada¸waØ volna v zone, gde ona vidna po soobraßeniØm geometriqeskoæ optiki, imeet vid

u^{in} = exp{− i k_0(x cos ψ + y sin ψ)} (2)

V okrestnosti toqek vetvleniØ dolßny vypolnØt~sØ usloviØ Meæksnera. �ti usloviØ zakl¸qa¸tsØ v otsutstvii istoqnikov vblizi toqek vetvleniØ. Pust~ qislo toqek vetvleniØ ravno N . Pronumeruem toqki vetvleniØ indeksami ot 1 do N .

Vvedem vblizi kaßdoæ toqki vetvleniØ cilindriqeskie koordinaty (ρ_n, θ_n) (sm. Ris. 3). Zdes~ ρ_n — rasstoØnie do toqki vetvleniØ, a θ_n — ugol, otsqityvaemyæ ot napravleniØ osi x protiv qasovoæ strelki. Zametim, qto vvesti takim obrazom koordinaty moßno dvumØ sposobami, vybiraØ nulevoæ ugol na odnom iz dvuh listov, soedinØ¸wihsØ v toqke vetvleniØ. Zafiksiruem svoæ vybor tem ili inym sposobom.

IssleduØ rØd Meæksnera dlØ okrestnosti toqki vetvleniØ i ostavlØØ lix~ qleny, otveqa¸wie uslovi¸ koneqnosti ffnergii vblizi toqki vetvleniØ, poluqaem, qto pole vblizi toqki vetvleniØ dolßno predstavlØt~sØ v vide rØda u = 2 √ π ρ^{1/2}_j (C_{n+} e^{i θn/2} +C_{n−} e^{− i θn/2})+O(ρ^{3/2} )+ regulØrnye qleny . (3) Zdes~ C_{n±} — nekotorye konstanty, a regulØrnye qleny predstavlØ¸t soboæ funkci¸, nepreryvnu¸ i differenciruemu¸ v okrestnosti toqki vetvleniØ.

238 A. V. XANIN

Ris. 3. Lokal~nye cilindriqeskie koordinaty.

Pole u zavisit ot koordinat (x, y), ugla padeniØ ψ, ot nomera lista n_i, po kotoromu prihodit pada¸waØ volna i ot nomera lista n_o, na kotorom nahoditsØ toqka nabl¸deniØ. Takim obrazom, polnyæ komplekt argumentov vyglØdit kak u(ψ, n_i; x, y, n_o).

3. Kompleksnye koordinaty. Kraevye funkcii Grina

Vypolnim zamenu peremennyh

z_+ = x + i y, z_− = x − i y. (4)

Pust~ (x_n, y_n) — koordinaty toqki vetvleniØ s nomerom n. Kompleksnye koordinaty fftih toqek budem oboznaqat~ kak

p_n = x_n + i y_n. (5)

Lokal~nye asimptotiki (3) moßno zapisat~ v vide u = 2 √ π (C_{n+}z^{1/2}_{n+} +C_{n−}z^{1/2}_{n−} )+O(ρ^{3/2} )+ regulØrnye qleny, (6) gde z_{n+} = z_+ − p_n, z_{n−} = z_− − p̄_n,

KRAEVYE FUNKCII GRINA 239

qerta sverhu oboznaqaet kompleksnoe soprØßenie.

Postroim kraevye funkcii Grina sledu¸wim obrazom. DlØ dostatoqno malyh ϵ rexim na razvetvlennoæ poverhnosti neodnorodnye zadaqi

Δu^{m±}_ϵ + k^2_0 u^{m±}_ϵ = I^{m±}_ϵ , gde I^{m+}_ϵ = π^{1/2} ϵ^{3/2} δ(ρ_m − ϵ)[δ(θ_m) − i δ(θ_m − π) − δ(θ_m − 2π) + i δ(θ_m − 3π)], I^{m−}_ϵ = π^{1/2} ϵ^{3/2} δ(ρ_m − ϵ)[δ(θ_m) + i δ(θ_m − π) − δ(θ_m − 2π) − i δ(θ_m − 3π)].

Pri rexenii neodnorodnyh zadaq budem prinimat~ vo vnimanie usloviØ izluqeniØ i pri kaßdom koneqnom ϵ usloviØ Meæksnera v verxinah.

Kraevye funkcii Grina u^{m±} poluqim v rezul~tate predel~- nogo perehoda

u^{m±} = lim_{ϵ→0} u^{m±}_ϵ . (7)

Issleduem asimptotiku kraevyh funkciæ Grina vblizi toqek vetvleniØ. Po izvestnym istoqnikam moßno postroit~ tol~- ko sverhmeæksnerovskie qleny asimptotiki. V ostal~nyh qlenah pridetsØ ostavit~ neizvestnye kofffficienty. V “kompleksnyh” koordinatah asimptotiki ime¸t vid

u^{m+} (z_{n+}, z_{n−})=− δ_{mn} √ π z^{−1/2}_{n+} +

2(C^{m+}_{n+} z^{1/2}_{n+} +C^{m+}_{n−} z^{1/2}_{n−} ) √ π +O(ρ^{3/2}_n )+reg.ql., (8) u^{m−}(z_{n+} , z_{n−})=− δ_{mn} √ π z^{−1/2}_{n−} + 2(C^{m−}_{n+} z^{1/2}_{n+} +C^{m−}_{n−} z^{1/2}_{n−} ) √ π +O(ρ^{3/2}_n )+reg.ql., (9) gde C^{m±}_{n±} — neizvestnye kofffficienty.

Koliqestvo kraevyh funkciæ Grina vdvoe bol~xe koliqestva toqek vetvleniØ, poskol~ku kaßdoæ toqke vetvleniØ sootvetstvu- ¸t dve orientacii istoqnikov (oni markiru¸tsØ indeksami + i −).

Kraevye funkcii Grina zavisØt ot koordinat (x, y) ili

(z_+ , z_−), a takße ot nomera lista, na kotorom raspoloßena toqka

nabl¸deniØ:

u^{m±} = u^{m±}(z_+ , z_−, n_o).

240 A. V. XANIN

Vyqislit~ kraevye funkcii Grina u^{m±} ne prowe, qem rexit~ ishodnu¸ zadaqu difrakcii, odnako kraevye funkcii Grina ne zavisØt ot parametrov ψ i n_i .

4. Formula raswepleniØ

Vyvedem formulu raswepleniØ dlØ dannoæ zadaqi. PonØtie formuly raswepleniØ bylo vvedeno dostatoqno davno [3, 7], hotØ i ne ØvlØetsØ xiroko izvestnym. DlØ vyvoda budem pol~zovat~sØ metodom, predloßennym v [8].

Pole u moßet byt~ predstavleno v vide

u = u^{in} χ(x, y, n_o) + u^{sc}, (10)

gde χ prinimaet znaqenie 1 v teh toqkah poverhnosti, gde pada¸- waØ volna vidna po zakonam geometriqeskoæ optiki i znaqenie 0 v ostal~nyh toqkah; u^{sc} — rasseØnnoe pole. Vdali ot toqek naqala koordinat vezde, krome zon poluteni, rasseØnnoe pole moßet byt~ predstavleno v vide cilindriqeskoæ volny

u^{sc}(ψ, n_i ; R, φ, n_o) = e^{i k0R−i π/4} √ 2πk_0R S + O(R^{−3/2}e^{i k0R}), (11) gde S = S(ψ, n_i ; φ, n_o)

predstavlØet soboæ diagrammu napravlennosti polØ.

Kraevye funkcii Grina takße mogut byt~ predstavleny v vide cilindriqeskih voln u^{m±}(R, φ, n_o) = e^{i k0R−i π/4} √ 2πk_0R S^{m±}(φ, n_o) + O(R^{−3/2}e^{i k0R}) (12)

s sootvetstvu¸wimi diagrammami napravlennosti.

PredpolagaetsØ, qto dlØ dannoæ poverhnosti vypolnØetsØ teorema edinstvennosti, t.e. dlØ zadannoæ konfiguracii toqeqnyh istoqnikov suwestvuet rovno odno rexenie difrakcionnoæ zadaqi, udovletvorØ¸wee uslovi¸ izluqeniØ i usloviØm Meæksnera. Ots¸da sleduet, qto pole, udovletvorØ¸wee odnorodnomu uravneni¸ Gel~mgol~ca, usloviØm Meæksnera i uslovi¸ izluqeniØ, toßdestvenno ravno nul¸.

Edinstvennost~ legko dokazyvaetsØ iz ffnergetiqeskih soobraßeniæ pri nebol~xom poglowenii v srede. Pri fftom suwestvovanie hotØ by odnogo rexeniØ (t.e. pervaØ qast~ utverßdeniØ) predstavlØetsØ fiziqeski oqevidnym.

KRAEVYE FUNKCII GRINA 241

StrogaØ formulirovka difrakcionnoæ zadaqi i strogiæ vyvod teoremy edinstvennosti predstavlØ¸t soboæ dostatoqno sloßnu¸ samostoØtel~nu¸ zadaqu i zdes~ ne rassmatriva¸tsØ.

Teorema 1. Diagramma napravlennosti rexeniØ zadaqi s pada-

¸weæ ploskoæ volnoæ vyraßaetsØ qerez diagrammy napravlennosti kraevyh funkciæ Grina s pomow~¸ formuly raswepleniØ:

S(ψ, n_i ; φ, n_o) = − 1 4k_0(cos φ + cos ψ) × N∑ m=1 [ S^{m+} (ψ, n_i )S^{m+} (φ, n_o) + S^{m−}(ψ, n_i )S^{m−}(φ, n_o) ] . (13)

Dokazatel~stvo.

Primenim k pol¸ u operator

H_x = ∂ ∂x + i k_0 cos ψ = ∂ ∂z_+ + ∂ ∂z_− + i k_0 cos ψ.

Zametim, qto dannyæ operator obrawaet v nul~ pada¸wu¸ volnu. �to oznaqaet, qto H_x[u] udovletvorØet uslovi¸ izluqeniØ.

Vvedem ponØtie sverhsigulØrnogo rexeniØ uravneniØ Gel~mgol~ca na dannoæ poverhnosti. �to rexenie, udovletvorØ¸wee uslovi¸ izluqeniØ i ime¸wee v toqkah vetvleniØ qleny, zaprewennye usloviem Meæksnera i ime¸wie vid ρ^{−1/2}_m e^{± i θm/2}. Issleduem starxie (sverhmeæksnerovskie) qleny asimptotiki poluqennoæ funkcii v toqkah vetvleniØ:

H_x[u] = C_{n+} √ π z^{−1/2}_{n+} + C_{n−} √ π z^{−1/2}_{n−} + . . . , t.e. H_x[u] ØvlØetsØ sverhsingulØrnym rexeniem.

Na primere H_x[u] pokaßem, qto l¸boe sverhsingulØrnoe rexenie vyraßaetsØ v vide lineænoæ kombinacii kraevyh funkciæ Grina.

Deæstvitel~no, postroim funkci¸

H_x[u] + N∑ m=1 (C_{m+}u^{m+} + C_{m−}u^{m−}).

242 A. V. XANIN

�ta funkciØ udovletvorØet uslovi¸ izluqeniØ i usloviØm Meæksnera. PrimenØØ teoremu edinstvennosti, prihodim k sootnoxeni¸

H_x[u] = − N∑ m=1 (C_{m+} u^{m+} + C_{m−}u^{m−}). (14)

�to formula raswepleniØ v “slaboæ forme”. DlØ togo, qtoby poluqit~ sil~nu¸ formu, neobhodimo vyrazit~ kofffficienty

C_{m±} qerez diagrammy napravlenosti poleæ u^{m±}.

Vospol~zuemsØ rassußdeniem, osnovannym na teoreme vzaimnosti.

Opixem proceduru vyqisleniØ kofffficientov C_{m±}. Rexenie u(ψ, n; . . . ) moßet byt~ poluqeno kak predel pri R → ∞ rexeniØ zadaqi s istoqnikom, raspoloßennym v toqke s koordinatami (R, ψ) na liste s indeksom n i ime¸wim amplitudu 2 √ 2πk_0Re^{3iπ/4}e^{− i k0R}. Oboznaqim sootvetstvu¸wu¸ neodnorod-

nost~ uravneniØ Gel~mgol~ca (del~ta-funkci¸, lokalizovannu¸ v zadannoæ toqke poverhnosti i ime¸wu¸ zadannu¸ amplitudu) kak I_R.

DlØ vyqisleniØ C_{m±} funkciØ u unoßaetsØ na funkci¸ priemnikov I^{m±}(ϵ)/8 i vyqislØetsØ integral po vseæ poverhnosti. BeretsØ predel integrala pri ϵ → 0. Formal~no vyraßenie dlØ

C_{m±} vyglØdit kak

C_{m±} = lim_{ϵ→0} lim_{R→∞} 1 8 ∫ ∫ I^{m±} · �^{−1}[I_R]ds, (15)

gde � ≡ Δ + k^2_0 .

ObratimsØ k vyqisleni¸ funkcii S^{m±}(ψ, n). FunkciØ istoqnikov imeet vid I^{m±}. FunkciØ priemnikov imeet vid I_R/(2 i). Takim obrazom,

S^{m±} = lim_{R→∞} lim_{ϵ→0} 1 2 i ∫∫ I_R · �^{−1}[I^{m±}]ds. (16)

MenØØ porØdok vzØtiØ predelov i zameqaØ, qto po teoreme vzaimnosti ∫∫

I^{m±} · �^{−1}[I_R]ds = ∫ ∫ I_R · �^{−1}[I^{m±}]ds, (17)

poluqaem, qto C_{m±} = i 4 S^{m±}(ψ, n_i ). (18)

KRAEVYE FUNKCII GRINA 243

Podstavim sootnoxenie (18) v (14). Zametim, qto operator H_x deæstvuet na diagrammy napravlennosti sledu¸wim obrazom:

S(φ)^{Hx}−→ i k_0(cos φ + cos ψ)S(φ).

V itoge poluqim sil~nu¸ formulu raswepleniØ (13) �

5. Koordinatnye uravneniØ Sformiruem vektor neizvestnyh

u = (u^{1+}, . . . , u^{N +}, u^{1−}, . . ., u^{N−})^T . (19)

Vvedem proizvodnye po kompleksnym peremennym ∂ ∂z_+ = 1 2 ( ∂ ∂x − i ∂ ∂y ) , ∂ ∂z_− = 1 2 ( ∂ ∂x + i ∂ ∂y ) . (20)

Vvedem sledu¸wie matricy. Oboznaqim kak I ediniqnu¸ matricu N × N . Pust~ P = diag(p_1 . . . p_N ). Sostavim matricy C^+_−,

C^−_+ razmera N × N iz fflementov C^{m+}_{n−} , C^{m−}_{n+} , sootvetstvenno (m

— nomer stroki, n — nomer stolbca). Sostavim takße matricy

^C^+ , ^C^− iz fflementov ^C^{m+}_{n+} ≡ (p_m − p_n)C^{m+}_{n+} , ^C^{m−}_{n−} ≡ (p̄_m − p̄_n)C^{m−}_{n−} . Teorema 2. Vektor neizvestnyh udovletvorØet differencial~-

nym (koordinatnym) uravneniØm ∂ ∂z_+ u = Z_+u, ∂ ∂z_− u = Z_−u, (21)

gde kofffficienty zapisyva¸tsØ v bloqnoæ forme kak

Z_+ = −

(_{(z+}

I−P)�^1 ·(I/2+ bC^+), (z+I−P)�^1·C^+�·(z�I−^¯P)

C�_{+ , 0} ) , (22)

Z_− = − (_{0,} C^+�

(z�I−^¯P)�^1·C�+ ·(z+I−P), (z�I−^¯P)�^1 ·(I/2+ bC�), ) (23)

Dokazatel~stvo. Postroim sledu¸wie 4 N sverhsingulØrnyh

rexeniæ, soderßawih kraevye funkcii Grina: ∂ ∂θ_m u^{m±}, ∂ ∂z_∓ u^{m±}, m = 1, . . . , N.

244 A. V. XANIN

Zametim, qto ∂ ∂θ_m = i ( z_{m+} ∂ ∂z_{m+} − z_{m−} ∂ ∂z_{m−} ) . To, qto vypisannye proizvodnye udovletvorØ¸t uravneni¸ Gel~mgol~ca, sleduet iz togo, qto operator Laplasa kommutiruet s translØciØmi i povorotami. To, qto asimptotiki proizvodnyh soderßat qleny ne vyxe ρ^{−1/2}m , ustanavlivaetsØ neposredstvennoæ proverkoæ. Vypolnenie usloviØ izluqeniØ oqevidno.

Analogiqno rassußdeniØm, provedennym v predyduwem razdele, predstavim sverhsingulØrnye rexeniØ v vide lineænyh kombinaciæ kraevyh funkciæ Grina. V rezul~tate poluqim predstavleniØ ∂u^{m±} ∂θ_m = ∓ i u^{m±} 2 − i N∑ n=1 [ (p_n − p_m)C^{m±}_{n+} u^{n+} − (p̄_n − p̄_m)C^{m±}_{n−} u^{n−} ] , (24) ∂u^{m+} ∂z_− = − N∑ n=1 C^{m+}_{n−} u^{n−}, (25)

∂u^{m−} ∂z_+ = − N∑ n=1 C^{m−}_{n+} u^{n+}. (26)

Poluqaem 4N sootnoxeniæ. Vyrazim iz nih lineænym obrazom proizvodnye kraevyh funkciæ Grina po z_±. Posle fflementarnyh, no gromozdkih preobrazovaniæ poluqim koordinatnye uravneniØ v forme (21) �

Kofffficienty koordinatnyh uravneniæ zavisØt ot znaqitel~nogo qisla neizvestnyh parametrov. Neobhodimo uqest~ sootnoxeniØ meßdu nimi, qtoby sokratit~ qislo nezavisimyh parametrov do minimuma.

Uqet teoremy vzaimnosti Povtorim rassußdeniØ, primenØvxiesØ dlØ vyvoda formuly (18). Kofffficiet C^{m+}_{n+} moßet byt~ vyqislen s pomow~¸ funkcii istoqnikov I^{m+} i funkcii priemnikov I^{n+}/8. Kofffficient

C^{n+}_{m+} moßet byt~ vyqislen s pomow~¸ funkcii istoqnikov I^{n+} i

KRAEVYE FUNKCII GRINA 245

funkcii priemnikov I^{m+} /8. Vospol~zovavxis~ teoremoæ vzaimnosti, prihodim k vyvodu, qto ffti kofffficienty ravny. Analogiqno poluqaem ostal~nye toßdestva:

C^{m+}_{n+} = C^{n+}_{m+} , C^{m−}_{n−} = C^{n−}_{m−}, C^{m+}_{n−} = C^{n−}_{m+} . (27)

Sootvetstvenno, ^C^{m+}_{n+} = − ^C^{n+}_{m+} , ^C^{m−}_{n−} = − ^C^{n−}_{m−} Sovmestnost~ i “gel~mgol~cevost~” koordinatnyh uravneniæ Koordinatnye uravneniØ (21) dolßny byt~ sovmestny, t.e.

dolßno vypolnØt~sØ toßdestvo ∂ ∂z_− ∂ ∂z_+ u = ∂ ∂z_+ ∂ ∂z_− u. (28)

�to uslovie dolßno vypolnØt~sØ dlØ razliqnyh rexeniæ koordinatnogo uravneniØ, priqem moßno pokazat~, qto matrica, sostavlennaØ iz fftih rexeniæ, ne moßet byt~ vyroßdennoæ vezde. Sledovatel~no, (28) ffkvivalentno toßdestvu ∂ ∂z_− Z_+ + Z_+ Z_− = ∂ ∂z_+ Z_− + Z_−Z_+. (29)

Podstavim v ffto toßdestvo matricy Z_±. Poluqim, qto (29) vypolnØetsØ pri uslovii, qto pri m, n = 1 . . . N verny sledu¸wie ravenstva N∑ l=1 C^{m+}_{l−} C^{l−}_{n+} =0 pri m ≠ n, (30) N∑ l=1 C^{m−}_{l+} C^{l+}_{n−} =0 pri m ≠ n, (31)

N∑ l=1 ^C^{m+}_{l+} C^{l+}_{n−} = −^N ∑ l=1 C^{m+}_{l−} ^C^{l−}_{n−}, (32) N∑ l=1 C^{m−}_{l+} ^C^{l+}_{n+} = − N∑ l=1 ^C^{m−}_{l−} C^{l−}_{n+}. (33) Otmetim, qto ravenstva (32) i (33) ffkvivalentny v silu (27).

246 A. V. XANIN

Zametim, qto dlØ togo, qtoby rexenie koordinatnogo uravneniØ udovletvorØlo uravneni¸ Gel~mgol~ca, neobhodimo i dostatoqno, qtoby kofffficienty fftogo uravneniØ udovletvorØli toßdestvu 4 ( ∂ ∂z_+ Z_− + Z_−Z_+ ) + k^2_0 I = 0. (34)

Esli vypolnØ¸tsØ usloviØ (30)–(33), to (34) svoditsØ k toßdestvam N∑ n=1 C^{m+}_{n−} C^{n−}_{m+} = − k^2_0 4 , (35) N∑ n=1 C^{m−}_{n+} C^{n+}_{m−} = − k^2_0 4 , (36)

pri vseh m = 1 . . . 4.

UravneniØ (30), (31), (35) i (36) moßno perepisat~ v forme N∑ l=1 C^{m+}_{l−} C^{l−}_{n+} = − δ_{mn} k^2_0 4 , (37) N∑ l=1 C^{m−}_{l+} C^{l+}_{n−} = − δ_{mn} k^2_0 4 . (38)

�to oznaqaet, qto matrica, sostavlennaØ iz fflementov 2C^{m+}_{n−} /(i k_0) ØvlØetsØ obratnoæ k matrice, sostavlennoæ iz fflementov

2C^{m−}_{n+} /(i k_0). Oqevidno, ravenstva (37) i (38) ffkvivalentny.

Takim obrazom, usloviØ sovmestnosti i “gel~mgol~cevosti” koordinatnyh uravneniæ moßno zapisat~ v matriqnoæ forme

^C^+ C^+_− + C^+_− ^C^− = 0, (39)

C^−_+ C^+_− = − k^2_0 4 I. (40)

Pust~ izvestno odno rexenie u koordinatnyh uravneniæ, predstavlØ¸wee soboæ vektor, sostavlennyæ iz kraevyh funkciæ Grina. Pokaßem, qto na osnove fftogo rexeniØ moßno postroit~ N lineæno nezavisimyh rexeniæ koordinatnyh uravneniæ. Novye rexeniØ ne budut odnoznaqnymi na ishodnoæ mnogolistnoæ poverhnosti.

KRAEVYE FUNKCII GRINA 247

Teorema 3. Pust~ Γ — kontur na mnogolistnoæ poverhnosti,

koncy kotorogo uhodØt na beskoneqnost~. Togda integral

u_Γ(p) = ∫ Γ [G(p, p^′) ∂_nu(p^′) − ∂_nG(p, p^′) u(p^′)]dl, (41)

gde n — normal~ k konturu Γ, G — funkciØ Grina neograniqennoæ ploskosti G(p, p^′) = − i 4 H^{(1)}_0 (k_0|p p^′|),

opredelØet funkci¸, ne ime¸wu¸ osobennosteæ v odnosvØznoæ oblasti, ograniqennoæ konturom Γ i beskoneqno bol~xoæ dugoæ, “soedinØ¸weæ koncy” kontura Γ. �ta funkciØ udovletvorØet v dannoæ oblasti uravneni¸ Gel~mgol~ca, uslovi¸ izluqeniØ i koordinatnym uravneniØm.

Dokazatel~stvo. Predpoloßenie o tom, qto volnovoe qislo k0

imeet malu¸ mnimu¸ dobavku, pozvolØet sdelat~ ocenki rosta podyntegral~noæ funkcii i pokazat~, qto integral shoditsØ i opredelØet funkci¸, ne ime¸wu¸ osobennosteæ. Po postroeni¸, ffta funkciØ udovletvorØet uravneni¸ Gel~mgol~ca. Ocenki rosta pokazyva¸t, qto funkciØ udovletvorØet uslovi¸ izluqeniØ. SamaØ sloßnaØ qast~ dokazatel~stva — punkt, kasa¸- wiæsØ koordinatnyh uravneniæ.

Vospol~zuemsØ koordinatnymi uravneniØmi v neØvnoæ forme, a imenno (24), (25), (26). Kaßdoe iz fftih uravneniæ moßet byt~ zapisano v vide

(e, ∂_qu) + (c, u) = 0, (42)

gde e i c — postoØnnye vektor-stroki razmernosti 2N , ∂_q — operator differencirovaniØ po uglovoæ ili lineænoæ koordinate.

Oboznaqim operator v pravoæ qasti (41) kak L, t.e.

u_Γ = Lu.

Pokaßem, qto

∂_qLu = L∂_q u. (43)

Vypolnim dokazatel~stvo na fiziqeskom urovne strogosti. Rassmotrim ishodnu¸ funkci¸ u(q) i funkci¸ u(q + dq) (Øvno ukazana zavismost~ tol~ko ot odnoæ koordinaty, po kotoroæ proishodit differecirovanie). Zametim, qto

u_Γ(q + dq) = L^′u(q + dq), (44)

248 A. V. XANIN

gde L^′ — integral~nyæ operator, analogiqnyæ L, no s konturom integrirovaniØ, smewennym na dq.

Poskol~ku u udovletvorØet uravneni¸ Gel~mgol~ca, moßno primenit~ teoremu Grina i deformirovat~ kontur integrirovaniØ: L^′u(q + dq) = Lu(q + dq). Iz lineænosti operatora L poluqaem (43). Podeæstvovav operatorom L na (42), poluqaem utverßdenie teoremy. �

Ris. 4. Kontura dlØ vyqisleniØ razliqnyh rexeniæ koordinatnyh uravneniæ.

Lineæno nezavisimye rexeniØ moßno poluqit~, vybiraØ kontura integrirovaniØ okrußa¸wimi odnu iz toqek vetvleniØ. Tak dlØ poverhnosti, izobraßennoæ na Ris. 2, kontura vybira¸tsØ, kak pokazano na Ris. 4. V rezul~tate stroØtsØ qetyre rexeniØ koordinatnyh uravneniæ. Ih diagrammy napravlennosti obrazu¸t bazis rexeniæ spektral~nogo uravneniØ.

6. Spektral~noe uravnenie

Vyvedem spektral~noe uravnenie, t.e. obyknovennoe differencial~noe uravnenie, opisyva¸wee diagrammy napravlenno-

KRAEVYE FUNKCII GRINA 249

sti kraevyh funkciæ Grina. Pri vyvode budem pol~zovat~sØ koordinatnymi uravneniØmi.

Zapixem asimptotiku rexeniØ u v dal~nem pole: u = e^{i k0r−i π/4} √ 2πk_0r S(φ) + O(e^{i k0r} r^{−3/2}), (45)

gde S = (S^{1+} , . . . , S^{N +} , S^{1−}, . . . , S^{N−})^T .

Predstavim vektor S v bloqnoæ forme, t.e. sostavlennym iz dvuh vektorov-stolbcov razmernosti N : S = ( U^+ U^− ) . (46)

Teorema 4. Vektor-stolbcy U^+ i U^− udovletvorØ¸t sootnoxe- ni¸ U^− = 2 i k_0 e^{i φ}C^−_+ U^+. (47)

Vektor U^+ udovletvorØet spektral~nomu uravneni¸ d dφ U^+ (φ) = − ( i 2 I + i ^C^+ + e^{− i φ}k_0 2 P + 2e^{i φ} k_0

C^+_−P̄C^−_+ ) U^+(φ). (48)

Dokazatel~stvo. Perepixem koordinatnye uravneniØ (21) v

cilindriqeskih koordinatah (r = √ x^2 + y^2, φ = arctg y/x):

∂_r u = 1 √z_+ z_− (z+ Z+ + z−Z−) u, (49)

∂_φu = i(z_+ Z_+ − z_−Z_−) u. (50)

Podstavim asimptotiku (45) v (49). V starxem porØdke po r poluqim algebraiqeskoe lineænoe uravnenie dlØ S:

i k_0S(φ) = −2 ( 0 e^{− i φ}C^+_− e^{i φ}C^−_+ 0 ) S(φ). (51)

Ots¸da poluqaem sootnoxenie (47).

Podstavim (45) v (50). V starxem porØdke po r poluqim obyknovennoe differencial~noe uravnenie dlØ S(φ): d dφ S(φ) = − i ( I/2+ bC^+ e�^{2 i φ}PC^+�−C^+�^¯P

C�_{+ P−e}2 i φ_{P̄C}�_{+ −(I/2+} b_C�_) ) S(φ). (52)

250 A. V. XANIN

PodstavlØØ (47) v (52), poluqaem uravnenie (48). � Esli u — rexenie koordinatnogo uravneniØ, to ego diagramma napravlennosti (toqnee, vektor, sostavlennyæ iz ee N pervyh komponent) predstavlØet soboæ rexenie sootvetstvu¸wego spektral~nogo uravneniØ. Postroim obratnyæ perehod, t.e. po rexeni¸ spektral~nogo uravneniØ vyqislim rexenie koordinatnogo.

Teorema 5. Pust~ vektor U^+ udovletvorØet spektral~nomu

uravneni¸ (48) na kompleksnoæ ploskosti φ, a vektor U^− svØzan s U^+ sootnoxeniem (47). Pust~ vektor S sostavlen iz U^+ i U^− (sm. (46)). Togda integral u(R, φ) = 1 2π π/2−i ∞ ∫ −π/2+i ∞ e^{i k0R cos θ}S(θ + φ)dθ (53)

shoditsØ pri vseh deæstvitel~nyh φ i R > max(|p_m|) i udovletvorØet koordinatnym uravneniØm (21) v fftoæ oblasti. Diagramma napravlennosti polØ u v dal~neæ zone est~ S.

PredpolagaetsØ, qto zamena (R, φ) → (x, y) daetsØ formulami

x = R cos φ, y = R sin φ, a zamena (x, y) → (z_+ , z_−) daetsØ formula-

mi (4).

Dokazatel~stvo. Shodimost~ integrala ustanavlivaetsØ s po-

mow~¸ vypisannyh niße asimptotik (62) i (63).

Neposredstvennoæ proverkoæ ustanavlivaetsØ, qto vektor u udovletvorØet uravneni¸ Gel~mgol~ca i uslovi¸ izluqeniØ v teh oblastØh, gde on opredelØetsØ integralom (53). To, qto ego diagramma napravlennosti sovpadaet s S, proverØetsØ s pomow~¸ metoda stacionarnoæ fazy.

Dokaßem, qto pole u udovletvorØet koordinatnym uravneni- Øm (21). Vyqislim proizvodnye polØ u: ∂u ∂z_+ = i k_0 4π π/2−i ∞ ∫ −π/2+i ∞ e^{− i φ}e^{i k0R cos θ}S(θ + φ)dθ, (54)

∂u ∂z_− = i k_0 4π π/2−i ∞ ∫ −π/2+i ∞ e^{i φ}e^{i k0R cos θ}S(θ + φ)dθ, (55)

KRAEVYE FUNKCII GRINA 251

Integraly (54) i (55) vyqislØ¸tsØ sledu¸wim sposobom. Zapixem (47) i (48) v forme sistemy (51), (52). KombiniruØ ffti dva uravneniØ i ispol~zuØ sootnoxeniØ (40), (38), poluqaem d dφ S = (e^{i φ}K_+ + e^{− i φ}K_−)S, (56)

K_− = 2 k_0 ( −k^2_0P/4 C^+_−/2 + ^C^+C^+_− 0 C^−_+ PC^+_− ) ,

K_+ = 2 k_0 ( − C^+_−P_−C^−_+ 0 −(C^−_+ /2 + ^C^−C^−_+ ) k^2_0P̄/4 ) . IntegriruØ po qastØm, poluqaem 1 2π π/2−i ∞ ∫ −π/2+i ∞ e^{i k0R cos θ} ∂S(θ + φ) ∂φ dθ = i ( z_+ ∂u ∂z_+ − z_− ∂u ∂z_− ) . (57)

PodstavlØØ (56) v (57), poluqaem sootnoxenie ( z_− − 2 k_0

K_+ ) ∂u ∂z_− = ( z_+ + 2 k_0

K_− ) ∂u ∂z_+ . (58)

PodstavlØØ (51) v (53), poluqaem vtoroe sootnoxenie: 4 k^2_0 ( 0 C^+_− 0 0 ) ∂u ∂z + 4 k^2_0 ( 0 0 C^−_+ 0 ) ∂u ∂z̄ = u (59)

RazrexaØ (58) i (59) kak sistemu iz dvuh lineænyh uravneniæ otnositel~no ∂u/∂z_+ i ∂u/∂z_−, poluqaem (21). �

7. Svoæstva rexeniæ koordinatnyh i spektral~nyh uravneniæ Svoæstva rexeniæ koordinatnyh uravneniæ Sformuliruem nekotorye fflementarnye svoæstva rexeniæ koordinatnyh i spektral~nyh uravneniæ. �ti svoæstva mogut byt~ poluqeny standartnymi metodami teorii differencial~- nyh uravneniæ, pofftomu privodØtsØ zdes~ bez dokazatel~stv.

252 A. V. XANIN

Utverßdenie 1. Koordinatnye uravneniØ (21) ime¸t osobye

toqki, obrazu¸wie (kompleksnye) prØmye z_+ = p_m i z_− = p̄_m, m = 1 . . . N . V kaßdoæ iz osobyh toqek imeetsØ bazis iz 2N rexeniæ. 2N −1 iz fftih rexeniæ regulØrny vo vseh toqkah sootvetstvu¸weæ prØmoæ, a odno imeet asimptotiku sledu¸wego vida: dlØ prØmoæ z_+ = p_m ffto

u^{n+}(z_+ , z_−) = δ_{m,n}(z_+ − p_m)^{−1/2} − 2 ^C^{n+}_{m+}(z_+ − p_m)^{1/2}Φ^{n+}_{m+} (z_+ , z_−),

u^{n−}(z_+ , z_−) = −2C^{n−}_{m+} (z_+ − p_m)^{1/2}Φ^{n−}_{m+} (z_+ , z_−),

a dlØ prØmoæ z_− = p̄_m ffto

u^{n−}(z_+ , z_−) = δ_{m,n}(z_− − p̄_m)^{−1/2} − 2 ^C^{n−}_{m−}(z_− − p̄_m)^{1/2}Φ^{n−}_{m−}(z_+ , z_−).

u^{n+}(z_+ , z_−) = −2C^{n+}_{m−}(z_− − p̄_m)^{1/2}Φ^{n+}_{m−}(z_+ , z_−).

Simvoly Φ s razliqnymi indeksami oboznaqa¸t proizvol~nye funkcii, regulØrnye i ravnye edinice v toqkah sootvetstvu¸wih prØmyh.

Dannoe utverßdenie netrudno proverit~. Postroim ograniqenie koordinatnyh uravneniæ na mnoßestvo odnomernyh okrestnosteæ, perpedendikulØrnyh odnoæ iz prØmyh i pereseka¸wih ee. S pomow~¸ fftogo ograniqeniØ ustanavlivaetsØ obwiæ vid asimptotik. Zatem stroitsØ ograniqenie koordinatnyh uravneniæ na samu prØmu¸. S pomow~¸ fftogo ustanavliva¸tsØ kofffficienty v asimptotikah.

Utverßdenie 2. Pri l¸bom fiksirovannom znaqenii z+ /z− i

bol~xih znaqeniØh |z_+ z_−| koordinatnye uravneniØ (21) ime¸t bazis iz 2N rexeniæ, N iz kotoryh vedut sebØ kak

u_j = exp{i k_0√z_+ z_− − i π/4} √ 2πk_0(z_+ z_−)^{1/4}

(U_j(z_+ /z_−) + O(1/ √ z_+ z_−)),

j = 1 . . . N, (60)

a qetyre drugih kak

u_j = exp{− i k_0√z_+z_− − i π/4} √ 2πk_0(z_+ z_−)^{1/4}

(U_j (z_+ /z_−) + O(1/ √ z_+ z_−)),

j = N + 1 . . . 2N, (61)

KRAEVYE FUNKCII GRINA 253

gde U_j — vektornye funkcii odnoæ kompleksnoæ peremennoæ.

Dannoe utverßdenie moßet byt~ poluqeno ograniqeniem koordinatnyh uravneniæ na prØmye z_+ /z_− = const.

Zametim, qto dlØ bol~xih deæstvitel~nyh x i y fiksirovannoe znaqenie z_+ /z_− sootvetstvuet zadannomu napravleni¸ v ploskosti (x, y). Utverßdenie, sformulirovannoe vyxe, oznaqaet, qto v kaßdom napravlenii imeetsØ qetyre rexeniØ, udovletvorØ¸wie uslovi¸ izluqeniØ i qetyre rexeniØ, ne udovletvorØ¸wie fftomu uslovi¸.

Oqevidno esli rexenie udovletvorØet uslovi¸ izluqeniØ dlØ nekotorogo vybrannogo napravleniØ, to prodolßenie fftogo rexeniØ dolßno udovletvorØt~ uslovi¸ izluqeniØ dlØ blizkih napravleniæ. V qastnosti, spravedlivo sledu¸wee utverßdenie.

Utverßdenie 3. Pust~ rexenie u udovletvorØet uslovi¸ izlu-

qeniØ dlØ nekotorogo napravleniØ v (deæstvitel~noæ) ploskosti (x, y). Togda ono udovletvorØet uslovi¸ izluqeniØ dlØ vseh napravleniæ, kotorye moßno poluqit~ iz dannogo nepreryvnym peremeweniem beskoneqno udalennoæ toqki v fftoæ ploskosti.

Iz dannogo utverßdeniØ ne sleduet, qto esli rexenie udovletvorØet uslovi¸ izluqeniØ dlØ odnogo napravleniØ, to ono udovletvorØet uslovi¸ izluqeniØ vezde. Nekotorye (deæstvitel~nye) vetvi rexeniØ mogut poluqat~sØ v rezul~tate prodolßeniØ vdol~ kontura, s neobhodimost~¸ prohodØwego v koneqnoæ oblasti (meßdu toqkami vetvleniØ poverhnosti).

Svoæstva rexeniæ spektral~nyh uravneniæ Rassmotrim kompleksnu¸ ploskost~ uglovoæ peremennoæ φ.

Imeet smysl izuqat~ asimptotiku rexeniæ spektral~nyh uravneniæ v dvuh razliqnyh oblastØh, a imenno pri bol~xih poloßitel~nyh znaqeniØh Im φ i pri bol~xih otricatel~nyh znaqeniØh Im φ. Sootvetstvenno, budem govorit~ o verhneæ i nißneæ asimptotike.

Na Øzyke koordinatnyh uravneniæ verhnØØ i nißnØØ asimptotika sootvetstvuet bol~xim znaqeniØm |z_+ z_−|, pri fftom verhnØØ sootvetstvuet okrestnosti nabora parallel~nyh singulØrnyh prØmyh z = p_m, a nißnØØ asimptotika sootvetstvuet okrestnosti nabora z_− = p̄_m.

254 A. V. XANIN

Utverßdenie 4. Suwestvu¸t rexeniØ V1 . . . VN spektral~nogo

uravneniØ (48) ime¸wie pri bol~xih poloßitel~nyh Im φ vnutri nekotoryh polos po Re φ sledu¸wie asimptotiki:

V^n_m = e^{− i φ/2}(δ_{m,n} + O(e^{i φ}))F^{up}_m (φ). (62)

Suwestvu¸t takße rexeniØ W_1 . . . W_N spektral~nogo uravneniØ (48), ime¸wie pri bol~xih otricatel~nyh Im φ vnutri nekotoryh polos po Re φ sledu¸wie asimptotiki:

W^n_m =

2 i e^{− i φ/2} k_0

(C^{n+}_{m−} + O(e^{− i φ}))F^{dn}_m (φ), (63)

�ksponencial~nye mnoßiteli v verhnih i nißnih polupoplosah, sootvetstvenno, opredelØ¸tsØ formulami

F^{up}_m = exp { − i k_0 2 p_me^{− i φ} } , m = 1 . . . N,

F^{dn}_m = exp { − i k_0 2 p̄_me^{i φ} } , m = 1 . . . N. Utverßdenie 5. Pust~ U1 . . . UN — proizvol~nye rexeniØ spek-

tral~nogo uravneniØ (48). Togda opredelitel~, sostavlennyæ iz fftih rexeniæ, opredelØetsØ formuloæ

Det(U_1, . . ., U_N ) = Ae^{−2 i φ} N∏ m=1 F^{up}_m (φ)F^{dn}_m (φ), (64)

gde A — konstanta.

Dannoe utverßdenie [9] sleduet iz togo, qto opredelitel~, sostavlennyæ iz rexeniæ, udovletvorØet uravneni¸ d dk Det(U_1, . . . , U_N ) = Sp[K]Det(U_1, . . . , U_N ),

gde simvolom Sp[K] oboznaqen sled matricy kofffficientov spektral~nogo uravneniØ (48).

Pust~ vektory U_1(φ) . . . U_N (φ) predstavlØ¸t soboæ lineæno nezavisimye rexeniØ spektral~nogo uravneniØ (48). Sostavim matriqnoe rexenie fftogo uravneniØ

U = (U_1(φ), . . . , U_N (φ)). (65)

KRAEVYE FUNKCII GRINA 255

Ispol~zuØ U opredelim U^A s pomow~¸ sootnoxeniØ

U^A(φ) = − i e^{− i φ}((U(φ + π))^{−1})^T , (66)

t.e. matrica sdvigaetsØ, invertiruetsØ, transponiruetsØ i umnoßaetsØ na skalØrnyæ mnoßitel~.

Utverßdenie 6. Pust~ kofffficienty spektral~nogo uravneniØ

(48) udovletvorØ¸t (27). Pust~ U — matriqnoe rexenie fftogo uravneniØ. Togda stolbcy matricy U^A udovletvorØ¸t uravneni¸ (48).

Dannoe utverßdenie netrudno proverit~ neposredstvenno. Ono sleduet iz sootnoxeniØ simmetrii (27).

8. Zakl¸qenie

Obobwa¸tsØ rezul~taty [6] na sluqaæ difrakcionnoæ zadaqi, svodØweæsØ k zadaqe o rasprostranenii voln na proizvol~noæ mnogolistnoæ poverhnosti s koneqnym qislom listov i toqek vetvleniØ. PredpolagaetsØ, qto vse toqki vetvleniØ ime¸t vtoroæ porØdok. �to oznaqaet, qto vse rasseivateli ime¸t nulevu¸ tolwinu, ne ime¸t izlomov, i na obeih storonah kaßdogo rasseivatelØ zadany odinakovye graniqnye usloviØ (Dirihle ili Neæmana).

Sformulirovana zadaqa o rasprostranenii na mnogolistnoæ poverhnosti. Opredeleny kraevye funkcii Grina poverhnosti i vyvedena formula raswepleniØ, vyraßa¸waØ diagrammu napravlennosti ishodnoæ zadaqi qerez diagrammy napravlennosti kraevyh fukciæ Grina. DlØ kraevyh funkciæ Grina vyvedeny koordinatnye uravneniØ. DlØ diagramm napravlennosti kraevyh funkciæ Grina vyvedeny spektral~nye uravneniØ. Issledovany asimptotiki rexeniæ koordinatnyh i spektral~nyh uravneniæ.

Rexenie ishodnoæ difrakcionnoæ zadaqi zakl¸qaetsØ v rexenii spektral~nogo uravneniØ i primenenii formuly raswepleniØ. Odnako v kofffficienty spektral~nogo uravneniØ vhodØt neizvestnye konstanty (oni oboznaqeny v matriqnoæ forme kak

C^+_−, C^−_+ , ^C^+ i ^C^−). DlØ opredeleniØ fftih konstant neobhodimo

sformulirovat~ spektral~nu¸ zadaqu, t.e. naloßit~ ograniqeniØ na matricy svØzi. �to budet sdelano v sledu¸weæ rabote.

256 A. V. XANIN

Rabota pri finansovoæ podderßke granta “Nauqnye xkoly” NX-4449.2006.2.

Literatura

1. A. Sommerfeld, Mathematische Theorie der Diffraction. — Math. Ann. 47, 317–

374 (1896).

2. G. E. Latta, The solution of a class of integral equations. — J. Rat. Mech. Anal.

5, 821–834 (1956).

3. M. H. Williams, Diffraction by a finite strip. — Quart. J. Mech. Appl. Math. 35,

103–124 (1982).

4. A. V. Shanin, Diffraction of a plane wave by two ideal strips. — Quart. Jl. Mech.

Appl., Math. 56, 187–215 (2003).

5. A. V. Shanin, A generalization of the separation of variables method for some 2D

diffraction problems. — Wave Motion 37, 241–256 (2003).

6. A. V. Shanin, E. M. Doubravsky, Wave propagation on 2D multi-sheet surfaces.

Coordinate and spectral equations. — Submitted J. Eng. Math.

7. N. R. T. Biggs, D. Porter, D. S. G. Stirling, Wave diffraction through a perforated breakwater. — Quart. J. Mech. Appl. Math. 53, 375–391 (2000).

8. R. V. Craster, A. V. Shanin, E. M. Doubravsky, Embedding formulae in diffraction theory. — Proc. Roy. Soc. Lond. A 459, 2475–2496 (2003).

9. V. V. Prasolov, Zadaqi i teoremy lineænoæ algebry. M., Nauka, Fizmatlit.

Shanin A. V. Edge Green’s functions on a multi-sheet surface. Asymptotics of solutions of coordinate and spectral equations.

The problems of of diffraction by a strip or a set of strips with ideal boundary conditions, as well as some other problems, can be reduced to the scattering problems on multi-sheet surfaces by applying the method of reflections. Further reducing of these problems can be achieved by applying the embedding formulae. As the result, the solution of the problem with a plane wave incidence becomes expressed through edge Green’s functions, i.e. the fields excited by dipole sources localized in the branch points of the surface.

The paper is dedicated to finding the edge Green’s functions. Two systems of differential equations are derived to solve this problem, namely the coordinate and spectral equations. The proprties of solutions for those systems are studied.

Postupilo 11 ØnvarØ 2007 g.

MGU im. M. V. Lomonosova, fiziqeskiæ fakul~tet E-mail: andrey shanin@mail.ru