Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 342, 2007 g.

G. I. Petraxen~ , V. V. Rexetnikov, ı. A. Surkov

O SOPOSTAVLENII METODOV RASQETA INTERFERENCIONNYH UPRUGIH VOLNOVYH POLE` V TONKOSLOISTYH SREDAH. 2

NastoØwaØ stat~Ø ØvlØetsØ prodolßeniem raboty [1], v kotoroæ rassmatrivaetsØ zadaqa na rasprostranenie nizkoqastotnyh voln dlØ paqki uprugih sloev, leßaweæ na uprugom poluprostranstve. Postroeny toqnye rexeniØ v forme povtornyh integralov.

V predlagaemoæ stat~e predstavlenie rexeniØ zadaqi daetsØ metodom naloßeniØ kratnyh voln. Preßde qem pereæti k neposredstvennomu izloßeni¸ fftoæ raboty, nam predstavlØetsØ umestnym sdelat~ nebol~xoæ obzor literatury, sootvetstvu- ¸weæ dannoæ probleme. Kak izvestno, kratnye volny ØvlØ¸tsØ pomehami pri vydelenii na ih fone poleznyh otraßennoprelomlennyh voln, nesuwih informaci¸ o strukture sredy. Imenno ffto obstoØtel~stvo privleklo issledovateleæ k izuqeni¸ kratnyh voln. V rabote [2] rassmatrivalas~ model~, sosto- ØwaØ iz dvuh proizvol~nyh ploskoparallel~nyh uprugih sloev, nahodØwihsØ v ßestkom kontakte s uprugim poluprostranstvom. Rasqety vseh fflementarnyh voln provodilis~, kak pravilo, v nulevom priblißenii luqevogo metoda [3]. V fftoæ rabote predloßena klassifikaciØ kratnyh otraßennyh voln, podrazdelØ¸- waØ vse ih mnogoobrazie na semeæstva kinematiqeskih analogov, sostoØwih, v svo¸ oqered~, iz grupp voln, ffkvivalentnyh drug drugu v dinamiqeskom otnoxenii. Prodolßenie ideæ vyqisleniØ poleæ kratnyh voln, izloßennyh v [2], naxlo otraßenie v rabote [4] dlØ mnogosloænyh sred. Pri fftom rexalis~ sledu- ¸wie zadaqi: 1) opredelenie qisla voln, soderßawihsØ v semeæstve kinematiqeskih analogov; 2) ukazanie sposobov podrazdeleniØ fftogo semeæstva na gruppy dinamiqeskih analogov; 3)

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (RFFI) grant N 05-01-00936. 217

218 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV, ı. A. SURKOV podsqet qisla voln v kaßdoæ iz fftih grupp. V rabote [5] razviva¸tsØ inßenernye metody rasqeta intensivnosti summarnyh kratnyh voln v mnogosloænyh sredah pri l¸bom raspoloßenii istoqnika i priemnika. Koliqestvennoe issledovanie interferencionnyh voln, rasprostranØ¸wihsØ v ploskoparallel~nyh uprugih sredah provodilos~ v rabotah [6, 7]. Tam rassmotrena zadaqa na rasprostranenie voln SH v sloe, leßawem na poluprostranstve. Pole predstavlØlos~ v vide razloßeniØ po kratnym volnam. Poluqennye rezul~taty byli dopolneny v rabote [8]. Tam ße privedeny rasqety volnovyh poleæ v poluprostranstve pri razliqnyh skorostnyh i plotnostnyh perepadah na granice razdela. V stat~e [9] bylo proizvedeno summirovanie vseh obrazu¸wihsØ pri otraßenii i prelomlenii voln v sloistoæ uprugoæ srede i pokazano, qto summarnoe volnovoe pole sovpadaet s polem, kotoroe udovletvorØet usloviØm na vseh granicah sloev.

V stat~e [10] obsußda¸tsØ podhody k vyqisleni¸ volnovyh poleæ v uprugih sredah s ploskoparallel~nymi izotropnymi sloØmi na primere prostoæ fftalonnoæ zadaqi dlØ uprugogo sloØ, raspoloßennogo meßdu dvumØ uprugimi poluprostranstvami. Pole voln predstavlØetsØ v vide rØda konturnyh integralov, vyqislenie kotoryh na raznyh uqastkah puti integrirovaniØ proizvoditsØ razliqnymi sposobami. Pokazany puti preodoleniØ zatrudneniæ pri integrirovanii v oblasti osobyh toqek, gde podintegral~nye funkcii obrawa¸tsØ v beskoneqnost~ razliqnyh porØdkov.

V rabote [11] predloßen algoritm, pozvolØ¸wiæ vyqislØt~ pole otraßennyh ot sloØ voln dlØ modeli sloØ, nahodØwegosØ meßdu dvumØ poluprostranstvami. Teoretiqeskie seæsmogrammy stroilis~ metodom naloßeniØ voln. Pri fftom uqityvalis~ vsevozmoßnye obmennye volny, sformirovannye v sloe. Prodolßenie rasqetov teoretiqeskih seæsmogramm naxlo otraßenie v stat~e [12] pri naliqii v srede vysokoskorostnogo i nizkoskorostnogo sloev, a takße v sluqae stupenqatogo vozrastaniØ skorosti. DlØ vyqisleniØ otdel~nyh otraßennyh voln, kak pravilo, ispol~zovalos~ nulevoe priblißenie luqevogo metoda.

Stat~i [13, 14, 15] posvØweny rasqetam volnovyh poleæ v mnogosloænyh sredah pri razliqnoæ geometrii poloßeniØ istoqnik–priemnik. PrivodØtsØ seæsmogrammy voln, raspro-

O SOPOSTAVLENII METODOV RASQETA 219 stranØ¸wihsØ v srede, sostoØweæ iz 4-h sloev. Seæsmogrammy rassqityva¸tsØ metodom summirovaniØ kinematiqeskih i dinamiqeskih analogov voln.

Rassmotrennye zadaqi ne poterØli aktual~nosti i v nastoØwee vremØ. DlØ primera privedem ssylku na odnu iz poslednih rabot, izvestnyh avtoram [16]. V fftoæ rabote problema rasqeta v vide razloßeniØ po otdel~nym kratnym volnam rexaetsØ neskol~ko inym sposobom.

V nastoØweæ stat~e rassmatrivaetsØ zadaqa dlØ uprugogo sloØ 0 < z < h, (ν = 1) i poluprostranstva z > h, (ν = 2) (nahodØwihsØ v ßestkom kontakte) metodom naloßeniØ kompleksnyh ploskih voln.

Kak i v [1], predstavleniØ ploskih voln da¸tsØ zdes~ v forme povtornyh integralov dlØ potencialov φ_ν i ψ_ν pri indeksah ν = 1 i ν = 2 φ_ν ψ_ν } = 1 π ∞∫ 0 Φ_ν (z, t, k) cos kx Ψ_ν (z, t, k) sin kx } dk, Φ_ν Ψ_ν } = 1 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ A^−_ν e^{−k(z−H˚)α˚(η)} + A^+_ν e^{k(z−H˚ )α˚(η)} B^−_ν e^{−k(z−H˚)β˚(η)} + B^+_ν e^{k(z−H˚)β˚(η)} F (s)e^{kνηt}dη, (1) gde σ > 0. Pri fftom primenØ¸tsØ sledu¸wie oboznaqeniØ:

v = v^{(1)}_s , s = kvη, γ_ν = v v^ν_p , δ_ν = v v^{(ν)}_s ,

H_1 = 0, H_2 = h, F (s) = ∞∫ 0 f(t)e^{−st} dt, (Re s = σ > 0), (2)

α_ν(η) = √ 1 + γ^2_ν η^2, β_ν (η) = √ 1 + δ^2_ν η^2, (3)

g_ν = 2 + δ^2_ν η^2, R_ν(η) = g^2_ν − 4α_νβ_ν , T_ν = g^2_ν + 4α_νβ_ν (4)

Vse vvedennye funkcii regulØrny pri Re η > 0, a vetvi radikalov α_ν i β_ν opredeleny usloviØmi

arg α_ν(η) = arg β_ν = 0 pri η > 0 (5)

220 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV, ı. A. SURKOV na osnovnom liste kompleksnoæ ploskosti (η), razrezannoæ vdol~ poluprØmyh

Im η = ± ( 1 δ_ν i 1 γ_ν ) , Re η < 0, (5^′)

parallel~nyh otricatel~noæ qasti vewestvennoæ osi. V posledu¸wem tekste udobnee ispol~zovat~ oboznaqeniØ (1)–(5), qem sootvetstvu¸wie formuly iz [1].

1. V ramkah formalizma, izloßennogo kratko v p. 1 i 2 [1], postroenie potencialov φ_ν i ψ_ν (ν = 1 i ν = 2) v sloe ν = 1 i poluprostranstve z > h ν = 2 proizvoditsØ putem primeneniØ treh vspomogatel~nyh zadaq.

Vo-pervyh, zadaqa dlØ uprugogo poluprostranstva z > 0, vozbußdaemogo vybrannoæ nami poverhnostnoæ plotnost~¸ sily ⃗t_z|_{z=0} = −δ(x)f(t)⃗k, (6) gde δ(x) – funkciØ Diraka, a f(t) – zavisimost~ istoqnika ot vremeni, vkl¸qaemogo v moment t = 0.

SleduØ ukazannomu formalizmu legko nahodim

φ^0_1

ψ^0_1 } = 1 π ∞∫ 0 Φ^0_1(z, t, k) cos kx

Ψ^0_1(z, t, k) sin kx } dk Φ^0_1

Ψ^0_1 } = 1 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ A_0(η)e^{−k(z−h)α̂1(η)} B_0(η)e^{−k(z−h)β̂1(η)} F (s)e^{kνηt}dη , (7)

gde amplitudnye funkcii A_0 i B_0 opredelØ¸tsØ vyraßeniØmi

A_0 = (p^0_1, η)e^{−kf0(η)}, B_0 = (s^0_1, η)e^{−kf̃0(η)} (8) qerez kompleksnye funkcii napravlennosti istoqnika (6)

(p^0_1, η) =

−g_1(η) μkηR(η) , (s^0_1, η) =

−2α_1(η) μkηR(η) (9) i kompleksnye nabegi faz f_0(η) = hα_1(η), f̃_0(η) = hβ_1(η). (9^′) Vo-vtoryh, zadaqa na otraßenie–prelomlenie pada¸weæ ploskoæ volny tipa (7)–(9) ot granicy z = h razdela sloØ ν = 1 i

O SOPOSTAVLENII METODOV RASQETA 221 poluprostranstva ν = 2, na kotoroæ dolßny vypolnØt~sØ pri ν = 1 usloviØ iz (11) v [1] ßestkosti kontakta sred.

Vo mnoßestve otraßennyh v dvuhsloænoæ srede (ν = 1 i ν = 2) voln vse volny tipa R^−_1 , beguwie v verh v sloe ν = 1, ime¸t odinakovu¸ strukturu. Pofftomu dlØ predstavleniØ potenciala l¸boæ takoæ volny dostatoqno vospol~zovat~sØ formulami (7), v kotoryh amplitudnye mnoßiteli A_0 i B_0 zameneny drugimi A^{−0}_1 (η) i B^{−0}_1 (η).

Takim obrazom, v obsußdaemoæ zadaqe po pol¸ pada¸weæ volny iz (7) sleduet opredelit~ predstavleniØ potencialov (φ^+_1 i ψ^+_1 ) otraßennyh i (φ^−_2 i ψ^−_2 ) prelomlennyh voln, ime¸wih standartnu¸ strukturu

φ^+_1

ψ^+_1 } = 1 π ∞∫ 0 Φ^+_1 (z, t, k) cos kx

Ψ^+_1 (z, t, k) sin kx } dk Φ^+_1

Ψ^+_1 } = 1 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ A^+_1 (η)e^{k(z−h)α1(η)} B^+_1 (η)e^{k(z−h)β1(η)} F (s)e^{kνηt}dη , (10)

i φ^−_2

ψ^−_2 } = 1 π ∞∫ 0 Φ^−_2 (z, t, k) cos kx

Ψ^−_2 (z, t, k) sin kx } dk Φ^−_2

Ψ^−_2 } = 1 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ A^−_2 (η)e^{−k(z−h)α2(η)} B^−_2 (η)e^{−k(z−h)β2(η)} F (s)e^{kνηt}dη , (11)

gde amplitudnye mnoßiteli (A^+_1 , B^+_1 ) i (A^−_2 , B^−_2 ) dolßny vyraßat~sØ qerez amplitudnye funkcii A^{−0}_1 (η) i B^{−0}_1 (η) pada¸weæ volny (7) tak, qto vypolnØ¸tsØ usloviØ ßestkogo kontakta meßdu sloem ν = 1 i poluprostranstvom ν = 2.

Podstanovka predstavleniæ dlØ potencialov (φ^0_1, ψ^0_1), φ^+_1 , ψ^+_1 ) i (φ^−_2 , ψ^−_2 ) pada¸weæ, otraßennoæ i prelomlennoæ voln iz (7), (10) i (11) v usloviØ kontakta (11) iz [1] pri z = h podobna (no ne toßdestvenna) tomu, kak ffto sdelano v p. 3 [1], privodit k

222 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV, ı. A. SURKOV sisteme uravneniæ

A^+_1 + β_1B^+_1 − A^−_2 + β_2B^−_2 = −A^{−0}_1 + β_1B^{−0}_1

α_1A^+_1 + B^+_1 + α_2A^−_2 − B^−_2 = α_1A^{−0}_1 − B^{−0}_1

2α_1A^+_1 + g_1B^+_1 + σ_2[2α_2A^−_2 − g_2B^−_2 ] = 2α_1A^{−0}_1 − g_1B^{−0}_1

g_1A^+_1 + 2β_1B^+_1 − σ_2[g_2A^−_2 − 2β_2B^−_2 ] = −g_1A^{−0}_1 + 2β_1B^{−0}_1

σ_2 = μ_2 μ_1

. (12)

Pri rexenii takoæ sistemy sleduet porozn~ polagat~ v pravyh qastØh ravenstv snaqala B^{−0}_1 = 0, qto otveqaet sluqa¸ padeniØ na granicu z = h prodol~noæ volny s potencialom φ^0_1, a zatem A^{−0}_1 = 0, qto sootvetstvuet padeni¸ na granicu z = h popereqnoæ volny s potencialom ψ^0_1.

Rexenie (A^+_1 , B^+_1 , A^−_2 , B^−_2 ) takoæ sistemy v sluqae B^{−0}_1 = 0 moßet byt~ zapisano v vide

A^+_1 = (p^{−0}_1 , p^+_1 )A^{−0}_1 , B^+_1 = (p^{−0}_1 , s^+_1 )A^{−0}_1 ,

A^−_1 = (p^{−0}_1 , p^−_2 )A^{−0}_1 , B^−_2 = (p^{−0}_1 , s^−_2 )A^{−0}_1 ,

(13)

gde mnoßiteli v skobkah oboznaqa¸t kompleksnye kofffficienty otraßeniØ–prelomleniØ voln po potencialam.

V sluqae ße A^{−0}_1 = 0 (padaet popereqnaØ volna) rexenie sistemy predstavlØetsØ v vide

A^+_1 = (s^{−0}_1 , p^+_1 )B^{−0}_1 , B^+_1 = (s^{−0}_1 , s^+_1 )B^{−0}_1 ,

A^−_2 = (s^{−0}_1 , p^−_2 )B^{−0}_1 , B^−_2 = (s^{−0}_1 , s^−_2 )B^{−0}_1 .

(13^′)

Takim obrazom, rexenie vtoroæ vspomogatel~noæ zadaqi trebuet qislennogo rexeniØ sistemy uravneniæ (12).

OstaetsØ otmetit~, qto rexenie podobnoæ ße zadaqi dlØ pada¸wih (nishodØwih v sloe ν = 2) voln φ^+_2 i ψ^+_2 svoditsØ k podobnoæ ße sisteme algebraiqeskih uravneniæ, otliqa¸wihsØ ot sistemy (12) lix~ nekotorymi znakami.

Nakonec, v-tret~ih, — vspomogatel~naØ zadaqa na otraßenie ot svobodnoæ ot naprØßeniæ granicy z = 0 poluprostranstva z > 0 pada¸weæ volny v sloe ν = 1. Pri fftom moßno polagat~, qto pada¸wie volny opredelØ¸tsØ formulami (10), v kotoryh amplitudnye funkcii A^+_1 i B^+_1 zameneny na izvestnye funkcii A^{+0}_1 i B^{+0}_1 pada¸weæ volny. Potencialy ße φ^−_1 i ψ^−_1 otraßennyh

O SOPOSTAVLENII METODOV RASQETA 223 voln moßno predstavit~ v vide (7), gde amplitudnye funkcii A_0 i B_0 zameneny na iskomye funkcii A^−_1 i B^−_1 .

Iz usloviØ ⃗t_z|_{z=0} = 0 dlØ summarnogo polØ, iskomye amplitudnye funkcii udaetsØ predstavit~ v vide

A^−_1 = (p^{+0}_1 , p^−_1 )A^{+0}_1 + (s^{+0}_1 , p^−_1 )B^{+0}_1 ,

B^−_1 = (p^{+0}_1 , s^−_1 )A^{+0}_1 + (s^{+0}_1 , s^−_1 )B^{+0}_1 ,

(14)

gde kofffficienty otraßeniØ ime¸t sledu¸wie znaqeniØ:

(p^{+0}_1 , p^−_1 ) = −T (η) R(η) , (s^{+0}_1 , p^−_1 ) =

−4β_1(η)g_1(η) R(η) (p^{+0}_1 , s^−_1 ) =

−4α_1(η)g_1(η) R(η) , (s^+_1 , s^−_1 ) = −T (η) R(η) . (14^′)

2. Posledovatel~noe primenenie rexeniæ ukazannyh vspomogatel~nyh zadaq privodit k mnoßestvu kratnyh voln v N - sloænoæ uprugoæ srede, kotorye (v l¸bye fiksirovannye momenty vremeni t) moßno rassmatrivat~ kak koneqnoe mnoßestvo grupp pada¸weæ volny i poroßdennyh e¸ otraßennyh i prelomlennyh voln. Pri fftom kaßdaØ iz voln, vhodØwih v fftu gruppu, obladaet perednim frontom, vperedi kotorogo pole volny toßdestvenno ravno nul¸.

V takoæ ße mere l¸boæ kratnoæ volne moßno sopostavit~ vo vzaimno-odnoznaqnoe sootvetstvie luq, sostoØwiæ iz posledovatel~nosti zven~ev, naprimer, vida

R_1, R_2, . . . , R_qR_{q+1} . . . ≡ R^−_1 , R^+_2 , . . . , R^−_{ν0}R^+_{ν0+1} , . . . , R^−_ν R^+_{ν+1} . . . , (15) prohodimyh volnoæ v porØdke oqerednyh vozrasta¸wih nomerov

q ¿ 1, kaßdomu iz kotoryh otveqaet opredelennyæ nomer ν0 ili ν

rassmatrivaemoæ N -sloænoæ uprugoæ sredy. Zdes~ R oboznaqaet simvol zvena p^− ili s^− volny. Naprimer, zveno R^−_{ν0} otveqaet volne, podhodØweæ k granice z = H_{ν0+1} so storony sloØ ν = ν_0. Takße so storony sloØ ν = ν_0 podhodit volna k granice z = H_{ν0} vdol~ zvena R^+_{ν0} . Pri fftom v posledovatel~nosti (15) vezde sobl¸daetsØ uslovie svØznosti luqa, oznaqa¸wee, qto, esli, naprimer, volna podhodila k granice z = H_{ν0+1} so storony sloØ ν = ν_0 (t.e. snizu vdol~ zvena R^−_{ν0} ), to sledu¸wim zvenom ee luqa v posledovatel~nosti (15) (t.e. v ee kode) moßet okazat~sØ tol~ko zveno tipa R^+_{ν0} ili zveno tipa R^−_{ν0+1} i t.d.

224 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV, ı. A. SURKOV Posledovatel~nost~ zven~ev (15), t.e. kod volny, vypisannaØ v porØdke prohoßdeniØ volnoæ sloev ν N -sloænoæ sredy, opredelØet tip volny i ee analitiqeskoe predstavlenie, naprimer, v potencialah φ i ψ. Pri fftom, esli predstavleniØ potenciala φ_ν i ψ_ν v ν-om sloe vybrat~ v forme integralov iz (1), to netrudno ubedit~sØ, qto pri perehode ot predstavleniØ s indeksom ν = ν_0 + 1 k predstavleni¸ pri indekse ν = ν_0 podintegral~- naØ funkciØ vnutrennih integralov po peremennoæ η priobretaet dopolnitel~nyæ mnoßitel~ vida

(R_{ν0+1}, R_{ν0}) exp(kh_ν α_{ν0}(η)).

Zdes~ vyraßenie v skobkah opredelØet sootvetstvu¸wiæ kofffficient otraßeniØ-prelomleniØ volny, a ffksponencial~nyæ mnoßitel~ uqityvaet izmenenie v nabege faz. Takim obrazom, kaßdoæ pare posledovatel~nyh fflementov R_q, R_{q+1} v kode (15) volny otveqaet nekotoraØ uglovaØ toqka luqa volny, harakterizuemaØ kofffficientom otraßeniØ-prelomleniØ, umnoßennym na ffksponentu ot priraweniØ nabega faz. Dalee dlØ dvuhsloænoæ sredy (N = 2) upomØnutye voprosy rassmatriva¸tsØ s bol~xeæ podrobnost~¸.

3. Postroenie poleæ smeweniØ kratnyh voln v dvuhsloænoæ srede iz p. 1 [1] (pri N = 2) proizvoditsØ na osnove rexeniØ privedennyh zdes~ vspomogatel~nyh zadaq, primenenie kotoryh osuwestvlØetsØ bez dopolnitel~nyh poØsneniæ.

Posledovatel~nost~ ße prohoßdeniØ zven~ev luqa v forme P ili S volny zadaetsØ v vide koda kratnoæ volny, kotoryæ v sluqae rassmatrivaemoæ dvuhsloænoæ sredy svoditsØ k posledovatel~nosti dvoiqnyh simvolov

K_{2q}(η) = e_1e_2e_3, . . . , e_{2q}/[b_q], (16)

podobnyh posledovatel~nostØm simvolov R iz p. 2. DlØ opredelennosti celesoobrazno uslovit~sØ, qto simvolam P ili S prodol~nyh i popereqnyh voln otveqa¸t znaqki-simvoly e_ν = 1 i e_ν = 0 iz dvoiqnoæ sistemy isqisleniØ.

Na sheme, predstavlennoæ na ris. 1, istoqnik O ispuskaet volnu e_1, t.e. ili volnu P , ili volnu S, ili obe takie volny odnovremenno. Volna e_1 dohodit do granicy z = h, otraßaetsØ s kofffficientom χ = (e_1 \e_2) v forme volny e_2 i rasprostranØetsØ

O SOPOSTAVLENII METODOV RASQETA 225 k granice z = 0. Odnovremenno s fftim ona qastiqno prelomlØetsØ v forme volny b_1 (p ili s) v poluprostranstvo z > h, (ν = 2), gde registriruetsØ v toqke M (x, z).

OtraßennaØ ße ot granicy z = h volna e_2 (P ili S) dohodit do svobodnoæ granicy z = 0 sloØ ν = 1 i otraßaetsØ v vide volny e_3 s kofffficientom χ = (e_2 \ e_3). Posle otraßeniØ volna e_3 dohodit do granicy z = h i otraßaetsØ kak volna e_4, a takße prelomlØetsØ kak volna b_2 i registriruetsØ v toqke M (x, z) sredy ν = 2, i t.d.

Shema luqeæ na ris. 1 daet naglØdnye predstavleniØ o strukture kratnoæ volny v dvuhsloænoæ srede. Esli v (16) simvoly e_ν prinima¸t znaqeniØ 1 ili 0 nezavisimo drug ot druga vsevozmoßnymi sposobami, to kod K_{2q}(η) iz (16) opredelØet mnoßestvo kratnyh voln, sostoØwee, vozmoßno, iz oqen~ bol~xogo koliqestva N_q = 2^{2q} razliqnyh kratnyh voln, ob¨edinØemyh dlØ udobstva vyqisleniæ v seri¸ kinematiqeski ffkvivalentnyh grupp (kinematiqeskih analogov).

Ris. 1.

Kak sleduet iz ris. 1, struktura koda K_{2q} kratnyh voln i postroenie analitiqeskih predstavleniæ potencialov φ_ν i ψ_ν (ν = 1, 2) dlØ l¸byh kratnyh voln v dvuhsloænoæ srede dolßno proizvodit~sØ na osnove posledovatel~nogo ispol~zovaniØ rexeniæ vspomogatel~nyh zadaq. Struktura analitiqeskih predstavleniæ potencialov v sluqae fiksirovannogo vozdeæstviØ (naprimer, normal~nogo ploskogo istoqnika iz (3^′) v [1]) sohra-

226 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV, ı. A. SURKOV nØet svo¸ formu neizmennoæ φ_ν ψ_ν } = 1 π ∞∫ 0 cos kx sin kx } Φ(kη) dk 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ A_ν e^{−kf̃˚(η,z)} B_ν e^{−kf˚(η,z)} F (s)kve^{kvηt}dη, (17) pri uveliqenii kratnosti volny (t.e. pri uveliqenii qisla zven~ev e_ν v ee kode). Pri fftom v predstavlenii (17) izmenØ¸tsØ lix~ amplitudnye mnoßiteli A_ν i B_ν , a takße – nabegi faz f̃_ν (η, z) i f_ν (η, z).

Pomimo fftogo, vsledstvie odnorodnosti sloev sredy i ploskoparallel~nosti ee granic razdela, processy otraßeniØprelomleniØ voln vo vseh podobnyh uglovyh toqkah sistemy luqeæ shemy iz ris. 1 proteka¸t toßdestvenno i predstavlØ¸tsØ podobnymi ße matematiqeskimi vyraßeniØmi. Pofftomu shemy rasqetov kofffficientov χ otraßeniØ-prelomleniØ na kaßdom uqastke granicy dostatoqno prosledit~ lix~ odin raz, t.e. – v kakih-libo odnih podobnyh uglovyh toqkah sistemy luqeæ.

4. Na fftape vozbußdeniØ perviqnoæ volny so zvenom luqa e_1 process protekaet v toqnosti tak ße, kak v zadaqe Lffmba dlØ uprugogo poluprostranstva z > 0. Pofftomu pri vozbußdenii prodol~noæ i popereqnoæ volny sootvetstvenno okazyvaetsØ

e_1 = 1, A_1 = −g_1F (s) k^2μ_1R_1

, B_1 = 0, f̃_1 = zα_1(η),

e_1 = 0, A_1 = 0, B_1 =

−2α_1F (s) k^2μ_1R_1

, f_1 = zβ_1(η)

. (18)

Na fftape ße otraßeniØ voln tipa e_{2ν} na svobodnoæ granice z = 0 sredy kofffficienty otraßeniØ voln ime¸t znaqeniØ iz shemy

(e_{2ν} , e_{2ν+1}) =

(p^+_1 , p^−_1 ) =

−T_1(η) R_1(η) , (p^+_1 , s^−_1 ) =

−4α_1g_1 R_1(η) , (s^+_1 , p^−_1 ) =

−4β_1g_1 R_1(η) , (s^+_1 , s^−_1 ) =

−T_1(η) R_1(η)

, (19)

O SOPOSTAVLENII METODOV RASQETA 227 v kotoroæ ispol~zovany oboznaqeniØ iz (2)–(4). VhodØwie s¸da radikaly α_ν i β_ν opredeleny usloviØmi arg α_ν (η) = arg β_ν (η) = 0, (η > 0) (20) na osnovnom liste ploskosti (η) s razrezami, provedennymi ot ih toqek vetvleniØ η = ± i γ_ν , η = ± i δ_ν (20^′)

na beskoneqnost~ parallel~no otricatel~noæ qasti vewestvennoæ osi.

Nakonec, kofffficienty otraßeniØ (e_{2ν−1} \ e_{2ν} i prelomleniØ (e_{2ν−1} \b_ν) na granice z = h razdela tonkogo sloØ (0, h), ν = 1 i poluprostranstva z > h, ν = 2 opredelØ¸tsØ iz sistemy uravneniæ (12) sledu¸wim obrazom.

V sisteme uravneniæ (12) polagaetsØ ν_0 = 2 (ν_0 = 1), a otnositel~no kofffficientov otraßeniØ-prelomleniØ voln v uglovyh toqkah shemy luqa iz ris. 1 uqityvaetsØ zameqanie, sdelannoe v samom konce p. 3. �to pozvolØet interesovat~sØ kofffficientami otraßeniØ i prelomleniØ lix~ tipa (e_1 \ e_2) i (e_1 \ b_1) i opredelØt~ ih znaqeniØ iz sistemy uravneniæ (12), v kotoroæ v kaqestve amplitud pada¸wih voln iz pravoæ qasti sistemy vybira¸tsØ sledu¸wie znaqeniØ: a) A^{−0}_1 = 1, B^{−0}_1 = 0, v) A^{−0}_1 = 0, B^{−0}_1 = 1 } . (21)

Pri vybore sootvetstvu¸wego znaqeniØ argumenta η = η_0 kofffficientov v sisteme uravneniæ (12) iskomye kofffficienty otraßeniØ-prelomleniØ nahodØtsØ iz rexeniæ A^+_1 , B^+_1 , A^−_2 , B^−_2 sistemy uravneniæ (12), pravaØ qast~ kotoroæ opredelØetsØ s uqetom (21). V sluqae a) iz (21) okazyvaetsØ A^+_1 = (p^{−0}_1 , p^+_1 ), B^+_1 = (p^{−0}_1 , s^+_1 ), A^−_2 = (p^{−0}_1 , p^−_2 ), B^−_2 = (p^{−0}_1 , s^−_2 ).

(22)

A v sluqae v) iz (21) iskomye kofffficienty vyraßa¸tsØ sootnoxeniØmi (s^{−0}_1 , p^+_1 ) = A^+_1 , (s^{−0}_1 , s^+_1 ) = B^+_1 , (s^{−0}_1 , p^−_2 ) = A^−_2 , (s^{−0}_1 , s^−_2 ) = B^−_2 , } , (23)

228 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV, ı. A. SURKOV gde A^+_1 , B^+_1 , A^−_2 i B^−_2 opredeleny iz sistemy uravneniæ (12).

Iz predstavleniæ dlØ kofffficientov (19) na pervom meste kotoryh, kak i vezde dalee stoit simvol pada¸weæ volny zdes~ p^+, ili s^+ legko uvidet~, qto oni ime¸t pol¸sy 2-go i 1-go porØdka sootvetstvenno v toqke η = 0 i v korne η = iϑ (ϑ < 1) uravneniØ ReleØ. Kofffficienty iz (22) i (23), opredelØemye iz sistemy uravneniæ (12), krome toqek vetvleniØ i korneæ η = 0, mogut ewe imet~ na osnovnom liste kompleksnoæ ploskosti (η) korni StonleØ (η = ±iχ_0), zakl¸qennye v promeßutke

0 < χ_0 < ν_{s. inf} ν_{s1} (24)

gde v_{s. inf} = inf(v_{s1}, v_{s2}). Sleduet podqerknut~, qto na osnovnom liste kompleksnoæ ploskosti (η) korni StonleØ suwestvu¸t ne pri vseh znaqeniØh parametrov iz (2). Pofftomu preßde, qem pristupit~ k ih vyqisleniØm pri zadannyh znaqeniØh parametrov iz (2) sleduet vyØsnit~ vopros o naliqii ili ob otsutstvii korneæ StonleØ iz (24) pri parametrah rassmatrivaemoæ zada- qi. 5. Kak upominalos~ vyxe, pri prohoßdenii otdel~noæ kratnoæ volny, predstavlennoæ v vide ee potenciala (17), nekotorogo dopolnitel~nogo ν-go sloØ v fazovyh funkciØh f̃_ν i f_ν iz predstavleniæ (17) dobavlØ¸tsØ sootvetstvenno slagaemye h_ν α_ν ili h_νβ_ν tipa nabega faz. A pri prohoßdenii volnoæ uqastka luqa, soderßawego izlom, otveqa¸wiæ processu otraßeniØprelomleniØ volny pri perehode qerez granicu razdela sred (ili pri otraßenii ot takoæ granicy), amplitudnye mnoßiteli A_ν i B_ν domnoßa¸tsØ na sootvetstvu¸wie kofffficienty otraßeniØ prelomleniØ voln iz (19), ili (22) i (23).

Takim obrazom, esli rassmatrivat~ pole smeweniæ kakoælibo otdel~noæ kratnoæ volny, izluqaemoæ istoqnikom O iz (3^′) v [1], registriruemoæ v toqke M = M (x, z) poluprostranstva z > h, (ν = 2) i predstavlennoæ kodom (16), to po kodu srazu ße vypisyvaetsØ sootvetstvu¸wee proizvedenie Φ(η, k) ≡ ∏ i χ_1 = e_1(e_1 \ e_2)(e_2 \ e_3)(e_3 \ e_4), . . . , (e_{2q−1} \ e_{2q}/b_q) (25)

vseh kofffficientov otraßeniØ-prelomleniØ, ispytannyh volnoæ pri prohoßdenii e¸ vdol~ luqa OM, a takße vypisyva¸tsØ

O SOPOSTAVLENII METODOV RASQETA 229 fazovye funkcii

f_0 = h[nα_1(η) + mβ_1(η)] + (z − h)α_2(η), f̃_0 = h[nα_1(η) + mβ_1(η)] + (z − h)β_2(η), (26)

nabegov faz sootvetstvenno dlØ P i S komponentov polØ smeweniæ, registriruemogo v toqke M (x, z) volny. Zdes~ veliqina n (veliqina m) oboznaqaet qislo P zven~ev (S zven~ev), obrazovannyh luqem volny na puti ot toqki O do toqki M. Pri fftom, kak uße upominalos~, vsledstvie ploskoparallel~nosti sloev sredy, vypolnØ¸tsØ oqevidnye ravenstva

(e_1 \ e_2) = . . . (e_{2q−1} \ e_{2q}), (e_2 \ e_3) = . . . (e_{2q−1} \ e_{2q}), (27)

pri vseh znaqeniØh peremennoæ integrirovaniØ η, odinakovyh na kaßdoæ granice razdela. A na osnovanii struktury fazovyh funkciæ vida (26) iz predstavleniæ (17) poleæ kratnyh voln, moßno utverßdat~, qto kinematiqeskie zakonomernosti rasprostraneniØ kratnyh voln ne zavisØt ot porØdka sledovaniØ zven~ev p i s. Oni zavisØt tol~ko ot qisla zven~ev n i m.

Vsledstvie izloßennogo, pri izuqenii vsego mnoßestva kratnyh voln, vozbußdaemyh istoqnikom O v dvuhsloænoæ srede, vse ffto mnoßestvo celesoobrazno podrazdelit~ snaqala na gruppy q = (1, 2, 3, . . .) v sootvetstvie s ravenstvom

m + n = 2q + 1 (28)

pri fiksirovannom znaqenii q. Mnoßestvo ße kratnyh voln, otnosØwihsØ k fiksirovannoæ gruppe q, celesoobrazno podrazdelØt~ dalee na semeæstvo kinematiqeskih analogov ~K[n] ≡ K[m(n), n], kotorye vsledstvie sootnoxeniæ

m = 2q + 1 − n, (0 6 n 6 2q + 1) (28^′)

zavisØt lix~ ot odnogo parametra n.

Takim obrazom, v ocenke poleæ kratnyh voln na urovne formirovaniØ analitiqeskih predstavleniæ dlØ sostavlØ¸wih poleæ smeweniæ, rexa¸wim ostaetsØ vopros o poluqenii udobnyh dlØ vyqisleniæ vyraßeniæ dlØ polnyh summ proizvedeniæ kofffficientov otraßeniØ tipa (25), otveqa¸wih vsem realizaciØm kratnyh voln, vhodØwih v semeæstva kinematiqeskih analogov

230 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV, ı. A. SURKOV K[n]. Vopros fftot celesoobrazno podrazdelØt~ na dve qasti sootvetstvenno registracii v toqke M snaqala prodol~noæ volny b_q = p, a zatem popereqnoæ volny b_q = s.

Po kaßdoæ realizacii otdel~noæ kratnoæ volny koda K[n] iz (16) (pri b_q = p, esli v toqke M registriruetsØ p volna) opredelØetsØ vzaimno-odnoznaqno qislo

e_1e_2e_3, . . . , e_{2q}[b_q], (29)

vyraßennoe v dvoiqnoæ sisteme isqisleniØ, v kotorom razrØdnyæ fflement e_ν prinimaet znaqenie 1 ili 0. Summirovanie proizvedeniæ iz (25) po vsem realizaciØm otdel~nyh kratnyh voln iz gruppy q svoditsØ k summirovani¸ proizvedeniæ iz (25) po vsem dvoiqnym qislam (29), vozrasta¸wim ot nulØ do 2^{(2q−1)}.

Odnako takaØ summa otveqaet vsemu semeæstvu kodov K[m, n], sootvetstvu¸wih fiksirovannomu znaqeni¸ q. Nas ße zdes~ interesuet lix~ semeæstvo kinematiqeskih analogov ~K[n] ≡ ~K[m(n), n], zavisØwih ot odnogo parametra n. Qtoby priæti k takomu mnoßestvu kratnyh voln dostatoqno sostavit~ summy 2q−1∑ ν=1 e_ν = n

fflementov kaßdoæ iz takih individual~nyh realizaciæ mnoßestva (29) gruppy q = const i otobrat~ takie realizacii

ẽ_1ẽ_2ẽ_3, . . . , ẽ_{2q}[b_q], (30) u kotoryh summy vseh fflementov ime¸t zadannoe znaqenie n. Mnoßestvo realizaciæ simvolov ẽ_i iz (30), prinadleßawih gruppe q kak raz i sostavlØet polnoe mnoßestvo kratnyh voln, vhodØwih v semeæstvo kinematiqeskih analogov K̃[n] i registriruemoe v toqke M v forme volny b_q = p. Otmetim, qto organizaciØ ukazannogo otbora iz massiva kodov K[m, n] gruppy q realizaciæ kodov tipa (30) ne vyzyvaet zatrudneniæ pri rabote na personal~nyh komp~¸terah.

6. DlØ poluqeniØ okonqatel~nyh analitiqeskih predstavleniæ summarnyh kratnyh voln, zapisannyh v potencialah iz (17), ob¨edinØ¸wih vse kratnye volny, vhodØwie v sostav semeæstva kinematiqeskih analogov ~K[n], neobhodimo prosummirovat~ proizvedeniØ (25) po vsem realizaciØm kodov (30). �to privodit pri kaßdom znaqenii n k sootvetstvu¸wemu znaqeni¸ funk-

O SOPOSTAVLENII METODOV RASQETA 231 cii Φ(η, n) kompleksnoæ peremennoæ η, qerez posredstvo kotoroæ predstavlØ¸tsØ vse kofffficienty otraßeniØ, vhodØwie v pravu¸ qast~ (25). Odnako poluqenie obwego ee analitiqeskogo predstavleniØ privodit k oqen~ gromozdkim vyraßeniØm. Pofftomu pri dal~neæxih koliqestvennyh issledovaniØh celesoobrazno pol~zovat~sØ funkciØmi Φ(η, n) ne v forme analitiqeskih ih predstavleniæ, a v ih algoritmiqeskoæ forme. Pri fftom neobhodimye dlØ issledovaniæ analitiqeskie ih svoæstva legko ustanavliva¸tsØ po izvestnym svoæstvam kofffficientov otraßeniØ i prelomleniØ voln iz (25).

Qto ße kasaetsØ dal~neæxih koliqestvennyh issledovaniæ summarnyh kratnyh volnovyh poleæ v rassmatrivaemoæ dvuhsloænoæ srede, to oni proizvodØtsØ na osnove horoxo izvestnyh metodov konturnogo integrirovaniØ. Primenitel~no k povtornym integralam Fur~e i Mellina oni izloßeny dostatoqno podrobno v [17].

V zakl¸qenie otmetim, qto dlØ dvuhsloænoæ sredy po metodu naloßeniØ mnogokratnyh voln sostavlena programma, rabota¸- waØ v interaktivnom reßime.

Literatura 1. G. I. Petraxen~ , V. V. Rexetnikov, ı. A. Surkov, O sopostavlenii

metodov rasqeta interferencionnyh uprugih volnovyh poleæ v tonkosloistyh sredah. 1. — Zap. Nauqn. Semin. POMI 332 (1976), 220–238.

2. T. I. Vavilova, A. D. Pugaq, Ob intensivnosti summarnyh mnogokrat-

nyh voln v trehsloænoæ srede. — V kn.: Voprosy dinamiqeskoæ teorii

rasprostraneniØ seæsmiqeskih voln. VII (1966), 30–46.

3. A. S. Alekseev, B. ˚. Gel~qinskiæ, O luqevom metode vyqisleniØ po-

leæ voln v sluqae neodnorodnyh sred s krivolineænymi granicami razdela.

— V kn.: Voprosy dinamiqeskoæ teorii rasprostraneniØ seæsmiqeskih voln. III (1959), 107–160.

4. T. I. Vavilova, G. I. Petraxen~, K rasqetu poleæ summarnyh kratnyh

voln v mnogosloænyh sredah. — V kn.: Voprosy dinamiqeskoæ teorii ras-

prostraneniØ seæsmiqeskih voln. VII (1966), 48–54.

5. G. I. Petraxen~, T. I. Vavilova, O rasqete intensivnosti summarnyh

kratnyh voln pri l¸bom raspoloßenii istoqnika i priemnika. — V kn.:

Voprosy dinamiqeskoæ teorii rasprostraneniØ seæsmiqeskih voln. IX (1968), 77–96.

6. G. I. Petraxen~, N. S. Smirnova, Metody koliqestvennogo opisaniØ in-

terferencionnyh voln v uprugih sredah soderßawih tonkie ploskoparallel~nye sloi. I. — V kn.: Voprosy dinamiqeskoæ teorii rasprostraneniØ

seæsmiqeskih voln. XXIII (1983), 56–67.

232 G. I. PETRAXEN^, V. V. REXETNIKOV, ı. A. SURKOV 7. G. I. Petraxen~, N. S. Smirnova, Metody koliqestvennogo opisaniØ

interferencionnyh voln v uprugih sredah, soderßawih tonkie ploskoparallel~nye sloi. II. — V kn.: Voprosy dinamiqeskoæ teorii rasprostra-

neniØ seæsmiqeskih voln. XXV (1986), 125–138.

8. N. S. Smirnova, O rasqete volnovogo polØ v zadaqe na rasprostranenie

voln SH. — V kn.: Voprosy dinamiqeskoæ teorii rasprostraneniØ seæ-

smiqeskih voln. XXVI (1987), 89–99.

9. L. A. Molotkov, O rasprostranenii uprugih voln v sredah, soderßawih

tonkie plosko-parallel~nye sloi. — V kn.: Voprosy dinamiqeskoæ teo-

rii rasprostraneniØ seæsmiqeskih voln. V (1961), 240–280. 10. G. I. Petraxen~, N. S. Smirnova, E. M. LedovskaØ, O rasqete volnovyh

poleæ v sredah, soderßawih tonkie ploskoparallel~nye uprugie sloi. — V

kn.: Voprosy dinamiqeskoæ teorii rasprostraneniØ seæsmiqeskih voln.

XXVI (1987), 5–88.

11. N. S. Smirnova, Modelirovanie polØ voln, otraßennyh tonkim uprugim

sloem. — V kn.: Voprosy dinamiqeskoæ teorii rasprostraneniØ seæ-

smiqeskih voln 28 (1989), 38–45.

12. N. S. Smirnova, Nekotorye primery rasqeta teoretiqeskih seæsmo-

gramm voln, otraßennyh tonkim uprugim sloem. — V kn.: Voprosy dina-

miqeskoæ teorii rasprostraneniØ seæsmiqeskih voln 29 (1989), 68–76. 13. N. S. Smirnova, O rasqete volnovyh poleæ v mnogosloænyh sredah. — Zap.

Nauqn. Semin. POMI 203 (1992), 156–165.

14. N. S. Smirnova, Algoritm opredeleniØ poleæ summarnyh kratnyh voln

pri proizvol~nom raspoloßenii istoqnika i priemnika vnutri uprugoæ sredy. — Zap. Nauqn. Semin. POMI 210 (1994), 251–261.

15. N. S. Smirnova, K voprosu o vyqislenii volnovogo polØ v mnogosloænoæ

srede. — Zap. Nauqn. Semin. POMI 230 (1995), 243–252.

16. Chunnan Zhou, Nelson N. Hsu, John S. Popovics, Jan D. Achenbash, Response

of two layers overlaying a half-space to a suddenly applied point force. — Wave Motion 31 (2000), 255–272.

17. G. I. Petraxen~, L. A. Molotkov, P. V. Krauklis, Volny v sloisto-

odnorodnyh izotropnyh uprugih sredah. Nauka, L. (1982), 288.

Petrashen G. I. , Reshetnikov V. V., and Surkov Yu. A. On the comparison of methods of computation of interference elastic wave fields in thin-layered media. 2.

The paper is the direct continuation of the study where the solution of the problem on the propagation of low-frequency waves in thin-layered media by the method of dispersion equation was considered in detail. In the present paper, the solution of the similar problem is performed for an elastic layer and a half-space being in the rigid contact by the method of application of complex plane waves. Postupilo 31 maØ 2007 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN