Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 342, 2007 g.

L. A. Molotkov ISSLEDOVANIE KASANI˚ FRONTOV DVUH POPEREQNYH VOLN V TRANSVERSAL^NO-IZOTROPNYH UPRUGIH SREDAH

PredlagaemaØ rabota posvØwena postroeni¸ i issledovani¸ neosesimmetriqnyh volnovyh poleæ v transversal~noizotropnyh uprugih sredah. Rassmatrivaemye volnovye polØ ØvlØ¸tsØ toqnymi rexeniØmi sootvetstvu¸wih uravneniæ teorii uprugosti. Osobyæ interes predstavlØet kasanie frontov voln SH i SV v fftih polØh. Pri izolirovannom rassmotrenii odnoæ iz fftih voln voznikaet dopolnitel~nyæ loßnyæ ploskiæ front, prohodØwiæ qerez toqku kasaniØ frontov. V sluqae sovmestnogo rassmotreniØ fftih voln loßnye fronty sokrawa¸tsØ [1, 2]. DlØ poluqeniØ Øvnogo predstavleniØ volnovogo polØ vblizi toqki kasaniØ v fftih rabotah ispol~zovalos~ asimptotiqeskoe vyraßenie volny SV v ukazannoæ oblasti.

Qtoby zamenit~ ffto asimptotiqeskoe predstavlenie toqnym, v predlagaemoæ rabote rassmatrivaetsØ osobyæ qastnyæ sluqaæ transversal~no-izotropnoæ sredy, opisannoæ, v qastnosti, v [3]. V fftom sluqae s pomow~¸ tol~ko toqnyh metodov stroitsØ volnovoe pole i provodØtsØ vse issledovaniØ vblizi toqki kasaniØ frontov. Na osnovanii fftih issledovaniæ predlagaetsØ special~naØ funkciØ, kotoraØ opisyvaet kasanie frontov i pokazyvaet sokrawenie loßnyh frontov.

Pust~ v cilindriqeskoæ sisteme koordinat r, θ, z zadana bezgraniqnaØ transversal~no-izotropnaØ uprugaØ sreda, opisyvaemaØ uravneniØ zakona Guka σ_{rr} = a ∂u_r ∂r + λ ( u_r r + 1 r ∂u_θ ∂θ ) + (c − d) ∂u_z ∂z ,

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (RFFI) granty 06-05-64252, 05-01-00936. 206

ISSLEDOVANIE KASANI˚ FRONTOV 207 σ_{θθ} = λ ∂u_r ∂r + a ( u_r r + 1 r ∂u_θ ∂θ ) + (c − d) ∂u_z ∂z , σ_{zz} = (c − d) (∂u_r ∂r + u_r r + 1 r ∂u_θ ∂θ ) + b ∂u_z ∂z , σ_{rθ} = μ (1 r ∂u_r ∂θ + ∂u_θ ∂r − u_θ r ) , σ_{rz} = d (∂u_r ∂z + ∂u_z ∂r ) , σ_{θz} = d (∂u_θ ∂z + 1 r ∂u_z ∂θ ) (1)

i uravneniØmi sploxnoæ sredy ∂σ_{rr} ∂r + σ_{rr} r + 1 r ∂σ_{rθ} ∂θ − σ_{rθ} r + ∂σ_{zz} ∂z = ρ ∂^2 u_r ∂t^2 , ∂σ_{rθ} ∂r + 2 r σ_{rθ} + 1 r ∂σ_{θθ} ∂θ + ∂σ_{zθ} ∂z = ρ ∂^2u_θ ∂t^2 , ∂σ_{rz} ∂r + σ_{rz} r + 1 r ∂σ_{θz} ∂θ + ∂σ_{zz} ∂z = ρ ∂^2 u_z ∂t^2 , (2)

gde u_r, u_θ, u_z – sostavlØ¸wie vektora smeweniØ, a σ_{rr} , σ_{θθ}, σ_{zz}, σ_{rθ}, σ_{rz}, σ_{θz} – komponenty tenzora naprØßeniØ. Kofffficienty v uravneniØh (1) vyraßa¸tsØ ravenstvami

a = λ + 2μ = c_{11}, b = λ^′ + 2μ^′ = c_{33}, c = λ^′ + μ^{′′} = c_{13} + c_{44}, d = μ^{′′} = c_{44}, λ = c_{66} (3) qerez postoØnnye Lame i fflementy matricy zakona Guka C. Os~ anizotropnii sovpadaet s os~¸ z. V zadannoæ srede delaetsØ predpoloßenie c = √ (a − d)(b − d), (4) pri kotorom fronty voln P i SV stanovØtsØ sferiqeskimi ili ffllipsoidal~nymi [3].

Sreda vozbußdaetsØ vnexneæ toqeqnoæ siloæ f(t), priloßennoæ k naqalu koordinat, deæstvu¸weæ vdol~ osi x i zadannoæ graniqnymi usloviØmi

[σ_{rz}] = cos θf(t)δ(r) 2πr , [σ_{θz}] = − sin θf(t)δ(r) 2πr , [σ_{zz}] = 0,

[u_r] = [u_θ] = [u_z] = 0, (5) v kotoryh simvol [ ] oboznaqaet skaqok pri z = 0 funkcii, stoØweæ v kvadratnyh skobkah. Istoqnik naqinaet deæstvovat~ s momenta vreneni t = 0 i pri t < 0 f(t) ≡ 0.

208 L. A. MOLOTKOV

Obrazu¸weesØ volnovoe pole bylo postroeno v rabote [1] i s uqetom usloviØ (4) vyraßaetsØ ravenstvami

u_r = cos θ 4πbd ∞∫ 0 kJ^′_1(kr)dk 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ F (kη) β^2 − α^2 ×

× [ (a − d) e−k|z|α α − (b − d)βe^{−k|z|β} ] e^{ktη}dη−

− cos θ 4πdr ∞∫ 0 J_1(kr)dk 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ F (kη) γ e^{k(tη−|z|γ)}dη,

u_θ = − sin θ 4πbdr ∞∫ 0 J_1(kr)dk 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ F (kη) β^2 − α^2 ×

× [ (a − d) e−k|z|α α − (b − d)βe^{−k|z|β} ] e^{ktη}dη−

− sin θ 4πd ∞∫ 0 kJ^′_1(kr)dk 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ F (kη) γ e^{k(tη−|z|γ)}dη,

u_z = − sign z c cos θ 4πbd ∞∫ 0 kJ_1(kr)dk 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ F (kη) β^2 − α^2 ×

× ( e^{−k|z|α} − e^{−k|z|β} ) e^{ktη}dη,

(6)

gde ispol~zovany oboznaqeniØ α = √ a + ρη^2 b , β = √ 1 + ρη^2 d , γ = √ μ + ρη^2 d , F (kη) = ∞∫ 0 f(t)e^{−ktη} dt. (7)

Funkcii α, β i γ ime¸t na mnimoæ osi toqki vetvleniØ

η_1 = ±i √ a ρ , η_2 = ±i √ d ρ , η_3 = ±i √ μ ρ , (8)

ISSLEDOVANIE KASANI˚ FRONTOV 209

fiksiru¸tsØ usloviØmi α > 0, β > 0 i γ > 0 pri η > 0 i ØvlØ¸tsØ qisto mnimymi v sootvetstvu¸wih intervalah

Im η ¿ √ a/ρ, Im η ¿ √ d/ρ, Im η ¿ √ μ/ρ (9) mnimoæ osi v verhneæ poluploskosti. V fftih intervalah funkcii α, β i γ opredelØ¸t fronty sootvetstvenno voln P , SV i SH. Qtoby ukazat~ pravilo postroeniØ frontov, oboznaqim

α_1 = Im α, α_2 = Im β, α_3 = Im γ, τ = Im η. (10)

Fronty ot toqeqnogo istoqnika opredelØ¸tsØ parametriqeskimi sootnoxeniØmi [4] r = t [ τ − α_i(τ ) α^′_i(τ ) ] , z = t α^′_i(τ )

(i = 1, 2, 3), (11)

pri fftom τ prinimaet vse vozmoßnye znaqeniØ v intervalah (9). V rezul~tate ispol~zovaniØ formul (11) prihodim k uravneniØm frontov r^2 b + z^2 a = t^2 ρ , (12)

r^2 + z^2 d = t^2 ρ , (13)

r^2 μ + z^2 d = t^2 ρ (14)

dlØ voln P , SV i SH. Kak pokazyva¸t uravneniØ (12)–(14), fronty voln P i SH ØvlØ¸tsØ ffllipsoidami, a front volny SV ØvlØetsØ sferoæ. V obwem sluqae, kogda uslovie (4) ne vypolnØetsØ, fronty voln P i SV ime¸t bolee sloßnu¸ formu, a front volny SH ostaetsØ ffllipsoidom. Volny P , SV i SH rasprostranØ¸tsØ vdol~ osi x so skorostØmi √ a/ρ, √ d/ρ, √ μ/ρ, (15) a vdol~ osi z so skorostØmi √ b/ρ, √ d/ρ, √ d/ρ. (16) VyraßeniØ (15) i (16) ime¸t mesto kak v sluqae obweæ transversal~noæ izotropii, tak i pri vypolnenii usloviØ (4). SravnivaØ skorosti (16), prihodim k vyvodu, qto skorosti voln SV

210 L. A. MOLOTKOV

i SH okazyva¸tsØ odinakovymi vdol~ osi z i fronty fftih voln kasa¸tsØ v toqkah r = 0, z = ± √ d/ρ t. (17) Raspoloßenie frontov treh rassmatrivaemyh voln pri z > 0 pokazano na ris. 1.

Ris. 1.

DlØ issledovaniØ volnovogo polØ vblizi toqki kasaniØ frontov (17), predstavim volnovoe pole v vide summy treh qasteæ:

1 qast~, SH:

u_{r1} = − cos θ 4πd ∞∫ 0 kJ_0(kr)dk 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ F (kη) γ e^{k(tη−|z|γ)} dη,

u_{θ1} = sin θ 4πd ∞∫ 0 kJ_0(kr)dk 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ F (kη) γ e^{k(tη−|z|γ)} dη; (18)

2 qast~, SV –SH

u_{r2} = − cos θ 4πd ∞∫ 0 kJ^′_1(kr)dk 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ F (kη) [ e^{−k|z|β} β − e^{−k|z|γ} γ ] e^{ktη} dη, (19)

u_{θ2} = sin θ 4πdr ∞∫ 0 J_1(kr)dk 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ F (kη) [ e^{−k|z|β} β − e^{−k|z|γ} γ ] e^{ktη} dη;

ISSLEDOVANIE KASANI˚ FRONTOV 211

3 qast~, P –SH

u_{r3} = cos θ(a − d) 4πbd ∞∫ 0 kJ^′_1(kr)dk 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ F (kη) β^2 − α^2 ×

× [ e^{−k|z|α} α − e^{−k|z|β} β ] e^{ktη} dη,

u_{θ3} = − sin θ(a − d) 4πbdr ∞∫ 0 J_1(kr)dk 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ F (kη) β^2 − α^2 ×

× [ e^{−k|z|α} α − e^{−k|z|β} β ] e^{ktη} dη,

u_{z3} = − sign zc cos θ 4πbd ∞∫ 0 kJ_1(kr)dk 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ F (kη) β^2 − α^2 ×

× [ e^{−k|z|α} − e^{−k|z|β} ] e^{ktη} dη.

(20)

Ravenstva (18)–(20) ravnosil~ny sootnoxeniØm (6).

Ukaßem, kakim graniqnym usloviØm pri z = 0 udovletvorØ- ¸t qasti volnovogo polØ. PervaØ qast~ udovletvorØet kraevym usloviØm, kotorye sovpada¸t s usloviØmi (5). VtoraØ qast~ volnovogo polØ udovletvorØet nulevym usloviØm

[σ_{rz}] = [σ_{θz}] = [σ_{zz}] = 0, [u_r] = [u_θ] = [u_z] = 0. (21)

Esli ße v ravenstvah (19) otbrosit~ qleny, soderßawie γ, to vtoraØ qast~ budet udovletvorØt~ kraevym usloviØm

[σ_{rz}] = − cos θf(t) 2πr^2 , [σ_{θz}] = − sin θf(t) 2πr^2 , [σ_{zz}] = 0, [u_r] = [u_θ] = [u_z] = 0.

(22)

Esli, naoborot, v ravenstvah (19) otbroxeny qleny, soderßawie β, to vtoraØ qast~ volnovogo polØ udovletvorØet usloviØm

[σ_{rz}] = cos θf(t) 2πr^2 , [σ_{θz}] = sin θf(t) 2πr^2 , [σ_{zz}] = 0, [u_r] = [u_θ] = [u_z] = 0.

(23)

212 L. A. MOLOTKOV

Takim obrazom, po-otdel~nosti pervye i vtorye slagaemye v vyraßeniØh (19) udovletvorØ¸t kraevym usloviØm (22) i (23), opisyva¸wim raspredelennye istoqniki, sozda¸wie ploskie fronty z = ± √ d/ρ t. (24) �ti fronty prohodØt qerez toqki kasaniØ (17) i ØvlØ¸tsØ loßnymi. Pri sovmestnom rassmotrenii oboih slagaemyh v vyraßeniØh (19) ffti istoqniki i fronty sokrawa¸tsØ. Tret~Ø qast~ volnovogo polØ takße udovletvorØet nulevym usloviØm (21). DlØ summy vseh treh qasteæ volnovogo polØ vypolnØ¸tsØ usloviØ (5).

DlØ issledovaniØ volnovogo polØ v okrestnosti toqki kasaniØ frontov vyqislim integraly, qerez kotorye vyraßa¸tsØ pervaØ i vtoraØ qasti volnovogo polØ. S fftoæ cel~¸ ispol~zuem formuly [1, 5] ∞∫ 0 kJ_0(kr)dk 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ F (kη) ~α e^{k(tη−|z|}e^{α)}dη = f(t − R/v) R , ∞∫ 0 J_1(kr)dk 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ F (kη) ~α e^{k(tη−|z|}e^{α)}dη = v r R/v∫ |z|/v f(t − τ )dτ, ∞∫ 0 kJ^′_1(kr)dk 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ F (kη) ~α e^{k(tη−|z|}e^{α)}dη =

= f(t − R/v) R − v r^2 R/v∫ |z|/v f(t − τ )dτ,

(25)

v kotoryh R = √ r^2 + z^2, ~α = √ 1 + η^2/v^2, F (kη) = ∞∫ 0 f(t)e^{−ktη}dt. (26) Iz ravenstv (25) sledu¸t sootnoxeniØ ∞∫ 0 kJ_0(kr)dk 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ F (kη) γ e^{k(tη−|z|γ)}dη = √ d μ f(t − R/v) R ; (27)

ISSLEDOVANIE KASANI˚ FRONTOV 213 ∞∫ 0 J_1(kr)dk 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ F (kη) γ e^{k(tη−|z|γ)}dη = v r R/v∫ |z|/v f(t − τ ) dτ, ∞∫ 0 kJ^′_1(kr)dk 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ F (kη) γ e^{k(tη−|z|γ)}dη =

= √ d μ f(t − R/v) R − v r^2 R/v∫ |z|/v f(t − τ ) dτ,

(28)

gde R = √ r^2 + z^2μ/d, R = √ r^2 + z^2, v = √ μ/ρ, v = √ d/ρ. (29) Ispol~zuØ formulu (27), prihodim k ravenstvam

u_{r1} = − cos θ 4π √ dμ f(t − R/v) R , u_{θ1} = sin θ 4π √ dμ f(t − R/v) R , (30)

opredelØ¸wim smeweniØ volny SH v pervoæ qasti volnovogo polØ. Iz ravenstva (30) sleduet, qto volny SH imeet fflliptiqeskiæ front (14). VyraßeniØ (30) ne ime¸t drugih frontov, i ffto soglasuetsØ s graniqnymi usloviØmi (5).

DlØ voln SH vo vtoroæ qasti volnovogo polØ poluqaem toqnye formuly

u_{r2SH} = cos θ 4πd [√ d μ f(t − R/v) R − v r^2 R/v∫ |z|/v f(t − τ ) dτ ] ,

u_{θ2SH} = − sin θv 4πdr^2 R/v∫ |z|/v f(t − τ ) dτ,

v = √ μ ρ , v = √ d ρ , R = √ r^2 + z^2μ/d

(31)

s ispol~zovaniem ravenstv (28). VyraßeniØ (31) ime¸t fflliptiqeskiæ front (14) i dopolnitel~nye fronty (24), sootvetstvu¸wie graniqnym usloviØm (23). Otmetim, qto vse formuly

214 L. A. MOLOTKOV

(27)–(31) takße spravedlivy i v sluqae obweæ transversal~noæ izotropii.

Qtoby iskl¸qit~ fftot dopolnitel~nyæ front, neobhodimo takße uqest~ formuly dlØ volny SV vo vtoroæ qasti polØ. Pri rassmotrenii qastnogo sluqaØ transversal~no-izotropnoæ sredy, kogda vypolnØetsØ uslovie (4), volna SV vo vtoroæ qasti volnovogo polØ predstavlØetsØ toqnymi sootnoxeniØmi u_{r2SV} = − cos θ 4πd [ f(t − R/v) R − v r^2 R/v∫ |z|/v f(t − τ ) dτ ] ,

u_{θ2SV} = sin θv 4πdr^2 R/v∫ |z|/v f(t − τ ) dτ, v = √ d ρ , R = √ r^2 + z^2.

(32)

V obwem sluqae transversal~noæ anizotropii ffti formuly ne primenimy i dlØ issledovaniØ okrestnosti toqki kasaniØ frontov ispol~zovalis~ asimptotiqeskie predstavleniØ [2]. VyraßeniØ (32) ime¸t sferiqeskiæ front (13) i dopolnitel~nye fronty (24). Fronty voln SV i SH kasa¸tsØ v toqkah (17), qerez kotorye prohodØt dopolnitel~nye fronty (24). Qtoby issledovat~ volnovoe pole v okrestnostØh toqek (17), vyqislim smeweniØ vo vseæ vtoroæ qasti volnovogo polØ

u_{r2} = cos θ 4πd [√ d μ f(t − R/v) R − f(t − R/v) R + v r^2 R/v∫ R/v f(t − τ ) dτ ] ,

u_{θ2} = sin θv 4πdr^2 R/v∫ R/v f(t − τ ) dτ. (33)

Iz fftih formul sleduet, qto vyraßeniØ (33) ime¸t dva fronta (13) i (14) i nikakih drugih frontov ne suwestvuet. Dopolnitel~nye fronty okazyva¸tsØ loßnymi i sokratilis~ vo vseh vyraßeniØh (33). Qerez toqku (17) prohodØt ewe fronty SH (pervaØ qast~, (14)) i SV (tret~Ø qast~, (13)), no pri fftom nikakogo loßnogo fronta ne obrazuetsØ v pervoæ i tret~eæ qastØh volnovogo polØ.

ISSLEDOVANIE KASANI˚ FRONTOV 215

OsnovnaØ tema nastoØweæ raboty sostoit v izuqenii kasaniØ frontov voln SH i SV , kogda pri izolirovannom rassmotrenii odnoæ iz voln voznika¸t loßnye fronty. DlØ opisaniØ takogo kasaniØ ukaßem specfunkci¸ v dvuh predstavleniØh R/v∫ |z|/v f(t − τ ) dτ − R/v∫ |z|/v f(t − τ ) dτ = R/v∫ R/v f(t − τ ) dτ, (34) gde R = √ r^2 + z^2, R = √ r^2 + z^2μ/d, v = √ d/ρ, v = √ μ/ρ. (35) Takie predstavleniØ ØvlØ¸tsØ toqnymi dlØ transversal~noizotropnoæ sredy tol~ko v sluqae usloviØ (4). V obwem sluqae transversal~no-izotropnoæ sredy vyraßeniØ (32) ØvlØ¸tsØ asimptotiqeskimi [2]. �ti priblißennye vyraßeniØ pozvolØ- ¸t issledovat~ okrestnosti toqek kasaniØ i sokratit~ loßnye fronty. Odnako toqnoe vyraßenie dlØ specfunkcii, podobnoe (34), ne udaetsØ vyvesti v obwem sluqae, kogda uslovie (4) ne vypolnØetsØ.

V zakl¸qenie ostanovimsØ na rassmotrenii volny SH. Kak pokazyva¸t issledovaniØ v sluqae obweæ transversal~no-izot-ropnoæ sredy [1, 2] i v qastnom sluqae fftoæ sredy pri uslovii (4), ffta volna ne moßet byt~ polnost~¸ vydelena iz volnovogo polØ. V svØzi s fftim pri issledovanii rassmatrivaemoæ sredy vvodit~ tenzor SH [6] necelesoobrazno. Po-vidimomu, volna SH moßet byt~ polnost~¸ vydelena tol~ko v sluqae vrawatel~nogo vozdeæstviØ v transversal~no-izotropnoæ srede, kogda volnovoe pole obladaet osevoæ simmetrieæ.

Poluqennye toqnye vyraßeniØ dlØ volnovogo polØ v transversal~no-izotropnoæ srede, mogut rassmatrivat~sØ kak osnova dlØ proverki asimptotiqeskih rexeniæ, sootvetstvu¸wih zadaq [6–8]. TakaØ proverka moßet byt~ legko provedena, tak kak volny SH i SV v oblasti kasaniØ frontov mogut byt~ predstavleny v vide formul tipa Stoksa i ne soderßat~ sloßnyh integralov Fur~e–BesselØ i Mellina.

Literatura

1. L. A. Molotkov, Ob odnom vnutrennem istoqnike v transversal~- no-izotropnoæ uprugoæ srede. — Zap. nauqn. semin. POMI 264 (2000), 238–249.

216 L. A. MOLOTKOV

2. A. A. Molotkov, Ob odnom neosesimmetriqnom volnovom pole v transversal~no-izotropnoæ uprugoæ srede. — Zap. nauqn. semin. POMI 232 (2006), 163–174.

3. L. A. Molotkov, P. Malischewsky, Application of the matrix method for a special case of transverse isotropy. — Getlands Beitr. Geophysik, Leipzig 92 (1983), 321–326.

4. L. A. Molotkov, A. E. Hilo, Issledovanie odnofaznyh i mnogofaznyh ffffektivnyh modeleæ, opisyva¸wih periodiqeskie sredy. — Zap. nauqn. semin. LOMI 140 (1984), 105–123.

5. L. A. Molotkov, A. V. Bakulin, Ob istoqnikah tipa centra rasxireniØ i davleniØ v modeli Bio. — Zap. nauqn. semin. POMI 230 (1995), 196–213.

6. V. Vavryčuk, K. Yomogida, SH-wave Green tensor for homogeneous transversely isotropic media by higher-order approximations in asymptotic ray theory. — Wave Motion 23 (1996), 83–93.

7. M. M. Popov, Volny SH v odnorodnoæ transversal~no-izotropnoæ srede, vozbußdaemye sosredotoqennoæ siloæ. — Zap. nauqn. semin. POMI 264 (2000), 285–298.

8. M. M. Popov, Asimptotika volnovogo polØ v okrestnosti osi simmetrii transversal~no-izotropnoæ odnorodnoæ sredy. — Zap. nauqn. semin. POMI 275 (2001), 199–211.

Molotkov L. A. Investigation of front tangency of two transversal waves in transverse isotropic elastic media.

A special case of transversely isotropic elastic medium is considered. This medium is excited by a point force perpendicular to the anisotropic axis. The wave field in this medium is constructed and investigated. The fronts of the SV and SH waves are contact with one another at a point. In order to investigate the vicinity of this point, we derive more simple expressions of the wave field and establish the special function describing the contact of two fronts.

Postupilo 25 aprelØ 2007 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN