Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 342, 2007 g.

L. A. Molotkov ISSLEDOVANIE VOLNOVOGO POL˚ V �FFEKTIVNO` MODELI, OPISYVAıWE` UPRUGUı SLOISTUı SREDU S KONTAKTAMI PROSKAL^ZYVANI˚ NA GRANICAH

V predlagaemoæ rabote vyvoditsØ novoe predstavlenie volnovogo polØ v ffffektivnoæ modeli, opisyva¸weæ dva qeredu¸- wihsØ uprugih sloØ s kontaktom proskal~zyvaniØ na granicah. �ta ffffektivnaØ model~ byla ustanovlena metodom matriqnogo osredneniØ [1] i issledovalas~ v rabotah [2, 3].

Novoe predstavlenie volnovogo polØ vyvoditsØ dlØ toqeqnogo istoqnika v dvumernom sluqae. V fftom predstavlenii integraly Fur~e i Mellina zamenØ¸tsØ vyqetami v kompleksnyh ili vewestvennyh pol¸sah. Ustanovlennoe volnovoe pole sootvetstvuet rexeniØm, poluqennym metodom Smirnova–Soboleva v sluqae uprugih sred [4]. Vyvod fftogo predstavleniØ provoditsØ v nastoØweæ rabote temi ße sposobami, tak i v rabote [5].

§1. Volnovoe pole v ffffektivnoæ modeli

Pust~ zadana poluploskost~ z ¿ 0, opisyvaemaØ uravneniØmi [2, 3] ∂τ_{xx1} ∂x = ρ_1

∂^2u_{x1} ∂t^2 , ∂τ_{xx2} ∂x = ρ_2

∂^2u_{x2} ∂t^2 , τ_{zz} ∂z = ρ̄ ∂^2u_z ∂t^2 ,

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (RFFI) granty 06-05-64252, 05-05-65301. 187

188 L. A. MOLOTKOV

τ_{xx1} = b_1λ̃ ∂u_z ∂z + (a_1 + λ̃b^2_1θ_1) ∂u_{x1} ∂x + λ̃b_1b_2θ_2 ∂u_{x2} ∂x , r_{xx2} = b_2λ̃ ∂u_z ∂z + λ̃b_1b_2θ_1 ∂u_{x1} ∂x + (a_2 + λ̃b^2θ_2) ∂u_{x2} ∂x , τ_{zz} = λ̃ ∂u_z ∂z + λ̃b_1θ_1 ∂u_{x1} ∂x + λ̃b_2θ_2 ∂u_{x2} ∂x ffffektivnoæ dvuhfaznoæ modeli sredy, v kotoroæ qeredu¸tsØ dva uprugih sloØ. V uravneniØh (1.1) ispol~zovany oboznaqeniØ

λ̃ = [ θ_1 λ_1 + 2μ_1 + θ_2 λ_2 + 2μ_2 ]_{−1} , a_i =

4μ_i(λ_i + μ_i) λ_i + 2μ_i

, b_i = λ_i λ_i + 2μ_i ,

ρ = ρ_1θ_1 + ρ_2θ_2 (i = 1, 2), (1.2)

λ_i, μ_i – kofffficienty Lame uprugoæ sredy i, ρ_i – plotnost~ uprugoæ sredy i, u_{xi} – smewenie vdol~ osi x v uprugoæ srede i, θ_i – otnositel~naØ tolwina uprugih sloev i (θ_1 + θ_2 = 1), τ_{xxi} – naprØßeniØ vdol~ osi x v uprugoæ srede i, τ_{zz} i u_z – obwie dlØ obeih sred naprØßeniØ i smeweniØ vdol~ osi z. Na granice poluploskosti z = 0 zadaetsØ uslovie

τ_{zz} = δ(x)f(t), (1.3)

v kotorom δ(x) – funkciØ Diraka, a f(t) – funkciØ, opredelØ- ¸waØ vremennu¸ zavisimost~ istoqnika i ravnaØ toßdestvenno nul¸ pri t < 0.

DlØ opredeleniØ volnovogo polØ polezno predstavit~ uslovie (1.3) v vide ravenstva

τ_{zz} = 2 π ∞∫ 0 k cos kxdk 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ F (kη)e^{ktη}dη, (1.4)

gde F (kη) = ∞∫ 0 f(t)e^{−kηt}dt, (1.5)

ISSLEDOVANIE VOLNOVOGO POL˚ 189

a smeweniØ i naprØßeniØ vyrazit~ sootnoxeniØmi

u_{xi} = ∞∫ 0 sin kxdk 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ ũ_{xi}e^{k(tη−zα)}dη,

u_z = ∞∫ 0 cos kxdk 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ ũ_ze^{e(tη−zα)}dη,

τ_{xxi} = ∞∫ 0 k cos kxdk 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ τ̃_{xxi}e^{k(tη−zα)}dη,

τ_{zz} = ∞∫ 0 k cos kxdk 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ τ̃_{zz}e^{k(tη−zα)}dη (i = 1, 2). (1.6) Posle podstanovki ravenstv (1.6) v uravneniØ (1.1) prihodim k sisteme uravneniæ

ρ_1η^2ũ_{x1} + τ̃_{xx1} = 0, ρ_2η^2ũ_{x2} + τ̃_{xx2} = 0, ρ̄η^2ũ_z − ατ̃_{zz} = 0, (a_1 + λ̃b^2_1θ_1)ũ_{x1} + λ̃b_1b_2θ_2ũ_{x2} + b_1λ̃αũ_z − τ̃_{xx1} = 0, λ̃b_1b_2θ_1ũ_{x1} + (a_2 + λ̃b^2θ_2)ũ_{x2} + b_2λ̃αũ_z − τ̃_{xx2} = 0, λ̃b_1θ_1ũ_{x1} + λ̃b_2θ_2ũ_{x2} + λ̃αũ_z − τ̃_{zz} = 0. (1.7)

Uslovie suwestvovaniØ nenulevogo rexeniØ sistemy (1.7) sostoit v ravenstve nul¸ ee opredelitelØ i privodit k uravneni¸

α^2λ̃[ρ_1ρ_2η^4 + (a_1ρ_2 + a_2ρ_1)η^2 + a_1a_2] = ρ̄η^2[ρ_1ρ_2η^4 + (a_1ρ_2 + ρ_1a_2 +λ̃ρ_2b^2_1θ_1 + λ̃ρ_1b^2θ_2)η^2 + a_1a_2 + λ̃a_2b^2_1θ_1 + λ̃a_1b^2θ_2].

RexaØ uravnenie (1.8), prihodim k sootnoxeni¸ α = η √ ρ̄ [ 1 λ̃ + b^2_1θ_1 ρ_1η^2 + a_1 + b^2θ_2 ρ_2η^2 + a_2 ] , (1.9)

opredelØ¸wemu harakteristiqesku¸ funkci¸ α(η).

190 L. A. MOLOTKOV

Iz graniqnogo usloviØ (1.3) s uqetom formul (1.4) i (1.6) sleduet sootnoxenie τ̃_{zz} = 2 π F (kη) (1.10)

dlØ podyntegral~noæ funkcii τ̃_{zz} . Ostal~nye podyntegral~nye funkcii v ravenstvah (1.6) vyraßa¸tsØ na osnovanii sistemy uravneniæ (1.7) sootnoxeniØmi

ũ_{x1} = b_1τ̃_{zz} ρ_1η^2 + a_1

, ũ_{x2} = b_2τ̃_{zz} ρ_2η^2 + a_2 , ũ_z = − ατ̃_{zz} ρ̄η^2 , τ̃_{xx1} = − ρ_1η^2b_1 ρ_1η^2 + a_1 τ̃_{zz}, τ̃_{xx2} = − ρ_2η^2b_2 ρ_2η^2 + a_2 τ̃_{zz} (1.11)

qerez funkci¸ τ̃_{zz}. Formuly (1.10) i (1.11) sovmestno s ravenstvami (1.6) opredelØ¸t obrazu¸weesØ volnovoe pole.

§2. Stacionarnye kontury i kontur λ DlØ preobrazovaniØ poluqennogo rexeniØ polezno predvaritel~no issledovat~ podyntegral~nye funkcii integralov Mellina. S fftoæ cel~¸ predstavim funkci¸ α(η) formuloæ α = η v_5 √ (η^2 + v^2_1 )(η^2 + v^2_3 ) (η^2 + v^2 )(η^2 + v^2_4 )

, (2.1)

v kotoroæ

v_{1,3} = [ S ± √ S^2 − 4ρ_1ρ_2[a_1a_2 + λ̃(b^2_1a_1θ_1 + b^2a_2θ_2)] ] /(2ρ_1ρ_2), S = a_1ρ_2 + a_2ρ_1 + λ̃(b^2_1ρ_2θ_1 + b^2ρ_1θ_2), v_2 = max( √ a_1/ρ_1, √ a_2/ρ_2), v_4 = min( √ a_1/ρ_1, √ a_2/ρ_2),

v_5 = √ λ̃/ρ̄. (2.2) Kak pokazano v rabote [3], veliqiny v_1, v_2, v_3 i v_4 – skorosti voln vdol~ osi x, a v_5 – skorost~ volny vdol~ osi z. Veliqiny v_1, v_2, v_3 i v_4 udovletvorØ¸t usloviØm

v_1 ¿ v_2 ¿ v_3 ¿ v_4. (2.3)

ISSLEDOVANIE VOLNOVOGO POL˚ 191

Podyntegral~nye funkcii integralov Mellina ime¸t toqki vetvleniØ η = ±iv_1, η = ±iv_2, η = ±iv_3 i η = ±iv_4. DlØ odnoznaqnosti funkcii α(η) iz fftih toqek vetvleniØ provedeny v levu¸ poluploskost~ razrezy i osnovnaØ vetv~ fiksirovana usloviem α(η) > 0 pri η > 0. (2.4) Svoæstva integralov Mellina opredelØ¸tsØ fazovoæ funkcieæ f(η) = tη − zα. (2.5) DlØ issledovaniØ fftoæ funkcii polezno zapisat~ ee priblißennye vyraßeniØ f(η) = η ( t − z v_6 ) + zη^3 2v_6 ( 1 v^2 + 1 v^2_4 − 1 v^2_1 − 1 v^2_3 ) , (2.6) f(iτ ) = iτ ( t − z v_6 ) − izτ^3 2v_6 ( 1 v^2 + 1 v^2_4 − 1 v^2_1 − 1 v^2_3 ) (2.7)

v okrestnosti naqala koordinat η = 0. V ravenstvah (2.6) i (2.7) ispol~zuetsØ oboznaqenie v_6 = v_5 v_2v_4 v_1v_3

, (2.8)

gde v_6 – skorost~ volny vdol~ osi z (v_6 < v_5). Iz formul (2.6) i (2.7) sleduet, qto harakter izmeneniØ funkcii f(η) v okrestnosti naqala koordinat okazyvaetsØ raznym v zavisimosti ot togo, kakoe iz neravenstv v_6t > z, (2.9)

z > v_6t (2.10) vypolnØetsØ. Pri uslovii (2.9) funkciØ Im f(iτ ) predstavlØetsØ v intervale 0 6 τ < v_4 grafikom (ris. 1) i imeet sedlovu¸ toqku η = η_4. Pri vypolnenii usloviØ (2.10) Im f(iτ ) monotonno umen~xaetsØ s rostom τ i sedlovaØ toqka otsutstvuet v intervale 0 6 τ < v_4 (ris. 2)

V oboih sluqaØh funkciØ Im f(iτ ) v intervale τ > v_4 ime¸t primerno odinakovye grafiki, izobraßennye na ris. 3.

DlØ issledovaniØ funkcii f(η) na vewestvennoæ osi polezno vyrazit~ fftu funkci¸ pri bol~xih η f(η) = ( t − z v_5 ) η − z 2v_5η

(v^2_1 + v^2_3 − v^2 − v^2_4 ). (2.11)

192 L. A. MOLOTKOV

Ris. 1. (v6t > z)

Ris. 2. (z > v6t)

Ris. 3.

ISSLEDOVANIE VOLNOVOGO POL˚ 193

SravnivaØ priblißennye sootnoxeniØ (2.6) i (2.11) i uqityvaØ monotonnoe izmenenie funkcii α(η) na vewestvennoæ osi, prihodim k vyvodu, qto pri vypolnenii usloviØ (2.9) funkciØ f(η) monotonno vozrastaet (ris. 4).

Ris. 4. (v6t > z)

V sluqae ße, kogda neravenstvo (2.10) udovletvorØetsØ, funkciØ f(η) imeet sedlovu¸ toqku η_4 (ris. 5).

Ris. 5. (z > v6t)

Takim obrazom, sedlovaØ toqka η_4, raspoloßennaØ na mnimoæ osi pri uslovii (2.9), perehodit na vewestvennu¸ os~ v sluqae vypolneniØ neravenstva (2.10).

OstanovimsØ na issledovanii stacionarnyh konturov

Im f(η) = Im f(η_i) (i = 1, 2, 3, 4), (2.12)

prohodØwih qerez sedlovye toqki. Na ris. 6 i 7, otnosØwihsØ k sluqaØm (2.9) i (2.10), pokazany stacionarnye kontury vblizi mnimoæ osi. Strelki na fftih konturah pokazyva¸t napravleniØ, v kotoryh Re f(η) vozrastaet. Stacionarnye kontury ili uhodØt na drugie listy, ili okanqiva¸tsØ na beskoneqnosti, ili v osobyh toqkah η = iv_2 i η = iv_4.

194 L. A. MOLOTKOV

Qtoby issledovat~ stacionarnye kontury v okrestnostØh fftih toqek i vblizi mnimoæ osi, polezno zapisat~ sootnoxenie η − iv_2 = |η − iv_2|e^{i(π/2−φ}), η − iv_4 = |η − iv_4|e^{i(π/2−φ}). (2.13) FunkciØ f(η) v ukazannyh oblastØh predstavlØetsØ priblißennymi ravenstvami

Ris. 6. (v6t > z) Ris. 7 (z > v6t)

f(η) = iv_2t − zv_2t v_5 √ (v^2_1 − v^2 )(v^2 − v^2_3 ) 2v_2(v^2 − v^2_4 )|η − iv_2| e^i ’_2 ,

f(η) = iv_4t − zv_4t v_5 √ (v^2_1 − v^2_4 )(v^2_3 − v^2_4 ) 2v_4(v^2 − v^2_4 )|η − iv_4| e^i ’_2 . (2.14)

ISSLEDOVANIE VOLNOVOGO POL˚ 195

Ugol φ, opredelØ¸wiæ stacionarnyæ kontur v okrestnosti toqki η = iv_2, vyraßaetsØ sootnoxeniØmi φ = 2v_5 zv_2t √ 2v_2(v^2 − v^2_4 )|η − iv_2| (v^2_1 − v^2 )(v^2 − v^2_3 )

[v_2t − Im f(η_i)] (i = 1, 2) (2.15)

sootvetstvenno dlØ stacionarnyh konturov, prohodØwih qerez sedlovye toqki η_1 i η_2. Ugol φ, opredelØ¸wiæ stacionarnyæ kontur v okrestnosti toqki η = iv_4, vyraßaetsØ sootnoxeniØmi φ = 2v_5 zv_2t √ 2v_4(v^2 − v^2_4 )|η − iv_4| (v^2_1 − v^2_4 )(v^2_3 − v^2_4 )

[v_2t − Im f(η_i)] (i = 3, 4) (2.16)

sootvetstvenno dlØ stacionarnyh konturov, prohodØwih qerez sedlovye toqki η_3 i η_4. Stacionarnye kontury simmetriqny otnositel~no vewestvennoæ osi.

Ris. 8. Kontur λ(v6t > z) Ris. 9 Kontur λ(z > v6t)

Na osnovanii provedennyh issledovaniæ postroim kontury λ (ris. 8 i 9), sootvetstvu¸wie sluqaØm, kogda vypolnØ¸tsØ

196 L. A. MOLOTKOV

neravenstva (2.9) ili (2.10). Na fftih konturah udovletvorØetsØ uslovie Re f(η) 6 0, (2.17)

pri fftom ravenstvo vypolnØetsØ tol~ko v sedlovyh toqkah, leßawih na mnimoæ osi, a vo vseh ostal~nyh toqkah konturov λ spravedlivo neravenstvo (2.17).

§3. Perestanovka porØdka integrirovaniØ i vyqislenie vnutrennih integralov

Zamenim v formulah (1.6) dlØ smeweniæ kontur integralov Mellina na sootvetstvu¸wiæ kontur λ, na kotorom vypolnØetsØ uslovie (2.17). Posle takoæ zameny v vyraßenii dlØ u_z pri uslovii (2.9) neobhodimo, soglasno ravenstvam (1.11) i (2.1), uqest~ pol¸s pervogo porØdka η = 0. V rezul~tate fftogo uqeta prihodim k dopolnitel~nomu slagaemomu

u^0_z = − δ(x) ρ̄v_6 ∞∫ 0 f(t)dt (3.1) v vyraßenii dlØ smeweniØ u_z. Ostal~nye smeweniØ u_{x1} i u_{x2} ne ime¸t pol¸sa η = 0 i pofftomu ne soderßat dopolnitel~nyh slagaemyh. Drugih osobennosteæ v oblasti meßdu konturom Mellina i konturami λ ne suwestvuet.

Posle zameny konturov i ispol~zovaniØ usloviØ (2.17) udaetsØ v formulah (1.6) perestavit~ porØdok integrirovaniØ i vyrazit~ smeweniØ sootnoxeniØmi u_{xi} = 1 π^2i ∫ (λ) A_{xi}(η)dη ∞∫ 0 F (kη) sin kxe^{k(tη−zα)}dk (i = 1, 2),

u_z = 1 π^2i ∫ (λ) B_z (η)dη ∞∫ 0 F (kη) cos kxe^{k(tη−zα)}dk + u^0_z, (3.2) gde A_{x1} = b_1 ρ_1 η^2 + a_1

, A_{x2} = b_2 ρ_2η^2 + a_2 , B_z = − α ρ̄η^2 . (3.3)

ISSLEDOVANIE VOLNOVOGO POL˚ 197

DlØ prostoty rassmotrim sluqaæ, kogda

f(t) = δ(t), F (kη) = 1, u^0_z = − δ(x) ρ̄v_6 . (3.4)

V fftom sluqae vnutrennie integraly vyqislØ¸tsØ fflementarno i formuly (3.2) zamenØ¸tsØ ravenstvami u_{xi} = 1 2π^2 ∫ (λ) A_{xi}(η) [ 1 zα − ηt + ix − 1 zα − ηt − ix ] dη (i = 1, 2),

u_z = 1 2π^2i ∫ (λ) B_z (η) [ 1 zα − ηt + ix + 1 zα − ηt − ix ] dη + u^0_z. (3.5)

Vyqislenie integralov (3.5) moßet byt~ svedeno k uqetu osobennosteæ podyntegral~nyh funkciæ, raspoloßennyh sprava ot konturov integrirovaniØ λ. Takimi osobennostØmi ØvlØ¸tsØ pol¸sa, sovpada¸wie s kornØmi uravneniæ ηt − zα − ix = 0, ηt − zα + ix = 0. (3.6) Toqka η = 0 ne ØvlØetsØ osobennost~¸ dlØ integralov (3.5). Qtoby v fftom ubedit~sØ, privedem sootnoxeniØ u_{xi} = 1 π^2i ∫ (λ) A_{xi}(η) x (zα − ηt)^2 + x^2 dη,

u_z = 1 π^2i ∫ (λ) B_z(η) zα − ηt (zα − ηt)^2 + x^2 dη + u^0_z, (3.7)

ravnosil~nye formulam (3.5). Pri ispol~zovanii ravenstv (3.3) i (2.1) vidno, qto v toqke η = 0 net pol¸sa.

§4. Issledovanie korneæ uravneniæ (3.6) Vse korni uravneniæ (3.6) udovletvorØ¸t sootvetstvenno uravneniØm

(v^2_5 t^2 − z^2)η^6 ∓ i2xtv^2_5 η^5 + [v^2_5 (v^2 + v^2_4 )t^2 − v^2_5 x^2 − (v^2_1 + v^2_3 )z^2]η^4 ∓i2xtv^2_5 (v^2 + v^2_4 )η^3 + [v^2 v^2_4 v^2_5 t^2 − v^2_3 (v^2 + v^2_4 )x^2 − v^2_1 v^2_3 z^2]η^2 ∓i2xtv^2 v^2_4 v^2_5 η − v^2 v^2_4 v^2_5 x^2 = 0. (4.1)

198 L. A. MOLOTKOV

Oba uravneniØ (4.1) ØvlØ¸tsØ uravneniØmi xestogo porØdka i ime¸t po 6 korneæ. Korni pervogo uravneniØ (4.1) η^{(1)}_j (j = 1, 2, . . ., 6) korni vtorogo uravneniØ (4.1) η^{(2)}_j (j = 1, 2, . . ., 6) svØzany meßdu soboæ sootnoxeniØmi

η^{(1)}_j = −η^{(2)}_j , (4.2)

kotorye pokazyva¸t, qto korni oboih uravneniæ (4.1) raspoloßeny simmetriqno otnositel~no naqala koordinat.

DlØ dal~neæxego issledovaniØ korneæ uravneniæ (4.1) polezno proizvesti zamenu η − iζ, (4.3) posle kotoroæ uravneniØ (4.1) perehodØt v uravneniØ

−(v^2_5 t^2 − z^2)ζ^6 ± 2xtv^2_5 ζ^5 + [v^2_5(v^2 + v^2_4 )t^2 − v^2_5 x^2 − (v^2_1 + v^2_3 )z^2]ζ^4

∓2xtv^2_5 (v^2 + v^2_4 )ζ^3 − [v^2 v^2_4 v^2_5 t^2 − v^2_5 (v^2 + v^2_4 )x^2 − v^2_1 v^2_3 z^2]ζ^2

±2xtv^2 v^2_4 v^2_5 ζ − x^2v^2 v^2_4 v^2_5 = 0 (4.4)

s vewestvennymi kofffficientami. Iz principa simmetrii sleduet, qto mnimye i kompleksnye korni oboih uravneniæ (4.4) raspoloßeny simmetriqno otnositel~no vewestvennoæ osi. Esli vernut~sØ k peremennoæ η, to pridem k vyvodu, qto vewestvennye i kompleksnye korni uravneniæ (4.1) simmetriqny otnositel~no mnimoæ osi.

Pri x = 0 oba uravneniØ (4.1) ime¸t dvoænoæ koren~ η = 0 i perehodØt v odinakovye bikvadratnye uravneniØ

(v^2_5 t^2 −z^2)η^4 +[v^2_5 (v^2 +v^2_4 )t^2 −(v^2_1 +v^2_3 )z^2]η^2 +v^2_1 v^2_3 (v^2_6 t^2 −z^2) = 0. (4.5)

Tak kak kofffficienty uravneniØ (4.5) ØvlØ¸tsØ vewestvennymi, to korni uravneniØ (4.5) oblada¸t simmetrieæ otnositel~- no obeih oseæ i naqala koordinat. Pri v_6t > z vse korni uravneniØ (4.5) leßat na mnimoæ osi i v verhneæ poluploskosti raspoloßeny v intervalah

0 < τ < v_4, v_3 < τ < v_2. (4.6)

V sluqae z > v_6t odin koren~ uravneniØ (4.5) nahoditsØ v promeßutke v_3 < τ < v_2 (4.7)

ISSLEDOVANIE VOLNOVOGO POL˚ 199

mnimoæ osi, a drugoæ koren~ η leßit na poloßitel~noæ qasti vewestvennoæ osi i udovletvorØet uslovi¸ (ris. 5) η > η_4. (4.8) Razmewenie korneæ v oboih sluqaØh sootvetstvuet ris. 1, 3 i 5.

Issleduem peremewenie korneæ uravneniæ (4.1) s rostom ili s umen~xeniem x ot 0. Qtoby issledovat~ korni v okrestnosti naqala koordinat pri malyh x, polezno predstavit~ pervoe i vtoroe uravneniØ (3.6) v vide ravenstv ηt ∓ zn v_5 √ (η^2 + v^2_1 )(η^2 + v^2_3 ) (η^2 + v^2 )(η^2 + v^2_4 ) − ix = 0,

ηt ∓ zn v_5 √ (η^2 + v^2_1 )(η^2 + v^2_3 ) (η^2 + v^2 )(η^2 + v^2_4 )

+ ix = 0, (4.9)

zapisannyh sootvetstvenno na osnovnom i vtorom listah ploskosti η, pri fftom verhniæ znak otnositsØ k osnovnomu listu, a nißniæ znak – ko vtoromu listu. Kaßdoe iz uravneniæ (4.9) imeet pri x = 0 koren~ η = 0 na oboih listah, i ffti korni v uravneniØh (4.1) ob¨edinØ¸tsØ, obrazuØ koren~ vtoroæ kratnosti η = 0. V oblasti malyh |η| uravneniØ (4.9) zamenØ¸tsØ sootvetstvu¸wimi asimptotiqeskimi sootnoxeniØmi η ( t ∓ z v_6 ) ± η^3z 2v_6 ( 1 v^2 + 1 v^2_4 − 1 v^2_1 − 1 v^2_3 ) − ix = 0, η ( t ∓ z v_6 ) ± η^3z 2v_6 ( 1 v^2 + 1 v^2_4 − 1 v^2_1 − 1 v^2_3 ) + ix = 0. (4.10)

Iz (4.10) sledu¸t priblißennye vyraßeniØ dlØ korneæ pervogo i vtorogo uravneniæ (3.6) η = ixv_6 v_6t − z , η = −ixv_6 v_6t − z (4.11)

na osnovnom liste i η = ixv_6 v_6t + z , η = −ixv_6 v_6t + z

(4.12)

na vtorom liste. Korni (4.11) predstavlØ¸t interes pri issledovanii volnovogo polØ i pri uslovii v_6t > z ffti korni neobhodimo uqityvat~, tak kak oni leßat sprava ot kontura λ. Korni

200 L. A. MOLOTKOV

(4.12) ne predstavlØ¸t interesa, poskol~ku nahodØtsØ na vtorom liste ploskosti η.

Korni uravneniæ (4.1), leßawie na vewestvennoæ osi pri usloviØh x = 0 i v_6t < z, smewa¸tsØ v kompleksnu¸ oblast~ s rostom ili s umen~xeniem x. Ispol~zuØ teoremu o neØvnyh funkciØh, prihodim k vyvodu, qto s rostom x poloßitel~nyæ koren~ pervogo uravneniØ (4.1) peremewaetsØ vverh, a poloßitel~nyæ koren~ vtorogo uravneniØ – vniz. Naoborot, pri umen~xenii x ot 0 poloßitel~nyæ koren~ pervogo uravneniØ (4.1) smewaetsØ v nißn¸¸ poluploskost~, a poloßitel~nyæ koren~ vtorogo uravneniØ – v verhn¸¸ poluploskost~. �ti korni raspoloßeny sprava ot kontura λ, i ih sleduet uqityvat~. Mnimye korni, leßawie v intervalah

|η_4| < τ < v_4, |η_2| < τ < v_2, (4.13)

smewa¸tsØ pri malyh |x| po mnimoæ osi, no prodolßa¸t ostavat~sØ v ukazannyh intervalah, kotorye nahodØtsØ sleva ot kontura λ. Vse kompleksnye i mnimye korni vtorogo uravneniØ ØvlØ¸tsØ simmetriqnymi po otnoxeni¸ k kornØm pervogo uravneniØ. �to utverßdenie sleduet iz sootnoxeniØ (4.2) i iz simmetrii otnositel~no mnimoæ osi korneæ pervogo i vtorogo uravneniæ (4.1). Na osnovanii fftogo utverßdeniØ pri issledovanii korneæ moßno ograniqit~sØ podrobnym rassmotreniem korneæ tol~ko v verhneæ poluploskosti.

Korni uravneniæ (4.1) ne mogut nahodit~sØ pri x ≠ 0 na vewestvennoæ osi. V fftom legko ubedit~sØ, esli priravnØt~ nul¸ vewestvennye i mnimye qasti uravneniæ (4.1). Poluqennye pri fftom ravenstva ne mogut byt~ vypolneny odnovremenno.

UravneniØ (3.6) ne mogut udovletvorØt~sØ v toqkah konturov λ, za iskl¸qeniem sedlovyh toqek, leßawih na mnimoæ osi. V samom dele, na konturah λ vypolnØ¸tsØ usloviØ

Re(tη − zα ∓ ix) 6 0, (4.14)

pri fftom ravenstvo spravedlivo tol~ko v sedlovyh toqkah, leßawih na mnimoæ osi. Takim obrazom, korni uravneniæ (3.6) ne mogut pereseq~ kontur λ vne mnimoæ osi, no mogut vyhodit~ na mnimu¸ os~ v sedlovyh toqkah. Tak kak korni pervogo uravneniØ (3.6) raspoloßeny simmetriqno otnositel~no mnimoæ osi, to na poloßitel~nu¸ qast~ mnimoæ osi vyhodØt odnovremenno

ISSLEDOVANIE VOLNOVOGO POL˚ 201

dva kornØ, obrazuØ dvoænoæ koren~. V fftih dvoænyh kornØh vypolnØ¸tsØ sootvetstvenno dve sistemy uravneniæ tη − zα(η) ∓ ix = 0, t − zα^′(η) = 0, (4.15)

iz kotoryh vtoroe uravnenie opredelØet sedlovye toqki.

S dal~neæxim izmeneniem x dvoænoæ koren~ razdelØetsØ na dva mnimyh kornØ, pri fftom odin podnimaetsØ po mnimoæ osi, a drugoæ spuskaetsØ. �ti korni okazyva¸tsØ po raznye storony ot kontura λ i odin iz nih sleduet uqityvat~. Takim obrazom, dva simmetriqnyh otnositel~no mnimoæ osi kompleksnyh kornØ vyhodØt qerez sedlovu¸ toqku na mnimu¸ os~.

V volnovom pole takße moßet nabl¸dat~sØ i obratnyæ perehod, kogda dva sblißa¸wihsØ mnimyh kornØ ob¨edinØ¸tsØ v dvoænoæ koren~ v sedlovoæ toqke i zatem vyhodØt v kompleksnu¸ oblast~, ostavaØs~ simmetriqnymi otnositel~no mnimoæ osi.

Oba ffti perehoda svØzany s pereseqeniem fronta. V samom dele, dvoænoæ koren~, sovpada¸wiæ s sedlovoæ toqkoæ, udovletvorØet sisteme uravneniæ (4.15). Esli rexit~ ffti sistemy otnositel~no x i z, to pridem k ravenstvam x = ∓it ( η − α(η) α^′(η) ) , z = t α^′(η) , (4.16)

opredelØ¸wim, soglasno rabotam [2–3], koordinaty toqek fronta v zavisimosti ot poloßeniØ sedlovyh toqek η = iτ . Pri fiksirovannyh veliqinah t i z toqka nabl¸deniØ s rostom ili s umen~xeniem x prohodit qerez front. Formuly (4.16) opredelØ- ¸t koordinaty frontov v zavisimosti ot poloßeniØ sedlovyh toqek, leßawih na mnimoæ osi [3]. Sedlovye toqki v verhneæ poluploskosti mogut nahodit~sØ v intervalah

τ > v_1, v_2 < τ < v_2, 0 < τ < v_4 (4.17)

mnimoæ osi, a formuly (4.16) mogut rassmatrivat~sØ kak parametriqeskoe zadanie frontov.

Na osnovanii issledovaniæ [2], provedennyh po formulam (4.16), byli postroeny fronty voln, vozbußdennyh toqeqnym istoqnikom, raspoloßennym v naqale koordinat (ris. 10).

202 L. A. MOLOTKOV

Ris. 10.

Peredniæ front opisyvaetsØ sedlovoæ toqkoæ η_1, nahodØweæsØ v intervale (iv_1, i∞). “Treugol~nyæ front”, sostoØwiæ iz vognutoæ i vypukloæ qasteæ, opisyvaetsØ sootvetstvenno sedlovymi toqkami η_2 i η_3, leßawimi v promeßutke (iv_3, iv_2). Vognutyæ zadniæ front opredelØetsØ sedlovoæ toqkoæ η_4, raspoloßennoæ v intervale (0, iv_4).

DlØ dal~neæxih issledovaniæ polezno razdelit~ poluploskost~ z > 0 na qetyre oblasti. Oblast~ 1 raspoloßena vnutri zadnego vognutogo fronta. Oblast~ 2 ograniqena perednim, “treugol~nym” i vognutym zadnim frontami. Oblast~ 3 sostoit iz dvuh qasteæ, leßawih vnutri “treugol~nyh frontov”. Oblast~ 4 nahoditsØ vperedi perednego fronta (ris.10). Perehod iz odnoæ oblasti v drugu¸ svØzan s perehodom qerez front.

S uveliqeniem |x| ot nulØ i pri uslovii z > v_6t vewestvennye korni uravneniØ (4.5) perehodØt v kompleksnye korni uravneniæ (4.1), pri fftom v sluqae x > 0 pervoe uravnenie (4.1) imeet koren~ v verhneæ poluploskosti η, a vtoroe uravnenie (4.1) – koren~ v nißneæ poluploskosti. Esli x < 0, to korni smewa¸tsØ v protivopoloßnyh napravleniØh. Oba kornØ raspoloßeny sprava ot kontura λ i ih sleduet uqityvat~. Sootvetstvu¸wie toqki nabl¸deniØ nahodØtsØ v oblasti 2.

�ti kompleksnye korni s izmeneniem vremeni i koordinat toqki nabl¸deniØ mogut vyhodit~ na mnimu¸ os~ qerez sedlovye toqki. Qerez toqki η = η_1 korni popada¸t v promeßutki τ > v_1 i τ < −v_1 (toqka nabl¸deniØ v oblasti 4, vperedi perednego fronta). Qerez toqki η = η_2 i η = η_3 korni okazyva¸tsØ v

ISSLEDOVANIE VOLNOVOGO POL˚ 203

intervalah v_3 < τ < v_2, −v_2 < τ < −v_3, a toqka nabl¸deniØ – v oblast~ 3, pri fftom v sluqae η = η_2 perehod osuwestvlØetsØ qerez vognutyæ front, a pri η = η_3 – qerez vypuklyæ front. Nakonec, qerez toqki η = η_4 korni popada¸t v interval −v_4 < τ < v_4, a toqki nabl¸deniØ okazyva¸tsØ v oblasti 1.

Na osnovanii provedennyh issledovaniæ ustanovleno, qto vo vseh rassmotrennyh sluqaØh sprava ot kontura λ nahodØtsØ dva simmetriqnyh otnositel~no vewestvennoæ osi kornØ, kotorye mogut byt~ vewestvennymi, kompleksnymi i mnimymi.

§5. Vyqislenie volnovogo polØ Kak pokazano v §4, kaßdoe iz dvuh uravneniæ (3.6) imeet sprava ot kontura λ po odnomu korn¸ η^{(1)}_1 i η^{(2)}_2 . �ti korni raspoloßeny simmetriqno otnositel~no vewestvennoæ osi i mogut byt~ kompleksnymi, mnimymi i vewestvennymi. Integraly v formulah (3.5) vyqislØ¸tsØ po vyqetam v pol¸sah η^{(1)}_1 i η^{(2)}_2 . V rezul~tate prihodim k sootnoxeniØm u_{xi} = − i π [ A_{xi}(η^{(1)}_1 ) zα^′(η^{(1)}_1 ) − t − A_{xi}(η^{(2)}_2 ) zα^′(η^{(2)}_2 ) − t ] ,

u_z = − 1 π [ B_z(η^{(1)}_1 ) zα^′(η^{(1)}_1 ) − t + B_z (η^{(2)}_2 ) zα^′(η^{(2)}_2 ) − t ] + u^0_z. (5.1)

Tak kak veliqiny A_{xi}(η), B_z(η) i α^′(η) ØvlØ¸tsØ vewestvennymi na vewestvennoæ osi, to ravenstva (5.1) mogut byt~ zameneny formulami u_{xi} = 2 π Im A_{xi}(η^{(1)}_1 ) zα^′(η^{(1)}_1 ) − t ,

u_z = − 2 π Re B_z (η^{(1)}_1 ) zα^′(η^{(1)}_1 ) − t

+ u^0_z. (5.2)

Volnovomu pol¸ na osi z sootvetstvuet sluqaæ, kogda veliqina η^{(1)}_1 ØvlØetsØ vewestvennoæ. SootnoxeniØ (5.2) v fftom sluqae zamenØ¸tsØ ravenstvami

u_{xi} = 0, u_z = − 2 π B_z (η^{(1)}_1 ) zα^′(η^{(1)}_1 ) − t

+ u^0_z. (5.3)

204 L. A. MOLOTKOV

Napomnim, qto veliqina u^0_z otliqna ot nulØ tol~ko v intervale z < v_6t osi z. Pofftomu vne osi z vnutri oblasti 1, vnutri “treugol~nyh frontov”, a takße vperedi perednego fronta smeweniØ obrawa¸tsØ v nul~. Za perednim frontom, v oblasti 2 i vne osi z, volnovoe pole opredelØetsØ formulami (5.2), v kotoryh veliqina η^{(1)}_1 ØvlØetsØ kompleksnoæ i rexeniem pervogo uravneniØ (4.1). Esli ße toqka nabl¸deniØ raspoloßena na osi z v oblasti 2, to η^{(1)}_1 ØvlØetsØ vewestvennoæ i smeweniØ opredelØ¸tsØ formulami (5.3).

Takim obrazom, volnovoe pole v ffffektivnoæ modeli opredelØetsØ veliqinoæ η^{(1)}_1 , kotoraØ moßet byt~ vewestvennoæ ili kompleksnoæ. VewestvennaØ veliqina η^{(1)}_1 ØvlØetsØ kornem bikvadratnogo uravneniØ (4.5). DlØ nahoßdeniØ kompleksnogo kornØ η^{(1)}_1 polezno predvaritel~no opredelit~ mnimye korni pervogo uravneniØ (4.1) i ponizit~ porØdok fftogo uravneniØ.

V zakl¸qenie otmetim, qto poluqennye rezul~taty mogut byt~ obobweny na sluqaæ, kogda vremennaØ funkciØ f(t) ØvlØetsØ proizvol~noæ funkcieæ, a ne zadaetsØ formuloæ (3.4). Ispol~zuØ teoremu o svertke, poluqim sootnoxeniØ

U_{xi}(x, z, t) = t∫ 0 u_{xi}(τ, x, z)f(t − τ )dτ (i = 1, 2),

U_z(x, z, t) = t∫ 0 u_z(τ, x, z)f(t − τ )dτ (5.6) dlØ smeweniæ U_{xi} i U_z v sluqae proizvol~noæ funkcii f(t). Osobennost~ volnovogo polØ v fftom sluqae sostoit v tom, qto ono ne obrawaetsØ v nul~ vnutri “treugol~nyh frontov” i v oblasti 1. Literatura

1. L. A. Molotkov, Ob ffkvivalentnosti sloisto-periodiqeskih i transversal~no-izotropnyh sred. — Zap. nauqn. semin. LOMI 89 (1979), 219–233.

2. L. A. Molotkov, Ob ffffektivnoæ modeli poristoæ sloistoæ sredy so skol~zØwim kontaktom meßdu sloØmi. — Zap. nauqn. semin. POMI 257 (1999), 184–206.

ISSLEDOVANIE VOLNOVOGO POL˚ 205 3. L. A. Molotkov, Issledovanie rasprostraneniØ voln v poristyh i trewinovatyh sredah na osnove ffffektivnyh modeleæ Bio i sloistyh sred. SPb, Nauka (2001).

4. S. L. Sobolev, Nekotorye voprosy teorii rasprostraneniØ kolebaniæ, gl. XII — v kn.: F. Frank i R. Mizes, Differencial~nye i integral~nye uravneniØ matematiqeskoæ fiziki, L–M (1937), 468–617.

5. L. A. Molotkov, M. N. Perekareva, Issledovanie volnovogo polØ v ffffektivnoæ modeli, opisyva¸weæ uprugo-ßidku¸ sloistu¸ sredu. — Zap. nauqn. semin. POMI 332 (2006), 175–192.

Molotkov L. A. Investigation of wave field in effective model of layered elastic medium with slide contact on interfaces.

The ellective model of the medium consisting of two alternating elastic layers with slide contact on boundaries is investigated. The wave field in this model is represented as Fourier and Mellin integrals. In the Mellin integrals we replace contour of integration by a stationary contours. In the obtained expressions, we rearrange the integrals and calculate the inner integral. The external integral is equal to two residues. The corresponding poles are roots of two equations of sixth order. These roots can be situated at the right half-plane and can be complex or real. The obtained representation of the wave field corresponds to expressions derived by the method of Smirnov–Sobolev.

Postupilo 25 aprelØ 2007 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN