Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 342, 2007 g.

Krauklis P. V., Krauklis A. P.

VOZBUȷDENIE TRUBNO` VOLNY RADIAL^NYM I VERTIKAL^NYM ISTOQNIKAMI, PRIKREPLENNYMI K STENKE SKVAȷINY

V nastoØwee vremØ nabl¸daetsØ povyxennyæ interes k zadaqe primeneniØ trubnyh voln dlØ akustiqeskogo karotaßa. Odnako, nesmotrØ na to, qto suwestvuet bol~xoe qislo rabot, posvØwennyh fftoæ teme ([1, 2]), rØd voprosov, kasa¸wihsØ konkretnyh aspektov povedeniØ polØ v okoloskvaßinnom prostranstve okonqatel~no ne vyØsnen [3]. V dannoæ rabote provoditsØ analiz volnovyh processov dlØ dvuh tipov istoqnikov, nahodØwihsØ na stenke skvaßiny.

Rassmotrim skvaßinu (I) (r 6 r_0, −∞ < z < ∞) v cilindriqeskoæ sisteme koordinat (r, z, θ) zapolnennu¸ ßidkost~¸ i pomewennu¸ v uprugu¸ sredu (II) (r > r_0, −∞ < z < ∞). Oboznaqim qerez a_i i b_i skorosti prodol~noæ i popereqnoæ voln v sootvetstvu¸weæ srede i qerez ρ_i, μ_i i λ_i – plotnosti i uprugie moduli. Skorosti svØzany s uprugimi modulØmi uravneniØmi:

λ_i + 2μ_i = ρ_ia^2_i , μ_i = ρ_ib^2_i (1)

My rassmotrim dva tipa istoqnikov, prikreplennyh k stenke skvaßiny: radial~noe naprØßenie, priloßennoe k uqastku skvaßiny dlinoæ 2h, i vertikal~noe naprØßenie, priloßennoe k tomu ße uqastku.

Istoqniki opisyva¸tsØ formulami:

t^0_{rr} = { qδ(t) , −h 6 z 6 h, 0 , |z| > h, q = 1 2πr_0h (2) t^0_{rz} = { qδ(t) , −h 6 z 6 h, 0 , |z| > h, q = 1 2πr_0h (3) Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (05-01-00936 i 05-05-65301). 153

154 KRAUKLIS P. V., KRAUKLIS A. P. Prodol~nye φ_1, φ_2 i popereqnyæ ψ_2 potencialy smeweniæ udovletvorØ¸t sledu¸wim uravneniØm dvißeniØ:

∂^2φ_i ∂r^2 + 1 r ∂φ_i ∂r + ∂^2φ_i ∂z^2 − 1 a^2_i

∂^2φ_i ∂t^2 = 0 (i = 1, 2), (4)

∂^2ψ_2 ∂r^2 + 1 r ∂ψ_2 ∂r + ∂^2ψ_2 ∂z^2 − ψ_2 r^2 − 1 b^2

∂^2ψ_2 ∂t^2 = 0. (5)

SmeweniØ u_r, u_z i naprØßeniØ t_{rr}, t_{rz} svØzany s potencialami sledu¸wimi vyraßeniØmi:

v ßidkosti: u^{(1)}r =^{∂φ1}_{∂r} ; u^{(1)}z =^{∂φ1}_{∂z} ; t^{(1)}rr =^{λ1}_{a21}^{∂2φ1}_{∂t2} ; v tverdom tele:

u^{(2)}_r = ∂φ_2 ∂r − ∂ψ_2 ∂z ; u^{(2)}_z = ∂φ_2 ∂z + ∂ψ_2 ∂r + ψ_2 r ; t^{(2)}_{rr} = λ_2 a^2

∂^2φ_2 ∂t^2 + 2μ_2

∂^2φ_2 ∂r^2 − 2μ_2

∂^2ψ_2 ∂ψ_2∂z ; t^{(2)}_{rz}

= 2μ_2

∂^2φ_2 ∂φ_2∂z + ρ_2

∂^2ψ_2 ∂t^2 − 2μ_2

∂^2ψ_2 ∂z^2 . (6)

Na granice skvaßiny udovletvorØ¸tsØ graniqnye usloviØ, v sootvetstvii s kotorymi normal~nye k granice smeweniØ i naprØßeniØ nepreryvny, a sdvigovye naprØßeniØ isqeza¸t. Rassmotrim zadaqi dlØ radial~nogo (2) i vertikal~nogo (3) istoqnika otdel~no.

Radial~nyæ istoqnik t^0_{rr} V fftom sluqae my imeem sledu¸wie graniqnye usloviØ:

u^{(1)}_r − u^{(2)}_r = 0; t^{(1)}_{rr} − t^{(2)}_{rr} = t^0_{rr} ; t^{(2)}_{rz} = 0. (7)

Ispol~zuØ preobrazovaniØ Fur~e-BesselØ i Fur~e i prinimaØ vo vnimanie ograniqennost~ polØ na osi r = 0 i ubyvanie pri r → ∞, my moßem predstavit~ istoqnik i potencialy v sledu-

VOZBUȷDENIE TRUBNO` VOLNY 155 ¸wem vide:

t^0_{rr} = 2q π b_2

1_∫ 0 sin kh cos kz dk 1 2πi σ+i1_∫ σ�i1^e kηb2t dη ;

φ_1 = b_2

1_∫ 0 k cos kz dk 1 2πi σ+i1_∫ σ�i1^{AI0(krα1)e} kηb2t dη ;

φ_2 = b_2

1_∫ 0 k cos kz dk 1 2πi σ+i1_∫ σ�i1^{BK0(krα2)e} kηb2t dη ;

ψ_2 = b_2

1_∫ 0 k sin kz dk 1 2πi σ+i1_∫ σ�i1^{CK1(krβ2)e} kηb2t dη,

(8)

gde α_i = ( 1 − v^2/a^2_i )_{1/2} , β_2 = ( 1 − v^2/b^2 )_{1/2} , v = −iηb_2 i I_0, K_0, K_1 modificirovannye funkcii BesselØ.

PodstavlØØ (8) v usloviØ (7) my poluqaem sistemu treh algebraiqeskih lineænyh uravneniæ dlØ opredeleniØ kofffficien- tov A, B, C: α_1I_1(x_1)A + α_2K_1(x_2)B + K_1(y_2)C = 0;

2α_2K_1(x_2)B + ( 2 − v^2 b^2 ) K_1(y_2)C = 0;

ρ_1 ρ_2 v^2 b^2

I_0(x_1)A + [( 2 − v^2 b^2 ) K_0(x_2) +

2α_2 kr_0 K_1(x_2) ] B+ + [ 2β_2K_0(y_2) + 2 kr_0 K_1(y_2) ] C = − 2q π sin kh k^3μ_2 ;

(9)

gde x_1 = kr_0α_1; x_2 = kr_0α_2; y_2 = kr_0β_2.

PriravnivaØ opredelitel~ sistemy (9) nul¸, my poluqaem dispersionnoe uravnenie, svØzyva¸wee fazovye skorosti normal~nyh voln i qastotu f (ili volnovoe qislo k = 2πf/v): Δ ≡ ρ_1 ρ_2 ( v b_2

)_2

I_0(x_1)α_2 + α_1I_1(x_1)× × [( 2 − v^2 b^2

)_2 K_0(x_2) K_1(x_2)

− 4α_2β_2

K_0(y_2) K_1(y_2) − 2 kr_0 v^2 b^2 α_2 ] = 0

156 KRAUKLIS P. V., KRAUKLIS A. P. Konstanty A, B, C opredelØ¸tsØ iz sistemy (9) i oni ravny: A = Δ_A/Δ; B = Δ_B/Δ; C = Δ_C /Δ;

Δ_A = α_2T η^2; Δ_B =

−T α_1(2 + η^2)I_1(x_1) K_1(x_2) ; Δ_C =

2T α_1α_2I_1(x_1)

K_1(y_2)

; T = 2q π sin kh k^3μ_2 . (10)

PodstavlØØ (10) v (8) i ispol~zuØ (6) my imeem:

u^{(1)}_r = b_2

1_∫ 0 k^2 cos kzT dk 1 2πi σ+i1_∫ σ�i1 α_1α_2η^2 Δ I_1(krα_1)e^{kηb2t}dη ;

u^{(1)}_z = −b_2

1_∫ 0 k^2 sin kzT dk 1 2πi σ+i1_∫ σ�i1 α_2η^2 Δ I_0(krα_1)e^{kηb2t}dη ;

u^{(2)}_r = b_2

1_∫ 0 k^2 cos kzT dk 1 2πi ×

× σ+i1_∫ σ�i1 (2 + η^2)[K_1(krα_2)/K_1(x_2)] − 2[K_1(krβ_2)/K_1(y_2)] Δ α_1α_2I_1(x_1)e^{kηb2t} dη ;

u^{(2)}_z = b_2

1_∫ 0 k^2 sin kzT dk 1 2πi ×

× σ+i1_∫ σ�i1 (2 + η^2)[K_0(krα_2)/K_1(x_2)] − 2α_2β_2[K_0(krβ_2)/K_1(y_2)] Δ α_1I_1(x_1)e^{kηb2t} dη. (11)

VyraßeniØ (11) opisyva¸t polnoe pole, vozbußdennoe istoqnikom. Normal~nye volny opisyva¸tsØ vyqetami v kornØh dispersionnogo uravneniØ, umnoßennymi na 2πi. My budem rassmatrivat~ trubnu¸ volnu s fazovoæ skorost~¸, oboznaqennoæ v. Vsledstvie kompleksnoæ soprØßennosti podyntegral~nyh funkciæ v toqkah, simmetriqnyh otnositel~no real~noæ osi Im η =

VOZBUȷDENIE TRUBNO` VOLNY 157

0, okonqatel~nye vyraßeniØ budut vewestvennymi i davlenie vnutri skvaßiny predstavlØetsØ v vide: P = −ρ ∂^2φ ∂t^2 = 1 π Re 1_∫ 0 ρ sin kh 2hr_0μ_2 cos kz v^2 ∂Δ ∂v e^{ikvt} dk. (12) Formula (12) est~ razloßenie davleniØ v prostranstvennyæ spektr. FunkciØ vozbußdeniØ, harakterizu¸waØ raspredelenie amplitudy kak funkcii osevogo volnovogo qisla, opredelØetsØ vyraßeniem (r = 0): F = sin kh hr_0μ_2 v^2 ∂Δ ∂v ρ. (13)

ZamenØØ peremennu¸ k = 2πf/v, funkci¸ F moßno vyrazit~ qerez qastotu f.

Vozmoßno iz (11) poluqit~ sledu¸wee vyraßenie dlØ spektral~nyh otnoxeniæ kak funkciæ radial~nogo rasstoØniØ:

U (1)r (r)

U (1)r (r0 ) = I1(krα1) I1(x1) ;

U (1)z (r)

U (1)z (r0) = I0(krα1) I0(x1) (r 6 r0) ;

U (2)r (r)

U (2)r (r0 ) =

�(2�v^2/b^2)[K0(krα2)/K1(x2)]+2[K1 (krβ2)/K1(y2 )] v2/b2 (r > r0) ; U (2)z (r)

U (2)z (r0 ) =

(2�v^2/b^2)[K0(krα2)/K1(x2)]�2α2β2[K0(krβ2)/K1(y2)] (2�v^2/b^2)[K0(x2)/K1 (x2)]�2α2β2[K0 (y2)/K1(y2)]^{(r > r0) ;}_{(14)}

Vse veliqiny, vhodØwie v pravye qasti (14), vyqislØ¸tsØ v kornØh dispersionnogo uravneniØ. PridavaØ fiksirovannoe znaqenie qastoty i nahodØ iz dispersionnogo uravneniØ sootvetstvu¸wie fazovye skorosti trubnoæ volny, vozmoßno poluqit~ raspredelenie amplitud radial~noæ U_r i vertikal~noæ U_z spektral~nyh komponent smeweniæ vdol~ radiusa r.

Na ris. 1, 2 otnoxeniØ radial~nyh smeweniæ kak funkcii rasstoØniØ predstavleny dlØ razliqnyh qastot i na ris. 3–4 te ße zavisimosti dlØ otnoxeniØ vertikal~nyh smeweniæ. Vidno, qto umen~xenie U_r i U_z praktiqeski ne zavisit ot tipa skorostnogo razreza. Komponenta U_r ubyvaet monotonno s udaleniem ot stenki skvaßiny Vertikal~noe smewenie U_z v tverdom tele menØet znak na nekotorom rasstoØnii, kotoroe umen~xaetsØ s rostom qastoty. Izvestno, qto izmenenie znaka proishodit dlØ volny ReleØ, rasprostranØ¸weæsØ vdol~ svobodnoæ poverhnosti poluprostranstva.

158 KRAUKLIS P. V., KRAUKLIS A. P.

Ris. 1. Radial~naØ komponenta smeweniØ, normirovannaØ na smewenie na stenke skvaßiny, kak funkciØ rasstoØniØ dlØ razliqnyh qastot. Parametry vysokoskorostnoæ modeli: r_0 = 0.15m, a_2 = 6000m/s,

b2 = 3000m/s, ρ = 3 g/sm3, (1) - 150Gc, (2) - 300Gc, (3) - 450Gc, (4) -

600Gc, (5) - 750Gc.

Ris. 2. Radial~naØ komponenta smeweniØ, normirovannaØ na smewenie na stenke skvaßiny, kak funkciØ rasstoØniØ dlØ razliqnyh qastot. Parametry nizkoskorostnoæ modeli: r_0 = 0.15m, a_2 = 2700m/s,

b2 = 1215m/s, ρ = 1.85 g/sm3, (1) - 150Gc, (2) - 300Gc, (3) - 450Gc, (4)

- 600Gc, (5) - 750Gc.

VOZBUȷDENIE TRUBNO` VOLNY 159

Ris. 3. Vertikal~naØ komponenta smeweniØ, normirovannaØ na smewenie na stenke skvaßiny, kak funkciØ rasstoØniØ dlØ razliqnyh qastot. Parametry vysokoskorostnoæ modeli sootvetstvu¸t Ris. 1.

Ris. 4. Vertikal~naØ komponenta smeweniØ, normirovannaØ na smewenie na stenke skvaßiny, kak funkciØ rasstoØniØ dlØ razliqnyh qastot. Parametry nizkoskorostnoæ modeli sootvetstvu¸t Ris. 2.

Vertikal~nyæ istoqnik t^0_{rz} V fftom sluqae my imeem sledu¸wie graniqnye usloviØ:

u^{(1)}_r − u^{(2)}_r = 0; t^{(1)}_{rr} − t^{(2)}_{rr} = 0; t^{(2)}_{rz} = t^{(0)}_{rz} , (15)

gde t^{(0)}rz predstavlØetsØ temi ße formulami, qto i t^{(0)}rr , no pro-

160 KRAUKLIS P. V., KRAUKLIS A. P. dol~nyæ i sdvigovyæ potencialy vyraßa¸tsØ formulami:

φ_1 = b_2

1_∫ 0 k sin kz dk 1 2πi σ+i1_∫ σ�i1^{AI0(krα1)e} kηb2t dη,

φ_2 = b_2

1_∫ 0 k sin kz dk 1 2πi σ+i1_∫ σ�i1^{BK0(krα2)e} kηb2t dη,

ψ_2 = b_2

1_∫ 0 k cos kz dk 1 2πi σ+i1_∫ σ�i1^{CK1(krβ2)e} kηb2t dη, (16)

Ris. 5. Otnoxenie vertikal~nogo smeweniØ v ßidkosti k vertikal~- nomu smeweni¸ v formacii kak funkciØ bezrazmernogo volnovogo qisla. (I) vysokoskorostnaØ sreda (sm. Ris. 1 ), (II) nizkoskorostnaØ sreda (sm. Ris. 2).

PodstavlØØ (16) v graniqnye usloviØ (15), my imeem sledu¸wu¸ sistemu algebraiqeskih uravneniæ dlØ opredeleniØ

VOZBUȷDENIE TRUBNO` VOLNY 161

Ris. 6. Otnoxenie vertikal~nogo smeweniØ v ßidkosti dlØ vertikal~nogo istoqnika (trz) k nemu ße v sluqae radial~nogo istoqnika (trr) kak funkciØ bezrazmernogo volnovogo qisla. (I) vysokoskorostnaØ sreda (sm. Ris.1), (II) nizkoskorostnaØ sreda (sm. Ris.2).

Ris. 7. Zavisimost~ funkcii vozbußdeniØ radial~nogo (Frr) i vertikal~nogo (Frz) istoqnikov ot bezrazmernogo volnovogo qisla kr_0 dlØ vysokoskorostnoæ sredy.

162 KRAUKLIS P. V., KRAUKLIS A. P.

Ris. 8. Zavisimost~ funkcii vozbußdeniØ radial~nogo (Frr) i vertikal~nogo (Frz) istoqnikov ot bezrazmernogo volnovogo qisla kr_0 dlØ nizkoskorostnoæ sredy. A, B, C: α_1I_1(x_1)A + α_2K_1(x_2)B − K_1(y_2)C = 0 ρ1 ρ2 v2 b2 I_0(x_1)A + [( 2 −^{v2}_{b2} ) K_0(x_2) +^{2α2}_{kr0} K_1(x_2) ] B− − [ 2β_2K_0(y_2) +^2_{kr0} K_1(y_2) ] C = 0

2α_2K_1(x_2)B − ( 2 −^{v2}_{b2} ) K_1(y_2)C = −^{2q}_π^{sin kh}_{k3μ2}

(17)

Iz (17) sledu¸t sledu¸wie formuly dlØ A, B, C: A = ΔA�Δ T, B = ΔB�Δ T, C = ΔC�Δ T, ΔA = −2α2β2 K^0(y^2)K_1(y_2) + g2 · K^0(x^2)K_1(x_2) ≡ d1

ΔB = { − ρ^1ρ_2 v^2b_2 I0(x1) + 2α1β2I1(x1) K^0(y^2)K_1(y_2) + 2α^1kr_0 I1(x1)

}_1 K1(x2 ) ≡ d2 ΔC = { α1I1(x1) [ g2 K^0(x^2 )

K1(x2 ) + 2α2 kr0 ] − ρ^1ρ_2 v^2b_2 α2I0(x1)

}_1 K1(y2) ≡ d3 Δ = ρ^1ρ_2 v^4b_{42} I0(x1)α2 +α1I1(x1) [( 2− v^2b_2

)_{2 K0(x2 )} K1(x2 ) − 4α2β2 K0(y2) K1(y2) − 2 kr0 v2 b2 α2 ] (18) Iz formul (6), (16), (18) vozmoßno poluqit~ vyraßeniØ dlØ skaqka vertikal~nyh smeweniæ na granice skvaßiny v ßidkosti

VOZBUȷDENIE TRUBNO` VOLNY 163 i tverdom tele:

U^{(1)}_z (r_0) U^{(2)}_z (r_0) = α_2η^2I_0(x_1) −α_1(2 + η^2)^{I1(x1)}_{K1(x2)} K_0(x_2) +^{2α1α2I1(x1)β2}_{K1(y2)} K_0(y_2)

. (19)

Kak ffto sleduet iz ris. 5, skaqok smeweniæ v vysokoskorostnoæ srede bolee sil~nyæ, qem v nizkoskorostnoæ.

Otnoxenie vertikal~noæ spektral~noæ komponenty dlØ vertikal~nogo istoqnika k takoæ ße dlØ radial~nogo istoqnika imeet sledu¸wee vyraßenie:

U^{(1)}_z (kr_0)|_t0_{rz}

U^{(1)}_z (kr_0)|_t0_{rr} = 2α_2β_2^{K0(y2)} K1(y1) − g2 K0 (x2) K1 (x2)

α_2η^2

. (20)

Iz ris. 6 vidno, qto pri nizkih qastotah t_{rz}-istoqnik sozdaet bolee slabu¸ volnu, qem t_{rr} -istoqnik. V nizkoskorostnoæ srede ffto razliqie bol~xe. FunkciØ vozbußdeniØ dlØ t_{rr} -istoqnika i t_{rz}-istoqnika predstavleny na ris. 7 dlØ vysokoskorostnoæ i ris. 8 dlØ nizkoskorostnoæ sredy.

Literatura

1. P. V. Krauklis, L. A. Krauklis, Volnovoe pole toqeqnogo istoqnika v

skvaßine. — Voprosy dinamiqeskoæ teorii rasprostraneniØ seæsmi-

qeskih voln XVI (1976), 41–53.

2. M. A. Biot, Propagation of elastic waves in a cylindrical bore containing a fluid.

— J. of Applied Phys. 13, (1952), 997–1005.

3. G. I. Petraxen~, L. A. Molotkov, P. V. Krauklis, Volny v sloisto-

odnorodnyh izotropnyh uprugih sredah. II. Nauka, L. (1985).

Krauklis P. V., Krauklis A. P. Tube wave excitation by the radial and vertical sources clamped to the borehole wall.

Tube wave excitation by the radial and vertical sources clamped to the borehole wall is considered. Tube wave amplitude as the function of radial distance is represented in the cases with high velocity and low velocity media.

Postupilo 25 marta 2007 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN