Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 342, 2007 g.

D. P. Kouzov, ı. A. Solov~eva

DIFRAKCI˚ NA POLUBESKONEQNOM �KRANE PLOSKO` NESTACIONARNO` VOLNY, AMPLITUDA KOTORO` LINE`NO NARASTAET VDOL^ FRONTA

1. Vvedenie

V poslednee vremØ voznik interes k ploskim volnam, amplituda kotoryh lineæno izmenØetsØ vdol~ fronta. V rabote [1] pokazana vozmoßnost~ vozniknoveniØ volny RffleØ na poverhnosti odnorodnogo uprugogo poluprostranstva, oblada¸weæ takoæ osobennost~¸. Volny s podobnym povedeniem predstavlØ¸t interes i v teorii razruxeniØ.

Pri postroenii rexeniØ difrakcionnoæ zadaqi v nasto- Øweæ rabote ispol~zuetsØ metod Smirnova–Soboleva (metod funkcional~no-invariantnyh rexeniæ [2]). �tot metod neodnokratno primenØlsØ v avtomodel~nyh zadaqah teorii difrakcii, t.e. v teh zadaqah, v kotoryh ffvol¸ciØ volnovoæ kartiny vo vremeni predstavlØet soboæ preobrazovanie podobiØ. V odnorodnyh peremennyh^x_t ,^y_t volnovaØ kartina kak by ostanavlivaetsØ i vmesto treh peremennyh (dvuh dekartovyh koordinat x, y i vremeni t) process udaetsØ opisat~ tol~ko dvumØ odnorodnymi peremennymi. Pri nadleßawem vybore okonqatel~nyh argumentov volnovoe uravnenie perehodit v uravnenie Laplasa, qto pozvolØet ispol~zovat~ metody teorii funkciæ kompleksnoæ peremennoæ dlØ nahoßdeniØ rexeniØ.

S pomow~¸ metoda Smirnova–Soboleva byli poluqeny toqnye analitiqeskie rexeniØ rØda zadaq difrakcii ploskih nestacionarnyh voln na polubeskoneqnyh ffkranah [2–4], a takße rexena zadaqa o dinamiqeskom nagrußenii uprugoæ polosy s polubeskoneqnym razrezom [5]. Vo vseh fftih rabotah zavisimost~ profilØ pada¸weæ volny [2–4] ili vozbußda¸weæ nagruzki [5] zadavalis~ funkcieæ Hffvisaæda. Vdol~ fronta amplituda volny ili nagruzki predpolagalas~ postoØnnoæ.

Niße nahoditsØ toqnoe analitiqeskoe rexenie novoæ difrak- 138

DIFRAKCI˚ NA POLUBESKONEQNOM �KRANE 139 cionnoæ zadaqi so shodnoæ geometrieæ modeli. Otliqie ot tradicionnyh rassmotreniæ [2–5] sostoit v strukture pada¸weæ volny, kotoraØ, odnako, po-preßnemu zadaetsØ odnorodnoæ funkcieæ nulevogo porØdka dekartovyh koordinat i vremeni. V nastoØweæ rabote istoqnikom difrakcionnogo polØ slußit pada- ¸waØ ploskaØ volna, ime¸waØ δ-obraznyæ profil~. Amplituda ee predpolagaetsØ narasta¸weæ vdol~ fronta po lineænomu zakonu. Odnorodnost~ pada¸wego polØ pozvolØet dlØ nahoßdeniØ rexeniØ ispol~zovat~ metod Smirnova-Soboleva. Tem ne menee, procedura postroeniØ difrakcionnogo polØ dlØ takogo istoqnika obladaet suwestvennoæ specifikoæ i soderßit rØd novyh momentov.

2. Postanovka zadaqi

OdnorodnaØ ideal~naØ akustiqeskaØ sreda, v kotoroæ dlØ davleniØ vypolnØetsØ volnovoe uravnenie

�p ≡ Δp −^1_{c2}^{∂2p}_{∂t2} = 0 (1)

(c – skorost~ zvuka) zapolnØet prostranstvo. Poluploskost~

y = 0, x > 0 svobodna ot naprØßeniæ

p = 0 (y = 0, x > 0). (2)

Istoqnikom polØ ØvlØetsØ ploskaØ nestacionarnaØ volna

p_0 = (x sin φ_0 − y cos φ_0) · δ(x cos φ_0 + y sin φ_0 − ct), (t < 0, δ –

del~ta-funkciØ Diraka), naklonno pada¸waØ na ffkran (ris. 1).

Ris. 1.

140 D. P. KOUZOV, ı. A. SOLOV^EVA

Zavisimost~ pada¸wego polØ i geometrii zadaqi ot applikaty z (a stalo byt~, i vsego rexeniØ p) otsutstvuet, takim obrazom, zadaqa ØvlØetsØ dvumernoæ. Do naqala difrakcii polnoe pole p v modeli sostoit tol~ko iz pada¸weæ volny p = p_0, t < 0, priqem do fronta volny (x cos φ_0+y sin φ_0−ct > 0), a takße pozadi nego (x cos φ_0 + y sin φ_0 − ct < 0) pole otsutstvuet.

V moment vremeni t = 0 volna p_0 dohodit do ostriØ ffkrana i naqinaetsØ process difrakcii. Voznika¸waØ pri fftom volnovaØ kartina izobraßena na ris. 2.

Ris. 2.

Polnoe pole posle naqala difrakcii predstavlØet soboæ summu geometriqeskoæ p_0 i difrakcionnoæ q qasteæ polØ

p = p_0 + q (t > 0).

GeometriqeskaØ qast~ polØ pri t > 0 sosredotoqena na luqah AB i DE (proxedxiæ front) i otrezke DC (otraßennyæ front):

p_0 = (x sin φ_0 − y cos φ_0)ϑ(−x sin φ_0 + y cos φ_0)

δ(x cos φ_0 + y sin φ_0 − ct)

+(−x sin φ_0 − y cos φ_0)θ(x sin φ_0 + y cos φ_0)

δ(x cos φ_0 − y sin φ_0 − ct), t > 0 (3)

DIFRAKCI˚ NA POLUBESKONEQNOM �KRANE 141 DifrakcionnaØ qast~ polØ otliqna ot nulØ lix~ vnutri kruga difrakcii

q = q_0ϑ ( ct − √ x^2 + y^2 ) (4) (ϑ(x) – funkciØ Hffvisaæda; ϑ(x) = 0, x < 0; ϑ(x) = 1, x > 0).

Primenim volnovoæ operator k geometriqeskoæ qasti polØ (3). Posle vyqisleniØ proizvodnyh poluqim

�p0 = −δ(−x sin φ0 + y cos φ0) · δ(x cos φ0 + y sin φ0 − ct)

−δ(x sin φ_0 + y cos φ_0) · δ(x cos φ_0 − y sin φ_0 − ct).

Poskol~ku dlØ polnogo polØ p imeet mesto odnorodnoe volnovoe uravnenie (1) dlØ difrakcionnoæ qasti polØ q dolßno byt~ vypolneno neodnorodnoe volnovoe uravnenie

�q = +δ(−x sin φ0 + y cos φ0) · δ(x cos φ0 + y sin φ0 − ct)

+δ(x sin φ_0 + y cos φ_0) · δ(x cos φ_0 − y sin φ_0 − ct). (5)

Takim obrazom, dlØ nahoßdeniØ difrakcionnogo polØ q trebuetsØ naæti rexenie neodnorodnogo volnovogo uravneniØ (5), udovletvorØ¸wee graniqnomu uslovi¸ (6)

q = 0 (y = 0, x > 0) (6)

Zametim, qto uravnenie dlØ difrakcionnogo polØ sohranØet spravedlivost~ dlØ proizvol~nogo ugla padeniØ φ_0 ∋]0, π[, a ne tol~ko dlØ situacii, izobraßennoæ na ris. 1, kogda pada¸wee pole ne preterpevaet otraßeniØ do naqala difrakcii.

Iskomoe rexenie (kak ffto vidno iz predstavleniØ (4)) avtomatiqeski udovletvorØet naqal~nomu uslovi¸ q = 0, t 6 0.

3. Odnorodnye peremennye

Poskol~ku pada¸wee pole p_0 (a s nim i geometriqeskaØ qast~ polØ p_0 posle naqala difrakcii) predstavlØet soboæ odnorodnu¸ funkci¸ nulevogo porØdka dekartovyh koordinat i vremeni, a model~ pri rastØßenii ne izmenØetsØ, sleduet oßidat~, qto difrakcionnaØ qast~ polØ q takße budet zaviset~ tol~ko ot

142 D. P. KOUZOV, ı. A. SOLOV^EVA odnorodnyh peremennyh ξ =^x_{ct} , η =^y_{ct} . PerehodØ v (5) k odnorodnym peremennym, poluqim uravnenie

(ξ^2 − 1)

∂^2q ∂ξ^2 + 2ξη ∂^2q ∂ξ∂η + (η^2 − 1)

∂^2q ∂η^2 + 2ξ ∂q ∂ξ + 2η ∂q ∂η = −δ(−ξ sin φ_0 + η cos φ_0) · δ(ξ cos φ_0 + η sin φ_0 − 1) −δ(ξ sin φ_0 + η cos φ_0) · δ(ξ cos φ_0 − η sin φ_0 − 1).

GeometriØ zadaqi takova, qto napraxivaetsØ perehod k polØrnym koordinatam ξ = r cos φ, η = r sin φ

(r^4 − r^2)

∂^2q ∂r^2 + (2r^3 − r) ∂q ∂r − ∂^2q ∂φ^2 = −δ(r − 1) · [δ(φ − φ_0) + δ(φ + φ_0)].

DlØ uproweniØ poslednego uravneniØ provedem inversi¸^1_r = ρ

(ρ^2 − 1)

∂^2q ∂ρ^2 + ρ ∂q ∂ρ + ∂^2q ∂φ^2 = −δ(ρ − 1) · [δ(φ − φ_0) + δ(φ + φ_0)]. (7)

4. Graniqnoe uslovie na periferii kruga difrakcii Sleduet oßidat~, qto iz soobraßeniæ nepreryvnosti difrakcionnoe pole na periferii kruga difrakcii (ρ = 1) obrawaetsØ v nul~, esli otvleq~sØ ot osobyh toqek φ = ±φ_0. Proverim ffto neposredstvennoæ vykladkoæ.

Udalim nazvannye osobye toqki vmeste s ih nekotorymi malymi okrestnostØmi i rassmotrim uravnenie (7) v ostavxeæsØ qasti ploskosti ρ, φ. My imeem odnorodnoe uravnenie

(ρ^2 − 1)

∂^2q ∂ρ^2 + ρ ∂q ∂ρ + ∂^2q ∂φ^2 = 0. (8)

Vospol~zuemsØ predstavleniem (4), kotoroe v naxih peremennyh imeet vid q = q_0 · ϑ(ρ − 1) i podstavim ego v uravnenie (8). Vypolniv differencirovanie, poluqim [ (ρ^2 − 1)

∂^2q_0 ∂ρ^2 + ρ ∂q_0 ∂ρ + ∂^2q_0 ∂φ^2 ] · ϑ(ρ − 1) + q_0 · δ(ρ − 1) = 0.

V silu lineænoæ nezavisimosti funkciæ Hffvisaæda i Diraka imeem ravenstva

(ρ^2 − 1)^{∂2q0}_{∂ρ2} + ρ^{∂q0}_{∂ρ} +^{∂2q0}_{∂φ2} = 0, (ρ < 1);

DIFRAKCI˚ NA POLUBESKONEQNOM �KRANE 143

q_0 | | | |_{ρ=1} = 0.

Takim obrazom, dlØ funkcii q_0 vnutri kruga difrakcii (ρ < 1) imeet mesto odnorodnoe uravnenie (8), a na periferii kruga

(ρ = 1) ona dolßna obrawat~sØ v nul~ vs¸du, za iskl¸qeniem

dvuh singulØrnyh toqek.

5. KraevaØ zadaqa

Uravnenie (8) vnutri kruga difrakcii (ρ < 1) ØvlØetsØ fflliptiqeskim. PerehodØ k kanoniqeskim peremennym φ, θ (ρ = chθ) privedem ego k uravneni¸ Laplasa

∂^2q_0 ∂θ^2 + ∂^2q_0 ∂φ^2 = 0.

Na dannom fftape my ne moßem vospol~zovat~sØ neodnorodnym uravneniem (7), poskol~ku chθ −1 imeet pri θ = 0 koren~ vtorogo porØdka, i funkciØ δ(chθ − 1) ne imeet odnoznaqnogo istolkovaniØ.

Takim obrazom, iskomoe pole q_0 ØvlØetsØ garmoniqeskoæ funkcieæ argumentov θ i φ v oblasti svoego zadaniØ i moßet byt~ predstavlena real~noæ (ili mnimoæ) qast~¸ nekotoroæ iskomoæ analitiqeskoæ funkcii f(z)

q_0 = Im f(z).

V kaqestve z moßno vybrat~ l¸bu¸ analitiqesku¸ funkci¸ argumenta φ + iθ. Poloßim z = cos(φ + iθ). Togda, vozvrawaØs~ k peremennym ρ, φ, poluqim

q_0 = Im f(ρ cos φ − i sin φ · √ ρ^2 − 1).

Oblast~ izmeneniØ peremennoæ z ØvlØetsØ obrazom kruga difrakcii, izobraßennogo na ris. 2. Pri ee postroenii sohranim orientaci¸ oblasti, tak qto pri obhode kruga difrakcii na ris. 2 i ego obraza na ploskosti z (ris. 3) v poloßitel~nom napravlenii obe oblasti dolßny leßat~ sleva.

Zadaqa nahoßdeniØ difrakcionnogo polØ svelas~ k nahoßdeni¸ funkcii peremennoæ z, analitiqeskoæ v oblasti, ukazannoæ na ris. 3. Pri fftom mnimaØ qast~ f(z) na granice oblasti obrawaetsØ v nul~ za iskl¸qeniem dvuh singulØrnyh toqek z = cos φ_0,

144 D. P. KOUZOV, ı. A. SOLOV^EVA

Ploskost~ z

Ris. 3.

raspoloßennyh na oboih beregah razreza. Osobennost~ f(z) v fftih toqkah dolßna byt~ podobrana takim obrazom, qtoby bylo vypolneno neodnorodnoe uravnenie (7).

6. �vristiqeskoe rexenie zadaqi

Preobrazovaniem w = √ z + 1 perevedem oblast~ izmeneniØ pe-

remennoæ z v verhn¸¸ poluploskost~ peremennoæ w.

Takim obrazom, nas interesuet analitiqeskaØ v verhneæ poluploskosti funkciØ, mnimaØ qast~ kotoroæ na deæstvitel~noæ osi obrawaetsØ v nul~ i kotoraØ imeet v toqkah w = ± √ 1 + cos φ_0

osobennosti, priqem takie, qto dlØ funkcii q = Im f · ϑ(ρ − 1) imeet mesto uravnenie (7).

Sleduet oßidat~, qto iskomoe rexenie imeet vid q = ϑ(ρ − 1) [ A_1 w − √ 1 + cos φ_0 + A_2 w + √ 1 + cos φ_0 ] , poskol~ku^1_w�_{w0} vypolnØet na kompleksnoæ ploskosti rol~ δ(w −

w_0) (dlØ kontura, obhodØwego osobennost~) [6]. Konstanty A_1 i A_2 nußda¸tsØ v podbore. Proverku uravneniØ (7) my provedem

v sledu¸wem razdele, a poka preobrazuem predpolagaemoe rexenie i zapixem ego v peremennyh ρ, φ

q1 = A1ϑ(ρ − 1) · Im 1 w − √ 1 + cos φ0 = −A1 √ ρ − 1ϑ(ρ − 1) sin ’2 [ρ + 1 + cos φ0 + cos φ + 2 √ 2 · √ ρ + 1 cos ’02 cos ’2 ]

(ρ − cos(φ + φ0))(ρ − cos(φ − φ0))

q2 = A2ϑ(ρ − 1) · Im 1 w + √ 1 + cos φ0 = −A2 √ ρ − 1ϑ(ρ − 1) sin ’2 [ρ + 1 + cos φ0 + cos φ − 2 √ 2 · √ ρ + 1 cos ’02 cos ’2 ]

(ρ − cos(φ + φ0))(ρ − cos(φ − φ0))

DIFRAKCI˚ NA POLUBESKONEQNOM �KRANE 145 7. Proverka neodnorodnogo differencial~nogo uravneniØ dlØ predpolagaemogo rexeniØ q(z) DlØ togo, qtoby ubedit~sØ v tom, qto pri sootvetstvu¸wem vybore konstanty A, naædennoe vyraßenie dlØ q(z) udovletvorØet uravneni¸ (7), rassmotrim deæstvie operatora L

L = (ρ^2 − 1)

∂^2 ∂ρ^2 + ρ ∂ ∂ρ + ∂^2 ∂φ^2 = ∂ ∂ρ (ρ^2 − 1) ∂ ∂ρ − ρ ∂ ∂ρ + ∂^2 ∂φ^2 na funkci¸ q_1. Produktom fftogo deæstviØ dolßna okazat~sØ singulØrnaØ obobwennaØ funkciØ. My budem ishodit~ iz tradicionnogo opredeleniØ obobwennoæ funkcii kak lineænogo nepreryvnogo funkcionala nad prostranstvom beskoneqno differenciruemyh finitnyh osnovnyh funkciæ [6].

Rassmotrim nekotoru¸ osnovnu¸ funkci¸ ψ(ρ, φ), nositel~ kotoroæ sosredotoqen v nekotoroæ okrestnosti U (1, φ_0) osoboæ toqki (1, φ_0), priqem U (1, φ_0) ⊂]0, R[×]0, 2π[ i (1, 2π−φ_0) /∈ U (1, φ_0). Funkcional (ψ, Lq_1) istolkovyvaetsØ perebrasyvaniem differencirovaniØ na osnovnu¸ funkci¸ (ψ, Lq_1) = (~Lψ, q_1), ~Lψ = ∂ ∂ρ ( (ρ^2 − 1) ∂ψ ∂ρ ) + ∂ ∂ρ (ρψ) + ∂^2ψ ∂φ^2 . Rezul~tat takoæ perebroski istolkovyvaetsØ kak shodØwiæsØ integral

(~Lψ, q_1) = ∫ ∫ U(1,φ0) q_1 ~Lψdρdφ = 2π∫ 0 dφ R∫ 0 q_1 ~Lψdρ

= 2π∫ 0 dφ R∫ 1 q^0_1 ~Lψdρ, q_1 = q^0_1ϑ(ρ − 1).

Iskl¸qim iz oblasti integrirovaniØ toqku (1, φ_0), zameniv integral predelom

(~Lψ, q_1) = lim_ρ!_{1+0} 2π∫ 0 dφ R∫ ρ q^0_1 ~Lψdρ.

146 D. P. KOUZOV, ı. A. SOLOV^EVA Teper~ vozmoßno integrirovanie po qastØm s vozvraweniem operacii differencirovaniØ na funkci¸ q^0_1

(~Lψ, q_1) = lim_ρ!_{1+0} [^{2π}∫ 0 dφ R∫ ρ φLq^0_1dρ + R∫ ρ [ q^0_1 ∂ψ ∂φ − ψ ∂q^0_1 ∂φ ]| | | 2π 0 dρ

+ 2π∫ 0

[ q^0_1(ρ^2 − 1) ∂ψ ∂ρ − ψ(ρ^2 − 1)

∂q^0_1 ∂ρ + ρψq^0_1 ]| | | R ρdφ ] . Vne osoboæ toqki (1, φ_0) Lq_1 = 0, a v silu finitnosti ψ

q^0_1 ∂ψ ∂φ − ψ ∂q^0_1 ∂φ | | | | 2π 0 = 0 i [ q^0_1(ρ^2 − 1) ∂ψ ∂ρ − ψ(ρ^2 − 1)

∂q^0_1 ∂ρ + ρψq^0_1 ] | | | R = 0.

Takim obrazom,

(ψ, Lq_1) = lim_ρ!_{1+0} 2π∫ 0 [ q^0_1(ρ^2 − 1) ∂ψ ∂ρ − ψ(ρ^2 − 1)

∂q^0_1 ∂ρ + ρψq^0_1 ] dφ. (9) Podyntegral~noe vyraßenie soderßit tri slagaemyh. Rassmotrim sootvetstvu¸wie predely posledovatel~no. Napomnim, qto vtoraØ plohaØ toqka φ = 2π − φ_0, ρ = 1 funkcii q^0_1 leßit vne nositelØ funkcii ψ(ρ, φ) i ne vnosit osobennosti v podyntegral~noe vyraßenie.

V silu ocenki 0 <^ρ�^1_ρ�_{cos(φ}�_{φ0)} < 1 integral^{2π} ∫ 0 (ρ^2 − 1)^{∂ψ}_{∂ρ} q^0_1dφ ne

imeet osobennosti pri φ = φ_0, ρ = 1 i za sqet mnoßitelØ √ ρ − 1 obrawaetsØ pri ρ → 1 + 0 v predele v nul~.

Pri vyqislenii lim_ρ!_{1+0}^{2π} ∫ 0 ψq^0_1dφ nam budet polezen integral 2π∫ 0 dφ ρ − cos(φ − φ_0) = 2π √ ρ^2 − 1 ,

DIFRAKCI˚ NA POLUBESKONEQNOM �KRANE 147 vyqislØemyæ zamenoæ z = e^{i(φ}�^{φ0)} i posledu¸wim ispol~zovaniem teoremy o vyqetah. Predstavim iskomyæ predel v vide raznosti lim ρ!1+0 2π∫ 0 ψq^0_1dφ = lim_ρ!_{1+0} √ ρ − 1 2π∫ 0 χ(1, φ_0) ρ − cos(φ − φ_0) dφ

+ lim

ρ!1+0^{√ρ − 1} 2π∫ 0 χ(ρ, φ) − χ(1, φ_0) ρ − cos(φ − φ_0) dφ. Zdes~ χ(ρ, φ) = ψ(ρ, φ) sin^φ_2 [ ρ + 1 + cos φ_0 + cos φ + 2 √ 2 · √ ρ + 1 cos^{φ0}_2 cos^φ_2 ] ρ − cos(φ + φ_0) . Pervyæ peredel vyqislØetsØ neposredstvennym integrirovani- em lim ρ!1+0^{√ρ − 1χ(1, φ0)} 2π∫ 0 dφ ρ − cos(φ − φ_0)

= χ(1, φ_0) 2π √ ρ + 1 = − π √ 2 sin^{φ0}_2 ψ(1, φ_0).

Vtoroæ predel raven nul¸. Qtoby ubedit~sØ v fftom, razob~em kontur integrirovaniØ na dve qasti: [φ_0−δ_1, φ_0+δ_1] i [0, 2π]\[φ_0−

δ_1, φ_0 +δ_1]. Za sqet vybora δ_1 integral √ ρ − 1 φ0+δ1∫ φ0�δ1^{χ(ρ,φ)} �χ(1,φ0) ρ�cos(φ�φ0)^{dφ}

moßet byt~ sdelan kak ugodno malym v silu nepreryvnosti funkcii χ(ρ, φ). Malost~ vtorogo integrala √ ρ − 1 φ0�δ1_∫ 0 + 2π∫ φ0+δ1 χ(ρ, φ) − χ(1, φ_0) ρ − cos(φ − φ_0) dφ vytekaet iz ograniqennosti podyntegral~noæ funkcii (pri zaranee vybrannom δ_1) i naliqiØ faktora √ ρ − 1, stremØwegosØ k

nul¸.

148 D. P. KOUZOV, ı. A. SOLOV^EVA

Ocenka vtorogo slagaemogo pod znakom predela v vyraßenii (9) lim ρ!1+0 ∫ (ρ^2 − 1)ψ

∂q^0_1 ∂ρ dφ soderßit fflementy rassmotreniØ kak pervogo, tak i tret~ego slagaemyh. Differencirovanie funkcii osuwestvim tak

∂q^0_1 ∂ρ = s(ρ, φ) ∂ ∂ρ √ ρ − 1 ρ − cos(φ − φ_0 + √ ρ − 1 ρ − cos(φ − φ_0) ∂s(ρ, φ) ∂ρ , gde s(ρ, φ) = sin^φ_2 [ρ + 1 + cos φ_0 + cos φ + 2 √ 2 · √ ρ + 1 cos^{φ0}_2 cos^φ_2 ] ρ − cos(φ + φ_0) . V silu ocenki^{ρ2}�^1_ρ�_{cos(φ}�_{φ0)} < 1 i naliqiØ faktora √ ρ − 1 imeem

lim ρ!1+0 2π∫ 0 (ρ^2 − 1) √ ρ − 1ψ(ρ, φ)^{∂s}_{∂ρ} ρ − cos(φ − φ_0) dφ = 0. Vtoroæ predel, s uqetom togo, qto 2π∫ 0 ∂ ∂ρ ( √ ρ − 1 ρ − cos(φ − φ_0) ) dφ = π (ρ + 1)^{3/2}

moßet byt~ rassmotren podobno tomu, kak rassmatrivalsØ predel lim_ρ!_{1+0}^{2π} ∫ 0 2ρψq^0_1. S uqetom faktora ρ^2 − 1 vtoroæ predel takße

raven nul¸.

Vtorym kornem znamenatelØ funkcii q_1 ØvlØetsØ toqka (1, 2π−

φ_0). My moßem provesti dlØ nee te ße rassmotreniØ, qto i dlØ (1, φ_0), no tak kak pri ρ = 1, φ = 2π−φ_0 obrawaetsØ v nul~ takße i

qislitel~ funkcii q_1, vklada v pravu¸ qast~ uravneniØ Lq_1 = f dlØ fftoæ toqki ne budet.

Takim obrazom

(ψ, Lq_1) = − sin^{φ0}_2 π √ 2 δ(ρ − 1)δ(φ − φ_0) i rexeniem uravneniØ

Lq_1 = −δ(ρ − 1) · δ(φ − φ_0)

DIFRAKCI˚ NA POLUBESKONEQNOM �KRANE 149 ØvlØetsØ funkciØ

q1 = − 1 π √ 2 ϑ(ρ−1) √ ρ−1 sin ’2 sin ’02

h_{ρ+1+1 cos φ0 +cos φ+2}√_2 · √ ρ+1 cos ’02 cos ’2 ȷ (ρ − cos(φ + φ0))(ρ − cos(φ − φ0)) . Analogiqno dokazyvaetsØ, qto funkciØ q_2 pri nadleßawem vybore A_2

A_2 = sin^{φ0}_2 π √ 2 ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ

Lq_2 = −δ(ρ − 1) · δ(φ + φ_0).

8. Zakl¸qenie

Itogovoe vyraßenie s uqetom naædennyh kofffficientov A_1 i

A_2 dlØ difrakcionnogo polØ q = q_1 + q_2 imeet vid q = − √ 2 π ϑ(ρ − 1) √ ρ − 1 sin^φ_2 sin^{φ0}_2 [ρ + 1 + cos φ_0 + cos φ]

(ρ − cos(φ + φ_0))(ρ − cos(φ − φ_0)) . V peremennyh r, φ vyraßenie dlØ q zapixetsØ sledu¸wim obra- zom q = − √ 2 π ϑ(1 − r) √ r − r^2 sin^φ_2 sin^{φ0}_2 [r + 1 + r cos φ_0 + r cos φ]

(1 − r cos(φ + φ_0))(1 − r cos(φ − φ_0)) . Povedenie difrakcionnogo polØ v razvertke (r, φ rassmatriva- ¸tsØ kak dekartovy koordinaty, znaqeniØ φ ukazany v radianah) predstavleno na ris. 4–6. Grafiki narisovany dlØ razliqnyh uglov padeniØ φ_0, ravnyh^π_2 ,^π_4 i^{3π}_4 , sootvetstvenno.

Oqevidno, qto pole v kruge difrakcii ne poloßitel~no, na granice kruga i na razreze ravno nul¸, a pri podhode k singulØrnoæ toqke v radial~nom napravlenii pole stremitsØ k beskoneqnosti. Kartinka dlØ proizvol~nogo ugla padeniØ φ_0 budet podobna trem predstavlennym vyxe, izmenitsØ lix~ poloßenie oblasteæ singulØrnosti v zavisimosti ot znaqeniØ φ_0.

Zametim v zakl¸qenie, qto v celØh avtomodel~nosti rexeniØ my potrebovali special~nogo raspoloßeniØ uzlovoæ toqki fronta pada¸weæ volny. V moment naqala difrakcii ona okazyvalas~ v naqale sistemy koordinat, t.e. na ostrie ffkrana. V

150 D. P. KOUZOV, ı. A. SOLOV^EVA

Ris. 4. Povedenie difrakcionnogo polØ dlØ ugla padeniØ, ravnogo ß2 .

Ris. 5. Povedenie difrakcionnogo polØ dlØ ugla padeniØ, ravnogo ß_4 .

obwem sluqae, kogda uzlovaØ toqka raspoloßena proizvol~nym obrazom, rexenie poluqaetsØ kak lineænaØ kombinaciØ dannogo rexeniØ i differencirovannogo po vremeni rexeniØ, tradici-

DIFRAKCI˚ NA POLUBESKONEQNOM �KRANE 151

Ris. 6. Povedenie difrakcionnogo polØ dlØ ugla padeniØ, ravnogo 3ß_4 .

onno poluqaemogo metodom Smirnova–Soboleva, kogda istoqnikom polØ ØvlØetsØ funkciØ Hffvisaæda.

Avtory priznatel~ny akademiku RAN N. F. Morozovu, privlekxemu ih k dannoæ tematike i ukazavxego ee vaßnost~ dlØ teorii razruxeniæ.

Literatura

1. A. P. Kiselev, Rayleigh wave with a transverse structure Proceedings of the Royal

Society. A (2004) 460, 3059–3064.

2. V. I. Smirnov, Kurs vysxeæ matematiki, t. 3, q. 2.

3. M. M. Fridman, DifrakciØ ploskoæ uprugoæ volny otnositel~no polu-

beskoneqnoæ prØmolineænoæ ßestko zadelannoæ weli. — Uqenye zapiski

LGU No. 114, SeriØ matematiqeskih nauk. Vyp. 17, LGU, Leningrad (1949), 72–94.

4. A. F. Filippov, Nekotorye zadaqi difrakcii ploskih uprugih voln. — PMM, 20, No. 6 (1956).

5. ı. V. Petrov, A. A. Utkin, Asimptotika naprØßeniæ u verxiny trewi-

ny v dinamiqeskih zadaqah teorii uprugosti. — IPMAX RAN, SPbGU,

Uqebnoe posobie (2001).

6. I. M. Gel~fand, G. E. Xilov, Obobwennye funkcii. GIFML, M. (1959).

Vyp. 1.

Kouzov D. P., Solov’eva Yu. A. Diffraction on half infinite screen of

152 D. P. KOUZOV, ı. A. SOLOV^EVA plane non-stationary wave, which amplitude linearly increases along the front.

Exact analytical solution of two variables non-stationary problem of diffraction on ideal half infinite screen is obtained by Smirnoff–Sobolev method. Source of the field is incident plane acoustic wave with δ-function profile. Wave amplitude is a linear function of variable, changing along the front. Bibliography: 6 titles.

Postupilo 13 fevralØ 2007 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ morskoæ tehniqeskiæ universitet