Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 342, 2007 g.

D. Gomes, S. A. Nazarov, M.-E. Peres

FORMAL^NA˚ ASIMPTOTIKA SOBSTVENNYH QASTOT KOLEBANI` UPRUGOGO TREHMERNOGO TELA S KONCENTRIROVANNYMI MASSAMI

1. Postanovka zadaqi i predvaritel~noe opisanie rezul~tatov

1. Sobstvennye kolebaniØ tela s koncentrirovannymi massami. Pust~ Ω i ω^j – ograniqennye oblasti v prostranstve R^3;

zdes~ j = 1, . . . , J i J ∈ N := {1, 2, . . .}. Predpoloßim dlØ prostoty, qto poverhnosti ∂Ω i ∂ω^j gladkie (ih moßno sqitat~ lipxicevymi; sm. dalee zameqanie 2.2) i qto naqalo koordinat O soderßitsØ vnutri oblasteæ ω^1, . . . , ω^J . Zafiksiruem v tele Ω toqki P^1, . . . , P^J , priqem P^j ≠ P^k pri j ≠ k, i, oboznaqiv h malyæ poloßitel~nyæ parametr, vvedem mnoßestva

ω^j_h = {x : ξ^j := h^{−1}(x − P^j) ∈ ω^j}, Ω(h) = Ω \ (ω^1_h ∪ · · · ∪ ω^J_h ),

Ξ(h) = Ω(h) ∪ ω^1_h ∪ · · · ∪ ω^J_h . (1.1)

Budem sqitat~, qto Ω(h) i ω^j_h – odnorodnye anizotropnye uprugie tela, ime¸wie razliqnye uprugie moduli i plotnosti ρ_0 > 0 i ρ_j > 0.

Primem matriqnu¸ zapis~ opredelØ¸wih sootnoxeniæ trehmernoæ teorii uprugosti (sm., naprimer, [1, 2]), t.e. zafiksiruem dekartovu sistemu koordinat x = (x_1, x_2, x_3)^⊤ i vvedem stolbcy smeweniæ u = (u_1, u_2, u_3)^⊤, a takße deformaciæ i naprØßeniæ

ε(u) = (ε_{11}(u), ε_{22}(u), ε_{33}(u), √ 2ε_{23}(u), √ 2ε_{31}(u), √ 2ε_{12}(u))^⊤, (1.2)

σ(u) = (σ_{11}(u), σ_{22}(u), σ_{33}(u), √ 2σ_{23}(u), √ 2σ_{31}(u), √ 2σ_{12}(u))^⊤.

Rabota vypolnena pri qastiqnoæ finansovoæ podderßke MEC MTM 2005-

07720, SAB 2005-0175 i granta RFFI 06-01-257.

31

32 D. GOMES, S. A. NAZAROV, M.-E. PERES Zdes~ ⊤ – znak transponirovaniØ, a ε_{jk}(u) i σ_{jk}(u) – dekartovy komponenty tenzorov deformaciæ i naprØßeniæ, poroßdennyh polem smeweniæ u. Podqerknem, qto mnoßitel~ √ 2 pomewen v formuly (1.2) dlØ togo, qtoby uravnØt~ natural~nye normy dvuhvalentnyh tenzorov i stolbcov vysotoæ 6.

Deformacii opredeleny ravenstvami ε(u; x) = D(∇_x)u(x), ε_{jk}(u) = 1 2 ( ∂u_j ∂x_k + ∂u_k ∂x_j ) ,

D(∇_x)^⊤ =

∂_1 0 0 0 2^{−1/2}∂_3 2^{−1/2}∂_2 0 ∂_2 0 2^{−1/2}∂_3 0 2^{−1/2}∂_1 0 0 ∂_3 2^{−1/2}∂_2 2^{−1/2}∂_1 0 ,

∂_j = ∂ ∂x_j , ∇_x =

∂_1 ∂_2 ∂_3 . (1.3)

NaprØßeniØ svØzany s deformaciØmi zakonom Guka σ(u; x) = A(x)ε(u; x), v kotorom A(x) = { A^0 pri x ∈ Ω(h), A^j pri x ∈ ω^j_h, j = 1, . . ., J, (1.4)

a qislovye 6 × 6-matricy A^0 i A^j poloßitel~no opredeleny i simmetriqny.

Zadaqa o sobstvennyh kolebaniØh sostavnogo tela Ξ(h) soderßit uravneniØ ravnovesiØ D(−∇_x)^⊤A(x)D(∇_x)u(x) = Λρ(x)u(x), x ∈ Ξ(h), (1.5) kraevye usloviØ na svobodnoæ vnexneæ poverhnosti D(n(x))^⊤A^0D(∇_x)u(x) = 0, x ∈ ∂Ω, (1.6) i usloviØ soprØßeniØ na granicah vkl¸qeniæ

u^0(x) = u^j (x), D(ν^j(x))^⊤ ( A^0D(∇_x)u^0(x) − A^jD(∇_x)u^j (x) ) = 0, x ∈ ∂ω^j_h, j = 1, . . ., J. (1.7) Zdes~ n = (n_1, n_2, n_3)^⊤ i ν^j = (ν^j_1, ν^j_2, ν^j_3)^⊤ – ediniqnye vektory (stolbcy) vnexnih normaleæ k granicam tel Ω i ω^j_h, u^0 i u^j –

FORMAL^NA˚ ASIMPTOTIKA SOBSTVENNYH QASTOT 33 sußenie vektor-funkcii u na qasti Ω(h) i ω^j_h sostavnogo tela, Λ – spektral~nyæ parametr, a ρ – kusoqno postoØnnaØ poloßitel~naØ funkciØ, ρ(x) = { ρ_0 pri x ∈ Ω(h), ρ_j = γρ^0_j pri x ∈ ω^j_h, j = 1, . . . , J. (1.8)

Masxtabirovaniem svedem harakternyæ razmer oblasti Ω k ediniqnomu i tem samym sdelaem parametr h bezrazmernym. Predpoloßim, qto uprugie moduli vseh tel odnogo porØdka, no plotnosti ρ_j vkl¸qeniæ mogut byt~ mnogo bol~xe ili men~xe plotnosti ρ_0 massivnogo tela, t.e. ρ_j = γρ^0_j , veliqiny ρ^0_1, . . . , ρ^0_J sravnimy s plotnost~¸ ρ_0 tela Ω(h), a γ > 0 – bol~xoæ ili malyæ bezrazmernyæ fiziqeskiæ parametr, kotoryæ svØzan s geometriqeskim parametrom h formuloæ

γ = h^{−2−m}, (1.9)

i, znaqit, ρ^0_j = h^{2+m}ρ_j . Kak budet ustanovleno dalee, pokazatel~ m v formule (1.9) suwestvenno vliØet na asimptotiqesku¸ strukturu spektra zadaqi (1.5)–(1.7). Verhn¸¸ granicu h_0 > 0 izmeneniØ parametra h zafiksiruem tak, qtoby pri h ∈ (0, h_0] zamykaniØ vkl¸qeniæ ω^j_h = ω^j_h ∪ ∂ω^j_h prinadleßali oblasti Ω.

2. Qastoty sobstvennyh kolebaniæ. Poskol~ku zadaqa (1.5)–

(1.7) ØvlØetsØ fflliptiqeskoæ i formal~no samosoprØßennoæ, ee sobstvennye qisla okazyva¸tsØ vewestvennymi i neotricatel~- nymi. Oni obrazu¸t beskoneqno bol~xu¸ posledovatel~nost~

0 = Λ_1 = · · · = Λ_6

< Λ_7(h) ≤ Λ_8(h) ≤ · · · ≤ Λ_n(h) ≤ · · · → +∞, (1.10)

v kotoroæ ukazany s uqetom kratnosteæ. Sobstvennye vektory, otveqa¸wie nulevomu sobstvennomu qislu, sostavlØ¸t xestimernyæ lineal ßestkih smeweniæ

R = {r : r(x) = d(x)b, b ∈ R^6}, (1.11)

gde d(x) – lineænaØ matrica-funkciØ razmerom 3 × 6, pohoßaØ na matricu D(x)^⊤ iz formuly (1.3): d(x) = 1 0 0 0 2^{−1/2}x_3 2^{−1/2}x_2 0 1 0 −2^{−1/2}x_3 0 2^{−1/2}x_1 0 0 1 2^{−1/2}x_2 −2^{−1/2}x_1 0

. (1.12)

34 D. GOMES, S. A. NAZAROV, M.-E. PERES

Stolbec b iz opredeleniØ (1.11) i matricu (1.12) predstavim sledu¸wim obrazom: b^⊤ = ( b^{′⊤}, b^{′′⊤} ) i d(x) = (d^′(x), d^{′′}(x)); zdes~ b^′ = (b_1, b_2, b_3)^⊤, b^{′′} = (b_1, b_2, b_3)^⊤ i d^′(x) = I_3 – ediniqnaØ matrica razmerom 3 × 3. ȷestkie smeweniØ d^′(x)b^′ = b^′ i d^{′′}(x)b^{′′} nazyva- ¸tsØ postupatel~nymi i vrawatel~nymi sootvetstvenno.

Pri formal~nom perehode k h = 0 vkl¸qeniØ ω^j_h isqeza¸t i, na pervyæ vzglØd, zadaqe (1.5)–(1.7) estestvenno postavit~ v sootvetstvie predel~nu¸ spektral~nu¸ zadaqu dlØ odnorodnogo tela Ω D(−∇_x)^⊤A^0D(∇_x)v(x) = λρ_0v(x), x ∈ Ω, (1.13)

D(n(x))^⊤A^0D(∇_x)v(x) = 0, x ∈ ∂Ω, (1.14)

sobstvennye qisla kotoroæ formiru¸t analogiqnu¸ (1.10) posledovatel~nost~

0 = λ_1 = · · · = λ_6 < λ_7 ≤ λ_8 ≤ · · · ≤ λ_n ≤ · · · → +∞. (1.15)

Odnako predel~nyæ perehod Λ_n(h) → λ_n okazyvaetsØ spravedlivym lix~ pri otricatel~nom pokazatele m v formule (1.9), t.e. pri “legkih” ili “ne oqen~ tØßelyh” vkl¸qeniØh, – nastoØwaØ stat~Ø v osnovnom posvØwena razboru situacii m ≥ 0: massa kaßdogo otdel~nogo vkl¸qeniØ bol~xe ili takaØ ße po porØdku, kak massa tela Ω(h). Pri fftom dalee pridetsØ razliqat~ sluqai “tØßelyh” i “oqen~ tØßelyh” vkl¸qeniæ, no ffti kategorii zavisØt ot vzaimnogo raspoloßeniØ toqek P^1, . . ., P^J (sm. dalee ograniqeniØ (3.7) i (3.18)).

V rabote [3] bylo pokazano, qto pri m = J = 1 analogiqnaØ (1.5)–(1.6) spektral~naØ zadaqa Dirihle dlØ operatora Laplasa poroßdaet soverxenno drugu¸ predel~nu¸ zadaqu. V rassmatrivaemom sluqae nabor (J ≥ 1) takih predel~nyh zadaq poluqaetsØ posredstvom zameny spektral~nogo parametra Λ(h) → M (h) = h^{−m}Λ(h) → μ, (1.16) rastØßeniØ koordinat x → ξ^j (sm. sootnoxenie (1.1)) i formal~- nogo perehoda k h = 0:

D(−∇_ξ )^⊤A^jD(∇_ξ )w^j(ξ) = μ^j ρ^0_j w^j(ξ), ξ ∈ ω^j , (1.17)

D(−∇_ξ )^⊤A^0D(∇_ξ)w^{j0}(ξ) = 0, ξ ∈ Θ^j := R^3 \ ω^j , (1.18)

FORMAL^NA˚ ASIMPTOTIKA SOBSTVENNYH QASTOT 35 w^{j0}(ξ) = w^j(ξ), D(ν^j(ξ))^⊤(A^0D(∇_ξ)w^{j0}(ξ) − A^j D(∇_ξ)w^j (ξ)) = 0,

ξ ∈ ∂ω^j . (1.19)

Zdes~ qerez w^{j0} oboznaqeno sußenie vektor-funkcii w^j na mnoßestvo Θ^j , t.e. na vnexnost~ vkl¸qeniØ ω^j ediniqnogo razmera. Netrudno ubedit~sØ v tom, qto zadaqa (1.17)–(1.19) “horoxo postavlena” v klasse vektor-funkciæ, zatuha¸wih na beskoneqnosti so skorost~¸ O(|ξ|^{−1}) (sm. dalee teoremu 2.1 i predloßenie 2.1), i eæ otveqaet posledovatel~nost~ sobstvennyh qisel

0 < μ^j_1 ≤ μ^j_2 ≤ μ^j_n ≤ · · · → +∞. (1.20)

Kak obyqno, sobstvennye qisla ukazany pri uqete ih kratnosteæ. Posledovatel~nosti (1.20) pri j = 1, . . ., J ob¨edinim v edinu¸ posledovatel~nost~

0 < μ_1 ≤ μ_2 ≤ . . . μ_n ≤ · · · → +∞. (1.21)

Esli zamenit~ usloviØ Neæmana (1.6) (v naprØßeniØh) usloviØmi Dirihle (v smeweniØh)

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω, (1.22)

to, kak moßno proverit~ (sm. [4] i obzor [5]), normirovannoe sobstvennoe qislo h^{−m}Λ_n(h) zadaqi (1.5), (1.22), (1.7) stremitsØ pri h → +0 k qlenu μ_n posledovatel~nosti (1.21). Kak ni stranno, pri oqen~ tØßelyh vkl¸qeniØh (sr. s materialom §§3–5) fftot rezul~tat neveren pri postanovke na ∂Ω usloviæ Neæmana. Imenno, v stat~Øh [6] i [7] obnarußeno dlØ skalØrnoæ zadaqi Neæmana, qto v sluqae J = 1 (odno tØßeloe vkl¸qenie) predel~naØ zadaqa perestaet byt~ differencial~noæ i priobretaet integral~- noe slagaemoe, a v sluqae J > 1 sootvetstvu¸wie integral~nye operatory obespeqiva¸t vzaimodeæstvie vkl¸qeniæ (imeet mesto “dal~nodeæstvie”) i predel~naØ posledovatel~nost~ (1.21) ne raspadaetsØ na vyqislØemye nezavisimo podposledovatel~- nosti (1.20), j = 1, . . ., J.

OsnovnaØ cel~ nastoØweæ stat~i – vyvod svØzannyh predel~- nyh spektral~nyh zadaq (rezul~tiru¸weæ zadaqi) dlØ sformulirovannoæ zadaqi teorii uprugosti. Iz-za togo qto lineal R ßestkih smeweniæ, udovletvorØ¸wih sootnoxeniØm (1.5)–(1.7) pri Λ = 0, imeet razmernost~ xest~ i soderßit lineænye vektor-funkcii (dlØ skalØrnoæ zadaqi Neæmana on odnomeren

36 D. GOMES, S. A. NAZAROV, M.-E. PERES i sostoit iz postoØnnyh) struktura voznika¸wih rezul~tiru- ¸wih zadaq znaqitel~no bogaqe i opredelØetsØ ne tol~ko pokazatelem m v formule (1.9), no i vzaimnym raspoloßeniem toqek P^1, . . ., P^J .

3. Zadaqi o koncentracii mass dlØ zadaq matematiqeskoæ fiziki. V sluqae operatora Laplasa dlØ spektral~noæ zadaqi

Dirihle s izolirovannoæ koncentrirovannoæ massoæ poluqeno bol~xoe koliqestvo raznoobraznyh rezul~tatov, sootnosØwihsØ s razliqnymi razmernostØmi prostranstva i znaqeniØmi pokazatelØ m, – soxlemsØ na stat~i [3, 8–14], knigi [15, 16] i obzor [5] po povodu razliqnyh metodov i podhodov, a takße bolee xirokogo spiska literatury. Vaßnoe i obwee nabl¸denie sostoit v tom, qto, vo-pervyh, sobstvennye qisla priobreta¸t porØdki h^m pri m > 0 i h^0 = 1 pri m ≤ 0 i, vo-vtoryh, v sluqae m > 0 voznikaet dva tipa kolebaniæ, a imenno, lokalizovannye okolo koncentrirovannoæ massy, associirovannye s nizkoqastotnoæ (Λ_n(h) = O(h^{m−2})) polosoæ spektra i global~nye, associirovannye so sredneqastotnoæ (Λ_n(h) = O(1)) polosoæ spektra. Pri fftom imeetsØ dva intervala (−∞, 0) i (0, +∞) izmenØemosti parametra m i kritiqeskoe znaqenie m = 0, predopredelØ¸wie asimptotiqeskoe povedenie sobstvennyh qisel v nizkoqastotnom diapazone. Lokal~nye i global~nye kolebaniØ priobreta¸t pravil~noe tolkovanie pri issledovanii sobstvennyh funkciæ (sm. [3, 10, 11, 15]).

Sluqaæ neskol~kih koncentrirovannyh mass pri m > 0 dlØ toæ ße skalØrnoæ zadaqi Dirihle moßno naæti v [5]. Drugie differencial~nye uravneniØ i sistemy rassmatrivalis~ v [17] (bigarmoniqeskiæ operator), [4] (sistema uravneniæ teorii uprugosti), [18] (sistema uravneniæ dlØ plastiny Reæssnera– Mindlina). V [19] izuqena zadaqa o bol~xom koliqestve koncentrirovannyh mass raspredelennyh po vnutrenneæ poverhnosti v Ω, a v [20] – zadaqa o prostranstvennom raspredelenii koncentrirovannyh mass v Ω. Vo vseh fftih publikaciØh na ∂Ω naznaqeny usloviØ Dirihle. V obzore [5] ukazany ssylki na bol~xoe qislo rabot, posvØwennyh sluqa¸ vyhoda koncentrirovannyh mass na uqastok Σ granicy oblasti Ω, no na ostal~- noæ qasti ∂Ω\Σ po-preßnemu predpolaga¸tsØ usloviØ Dirihle. Edinstvennoe iskl¸qenie – rabota [21], gde na ∂Ω\Σ postavleny usloviØ Neæmana, odnako massy sqita¸tsØ “legkimi” (m < 0) i

FORMAL^NA˚ ASIMPTOTIKA SOBSTVENNYH QASTOT 37 pofftomu kakie-libo otliqiØ ot usloviæ Dirihle ne voznika¸t.

V protivopoloßnost~ zadaqe Dirihle, spektral~noæ zadaqe dlØ operatora Laplasa s kraevymi usloviØmi Neæmana posvØweno nemnogo publikaciæ. UpomØnem stat~i [6, 7] i zametku [22] (rezul~taty privedeny bez dokazatel~stv), kotorye posvØweny asimptotiqeskomu povedeni¸ sobstvennyh qisel v nizkoqastotnom diapazone. Rezul~taty, dopolnØ¸wie citirovannye publikacii, poluqeny v rabote [23], a imenno, asimptotiki sobstvennyh qisel v nizko- i sreneqastotnyh diapazonah soprovoßdeny asimptotiqeskimi formulami dlØ sootvetstvu¸wih sobstvennyh funkciæ. Kak obyqno, isqerpyva¸waØ informaciØ moßet byt~ poluqena v odnomernoæ situacii (obyknovennoe differencial~noe uravnenie; sm. [24]), odnako dokazatel~stvo baziruetsØ na Øvnyh formulah i ne podrazumevaet obobwenie na mnogomernye zadaqi. Podqerknem, qto tol~ko v [7] i [23] rassmatrivalsØ sluqaæ J > 1, harakterizu¸wiæsØ “dal~nodeæstviem” vkl¸qeniæ.

DlØ skalØrnoæ zadaqi Neæmana sobstvennye qisla v nizkoqastotnom diapazone ime¸t tot ße porØdok, qto dlØ zadaqi Dirihle. Vmeste s tem poØvlØ¸tsØ i suwestvennye razliqiØ. Vo-pervyh, teper~ prihoditsØ razliqat~ tri intervala (−∞, 0), (0, 1) i (1, +∞) izmenØemosti pokazatelØ m, a takße dva kritiqeskih znaqeniØ m = 0 i m = 1, i, vo-vtoryh, ne proishodit lokalizacii sobstvennyh funkciæ (sm. [6, 7, 22, 23]).

4. Geometriqeskie usloviØ. V otliqie ot skalØrnyh uravne-

niæ dlØ sistemy uravneniæ teorii uprugosti pridetsØ razliqat~ tri sluqaØ vzaimnogo raspoloßeniØ toqek P^1, . . . , P^J :

(i) J = 1, t.e. imeetsØ lix~ odno vkl¸qenie;

(ii) J ≥ 2, no toqki P^1, . . . P^J leßat na odnoæ prØmoæ;

(iii) J ≥ 3 i sredi toqek P^1, . . .P^J naædutsØ tri, ØvlØ¸wiesØ verxinami nevyroßdennogo treugol~nika.

V situacii (i) sovmestim naqalo koordinat O s toqkoæ P^1, a v situacii (ii) zafiksiruem dekartovu sistemu x tak, qtoby toqki P^1, . . . , P^J popali na os~ applikat. V situacii (iii) poloßenie sistemy koordinat bezrazliqno. Trebovanie (iii) nazyvaem “usloviem treugol~nika”.

Oboznaqim d^1(x), d^2(x) i d^3(x) stroki matricy (1.12). Sledu- ¸wee utverßdenie proverØetsØ prØmymi vyqisleniØmi.

38 D. GOMES, S. A. NAZAROV, M.-E. PERES

Lemma 1.1. LineænaØ oboloqka D strok d^p(P^j), gde j = 1, . . . , J

i p = 1, 2, 3, sovpadaet s evklidovym prostranstvom (R^6)^⊤ strok dlinoæ xest~ togda i tol~ko togda, kogda vypolneno trebovanie (iii). Esli sobl¸deny usloviØ (ii) ili (i), no ne (iii), to D = (R^5)^⊤ × {0} ili D = (R^3)^⊤ × {0}^3 sootvetstvenno.

V oqerednom utverßdenii Q^{j′′} – simmetriqeskie poloßitel~- no opredelennye matricy razmerom 3 × 3, a Q^{j′} i Q^j_4 – takie stolbcy vysotoæ tri i (poloßitel~nye) qisla, qto 4 × 4- matricy

Q^j = ( Q^{j′′} Q^{j′} (Q^{j′})^⊤ Q^j_4 ) (1.23)

osta¸tsØ poloßitel~no opredelennymi.

Lemma 1.2. (1) Esli sobl¸deno trebovanie (iii), to simmetriqe-

skaØ 6 × 6-matrica M = J∑ j=1 d(P^j)^⊤Q^{j′′}d(P^j) (1.24)

poloßitel~no opredelena.

(2) Esli sobl¸deno trebovanie (ii), to simmetriqeskaØ 6 × 6- matrica M , zadannaØ formulami M = J∑ j=1 ^d(P^j)^⊤Q^j ^d(P^j), ^d(P^j) = ( d(P^j) e^6 ) , e^6 = (0, . . ., 0, 1) ∈ (R^6)^⊤,

(1.25)

ØvlØetsØ poloßitel~no opredelennoæ.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku kaßdoe iz slagaemyh v pravoæ qa-

sti (1.24) – neotricatel~naØ simmetriqeskaØ matrica, ravenstvo b^⊤M b = 0 pri nekotorom stolbce b ∈ R^6 vleqet za soboæ sootnoxeniØ d(P^j)b = 0 dlØ vseh indeksov j = 1, . . ., J, a znaqit, b = 0 soglasno zakl¸qeni¸ lemmy 1.1 o lineænoæ oboloqke D.

V situacii (ii) toqki P^1, . . . , P^J leßat na osi applikat, t.e. poslednie stolbcy matric d(P^j) nulevye. LineænaØ oboloqka strok matric ^d(P^j) zapolnØet vse prostranstvo (R^6)^⊤ (lemma 1.1). Sledovatel~no, vtoroe utverßdenie proverØetsØ toqno tak ße, kak i pervoe. �

FORMAL^NA˚ ASIMPTOTIKA SOBSTVENNYH QASTOT 39

5. Struktura stat~i i svodka rezul~tatov. Sledu¸wiæ para-

graf soderßit neobhodimye svedeniØ o razreximosti predel~- nyh zadaq, statiqeskih i spektral~nyh, a takße v nem dokazana teorema 2.2 o sobstvennyh qislah i vektorah rezul~tiru¸weæ zadaqi v naibolee obweæ postanovke. Formal~nyæ vyvod takih zadaq v razliqnyh situaciØh predstavlen v §§3–5.

Osnovnoe vnimanie v stat~e udeleno konstruirovani¸ asimptotiqeskih anzacev dlØ sobstvennyh vektor-funkciæ zadaqi (1.5)–(1.7) o kolebaniØh sostavnogo uprugogo tela Ξ(h), tak kak anzacy dlØ sobstvennyh qisel prosty: libo vozmuwaetsØ sobstvennoe qislo λ_n spektral~noæ zadaqi Neæmana (1.13), (1.14) dlØ odnorodnogo tela (posledovatel~nost~ (1.15)), libo vozmuwa¸tsØ umnoßennye na h^m fflementy posledovatel~nosti (1.21) sobstvennyh qisel bolee sloßnoæ rezul~tiru¸weæ zadaqi, kak raz i slußaweæ osnovnym predmetom issledovaniØ. Sootvetstvenno imeem Λ_n(λ) = λ_n + ~Λ_n(h) (1.26) ili Λ_n(λ) = h^mμ_n + ~Λ_n(h). (1.27)

Postroenie asimptotiqeskih formul dlØ sobstvennyh vektorfunkciæ – bolee trudnoe zanØtie, poskol~ku ih razloßeniØ mnogomasxtabnye i soderßat tak nazyvaemye asimptotiqeskie konglomeraty, soedinØ¸wie v sebe raznorodnye qleny, ime¸wie mnoßitelØmi stepeni malogo parametra h s raznymi pokazatelØmi: qleny regulØrnogo tipa i tipa pograniqnogo sloØ, a takße otweplennye ßestkie smeweniØ. PoØvlenie poslednih kak raz i vyzvano postanovkoæ usloviæ Neæmana (1.6) v naprØßeniØh. Delo v tom, qto vliØnie na telo Ω(h) kolebaniæ malyh tØßelyh vkl¸qeniæ moßno modelirovat~ sosredotoqennymi vozdeæstvi- Ømi v toqkah P^1, . . . , P^J – silami i momentami. Esli vnexnØØ poverhnost~ ∂Ω ßestko zawemlena, t.e. naznaqeny usloviØ Dirihle (1.22) v smeweniØh, l¸baØ kombinaciØ sosredotoqennyh sil i momentov kompensiruetsØ vnexnimi nagruzkami (reakciØ opor i t.p.). Esli ße poverhnost~ svobodna ot naprØßeniæ, to takaØ kompensaciØ moßet proizoæti libo za sqet inercionnyh sil, libo za sqet otvetnogo vozdeæstviØ tela Ω(h) na vkl¸qeniØ ω^j_h. Pri opredelennyh fiziqeskih parametrah (oqen~ tØßelye vkl¸qeniØ ili malye qastoty kolebaniæ) vozdeæstviØ na

40 D. GOMES, S. A. NAZAROV, M.-E. PERES vkl¸qeniØ ili inercionnye sily poroßdeny ßestkimi smeweniØmi massivnogo tela Ω(h), kotorye ne vyzyva¸t ego deformirovaniØ i prevaliru¸t nad drugimi formami kolebaniæ. Otmetim, qto uslovie treugol~nika uravnivaet amplitudy dvuh tipov ßestkih smeweniæ – postupatel~nogo i vrawatel~nogo, tak kak soglasno lemme 1.1 suwestvuet nabor sosredotoqennyh sil v toqkah P^1, . . . , P^J s proizvol~nymi zadannymi napered glavnymi vektorom i momentom. Pri naruxenii usloviØ (iii) v upomØnutyæ nabor neobhodimo vkl¸qit~ sosredotoqennye momenty – tri v sluqae (i) i odin v sluqae (ii).

Po postroeni¸ adekvatnogo glavnogo asimptotiqeskogo konglomerata netrudno poluqit~ polnye asimptotiqeskie razloßeniØ sobstvennyh qisel i vektor-funkciæ zadaqi (1.5)–(1.7): konglomerat tiraßiruetsØ i ego kopii umnoßa¸tsØ na stepeni h^{αk} malogo parametra s vozrasta¸wimi pokazatelØmi. Stroenie beskoneqno bol~xoæ posledovatel~nosti {α_k}^∞_{k=0} moßet okazat~sØ zamyslovatym po trem priqinam. Vo-pervyh, iz-za togo, qto pokazatel~ m v formule (1.9) – neceloe qislo; v svØzi s fftim sleduet podqerknut~, qto v prikladnyh disciplinah h – malyæ, no fiksirovannyæ geometriqeskiæ parametr i sravnenie ego s otnositel~nymi plotnostØmi ρ_j /ρ_0 – qisto matematiqeskiæ tr¸k: bolee pravil~no sravnivat~ plotnosti, massy i momenty inercii tel Ω(h), ω^1_h, . . . ω^J_h , priqem “kritiqeskimi” togda stanovØtsØ pokazateli m = 0, 1, 3 (sm. §5). VtoraØ priqina kroetsØ v neobhodimosti pravil~noæ normirovki sostavlØ¸wih asimptotiqeskogo anzaca; tak, pri m = 0 (celom pokazatele!) voznika¸t rØdy po stepenØm parametra h^{1/2} (sm. p. 1 §5 i sr. s [25]). Nakonec, pograniqnye sloi harakterizu¸tsØ stepennoæ skorost~¸ zatuhaniØ i pofftomu pri postroenii polnyh asimptotiqeskih razloßeniæ prihoditsØ primenØt~ proceduru pereraspredeleniØ nevØzok [26] (sm. [27], a takße [7, 28] po povodu spektral~nyh zadaq). V §6 izloßeny sootvetstvu¸wie iteracionnye processy dlØ naibolee pokazatel~nogo sluqaØ m = 1, oznaqa¸wego, qto massy tela i vkl¸qeniØ sravnimy po porØdku i ne trebu¸wego kakih-libo geometriqeskih ograniqeniæ.

Poskol~ku rezul~tiru¸wie zadaqi suwestvenno zavisØt ot pokazatelØ m i vzaimnogo raspoloßeniØ vkl¸qeniæ, ih spisok ves~ma dlinen. DlØ oblegqeniØ qteniØ stat~i privedem tablicu, v kotoru¸ pomestim odno iz usloviæ (i)–(iii) (esli upomina-

FORMAL^NA˚ ASIMPTOTIKA SOBSTVENNYH QASTOT 41 niØ usloviØ net, to rezul~tat veren pri l¸bom nabore toqek {P^1, . . . P^J }), anzac dlØ sobstvennogo qisla, ograniqenie na m, a takße predel~nye ili rezul~tiru¸wie zadaqi s ukazaniem na harakter vzaimodeæstviØ spektral~nyh zadaq dlØ sostavnyh uprugih prostranstv ω^j ∪ Θ^j , j = 1, . . . , J.

1^0. formula (1.26), m < 0, zadaqa (1.13), (1.14);

2^0. formuly (1.26) i (1.27), m = 0, ne svØzannye zadaqi (1.13), (1.14) i (1.17)–(1.19);

3^0. formula (1.27), m ∈ (0, 1), ne svØzannye zadaqi (1.17)–(1.19); 4^0. formula (1.27), m = 1, zadaqi (3.12), (1.18), (1.19) svØzany matriceæ (5.5);

5^0. situaciØ (iii), formula (1.27), m > 1, zadaqi (3.12), (1.18), (1.19) svØzany matriceæ (3.10);

6^0. situaciØ (ii), formula (1.27):

m ∈ (1, 3); svØzannye zadaqi (4.15), (1.18), (1.19); m = 3; zadaqi (3.30), (1.18), (1.19) svØzany matriceæ (5.9); m > 3; zadaqi (3.30), (1.18), (1.19) svØzany matriceæ (3.29);

7^0. situaciØ (i), formula (1.27):

m ∈ (1, 3); odinoqnaØ zadaqa (4.9), (1.18), (1.19); m = 3; odinoqnaØ zadaqa (5.7), (1.18), (1.19) s matriceæ (5.6);

m > 3; odinoqnaØ zadaqa (3.20), (1.18), (1.19) s matriceæ (3.16).

2. O razreximosti predel~nyh zadaq

1. Sistema uravneniæ dlØ sostavnogo uprugogo prostranstva. Rassmotrim sistemy differencial~nyh uravneniæ (1.18) i D(−∇_ξ)^⊤A^j D(∇_ξ)w^j (ξ) = F^j(ξ), ξ ∈ ω^j , (2.1) s usloviØmi soprØßeniØ (1.19). Oboznaqim L^0(∇_ξ), L^j (∇_ξ) i N^{j0}(ξ, ∇_ξ), N^j(ξ, ∇_ξ) matriqnye operatory, figuriru¸wie v levyh qastØh sootnoxeniæ (2.1), (1.18) i (1.19) sootvetstvenno, a

42 D. GOMES, S. A. NAZAROV, M.-E. PERES Φ(ξ) – fundamental~nu¸ matricu operatora L^0(∇_ξ) v prostranstve R^3. Izvestno, qto Φ(tξ) = t^{−1}Φ(ξ) pri l¸bom t > 0.

Predloßenie 2.1. Pust~ F^j ∈ L2(ω^j )^3 i w^j ∈ H^1_{loc}(R^3)^3 – rexenie

zadaqi (2.1), (1.18), (1.19), zatuha¸wee na beskoneqnosti. Togda ffto rexenie dopuskaet predstavlenie

w^{j0}(ξ) = ( b^{j⊤}d(−∇_ξ)^⊤Φ(ξ) )_⊤ + ( c^{j⊤}D(−∇_ξ )Φ(ξ) )_⊤ + ~w^{j0}(ξ), (2.2)

gde d i D – matricy iz formul (1.12) i (1.3), b^j i c^j – stolbcy v

R^6, priqem

b^j = ∫ ω^j d(ξ)^⊤F^j(ξ) dξ, (2.3)

a ostatok ~w^{j0} udovletvorØet ocenkam |∇^k_ξ ~w^{j0}(ξ)| ≤ c_k|ξ|^{−3−k}, k ∈ N, ξ ∈ R^3 \ U^j , (2.4) v kotoryh ∇^k_ξ w – sovokupnost~ proizvodnyh vektor-funkcii w porØdka k i U^j – okrestnost~ mnoßestva ω^j .

Dokazatel~stvo. Poskol~ku sistema (1.18) fflliptiqeskaØ i od-

norodnaØ, rexenie w^{j0} beskoneqno differenciruemo na mnoßestve R^3 \ U^j i soglasno obwim rezul~tatam [29, 30] (sm. takße [31, §6.4], [32, §6] i poØsneniØ v zameqanii 2.1) dlØ nego verny sootnoxeniØ (2.2) i (2.4).

Proverim ravenstvo (2.3) pri pomowi metoda [33]. S fftoæ cel~¸ vospol~zuemsØ formulami Grina na mnoßestvah ω^j i B_R \ω^j ,

gde B R = {ξ : |ξ| < R} – xar s bol~xim radiusom R > 0. Imeem ∫ ω^j d(ξ)^⊤F^j(ξ) dξ = ∫ ω^j d(ξ)^⊤L^j (∇_ξ)w^j(ξ) dξ =

= − ∫ ∂ω^j d(ξ)^⊤N^j(ξ, ∇_ξ)w^j (ξ) ds_ξ = − ∫ ∂ω^j d(ξ)^⊤N^{j0}(ξ, ∇_ξ)w^{j0}(ξ) ds_ξ =

= − ∫ ∂BR d(ξ)^⊤D(|ξ|^{−1}ξ)^⊤A^0D(∇_ξ)W^j (ξ) ds_ξ + O(R^{−1}) =

= ∫ BR d(ξ)^⊤L^0(∇_ξ)W^j(ξ) dξ + O(R^{−1}) =

FORMAL^NA˚ ASIMPTOTIKA SOBSTVENNYH QASTOT 43 = ∫ BR d(ξ)^⊤(d(−∇_ξ)b^j + D(−∇_ξ)^⊤c^j )δ(ξ) dξ + O(R^{−1}) =

= d(∇_ξ)^⊤ d(ξ) | |_{ξ=0}b^j + O(R^{−1}) = b^j + O(R^{−1}). (2.5)

Zdes~ W^j (ξ) – summa vydelennyh v razloßenii (2.2) asimptotiqeskih qlenov, |ξ|^{−1}ξ – ediniqnyæ vektor vnexneæ normali k sfere ∂B_R . Krome togo, poslednie integraly ponima¸tsØ v smysle teorii raspredeleniæ, a pri ih vyqislenii primeneny ravenstvo L^0(∇_ξ)Φ(ξ) = I_3δ(ξ), gde δ – funkciØ Diraka, i vyteka¸wie neposredstvenno iz opredeleniæ matric d i D sootnoxeniØ

d(∇_ξ)^⊤ d(ξ) | | |_{ξ=0} = I6, d(∇ξ)^⊤D(ξ)^⊤ | | |_{ξ=0} = O6,

D(∇_ξ ) d(ξ) = O_6, D(∇_ξ )D(ξ)^⊤ = I_6,

v kotoryh O_6 i I_6 – nulevaØ i ediniqnaØ matricy razmerom 6×6.

Predel~nyæ perehod R → +∞ v sootnoxenii (2.5) ustanavlivaet ravenstvo (2.3). �

Zameqanie 2.1. Stolbcy matric d(ξ) i D(ξ)^⊤ obrazu¸t bazis

v dvenadcatimernom prostranstve lineænyh vektornyh poleæ v

R^3. Pofftomu asimptotiqeskie qleny, otdelennye v razloßenii

(2.2), predstavlØ¸t soboæ lineænu¸ kombinaci¸ stolbcov fundamental~noæ matricy Φ(ξ) i ih proizvodnyh pervogo porØdka. � 2. StacionarnaØ zadaqa teorii uprugosti dlØ ograniqennogo tela.. Oqerednoe utverßdenie izvestno (sm., naprimer, [34,

35]). Otmetim, qto v silu formul (1.3) i (1.5) stolbcy (1.2) deformaciæ i naprØßeniæ vyroßda¸tsØ tol~ko na ßestkih smeweniØh.

Predloßenie 2.2. Pust~ f ∈ L2(Ω)^3 i g ∈ L2(∂Ω)^3. Zadaqa

L^0(∇_x)v(x) = f(x), x ∈ Ω, N^0(x, ∇_x)v(x) = g(x), x ∈ ∂Ω, (2.6)

gde N^0 – operator kraevyh usloviæ Neæmana (1.6), imeet obobwennoe rexenie v ∈ H^1(Ω)^3 v tom i tol~ko v tom sluqae, esli vypolneno ravenstvo ∫ Ω d(x)^⊤f(x) dx + ∫ ∂Ω d(x)^⊤g(x) ds_x = 0 ∈ R^6. (2.7)

44 D. GOMES, S. A. NAZAROV, M.-E. PERES Rexenie v opredeleno s toqnost~¸ do slagaemogo iz lineala (1.11), no buduqi podqineno uslovi¸ ortogonal~nosti ∫ Ω d(x)^⊤v(x) dx = 0 ∈ R^6, (2.8)

stanovitsØ edinstvennym i udovletvorØet ocenke

‖v; H^1(Ω)‖ ≤ c(‖f; L_2(Ω)‖ + ‖g; L_2(∂Ω)‖).

Zameqanie 2.2. Poskol~ku granica ∂Ω gladkaØ, pri f∈H^{l−1}(Ω)^3,

g ∈ H^{l−1/2}(∂Ω)^3 (prostranstvo Soboleva–Slobodeckogo) i l ∈ N ukazannoe v predloßenii 2.2 rexenie v fflliptiqeskoæ kraevoæ zadaqi (2.6) prinadleßit prostranstvu Soboleva H^{l+1}(Ω)^3 i dlØ nego vypolnena ocenka ‖v; H^{l+1}(Ω)‖ ≤ c_l(‖f; H^{l−1}(∂Ω)‖ + ‖g; H^{l−1/2}(∂Ω)‖). Pri gladkih vektor-funkciØh f i g rexenie stanovitsØ beskoneqno differenciruemym na mnoßestve Ω. �to obstoØtel~stvo uqityvaetsØ pri dal~neæxih postroeniØh (sm. §6), odnako nußna lix~ lokal~naØ (v okrestnostØh toqek P^1, . . . , P^J ) gladkost~, kotoraØ imeetsØ daße pri lipxicevoæ poverhnosti ∂Ω. Analogiqno dlØ rexeniæ w^j zadaqi (2.1), (1.18), (1.19) trebuetsØ beskoneqnaØ differenciruemost~ tol~ko vne okrestnosti U^j mnoßestva ω^j – ona obespeqena odnorodnost~¸ fflliptiqeskoæ sistemy (1.18) differencial~nyh uravneniæ s postoØnnymi kofffficientami. Sledovatel~no, perehod k lipxicevym poverhnostØm ∂ω^1, . . . , ∂ω^J takße ne vyzyvaet osloßneniæ. �

Vykladki (2.5) takße dostavlØ¸t neskol~ko ispol~zuemyh dalee formul.

Sledstvie 2.1. Pri l¸bom j = 1, . . . , J spravedlivy ravenstva ∫ ∂Ω d(x)^⊤N^0(x, ∇_x)Φ(x − P^j) ds_x = −d(P^j)^⊤, ∫ ∂Ω d(x)^⊤N^0(x, ∇_x) ( D(−∇_x)Φ(x − P^j) )_⊤ ds_x = O_6, (2.9) ∫ ∂Ω d(x)^⊤N^0(x, ∇_x)d^{′′}(−∇_x)^⊤Φ(x − P^j)ds_x = −

( O3 I3 ) .

FORMAL^NA˚ ASIMPTOTIKA SOBSTVENNYH QASTOT 45

3. Spektral~noe uravnenie v sostavnom uprugom prostranstve. Izvestno (sm., naprimer, [36]) sledu¸wee vesovoe nera-

venstvo Korna ∫ R^3 (|∇_ξw(ξ)|^2 + |ξ|^{−2}|w(ξ)|^2)dξ ≤ C ∫ R^3 |D(∇_ξ)w(ξ)|^2dξ, w ∈ C^∞_c (R^3)^3; (2.10)

zdes~ D(∇_x) – matrica differencial~nyh operatorov iz (1.3), a C – absol¸tnaØ postoØnnaØ. Takim obrazom, popolnenie lineala C^∞_c (R^3)^3 gladkih vektor-funkciæ s kompaktnymi nositelØmi po norme |||w|||_j := √ 2 E^j (w; R^3)^{1/2} (2.11) sovpadaet s prostranstvom Kondrat~eva W^j = V^1_0 (R^3)^3 (sm. [29]), sostoØwim iz vektor-funkciæ w ∈ H^1_{loc}(R^3)^3, dlØ kotoryh koneqen integral ∫

R^3 (|∇_ξw(ξ)|^2 + |ξ|^{−2}|w(ξ)|^2)dξ. V formule (2.11) i dalee ispol~zuem sledu¸wie oboznaqeniØ dlØ ffnergetiqeskih funkcionalov:

E^j (w; R^3) = 1 2 (A^0Dw, Dw)R3_{\ω}j + 1 2 (A^jDw, Dw)_ωj , E_h(u; Ω) = 1 2 (A^0Du, Du)_{Ω(h)} + 1 2 J∑ j=1 (A^jDu, Du)_ωj_h . (2.12)

Krome togo, ( , )_Υ – skalØrnoe proizvedenie v prostranstve Lebega L_2(Υ), skalØrnom ili vektornom, a ‖ · ; L_2(Υ)‖ – sootvetstvu- ¸waØ norma. Kvadratiqnye funkcionaly (2.12) poroßda¸t kvadratiqnye formy; naprimer,

E^j (w, η; R^3) = 1 4 ( E^j(w + η; R^3) − E^j(w − η; R^3) ) . Pod rexeniem spektral~noæ zadaqi (1.17)–(1.19) ponimaem paru {μ^j , w^j} – kompleksnoe qislo μ^j ∈ C i netrivial~nu¸ vektor-funkci¸ w^j ∈ W^j , udovletvorØ¸wie pri l¸boæ probnoæ “funkcii” η ∈ W^j integral~nomu toßdestvu

2E^j(w^j, η; R^3) = μ^jρ^0_j (w^j , η)_ωj . (2.13)

46 D. GOMES, S. A. NAZAROV, M.-E. PERES

Pust~ ⟨ , ⟩_j – skalØrnoe proizvedenie v gil~bertovom prostranstve W^j , poroßdennoe normoæ (2.12). Vvedem novyæ spektral~nyæ parametr β^j = (μ^j )^{−1} (2.14)

i pri uqete teoremy Rissa o predstavlenii lineænogo funkcionala v gil~bertovom prostranstve preobrazuem toßdestvo (2.13) v abstraktnoe uravnenie

B^jw^j = β^j w^j ∈ W^j , (2.15) gde B^j – lineænyæ nepreryvnyæ poloßitel~nyæ i simmetriqe-

skiæ operator v W^j , zadannyæ formuloæ

⟨B^j w^j, η⟩j = ρ^0_j (w^j , η)ωj , η ∈ W^j . (2.16)

Po ponØtnym priqinam vloßenie L_2(ω^j )^3 ⊂ W^j kompaktno, t.e. ffto svoæstvo prisuwe i operatoru B^j, a znaqit, soglasno obwim rezul~tatam funkcional~nogo analiza (sm., naprimer, [37]) spravedlivo sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 2.1. Zadaqa (1.17)–(1.19) i uravnenie (2.15) ime¸t po-

sledovatel~nosti (1.20) i

β^j_1 ≥ β^j_2 ≥ · · · ≥ β^j_n ≥ · · · → +0 (2.17)

sobstvennyh qisel. �ti qisla ukazany v spiskah (1.20) i (2.17) pri uqete ih kratnosteæ i svØzany sootnoxeniem (2.14). Sootvetstvu¸wie sobstvennye vektor-funkcii w^{j1}, w^{j2}, . . . , w^{jn}, . . . moßno podqinit~ usloviØm ortogonal~nosti i normirovki ρ^j_0(w^{jn}, w^{jl})_ωj = δ_{n,l}, gde n, l ∈ N i δ_{n,l} – simvol Kronekera.

4. Rezul~tiru¸waØ spektral~naØ zadaqa obwego vida. Kak

uße upominalos~ v p. 2 §1, otdel~nye zadaqi v sostavnyh uprugih prostranstvah Θ^j ∪ ω^j mogut byt~ ob¨edineny integral~- nymi operatorami v edinu¸ (rezul~tiru¸wu¸) spektral~nu¸ zadaqu. Opixem ee strukturu.

Pust~ ψ^j_{(1)}, . . . , ψ^j_{(I)} – lineæno nezavisimye vektor-funkcii v podprostranstve R ßestkih smeweniæ (sm. opredelenie (1.11); pri fftom I ≤ 6) i Π^j = (Π^j_1, . . . , Π^j_I )^⊤,

Π^j_pw = (w, ψ^j_{(p)})_ωj . (2.18)

FORMAL^NA˚ ASIMPTOTIKA SOBSTVENNYH QASTOT 47 Poloßim

w^j_⊥(ξ) = w^j(ξ) − I∑ p,q=1 ψ^j_{(p)}(ξ)(Ψ^{−1}_{(j)} )_{pq}Π^j_q w^j,

gde (Ψ^{−1}_{(j)})_{pq} – fflementy matricy Ψ^{−1}_{(j)}, obratnoæ dlØ matricy Grama

Ψ_{(j)} = ∫ ω^j ψ^j_{(q)}(ξ)^⊤ψ^j_{(p)}(ξ) dξ I

p,q=1 , simmetriqeskoæ i poloßitel~no opredelennoæ vvidu lineænoæ nezavisimosti vektor-funkciæ ψ^j_{(1)}, . . . , ψ^j_{(I)}. Sledu¸wie ravenstva oqevidny:

Π^j w^j_⊥ = 0 ∈ R^I, D(∇_ξ)w^j (ξ) = D(∇_ξ)w^j_⊥, (w^j, η^j)_ωj = (w^j_⊥, η^j_⊥)_ωj + (Ψ^{−1}_{(j)}Π^jw^j , Π^jη^j)R.

(2.19)

Zdes~ i dalee ( , )R– skalØrnoe proizvedenie v evklidovom prostranstve R^I; kak i vs¸du v stat~e razmernost~ prostranstva ne ukazyvaetsØ v oboznaqeniØh skalØrnyh proizvedeniæ i norm.

Pust~ T = (T^{kq}_{jp})^{J,I}_{j,k=1,p,q=1} – simmetriqeskaØ poloßitel~no opredelennaØ matrica razmerom JI × JI, t.e. T^{kq}_{jp} = T^{jp}_{kq},^{J∑}_{j,k=1}^{I∑}_{p,q=1} T^{kq}_{jp} ξjp ξkq ≥ c^{J∑}_{j=1}^{I∑}_{p=1} |ξjp|^2 (2.20) pri l¸boæ matrice ξ = (ξ_{jp})^{J,I}_{j=1,p=1} ∈ R^{J×I}, priqem c – poloßitel~naØ postoØnnaØ. V prostranstve

W = W^1 × · · · × W^J ∋ w := (w^1, . . ., w^J )^⊤ (2.21)

vvedem operator P = (P^1, . . . P^J )^⊤,

P^j w = ρ^j_0 ( w^j − J∑ k=1 I∑ p,q=1 Ψ^j_pT^{kq}_{jp}Π^k_q w^k ) , (2.22)

i sovokupnost~ (j = 1, . . . , J) zadaq, sostoØwih iz sistem (1.18) i sistem integro-differencial~nyh uravneniæ

D(−∇_ξ )^⊤A^jD(∇_ξ )w^j(ξ) = μ

(P^j w^) (ξ), ξ ∈ ω^j , (2.23)

kotorye svØzany usloviØmi soprØßeniØ (1.19). Dalee taku¸ zadaqu kratko oboznaqaem (⋆).

48 D. GOMES, S. A. NAZAROV, M.-E. PERES

Teorema 2.2. Spektr zadaqi (⋆) sostoit iz vewestvennyh sob-

stvennyh qisel. Esli JI × JI-matrica

diag ( ρ^0_1Ψ^{−1}_{(1)}, . . . , ρ^0_J Ψ^{−1}_{(J)} ) − T (2.24)

neotricatel~na (sr. formulu (2.20)), to nazvannye sobstvennye qisla μ_1, μ_2, . . . obrazu¸t posledovatel~nost~ (1.21), a sootvetstvu¸wie sobstvennye vektory w^n = ( w^{1n}, . . . , w^{Jn} )_⊤ moßno podqinit~ usloviØm ortogonal~nosti i normirovki J∑ j=1 ρ^0_j ( (w^{jn}, w^{jl})_ωj − J∑ k=1 I∑ p,q=1 Π^j_pw^{jn}T^{kq}_{jp} Π^k_q w^{kl} ) = δ_{n,l}, n, l ∈ N. (2.25)

Dokazatel~stvo. Integral~noe toßdestvo, obslußiva¸wee za-

daqu (⋆), vyvoditsØ sledu¸wim obrazom (sm., naprimer, [34]): sistemy (1.23) i (1.18) umnoßa¸tsØ skalØrno na vektor-funkcii η^j ∈ C^∞_c (R^3)^3 i dlØ rezul~tata primenØetsØ formula Grina pri uqete usloviæ soprØßeniØ (1.19) i sootnoxeniæ (2.18)–(2.19). V itoge prihodim k ravenstvu 2 J∑ j=1 E^j (w^j, η^j; R^3) = μq(w, y), (2.26)

gde w = (w^1, . . . , w^J )^⊤, y = (η^1, . . . , η^J )^⊤ i q(w^n, w^l) – levaØ qast~

sootnoxeniØ (2.25). Soglasno neravenstvu Korna (2.10), opredeleni¸ (2.12) i predpoloßeni¸ o poloßitel~noæ opredelennosti qislovyh matric v formule (1.4) vyraßenie sleva v (2.26) predstavlØet soboæ skalØrnoe proizvedenie ⟨ , ⟩W v gil~bertovom prostranstve (2.21), a znaqit, po zamykani¸ probnu¸ “funkci¸” y v toßdestve (2.26) moßno sqitat~ fflementom prostranstva W. Krome togo, po teoreme Rissa o predstavlenii funkcionala v gil~bertovom prostranstve analogiqnoe (2.16) ravenstvo

⟨Qw, y⟩w = q(w, y), y ∈ W,

opredelØet lineænyæ, nepreryvnyæ, simmetriqeskiæ i kompaktnyæ operator Q v prostranstve W. Poskol~ku toßdestvo (2.26) ffkvivalentno abstraktnomu uravneni¸

Qw = μ^{−1}w ∈ W,

FORMAL^NA˚ ASIMPTOTIKA SOBSTVENNYH QASTOT 49 pervaØ qast~ utverßdeniØ podtverßdena obwimi rezul~tatami o spektre operatorov s pereqislennymi svoæstvami (sm., naprimer, [37]). Ostalos~ ubedit~sØ v tom, qto uslovie neotricatel~nosti, naloßennoe na matricu (2.24), obespeqivaet poloßitel~nost~ sobstvennyh qisel – poputno ustanavlivaetsØ vozmoßnost~ proizvesti normirovku (2.25) sobstvennyh vektorov.

Pust~ μ i w ≠ 0 – sobstvennye qislo i vektor zadaqi (⋆). Pri uqete formul (2.19) i (2.22) poluqaem

0 < ⟨w, w⟩W = μq(w, w) = = μ J∑ j=1 ρ^0_j ( ‖w^j_⊥; L_2(ω^j )‖^2 + ( Ψ^{−1}_{(j)}Π^jw^j , Π^jw^j ) R −

− J∑ k=1 (T^k_j Π^kw^k, Π^jw^{j )}_R ) ; (2.27)

zdes~ T^k_j = ( T^{kq}_{jp}^{)I}_{p,q=1} – I × I-blok matricy T. Vvidu sdelannogo

predpoloßeniØ o matrice (2.24) mnoßitel~ S pri μ v pravoæ qasti (2.27) neotricatelen, a znaqit, dostatoqno proverit~, qto on ne moßet obratit~sØ v nul~. Pust~ S = 0; togda w^j_⊥ = 0 v silu predpoloßeniØ o matrice (2.24), t.e. sußenie poleæ w^j na vkl¸qeniØ ω^j sut~ ßestkie smeweniØ i D(ν^j)^⊤A^j D(∇_ξ)w^j = 0 na poverhnostØh ∂ω^j . Takim obrazom, v silu usloviæ soprØßeniØ (1.21) i formuly Grina imeem 0 = ∫ ∂ω^j w^{j0}(ξ)^⊤D(ν^j(ξ))^⊤A^0D(∇_ξ)w^{j0}(ξ) ds_ξ = −2E^j(w^{j0}; R^3 \ ω^j ).

Sledovatel~no, w^{j0} ∈ R i vektor-funkciØ w^{j0} nulevaØ po priqine ee zatuhaniØ na beskoneqnosti. Nakonec, pole w^j udovletvorØet odnorodnym usloviØm Dirihle i Neæmana na granice ∂ω^j i ØvlØetsØ rexeniem fflliptiqeskoæ sistemy differencial~nyh uravneniæ v oblasti ω^j, t.e. w^j = 0 i nußnoe protivoreqie poluqeno. �

Proverka sformulirovannogo v teoreme 2.2 usloviØ dlØ konkretnyh matric T, voznika¸wih v sledu¸wih treh paragrafah, provoditsØ pri pomowi prostoæ lemmy – dalee k fftomu voprosu ne vozvrawaemsØ.

50 D. GOMES, S. A. NAZAROV, M.-E. PERES

Lemma 2.1. Pust~ T^1, . . ., T^J – qislovye matricy razmerom n ×

q i T = (T^1, . . . , T^J ) – n × Jq-matrica. Esli T T^⊤ – neosobennaØ n × n-matrica (lineænaØ oboloqka strok matric T^j zapolnØet evklidovo prostranstvo (R^n)^⊤), to matrica

IqJ − T := IqJ − T^⊤(T T^⊤)^{−1}T (2.28)

razmerom qJ × qJ ØvlØetsØ neotricatel~noæ.

Dokazatel~stvo. Sama matrica T simmetriqeskaØ i neotrica-

tel~naØ. Pust~ β – ee sobstvennoe qislo i b ∈ R^{qJ} \ {0} – sobstvennyæ stolbec. Umnoßim ravenstvo Tb = βb sleva na T i soglasno opredeleni¸ T poluqim, qto T b = βT b. Sledovatel~- no, β = 1 (v sluqae T b ≠ 0 ∈ R^n) ili β = 0 (tak kak iz ravenstva T b = 0 vytekaet, qto Tb = 0). UtverßdeniØ o matrice (2.28) stalo oqevidnym. �

3. Asimptotiqeskie anzacy i rezul~tiru¸wie zadaqi v sluqae oqen~ tØßelyh vkl¸qeniæ

1. Uslovie treugol~nika.. Esli vypolneno trebovanie (iii) iz

p. 4 §1, to pri l¸boæ vektor-funkcii f ∈ L_2(Ω)^3 moßno podobrat~ stolbcy b^{1′}, . . . , b^{J′} ∈ R^3 tak, qtoby zadaqa (2.6) s pravymi qastØmi f i

g^1(x) = − J∑ j=1 N^0(x, ∇_x)Φ(x − P^j)b^{j′} (3.1)

imela rexenie, ukazannoe v predloßenii 2.2. �tot fakt, vyteka¸wiæ iz lemmy 1.1 i pervoæ formuly (2.9), predopredelØet sledu¸wiæ asimptotiqeskiæ anzac dlØ sobstvennogo vektora u zadaqi (1.5)–(1.7):

u(x) ∼ d(x)b^0 + hv^1(x) + J∑ j=1 w^j ( h^{−1}(x − P^j) ) . (3.2)

Zdes~ d – matrica (1.12), b^0 ∈ R^6, t.e. pervoe slagaemoe sprava – ßestkoe smewenie, a w^1, . . . , w^J – isqeza¸wie na beskoneqnosti vektor-funkcii, kotorye vmeste so stolbcom b^0 podleßat dal~neæxemu opredeleni¸. Krome togo, v^1 – pole v oblasti Ω, obespeqenie ograniqennosti kotorogo (i emu podobnyh) ØvlØetsØ odnim iz central~nyh momentov asimptotiqeskoæ procedury.

FORMAL^NA˚ ASIMPTOTIKA SOBSTVENNYH QASTOT 51 Podstavim anzac (3.2) v sistemu uravneniæ (1.5) i usloviØ soprØßeniØ (1.7). Posle zameny (1.16) spektral~nogo parametra soberem glavnye asimptotiqeskie qleny i poluqim sistemu differencial~nyh uravneniæ (1.18) v Θ^j = R^3 \ ω^j , usloviØ soprØßeniØ (1.19) na ∂ω^j , a takße sledu¸wu¸ sistemu uravneniæ na vkl¸qenii ω^j ediniqnogo razmera:

D(−∇_ξ)^⊤A^j D(∇_ξ)w^j (ξ) = μρ^0_j (w^j(ξ) + d(P^j)b^0), ξ ∈ ω^j . (3.3)

Pust~ w^j – zatuha¸wee pri |ξ| → ∞ rexenie zadaqi (3.3), (1.18), (1.19) dlØ kakogo-libo znaqeniØ spektral~nogo parametra μ. Togda soglasno predloßeni¸ 2.1 spravedlivo ukoroqennoe razloßenie (2.2)

w^{j0}(ξ) = Φ(ξ)b^{j′} + O(|ξ|^{−2}), (3.4)

v kotorom v silu formul (2.2), (2.3) i (3.3) stolbec b^{j′} ∈ R^3 imeet vid b^{j′} = μρ^0_j ∫ ω w^j (ξ) dξ + mes_3(ω^j )d(P^j)b^0

. (3.5)

Poskol~ku fundamental~naØ matrica Φ poloßitel~no odnorodna stepeni −1, vne okrestnosti toqki P^j vypolneno predstavlenie w^{j0}(h^{−1}(x − P^j)) = hΦ(x − P^j)b^{j′} + O(h^2). (3.6)

Otdelennoe v pravoæ qasti (3.6) slagaemoe ostavlØet v kraevyh usloviØh nevØzku hg^1(x), kotoraØ opredelena ravenstvom (3.1) i kotoru¸ nußno kompensirovat~ pri pomowi sostavlØ¸weæ v^1 regulØrnogo tipa. Vspomniv, qto L^0(∇_x)Φ(x − P^j) = 0 pri x ∈ Ω \ {P^j}, vidim, qto v sluqae

m > 1 (3.7)

nevØzki, poroßdennye v sisteme (1.5) na tele Ω(h) slagaemym

Λρ_0 ( d(x)b^0 + w^{j0}(h^{−1}(x − P^j)) ) ∼ ∼ h^mμρ_0 ( d(x)b^0 + hΦ(x − P^j)b^{j′} ) (3.8)

ne nußno uqityvat~ v differencial~nyh uravneniØh na oblasti Ω dlØ vektor-funkcii v^1. Itak, v^1 – rexenie zadaqi (2.6) s

52 D. GOMES, S. A. NAZAROV, M.-E. PERES pravymi qastØmi (3.1) i f^1 = 0. Pri μ ≠ 0 blagodarØ formulam (2.9) i (3.5) usloviØ razreximosti (2.7) ukazannoæ zadaqi moßno zapisat~ v vide sistemy algebraiqeskih uravneniæ Mb^0 = F ∈ R^6, (3.9) v kotoroæ M – simmetriqeskaØ 6 × 6-matrica, M = J∑ j=1 ρ^0_j mes_3(ω^j )d(P^j)^⊤ d(P^j), (3.10)

F = − J∑ j=1 ρ^0_j d(P^j)^⊤ ∫ ω^j w^j(ξ) dξ. (3.11)

Sledu¸wee utverßdenie – qastnyæ sluqaæ lemmy 1.2 (1), gde Q^{j′′} = I_3mes_3(ω^j ).

Lemma 3.1. Pri uslovii (iii) iz p. 4§1 matrica (3.10) poloßi-

tel~no opredelena.

Sistema (3.9) daet stolbec b^0 ∈ R^6. V rezul~tate differencial~nye uravneniØ (3.3) prinima¸t vid

D(−∇_ξ)^⊤A^j D(∇_ξ)w^j (ξ) =

= μρ^0_j w^j(ξ) − d(P^j)M^{−1} J∑ k=1 ρ^0_k d(P^k)^⊤ ∫ ω^k w^k(η) dη , ξ ∈ ω^j . (3.12) Integral~noe slagaemoe, prisutstvu¸wee v posledneæ formule, sobiraet vse zadaqi (3.12), (1.18), (1.19) v edinu¸ rezul~tiru- ¸wu¸ spektral~nu¸ zadaqu.

2. Edinstvennoe vkl¸qenie. V sluqae (i) iz p. 4 §1 asimpto-

tiqeskiæ anzac vyglØdit sledu¸wim obrazom: u(x) ∼ h^{−1}d^{′′}(x)b^{0′′} + b^{0′} + d^{′′}(x)b^{0′′}_{(1)}+ +hv^1(x) + h^2v^2(x) + w^1(h^{−1}x). (3.13) Teper~ na pervom xage asimptotiqeskoæ procedury opredelØem stolbec b^0 ∈ R^6 i vektor-funkci¸ w^1, isqeza¸wu¸ pri |ξ| → ∞.

FORMAL^NA˚ ASIMPTOTIKA SOBSTVENNYH QASTOT 53 Pri fftom vrawatel~noe ßestkoe smewenie d^{′′}(x)b^{0′′}_{(1)} napisano v formule (3.13) dlØ polnoty kartiny, a edinstvennaØ zabota o polØh v^1 i v^2 v oblasti Ω – dobit~sØ ih ograniqennosti. Napominaem, qto b^{0′} = (b^0_1, b^0_2, b^0_3)^⊤ i b^{0′′} = (b^0_4, b^0_5, b^0_6)^⊤ – dve polovinki stolbca b^0 = (b^0_1, . . . , b^0_6)^⊤.

Iz-za pervogo slagaemogo h^{−1}d^{′′}(x)b^{0′′} = d^{′′}(ξ)b^{0′′} v pravoæ qasti (3.13) (toqka P^1 sovmewena s naqalom koordinat O; sm. p. 4 §1) sistema differencial~nyh uravneniæ (3.3) na vkl¸qenii ω^j transformiruetsØ v taku¸:

D(−∇_ξ )^⊤A^1D(∇_ξ)w^1(ξ) = μρ^0_1 ( w^1(ξ) + d(ξ)b^0 ) , ξ ∈ ω^1. (3.14)

Ee zatuha¸wee rexenie dopuskaet predstavlenie (2.2), v kotorom stolbec b^1 blagodarØ formule (2.3) prinimaet vid

b^1 = μρ^0_1 ∫ ω1 d(ξ)^⊤w^1(ξ) dξ + d(ω^1)b^0

, (3.15)

gde d(ω) – simmetriqeskaØ i poloßitel~no opredelennaØ matrica Grama razmerom 6 × 6,

d(ω) = ∫ ω d(ξ)^⊤ d(ξ) dξ. (3.16)

VozvrawaØs~ k medlennym peremennym x, nahodim, qto

w^1(h^{−1}x) = hΦ(x)b^{1′} + h^2 ( b^{1′′⊤} d^{′′}(−∇_x)^⊤Φ(x) )_⊤ + +h^2 ( c^{1⊤}D(−∇_x)^⊤Φ(x) )_⊤ + O(h^3).

Sledovatel~no, pravye qasti kraevyh usloviæ Neæmana na granice ∂Ω dlØ sostavlØ¸wih v^1 i v^2 regulØrnogo tipa zadany formulami

g^1(x) = −N^0(x, ∇_x)Φ(x)b^{1′},

g^2(x) = −N^0(x, ∇_x) ( (b^{1′′⊤} d^{′′}(−∇_x)Φ(x) )_⊤ + + ( c^{1⊤}D(−∇_x)^⊤Φ(x) )_⊤ ) + . . . , (3.17)

gde mnogotoqie zamenØet slagaemye, kotorye mogut vozniknut~ pri uqete mladxih qlenov pograniqnogo sloØ. V sluqae

m > 3 (3.18)

54 D. GOMES, S. A. NAZAROV, M.-E. PERES vyraßenie

Λρ_0 ( h^{−1} d^{′′}(x)b^{0′′}+ +b^{0′} + d^{′′}(x)b^{1′′} + w^1(h^{−1}x) ) ∼ μρ_0h^{m−1} d^{′′}(x)b^{0′′} (3.19)

ne privnosit nevØzok v uravnenie na oblasti Ω dlØ mladxih asimptotiqeskih qlenov v^1 i v^2. Primenim sledstvie 2.1 dlØ analiza usloviæ razreximosti poluqivxihsØ zadaq (2.6) s pravymi qastØmi f^1 = 0, f^2 = 0 i (3.17). Glavnyæ moment nagruzki g^1 obrawaetsØ v nul~ avtomatiqeski, a ee glavnyæ vektor annuliruetsØ togda i tol~ko togda, kogda vypolneno ravenstvo b^{1′} = 0 ∈ R^3 (sr. s pervoæ formuloæ (2.9)). Obrawenie v nul~ glavnogo momenta nagruzki g^2 trebuet, qtoby b^{1′′} = 0 ∈ R^3 (sr. vtoru¸ i tret~¸ formuly (2.9)), a zabotit~sØ ob uniqtoßenii ee glavnogo vektora seæqas ne nußno – ffto moßno sdelat~ na sledu¸wem xage asimptotiqeskoæ procedury putem podbora stolbca b^{0′′}_{(1)} (mnogotoqie v sootnoxenii (3.17)). V itoge ves~ stolbec b^1 ∈ R^6 dolßen byt~ nulevym, a znaqit, v silu ravenstva (3.15) sistema (3.14) prinimaet vid

D(−∇_ξ)^⊤A^1D(∇_ξ )w^1(ξ) =

= μρ^0_1 w^1(ξ) − d(ξ)d(ω^1)^{−1} ∫ ω1 d(η)^⊤w^1(η)dη , ξ ∈ ω^1. (3.20)

Zadaqa (3.20), (1.18), (1.19) vpolne analogiqna rezul~tiru¸weæ spektral~noæ zadaqe, poluqennoæ v [6] dlØ skalØrnogo differencial~nogo uravneniØ.

3. Neskol~ko vkl¸qeniæ na odnoæ prØmoæ. Pust~ J ≥ 2 i toq-

ki P^1, . . . , P^J leßat na osi applikat (sr. uslovie (ii) iz p. 4 §1). Asimptotiqeskiæ anzac

u(x) ∼ h^{−1} d_6(x)b^0_6 + d^•(x)b^{0•} + d_6(x)b^0_{(1)6} + hv^1(x)+

+ h^2v^2(x) + J∑ j=1 w^j (h^{−1}(x − P^j)) (3.21)

ves~ma pohoß na anzac (3.13), no v nem vvedeny novye oboznaqeniØ: d^•(x) – 3 × 5-matrica, poluqennaØ vyqerkivaniem iz matricy (1.12) poslednego stolbca d_6(x), i b^{0•} = (b^0_1, . . . , b^0_5)^⊤. Takim

FORMAL^NA˚ ASIMPTOTIKA SOBSTVENNYH QASTOT 55 obrazom, sistema (2.14) prinimaet vid

D(−∇_ξ)^⊤A^j D(∇_ξ)w^j (ξ) =

= μρ^0_j ( w^j (ξ) + d(P^j)b^0 + d_6(ξ)b^0_6 ) , ξ ∈ ω^j . (3.22)

Isqeza¸wee na beskoneqnosti rexenie zadaqi (3.22), (1.18), (1.19) dopuskaet predstavlenie (2.2), v kotorom

b^{j#} := (b^j_1, b^j_2, b^j_3, b^j_6)^⊤ = (3.23)

= μρ^0_j ∫ ω^j d^#(ξ)^⊤w^j (ξ)dξ +

( I3mes3(ω^j )

φ(ω^j )^⊤ ) d(P^j)b^0 + ( φ(ω^j ) θ_3(ω^j ) ) b^0_6 . Pri fftom

φ(ω^j ) = ∫ ω^j d_6(ξ) dξ,

θ_3(ω^j ) = ∫ ω^j d_6(ξ)^⊤ d_6(ξ) dξ = 1 2 ∫ ω^j (ξ^2_1 + ξ^2 ) dξ,

(3.24)

a matrica (1.23) s ingredientami Q^{j′′} = I_3mes_3(ω^j ), Q^{j′} = φ(ω^j ) i Q^j_4 = θ_3(ω^j ) ØvlØetsØ matriceæ Grama, postroennoæ pri pomowi skalØrnogo proizvedeniØ v L_2(ω^j )^4 po (lineæno nezavisimym) stolbam d_1, d_2, d_3, d_6 matricy-funkcii (1.12). �ti stolbcy sostavlØ¸t matricu d^#(ξ), figuriru¸wu¸ v integrale iz formuly (3.23), ime¸wu¸ razmery 3 × 4 i poluqa¸wu¸sØ vyqerkivaniem iz matricy d(ξ) qetvertogo i pØtogo stolbcov.

Zameqanie 3.1. Esli naqalo dekartovoæ sistemy koordinat ξ^j

sovmeweno s centrom tØßesti tela ω^j , a osi napravleny vdol~ glavnyh oseæ tenzora momentov inercii, to matrica Grama (3.16) stanovitsØ diagonal~noæ:

d(ω^j) = diag ( mes_3(ω^j ), mes_3(ω^j ), mes_3(ω^j ), θ_1(ω), θ_2(ω), θ_3(ω) ) ; zdes~ mes_3(ω^j ) – ob¨em tela ω^j , a θ_p(ω) – ego moment inercii vraweniØ vokrug osi ξ^j_p. V fftom ße sluqae integral φ(ω^j ) iz formuly (2.24) annuliruetsØ, a matrica d^#(ω^j ), poluqennaØ vyqerkivaniem iz matricy d(ω^j ) qetvertyh i pØtyh strok i stolbcov, sovpadaet s upomØnutoæ vyxe matriceæ N^{j′′}. �

56 D. GOMES, S. A. NAZAROV, M.-E. PERES

Kak i v predyduwem razdele, pri uslovii (3.18) vektorfunkcii v^1 i v^2 dolßny byt~ rexeniØmi zadaq (2.6) s pravymi qastØmi f^1 = 0 i f^2 = 0 (vyraßenie (3.19) okazyvaetsØ beskoneqno maloæ bolee vysokogo porØdka) i

g^1(x) = −N^0(x, ∇_x) J∑ j=1 Φ(x − P^j)b^{j′},

g^2(x) = −N^0(x, ∇_x) J∑ j=1 ( (b^{j′′⊤}d^{′′}(−∇_x)Φ(x − P^j))^⊤+ (3.25)

+(c^{j⊤}D(−∇_x)^⊤Φ(x − P^j))^⊤ ) + . . . (sr. s sootnoxeniØmi (3.17)). Predloßenie 2.2 i pervaØ iz formul v sledstvii 2.1, primenennye k zadaqe (2.6) dlØ qlena v^1 anzaca (3.21), da¸t uslovie ee razreximosti J∑ j=1 d(P^j)^⊤b^{j′} = 0. (3.26)

Iz xesti usloviæ razreximosti analogiqnoæ zadaqi dlØ v^2 otberem ravenstvo b^1_6 + · · · + b^J_6 = 0, (3.27)

oznaqa¸wee, qto obrawaetsØ v nul~ tret~Ø komponenta glavnogo momenta nagruzki g^2. Ee glavnyæ vektor i dve drugih komponenty glavnogo momenta moßno kompensirovat~ za sqet vybora v anzace (3.21) stolbca b^{0•}_{(1)} ∈ R^5, poroßda¸wego ßestkoe smewenie d^•(x)b^{0•}_{(1)}, s toqnost~¸ do kotorogo i opredelØetsØ rexenie v^1.

Ispol~zuØ 4 × 6-matricu ^d(P^j), vvedennu¸ v formule (1.25) (sm. lemmu 1.2 (2)), perepisyvaem sootnoxeniØ (3.26) i (3.27) v vide sistemy xesti algebraiqeskih uravneniæ J∑ j=1 ^d(P^j)^⊤b^{j#} = 0. (3.28)

Podqerknem, qto posledniæ fflement stolbca i levoæ qasti (3.26) raven nul¸, tak kak P^j_1 = P^j_2 = 0 pri j = 1, . . . , J (sm. p. 4 §1), i v formule (3.28) on zamenen summoæ iz levoæ qasti (3.27).

FORMAL^NA˚ ASIMPTOTIKA SOBSTVENNYH QASTOT 57 Podstavim vyraßeniØ (3.23) v sootnoxenie (3.28) i perepixem ego v forme algebraiqeskoæ sistemy (3.9), v kotoroæ M = J∑ j=1 ρ^0_j ^d(P^j)^⊤d^#(ω^j ) ^d(P^j), (3.29)

F = − J∑ j=1 ρ^0_j ^d(P^j)^⊤ ∫ ω^j d^#(ξ)^⊤w^j(ξ) dξ. Po lemme 1.2 (2) matrica M razmerom 6×6 ØvlØetsØ poloßitel~- no opredelennoæ, simmetriqeskoæ i, znaqit, neosobennoæ. Naædem stolbec b^0 iz sistemy (3.9) i podstavim ego v differencial~nye uravneniØ (3.22). Pri uqete legko proverØemoæ formuly

d^#(ξ) ^d(P^j)b^0 = d(P^j)b^0 + d_6(ξ)b^0_6 poluqaem taku¸ sistemu differencial~nyh uravneniæ:

D(−∇_ξ)^⊤A^j D(∇_ξ)w^j (ξ) =

= μρ^0_j w^j(ξ) − d^#(ξ) ^d(P^j)M^{−1} J∑ k=1 ρ^0_k ∫ ω^k (d^#(η) ^d(P^k))^⊤w^k(η) dη , ξ ∈ ω^j . (3.30) SootnoxeniØ (3.30), (1.18), (1.19) pri j = 1, . . ., J, svØzannye perekrestnymi integral~nymi qlenami, obrazu¸t iskomu¸ rezul~tiru¸wu¸ spektral~nu¸ zadaqu.

4. Nedostatoqno tØßelye vkl¸qeniØ

1. Sluqaæ m ∈ (0, 1). Vne zavisimosti ot raspoloßeniØ toqek

P^1, . . . , P^J voz~mem sledu¸wiæ asimptotiqeskiæ anzac:

u(x) ∼ h^{1−m}d(x)b^0 + hv^1(x) + J∑ j=1 w^j ( h^{−1}(x − P^j) ) . (4.1)

Poskol~ku pokazateli stepeni parametra h pri slagaemyh regulØrnogo tipa poloßitel~ny, vektor-funkcii w^j dolßny udovletvorØt~ spektral~nym zadaqam (1.17)–(1.19), posledovatel~- nosti (1.20) sobstvennyh qisel kotoryh vyqislØ¸tsØ porozn~ i

58 D. GOMES, S. A. NAZAROV, M.-E. PERES lix~ zatem ob¨edinØ¸tsØ v obwu¸ posledovatel~nost~ (1.21). Esli fflement μ_n posledovatel~nosti (1.21) ØvlØetsØ sobstvennym qislom zadaqi (1.18)–(1.19) pri j = j_1, . . . , j– i ne ØvlØetsØ pri j = j–_{+1}, . . . , j_J , to v kaqestve w^{j1} , . . . , w^j– berem sootvetstvu- ¸wie sobstvennye vektor-funkcii, fiksiruemye proizvol~no, a pri j = j–_{+1}, . . . , j_J imeem w^j(ξ) = 0 i b^j = c^j = 0 (stolbcy kofffficientov v razloßeniØh (2.2)).

Pokaßem, kak opredelØetsØ v anzace (4.1) stolbec b^0 ∈ R^6 i pole v^1, po-preßnemu ograniqennoe na mnoßestve Ω. Glavnyæ qlen nevØzki qlenov pograniqnogo sloØ imeet vid (3.1). Pri uqete zameny (1.16) spektral~nogo parametra nahodim, qto

Λρ_0 h^{1−m} d(x)b^0 + hv^1(x) + J∑ j=1 w^j ( h^{−1}(x − P^j) ) ∼ (4.2)

∼ h^mμρ_0 h^{1−m} d(x)b^0 + hv^1(x) + h J∑ j=1 Φ(x − P^j)b^{j′} ∼ hμρ_0 d(x)b^0. �tot glavnyæ qlen nevØzki v sisteme uravneniæ (1.5), sußennyh na telo Ω(h) (sm. opredeleniØ (1.1)), dolßen byt~ uniqtoßen pri rexenii zadaqi dlØ v^1, t.e.

f^1(x) = μρ_0 d(x)b^0. (4.3)

Soglasno predloßeni¸ 2.2 i sledstvi¸ 2.1 ograniqennoe rexenie v^1 zadaqi (2.6) s pravymi qastØmi (4.3) i (3.1) suwestvuet v tom i tol~ko v tom sluqae, esli vypolneno ravenstvo

R^6 ∋ 0 =^∫_Ω d(x)^⊤f^1(x) dx +^∫_{∂Ω} d(x)^⊤g^1(x) dsx =

= μρ_0d(Ω)b^0 + J∑ j=1 d(P^j)^⊤b^{j′}. Zdes~ d(Ω) – matrica Grama (3.16), simmetriqeskaØ i poloßitel~no opredelennaØ. Takim obrazom, ograniqennoe pole smeweniæ v^1 udaetsØ postroit~ pri uslovii, qto stolbec b^0, poroßda- ¸wiæ ßestkoe smewenie d(x)b^0 – glavnyæ qlen regulØrnogo tipa

FORMAL^NA˚ ASIMPTOTIKA SOBSTVENNYH QASTOT 59 v asimptotiqeskom anzace (4.1), zadan formuloæ

b^0 = −μ^{−1}ρ^{−1}_0 d(Ω)^{−1} J∑ j=1 d(P^j)^⊤b^{j′}. Na fftom postroenie osnovnogo asimptotiqeskogo konglomerata zakanqivaetsØ.

2. Sluqaæ m ∈ (1, 3) v geometriqeskoæ situacii (i). Pust~

J = 1. Anzac (3.13), ispol~zovannyæ pri m > 3, prevrawaem v takoæ:

u(x) ∼ h^{2−m}d^{′′}(x)b^{0′′} + b^{0′} + d^{′′}(x)b^{0′′}_{(1)}+

+hv^1(x) + h^2v^2(x) + w^1(h^{−1}x).

(4.4)

Poskol~ku pokazatel~ stepeni parametra h v pervom slagaemom iz pravoæ qasti (4.4) strogo bol~xe −1, veliqina h^{2−m}d^{′′}(x)b^{0′′} est~ beskoneqno malaØ O(h^{2−m}h) = o(1) na vkl¸qenii ω^1_h, a znaqit, predel~naØ sistema (3.14) uprowaetsØ:

D(−∇_ξ )^⊤A^1D(∇_ξ)w^1(ξ) = μρ^0_1(w^1(ξ) + b^{0′}), ξ ∈ ω^1. (4.5)

Isqeza¸wee na beskoneqnosti rexenie zadaqi (4.5), (1.18), (1.19) dopuskaet predstavlenie (2.2), v kotorom

b^1 = μρ^0_1 ∫ ω1 d(ξ)^⊤w^1(ξ) dξ + ∫ ω1 d(ξ)^⊤ dξb^{0 ′} . (4.6)

Takim obrazom, glavnye qleny nevØzok v kraevyh usloviØh (1.6) sohranØ¸t vid (3.17), i analogiqno vykladkam (4.2) poluqaem, qto Λ(h)ρ_0 ( h^{2−m} d^{′′}(x)b^{0′′} + b^{0′} + d^{′′}(x)b^{0′′}_{(1)}+

+hv^1(x) + h^2v^2(x) + hw^1(h^{−1}x) ) ∼ ∼ μρ_0 ( h^2 d^{′′}(x)b^{0′′} + h^m(b^{0′} + d^{′′}(x)b^{0′′}_{(1)}) ) . (4.7)

Sledovatel~no,

f^1(x) = 0, f^2(x) = μρ_0 d^{′′}(x)b^{0′′} + . . . . (4.8)

60 D. GOMES, S. A. NAZAROV, M.-E. PERES V silu predloßeniØ 2.2 i formul (2.9) usloviØ razreximosti zadaqi (2.6) s pravymi qastØmi g^1 i f^1 ffkvivalentny ravenstvu b^{1′} = 0. Itak, pri uqete sootnoxeniæ (4.6) i (1.12) nahodim

b^{0 ′} = −(mes_3ω^1)^{−1} ∫ ω1 w^1(ξ) dξ, a znaqit, sistema differencial~nyh uravneniæ (4.5) prinimaet vid D(−∇_ξ)^⊤A^1D(∇_ξ )w^1(ξ) =

= μρ^0_1 w^1(ξ) − (mes_3ω^1)^{−1} ∫ ω1 w^1(η) dη , ξ ∈ ω^j . (4.9) Obrawenie v nul~ glavnogo momenta ukazannyh v formulah (3.17) i (4.8) nagruzok f^2 i g^2 (tri usloviØ razreximosti zadaqi dlØ v^2) pozvolØ¸t naæti stolbec b^{0′′} v pervom qlene anzaca (4.4):

μρ_0d^{′′}(Ω)b^{0′′} + b^{1′′} = 0 =⇒ b^{0′′} = −μ^{−1}ρ^{−1}_0 d^{′′}(Ω)^{−1}b^{1′′} =

= −ρ^0_1ρ^{−1}_0 d^{′′}(Ω)^{−1} ∫ ω1 d^{′′}(ξ)^⊤ w^1(ξ) − (mes_3ω^1)^{−1} ∫ ω1 w^1(η) dη dξ. Zdes~ d^{′′}(Ω) – nißniæ pravyæ 3 × 3-blok matricy (3.16).

Kak i v predyduwem paragrafe, na pervom xage asimptotiqeskoæ procedury ne nußno zabotit~sØ ob uniqtoßenii glavnogo vektora nagruzok f^2 i g^2 – ffto delaetsØ na sledu¸wem xage posredstvom vybora postupatel~nogo ßestkogo smeweniØ b^{0′}_{(1)}, vhodØwego v kaqestve slagaemogo v pole v^1. To ße kasaetsØ i qlena f^m(x) := μρ_0 ( b^{0′} + d^{′′}(x)b^{0′′}_{(1)} ) iz sootnoxeniØ (4.7): ono kompensiruetsØ pri pomowi asimptotiqeskogo konglomerata

h^1d^{′′}(x)b^{0′′}_{(m)} + h^{m−1}b^{0′}_{(m)} + h^mv^m(x) + h^{m+1}v^{m+1}(x) + h^mw_{(m)}(h^{−1}x),

kotoryæ v silu predpoloßeniØ m > 1 imeet men~xiæ porØdok, qem konglomerat, ukazannyæ v anzace (4.4). Otmetim, qto pri m = 2 obsußdaemoe slagaemoe prisoedinØetsØ k vektor-funkcii f^2, t.e. v formule (4.8) fftot nesuwestvennyæ qlen oboznaqen mnogotoqiem.

FORMAL^NA˚ ASIMPTOTIKA SOBSTVENNYH QASTOT 61

3. Sluqaæ m ∈ (1, 3) v geometriqeskoæ situacii (ii). Esli

J > 2 i toqki P^1, . . . , P^J leßat na osi applikat, to v celom asimptotiqeskaØ procedura ostaetsØ takoæ ße, kak v predxestvu¸- wem razdele, i tol~ko izmenØetsØ vid vraweniØ d_6(x)b^0_6, kotoroe prihoditsØ otweplØt~ ot ßestkogo smeweniØ d(x)b^0. V soglasii s preßnimi formulami (3.21) i (3.13), (4.4) poloßim u(x) ∼ h^{2−m}d_6(x)b^0_6 + d^•(x)b^{0•} + d_6b^0_{(1)6} + hv^1(x)+

+h^2v^2(x) + J∑ j=1 w^j(h^{−1}(x − P^j)).

(4.10)

Opixem konspektivno, kak opredelØ¸tsØ qleny asimptotiqeskogo anzaca (4.10).

Predel~nye sistemy (3.22) uprowa¸tsØ sledu¸wim obrazom: D(−∇_ξ )^⊤A^j D(∇_ξ)w^j (ξ) = = μρ^0_j (w^j (ξ) + d^•(P^j )b^{0•}), ξ ∈ ω^j . (4.11) Stolbec b^j v razloßenii (2.2) zatuha¸wih na beskoneqnosti rexeniæ w^j zadaqi (4.11), (1.18), (1.19) vyqislØetsØ po formule

b^j = μρ^0_j ∫ ω^j d(ξ)^⊤w^j(ξ) dξ + ∫ ω^j d(ξ)^⊤dξ d^•(P^j)b^{0•} . (4.12)

Pravye qasti kraevyh usloviæ v zadaqah (2.6) dlØ vektorfunkciæ v^1 i v^2 priobreta¸t vid (3.25), a pravye qasti uravneniæ ravnovesiØ – vid f^1(x) = 0, f^2(x) = μρ_0 d_6(x)b^0_6. (4.13) Takim obrazom, uslovie suwestvovanie ograniqennogo polØ v^1 dostavlØet ravenstvo 0 = J∑ j=1 b^{j′} = μ J∑ j=1 ρ^0_j ∫ ω^j w^j(ξ) dξ + mes_3(ω^j )d^•(P^j)b^{0•}

(4.14)

i tem samym peredelyvaet sistemu uravneniæ (4.11) v taku¸:

D(−∇_ξ)^⊤A^j D(∇_ξ)w^j (ξ) =

= μρ^0_j w^j(ξ) − υ^{−1} J∑ k=1 ρ^0_k ∫ ω^k w^k(η) dη , ξ ∈ ω^j . (4.15)

62 D. GOMES, S. A. NAZAROV, M.-E. PERES

Pri fftom υ – privedennyæ (sr. formuly (1.8) i (1.9)) summarnyæ ves vkl¸qeniæ:

υ = ρ^0_1mes_3(ω^1) + · · · + ρ^0_J mes_3(ω^J ).

RazumeetsØ, zadaqi (4.15), (1.18), (1.19) pri j = 1, . . . , J svØzany integral~nymi operatorami v pravyh qastØh sistem na vkl¸qeniØh ω^j .

Nakonec, obrawenie v nul~ proekcii na os~ applikat momenta nagruzok f^2 i g^2 pozvolØet naæti komponentu b^0_6 stolbca b^0. Imenno, upomØnutaØ proekciØ ravna μρ_0θ_3(Ω)b^0_6 + b^1_6 + · · · + b^J_6 , t.e. v silu sootnoxeniæ (4.12) i (4.14) imeem

b^0_6 = −ρ^{−1}_0 θ_3(Ω)^{−1} J∑ j=1 ρ^0_j ∫ ω^j d_6(ξ)^⊤ ( w^j(ξ) − υ^{−1} J∑ k=1 ρ^0_k ∫ ω^k w^k(η) dη ) dξ. Zdes~ θ_3(Ω) – moment inercii vraweniØ tela Ω vokrug osi applikat (sm. opredelenie (3.24)).

5. Kritiqeskie pokazateli

1. Sluqaæ m = 0. Kak uße poØsnØlos~ v p. 2 §1 i p. 1 §4, pri

m < 0 (pri m ∈ (0, 1)) predel~noæ spektral~noæ zadaqeæ dlØ (1.5)–(1.7) slußit zadaqa (1.13), (1.14) dlØ odnorodnogo tela Ω (sovokupnost~ nezavisimyh zadaq (1.17)–(1.19) v sostavnyh uprugih prostranstvah Θ^j ∪ ω^j ; j = 1, . . . , J). Na pervyæ vzglØd kaßetsØ, qto v sluqae m = 0 upomØnutye zadaqi ob¨edinØ¸tsØ i v sootvetstvii s anzacem

u(x) ∼ v(x) + w^1(h^{−1}(x − P^1)) + · · · + w^J (h^{−1}(x − P^J )) (5.1)

sistema (1.17) preobrazuetsØ k vidu

D(−∇_ξ)^⊤A^jD(∇_ξ )w^j(ξ) = μρ^0_j ( w^j(ξ) + v(P^j ) ) , ξ ∈ ω^j (5.2)

(sr. s formulami (3.3), (3.4) i t.p.). Inymi slovami, proishodit vzaimodeæstvie tela Ω(h) s vkl¸qeniØmi ω^j_h na pervom xage algorifma. TakaØ toqka zreniØ priemlema, odnako qrevata nenußnymi usloßneniØmi asimptotiqeskoæ procedury: sovokupnost~ zadaq (1.13), (1.14) i (5.2), (1.18), (1.19), j = 1, . . ., J, terØet formal~nu¸ samosoprØßennost~ i moßet priobresti netrivial~nye ßordanovy cepoqki dlinoæ dva, t.e. sobstvennye i prisoedinennye vektory (sm., naprimer, [38, 25]).

FORMAL^NA˚ ASIMPTOTIKA SOBSTVENNYH QASTOT 63 Kak pokazano v [25], adekvatnoe uprowenie asimptotiqeskoæ procedury proishodit pri zamene anzaca (5.1) takim:

u(x) ∼ v(x)+h^{−1/2}w^1(h^{−1}(x−P^1))+· · ·+h^{−1/2}w^J (h^{−1}(x−P^J )). (5.3)

Iz-za raznyh mnoßiteleæ pri qlenah regulØrnogo tipa i tipa pograniqnogo sloØ, pravaØ qast~ (5.2) lixaetsØ slagaemogo v(P^j ) i sistemy differencial~nyh uravneniæ na vkl¸qeniØh sohranØ¸t preßniæ vid (1.17).

Asimptotiqeskiæ anzac (5.3) imeet fiziqesku¸ podopleku: uprugaØ i kinematiqeskaØ ffnergii E_h(h^{−1/2}w^j; ω^j_h) i μρ_j ‖h^{−1/2}w^j ; L_2(ω^j_h)‖^2 kolebaniæ malyh vkl¸qeniæ ω^j_h s massoæ O(h) priobreta¸t takoæ ße porØdok 1 = h^0, kak i analogiqnye ffnergii E_h(v; Ω(h) i μρ_0‖v; L_2(Ω(h))‖^2 kolebaniæ massivnogo tela.

2. Sluqaæ m = 1. Snaqala rassmotrim situaci¸ (ii), vydelen-

nu¸ v p. 4 §1. Asimptotiqeskiæ anzac (3.2) i predel~nye sistemy differencial~nyh uravneniæ (3.3) osta¸tsØ bez izmeneniæ, odnako v silu sootnoxeniØ (3.8) pri m = 1 kraevaØ zadaqa (2.6) dlØ polØ v^1 priobretaet pomimo poverhnostnoæ nagruzki (3.1) neodnorodnost~ f^1(x) = μρ_0d(x)b^0 (5.4)

v uravneniØh ravnovesiØ. V itoge usloviØ razreximosti (2.7) fftoæ zadaqi

R^6 ∋ 0 =^∫_Ω d(x)^⊤f^1(x) dx +^∫_{∂Ω} d(x)^⊤g^1(x) dsx =

= μρ_0d(Ω)b^0 + J∑ j=1 d(P^j)^⊤b^{j′}, gde d(Ω) – matrica (3.16) i b^j – stolbcy (3.5), prinima¸t vid algebraiqeskoæ sistemy (3.9) s novoæ 6 × 6-matriceæ

M = ρ_0d(Ω) + J∑ j=1 ρ^0_j mes_3(ω^j )d(P^j)^⊤d(P^j), (5.5)

po-preßnemu simmetriqeskoæ i poloßitel~no opredelennoæ. Takim obrazom, zadaqi (3.12), (1.18), (1.19), gde j = 1, . . ., J i M – matrica (5.5), svØzany integral~nym operatorami v edinu¸ rezul~tiru¸wu¸ kraevu¸ zadaqu.

64 D. GOMES, S. A. NAZAROV, M.-E. PERES

Svoæstva simmetrii i znakoopredelennosti matricy (5.5), a znaqit, i ee nevyroßdennost~ bezrazliqny k raspoloßeni¸ toqek P^1, . . . , P^J : kaßdaØ iz matric v summe po j simmetriqna i neotricatel~na, no matrica Grama d(Ω) opredelena poloßitel~no. Sledovatel~no, vse vyxeizloßennoe v ravnoæ mere otnositsØ k geometriqeskim situaciØm (i) i (ii) iz p. 4 §1.

3. Sluqaæ m = 3 pri naruxenii usloviØ treugol~nika. Pust~ snaqala J = 1, t.e. imeet mesto situaciØ (i) iz p. 4 §4.

Togda anzac (4.4) ne otliqaetsØ ot anzaca (3.13) i predel~naØ sistema na vkl¸qenii ω^1 sohranØet vid (3.14). Pravye qasti kraevyh usloviæ v zadaqah (2.6) dlØ poleæ v^1 i v^2 opredeleny formulami (3.17), a pravye qasti uravneniæ ravnovesiØ – formulami (4.8). Sledovatel~no, dlØ suwestvovaniØ ograniqennyh rexeniæ upomØnutyh zadaq trebuetsØ, qtoby

b^{1′} = 0, μρ_0d^{′′}(Ω)b^{0′′} + b^{1′′} = 0.

�ti ravenstva vmeste s integral~nym predstavleniem (3.15) stolbca b^1 kofffficientov v asimptotike (2.2) vektor-funkcii w^1 pokazyva¸t, qto

b^0 = −d(ω^1, Ω)^{−1} ∫ ω1 d(ξ)^⊤w^1(ξ) dξ, gde d(ω^1, Ω) – simmetriqeskaØ poloßitel~no opredelennaØ ma-

trica razmerom 6 × 6,

d(ω^1, Ω) = d(ω^1) +^{ρ0}_{ρ01}^( O^3 O^3O_{3 d′′(Ω)}^) . (5.6)

Itak, sistema (3.14) prevrawaetsØ v sootnoxenie

D(−∇_ξ)^⊤A^1D(∇_ξ )w^1(ξ) =

= μρ^0_1 w^1(ξ) − d(ξ)d(ω^1, Ω)^{−1} ∫ ω1 d(η)^⊤w^1(η) dη , ξ ∈ ω^j (5.7)

(sr. s sistemoæ (3.20)), kotoroe vmeste s sootnoxeniØmi (1.18), (1.19) formiruet rezul~tiru¸wu¸ spektral~nu¸ zadaqu.

FORMAL^NA˚ ASIMPTOTIKA SOBSTVENNYH QASTOT 65 Pust~ teper~ J ≥ 2, no toqki P^1, . . . , P^J leßat na odnoæ prØmoæ (sm. uslovie (ii) v p. 4 §1). Pri m = 3 sovpada¸t asimptotiqeskie anzacy (3.21) i (4.10), t. e. sohranØ¸tsØ predel~nye sistemy (3.22) differencial~nyh uravneniæ na vkl¸qeniØh ω^j . Ograniqennye rexeniØ v^1 i v^2 zadaq (2.6) s pravymi qastØmi (3.25) i (4.13) suwestvu¸t lix~ pri vypolnenii ravenstv (3.26) i μρ_0θ_3(Ω)b^0_6 + b^1_6 + · · · + b^J_6 = 0. (5.8)

Iz formul (3.26) i (5.8) vyvodim, qto stolbec b^0 ØvlØetsØ rexeniem algebraiqeskoæ sistemy (3.9) s pravoæ qast~¸ F, ukazannoæ formuloæ (3.29), a simmetriqeskaØ poloßitel~no opredelennaØ 6 × 6-matrica M imeet vid

M = diag {0, . . . , 0, ρ_0θ_3(Ω)} + J∑ j=1 ρ^0_j ^d(P^j)^⊤d^#(ω^j ) ^d(P^j) (5.9)

(sr. s pervoæ formuloæ (3.29)); zdes~ ispol~zovany oboznaqeniØ iz p. 3 §1 i p. 3 §3. V rezul~tate sistemy (3.22) prevrawa¸tsØ v sistemy (3.30) s matriceæ (5.9). Prisutstvu¸wie v nih integral~nye operatory svØzyva¸t sootnoxeniØ (3.30), (1.18), (3.20) pri j = 1, . . . , J v edinu¸ rezul~tiru¸wu¸ spektral~nu¸ zadaqu.

6. Polnye asimptotiqeskie razloßeniØ v sluqae m = 1

1. Struktura asimptotiqeskogo rØda.. Pust~, kak i v p. 2 §5,

m = 1, t.e. massy tela Ω(h) i vkl¸qeniæ ω^1_h, . . . , ω^J_h ime¸t odinakovyæ porØdok 1 = h^0. Vyberem prostoe sobstvennoe qislo μ^{(0)} = μ_n rezul~tiru¸weæ zadaqi (3.12), (1.18), (3.20), v kotoroæ sistemy uravneniæ (3.12) pri j = 1, . . ., J svØzany integral~nymi operatorami s matriceæ (5.5). Sootvetstvu¸wiæ sobstvennyæ vektor w^n = (w^{1n}, . . . , w^{Jn})^⊤ podqinim uslovi¸ normirovki

q(w^n, w^n) = 1, (6.1)

gde q(w, w) – simmetriqeskaØ kvadratiqnaØ forma,

q(w, w) =^{J∑}_{j=1} ρ^0_j (w^j, w^j)ωj − (6.2)

66 D. GOMES, S. A. NAZAROV, M.-E. PERES − ⟨ M^{−1} J∑ j=1 ρ^0_j d(P^j)^⊤ ∫ ω^j w^j(ξ) dξ, J∑ k=1 ρ^0_k d(P^k)^⊤ ∫ ω^k w^k(ξ) dξ ⟩ 6 . Polnye rØdy dlØ sobstvennogo qisla Λ_{(n)} i sobstvennoæ vektor-funkcii u_{(n)} zadaqi (1.5)–(1.7) iwem v vide

Λ_{(n)} ∼ h^mμ^{(0)} + ∞∑ q=1 h^{m+q} μ^{(q)}, (6.3)

u_{(n)}(x) ∼ ∞∑ q=0 h^q { d(x)b^0_{(q)} + hv_{(q)}(x) + J∑ j=1 w^j_{(q)} ( h^{−1}(x − P^j) ) } . (6.4)

V figurnyh skobkah raspoloßeny asimptotiqeskie konglomeraty, pervyæ (q = 0) iz kotoryh byl postroen v p. 2 §5 (sm. takße p. 1 §3). Slagaemye v_{(q)} regulØrnogo tipa podqinim uslovi¸ ortogonal~nosti (2.8), priqem v_{(0)} – rexenie zadaqi Neæmana (2.6) s pravymi qastØmi (3.1) i (5.4), gde b^{j′} ∈ R^3 – stolbcy kofffficientov v razloßeniØh (2.2) komponent w^j_{(0)} = w^{jn} sobstvennogo vektora w^n, a b^0 = b^0_{(0)} ∈ R^6 – rexenie algebraiqeskoæ sistemy (3.9) s matriceæ (5.5) i pravoæ qast~¸ (3.11).

Qleny v_{(q)}(x) formal~nogo asimptotiqeskogo rØda (6.3) ØvlØ- ¸tsØ ograniqennymi na mnoßestve Ω, a qleny w^j_{(q)}(ξ) – zatuha¸- wimi pri |ξ| → ∞ so skorost~¸ O(|ξ|^{−1}). Bolee togo, pri l¸bom natural~nom N ∈ N vypolneny sootnoxeniØ

v_{(q)}(x) = N−1∑ p=0 X^{jp}_{(q)}(x − P^j) + ~v^{jN}_{(q)} (x), x ∈ U^j , (6.5)

w^{j0}_{(q)}(ξ) = N−1∑ p=0 Y^{jp}_{(q)}(ξ) + ~w^{jN}_{(q)} (ξ), ξ ∈ Θ^j , (6.6)

gde U^j – okrestnosti toqki P^j, zamykanie kotoroæ ne soderßit toqek P^k pri k ≠ j, X^{jp}_{(q)} i Y^{ip}_{(q)} – poloßitel~no odnorodnye vektor-funkcii stepeneæ p i −1 − p sootvetstvenno, t.e. pri t > 0 spravedlivy ravenstva

X^{jp}_{(q)}(t(x − P^j)) = t^pX^{jp}_{(q)}(x − P^j), Y^{jp}_{(q)}(tξ) = t^{−1−p}Y^{jp}_{(q)}(ξ),

FORMAL^NA˚ ASIMPTOTIKA SOBSTVENNYH QASTOT 67 a ostatki ~v^{jN}_{(q)} i ~w^{jN}_{(q)} udovletvorØ¸t ocenkam |∇^k_x~v^{jN}_{(q)} (x)| ≤ c_k|x − P^j|^{N−k}, x ∈ U^j , |∇^k_ξ ~w^{jN}_{(q)} (ξ)| ≤ c_k|ξ|^{−1−N−k}, ξ ∈ Θ^j . (6.7)

2. Procedura pereraspredeleniØ nevØzok. V silu sootnoxe-

niæ (1.8), (1.16) i (6.3), (6.4) pri m = 1 sistema differencial~- nyh uravneniæ (1.6) na mnoßestve Ω(h) perevoditsØ rastØßeniem koordinat x → ξ^j = h^{−1}(x − P^j) v taku¸:

h^{−2}D(−∇_ξ )^⊤A^0D(∇_ξ )(w^{j0}_{(0)} + hw^{j0}_{(1)} + . . . ) =

= h^1ρ_0(μ^{(0)} + hμ^{(1)} + . . . )(w^{j0}_{(0)} + hw^{j0}_{(1)} + . . . ).

Na pervyæ vzglØd kaßetsØ, qto qleny pograniqnogo sloØ dolßny udovletvorØt~ sledu¸wim uravneniØm:

D(−∇_ξ)^⊤A^0D(∇_ξ )w^{j0}_{(q)}(ξ) = ρ_0 q−3∑ p=0 μ^{(p)}w^{j0}_{(q−3−p)}(ξ), ξ ∈ Θ^j. (6.8)

Odnako v fftom sluqae okaßetsØ naruxennym predpoloßenie (6.6) dlØ vektor-funkciæ w^{j0}_{(3)}, w^{j0}_{(4)}, . . . V samom dele, soglasno razloßeni¸ (6.6) pri q = 0 pravaØ qast~ ρ_0μ^{(0)}w^j_{(0)}(ξ) sistemy (6.8), gde q = 3, est~ O(|ξ|^{−1}), a znaqit, rexenie w^j_{(3)}(ξ) rastet na beskoneqnosti po kraæneæ mere kak O(|ξ|); v sluqae q > 3 skorost~ rosta pri |ξ| → ∞ moßet razve lix~ uveliqit~sØ.

DlØ ustraneniØ voznikxego protivoreqiØ vospol~zuemsØ proceduroæ pereraspredeleniØ nevØzok, razrabotannoæ v [26] (sm. takße [27]). Imenno, udalim iz pravoæ qasti (6.8) neßelatel~nye slagaemye

ρ_0μ^{(p)}Y^{ji}_{(q−3−p)}(ξ^j ) = h^{1+i}ρ_0μ^{(p)}Y^{ji}_{(q−3−p)}(x − P^j), i = 0, 1,

i perepravim ih v pravye qasti zadaqi (2.6) dlØ qlena v_{q−2+i} regulØrnogo tipa. V rezul~tate sistema (6.8) prinimaet vid

D(−∇_ξ)^⊤A^0D(∇_ξ )w^{j0}_{(q)}(ξ) =

= F^{j0}_{(q)}(ξ) := ρ_0 q−3∑ p=0 μ^{(p)} ~w^{j2}_{(q−3−p)}(ξ), ξ ∈ Θ^j , (6.9)

68 D. GOMES, S. A. NAZAROV, M.-E. PERES a sistema uravneniæ v oblasti Ω dlØ v_{(q)} – vid

D(−∇_x)^⊤A^0D(∇_x)v_q(x) = f_{(q)}(x) :=

:= ρ_0μ^{(0)} d(x)b^0_{(q)} + ρ_0μ^{(q)} d(x)b^0_{(0)} + f^#_{(q)}(x) :=

:= ρ_0 q∑ p=0 μ^{(p)} d(x)b^{(0)}_{(q−p)} + ρ_0 q−1∑ p=0 μ^{(p)}v_{(q−1−p)}(x)+ (6.10)

+ 1∑ i=0 q−1−i∑

p=0 J∑ j=1 μ^{(p)}Y^{ji}_{(q−1−i−p)}(x − P^j), x ∈ Ω. Kraevye usloviØ na poverhnosti ∂Ω vyglØdØt tak: N^0(x, ∇_x)v_{(q)}(x) = g_{(q)}(x) :=

:= − J∑ j=1 N^0(x, ∇_x)Y^{j0}_{(q)}(x − P^j) + g^#_{(q)}(x) := (6.11)

:= − J∑ j=1 q∑ p=0 N^0(x, ∇_x)Y^{jp}_{(q−p)}(x − P^j), x ∈ ∂Ω. Ostalos~ dopolnit~ sistemu uravneniæ (6.9) na mnoßestve Θ^j = R^3\ω^j sistemoæ uravneniæ na vkl¸qenii ω^j i usloviØmi soprØßeniØ na ego poverhnosti ∂ω^j . V fftih sootnoxeniØh pomimo nevØzok, poroßdennyh qlenami v_{(p)} regulØrnogo tipa i qlenami w^j_{(q)} “svoego” pograniqnogo sloØ, voznika¸t nevØzki, poroßdennye qlenami w^k_{(l)} “qußih” (k ≠ j) pograniqnyh sloev. Pri fftom sostavlØ¸wie x → Y^{kp}_{(l)} (x − P^k) sleduet razloßit~ v rØdy Teælora v toqke P^j, okolo kotoroæ oni – gladkie vektor-funkcii. Tak, usloviØ soprØßeniØ vyglØdØt sledu¸wim obrazom:

w^{j0}_{(q)}(ξ) = w^j_{(q)}(ξ),

D(ν^j (ξ))^⊤ ( A^0D(∇_ξ)w^{j0}_{(q)}(ξ) − A^j D(∇_ξ)w^j_{(q)}(ξ) ) = = H^j(ξ) := −D(ν^j(ξ))^⊤(A^0 − A^j )D(∇_ξ )Z^j_{(q)}(ξ), ξ ∈ ∂ω^j ; (6.12)

FORMAL^NA˚ ASIMPTOTIKA SOBSTVENNYH QASTOT 69 zdes~

Z^j_{(q)}(ξ) = q−1∑ p=0 X^{jp}_{(q−p−1)}(ξ)+

+ ∑ k≠j q−1∑ p=0 q−1−p∑

l=0 ∑ |α|=q−1−p−l ξ^α∇^α_x Y^{kp}_{(l)} (P^j − P^k),

a α = (α_1, α_2, α_3) – mul~tiindeks i |α| = α_1 + α_2 + α_3, ξ^α = ξ^{α1}_1 ξ^{α2}_2 ξ^{α3} , ∇^α_x = ∂^{|α|}/∂x^{α1}_1 ∂x^{α2}_2 ∂x^{α3}_3 . Podqerknem, qto ßestkie smeweniØ d(x)b^0_{(q)} ne ostavlØ¸t nevØzok v usloviØh soprØßeniØ, no proØvlØ¸tsØ v sisteme differencial~nyh uravneniæ

D(−∇_ξ)^⊤A^jD(∇_ξ )w^j_{(q)}(ξ) − μ^{(0)}ρ^0_j ( w^j_{(q)}(ξ) + d(P^j)b^0_{(q)} ) − −μ^{(q)}ρ^0_j ( w^j_{(0)}(ξ) + d(P^j)b^0_{(0)} ) = (6.13)

= F^{j#}_{(q)} (ξ) := D(∇_ξ)^⊤A^j D(∇_ξ)Z^j_{(q)}(ξ) + ρ^0_j q−1∑ l=0 μ^{(l)}Z^j_{(q−l)}(ξ)+

+ρ^0_j q−1∑ l=1 μ^{(l)} ( w^j_{(q−l)}(ξ) + d(P^j)b^0_{(q−l)} ) + ρ^0_j q−1∑ l=0 μ^{(l)} d^{′′}(ξ)b^{0′′}_{(q−l)} , ξ ∈ ω^j. 3. Opredelenie qlenov asimptotiqeskih anzacev. V silu

predloßeniØ 2.2 zadaqa (6.10), (6.11) imeet ograniqennoe rexenie v_{(q)} v tom i tol~ko v tom sluqae, esli vypolneno ravenstvo

ρ_0μ^{(0)}d(Ω)b^0_{(q)} + ρ_0μ^{(q)}d(Ω)b^0_{(0)}−

− J∑ j=1 ∫ ∂Ω d(x)^⊤N^0(x, ∇_x)Y^{j0}_{(q)}(x − P^j) ds_x = (6.14)

= F^1_{(q)} := − ∫ Ω d(x)^⊤f^#_{(q)}(x) dx − ∫ Ω d(x)^⊤g^#_{(q)}(x) ds_x ∈ R^6.

Podqerknem, qto soglasno formulam (6.10) i (6.11) pravaØ qast~ ravenstva (6.14) zavisit ot sostavlØ¸wih μ^{(p)} i b^0_{(p)}, v_{(p)}, w^i_{(p)}

70 D. GOMES, S. A. NAZAROV, M.-E. PERES tol~ko s indeksami p < q, t.e. vpolne opredelena na xage algorifma s nomerom q. To ße samoe moßno skazat~ i o vyraßenii

ρ_0 q−3∑ p=0 μ^{(p)}Y^{j2}_{(q−3−p)}(ξ) =: |ξ|^{−3}Y^j_{(q)}(|ξ|^{−1}ξ), slußawim glavnym qlenom razloßeniØ pri |ξ| → ∞ pravoæ qasti (6.9). Slagaemoe Y^{j0}_{(q)}(ξ) v predstavlenii (6.6) vektor-funkcii w^j_{(q)} est~ niqto inoe, kak rexenie fflliptiqeskoæ sistemy differencial~nyh uravneniæ v prokolotom prostranstve L^0(∇_ξ)Y^{j0}_{(q)}(ξ) = |ξ|^{−3}Y^j_{(q)}(|ξ|^{−1}ξ), ξ ∈ R^3 \ {0}, (sm. [29] i [31, §3], a takße dalee p. 4 §6) i opredeleno s toqnost~¸ do lineænoæ kombinacii stolbcov fundamental~noæ matricy Φ(ξ). Inymi slovami, Y^{j0}_{(q)}(ξ) = Φ(x)b^{j′}_{(q)} + Y^{j#}_{(q)} (ξ);

zdes~ b^{j′}_{(q)} ∈ R^3 – neizvestnyæ stolbec, a qastnoe rexenie Y^{j#}_{(q)} zafiksirovano sledu¸wim obrazom: ∫ ∂B1 D(|ξ|^{−1}ξ)^⊤A^0D(∇_ξ)Y^{j#}_{(q)} (ξ) ds_ξ = 0 ∈ R^3.

Stolbec b^{j′}_{(q)} vyqislim pri pomowi formuly Grina. Imenno, analogiqno vykladke (1.35) nahodim, qto b^{j′}_{(q)} = ∫ BR L^0(∇_ξ)Φ(ξ)b^{j′}_{(q)} dξ =

= − ∫ ∂BR D(|ξ|^{−1}ξ)^⊤A^0D(∇_ξ )Φ(ξ)b^{j′}_{(q)} ds_ξ =

= − ∫ ∂BR D(|ξ|^{−1}ξ)^⊤A^0D(∇_ξ )Y^{j0}_{(q)}(ξ) ds_ξ =

= − ∫ ∂BR D(|ξ|^{−1}ξ)^⊤A^0D(∇_ξ )Y^{j0}_{(q)}(ξ) ds_ξ =

FORMAL^NA˚ ASIMPTOTIKA SOBSTVENNYH QASTOT 71 = − lim_{R→∞} ∫ ∂BR D(|ξ|^{−1}ξ)^⊤A^0D(∇_ξ )w^{j0}_{(q)}(ξ) ds_ξ =

= lim_{R→∞} ( ∫ BR \ω^j L^0(∇_ξ)w^{j0}_{(q)}(ξ) dξ + + ∫ ω^j L^j (∇_ξ)w^j_{(q)}(ξ) dξ+

+ ∫ ∂ω^j D(ν^j(ξ))^⊤ ( A^j D(∇_ξ)w^j_{(q)}(ξ) − A^0D(∇_ξ )w^{j0}_{(q)}(ξ) ) ds_ξ ) =

= F^{j2}_{(q)} + ρ^0_j ( μ^{(0)} ( ∫ ω^j w^j_{(q)}(ξ) dξ + d(P^j)b^0_{(q)}mes_3ω^j ) +

+μ^{(q)} ( ∫ ω^j w^j_{(0)}(ξ) dξ + d(P^j)b^0_{(0)}mes_3ω^j )) , gde F^{j2}_{(q)} – polnost~¸ opredelennyæ stolbec na xage algorifma s nomerom q,

F^{j2}_{(q)} = ∫ Θ^j

F^{j0}_{(q)}(ξ) dξ + ∫ ω^j F^{j#}_{(q)} (ξ) dξ − ∫ ∂ω^j H^j_{(q)}(ξ) ds_ξ ∈ R^3.

Itak, pri uqete pervoæ formuly (2.9) algebraiqeskaØ sistema (6.14) prinimaet vid M ( μ^{(0)}b^0_{(q)} + μ^{(q)}b^0_{(0)} ) =

= F_{(q)} − J∑ k=1 ρ^0_kd(P^k)^⊤ ( μ^{(0)} ∫ ω^k w^k_{(q)}(η) dη+μ^{(q)} ∫ ω^k w^k_{(0)}(η) dη ) , (6.15)

gde M – matrica (5.5), a F_{(q)} ∈ R^6 – izvestnyæ stolbec,

F_{(q)} = F^1_{(q)} + J∑ j=1 ( −d(P^j)F^{j2}_{(q)} + F^{j3}_{(q)} ) , F^{j3}_{(q)} = ∫ ∂Ω d(x)^⊤N^0(x, ∇_x)Y^{j#}_{(q)} (x − P^j) ds_x.

72 D. GOMES, S. A. NAZAROV, M.-E. PERES Teper~, ispol~zuØ ravenstvo (6.15) peredelyvaem sistemu differencial~nyh uravneniæ (6.13) v taku¸:

D(−∇_ξ )^⊤A^j D(∇_ξ)w^j_{(q)}(ξ)−

−ρ^0_j ( μ^{(0)} ( w^j_{(q)}(ξ) − d(P^j)^⊤M^{−1} J∑ k=1 ρ^0_kd(P^k)^⊤ ∫ ω^k w^k_{(q)}(η) dη ) +

+μ^{(q)} ( w^j_{(0)}(ξ) − d(P^j)^⊤M^{−1} J∑ k=1 ρ^0_kd(P^k)^⊤ ∫ ω^k w^k_{(0)}(η) dη )) =

= F^j_{(q)}(ξ) := F^{j#}_{(q)} (ξ) + ρ^0_j d(P^j)M^{−1}F_{(q)}, ξ ∈ ω_j. (6.16)

Poskol~ku μ^{(0)} – prostoe sobstvennoe qislo rezul~tiru¸weæ spektral~noæ zadaqi (3.12), (1.18), (1.19), perevØzannoæ matriceæ M iz formuly (5.5), poluqennaØ rezul~tiru¸waØ zadaqa (6.16), (6.9), (6.12) dlØ vektora w_{(q)} = (w^1_{(q)}, . . . , w^J_{(q)})^⊤ imeet rexenie v tom i tol~ko v tom sluqae, esli ee pravye qasti ortogonal~ny sobstvennomu vektoru w^n = w_{(0)} = (w^1_{(0)}, . . . , w^J_{(0)})^⊤. Rexenie w_{(q)} opredeleno s toqnost~¸ do slagaemogo cw_{(0)} i pofftomu logiqno podqinit~ ego uslovi¸ ortogonal~nosti

q(w(q), w(0)) = 0, q ∈ N. (6.17)

V silu sootnoxeniæ (6.17) i (6.1), a takße opredeleniØ (6.2) simmetriqnoæ kvadratiqnoæ formy q nazvannoe uslovie razreximosti rezul~tiru¸weæ zadaqi (6.16), (6.9), (6.12) dlØ vekto-

ra w(q) prinimaet vid J∑ j=1 ( (F^{j0}_{(q)}, w^{j0}_{(0)})_Θj + (F^j_{(q)}, w^j_{(0)})_ωj − (H^j_{(q)}, w^j_{(0)})_{∂ω}j ) = = μ^{(0)}q(w_{(q)}, w_{(0)}) + μ^{(q)}q(w_{(0)}, w_{(0)}) = μ^{(q)}.

(6.18)

Formula (6.18) dlØ qisla μ^{(q)} zakanqivaet postroenie qlenov anzacev (6.3) i (6.4), snabßennyh indeksom q.

4. Ewe raz o razloßeniØh vektor-funkciæ okolo toqek

P^1, . . . , P^J i na beskoneqnosti. Osnovnoæ asimptotiqeskiæ konglomerat anzaca (6.4) byl opredelen v p. 2 §5 (sm. takße p. 1 §3),

FORMAL^NA˚ ASIMPTOTIKA SOBSTVENNYH QASTOT 73 a ostal~nye konglomeraty – v predyduwih razdelah dannogo paragrafa, priqem po suti byla povtorena s neznaqitel~nymi izmeneniØmi shema postroeniØ iz p. 2 §5 i poputno naædeny qleny formal~nogo asimptotiqeskogo rØda (6.3) dlØ sobstvennogo qisla. Takie ße obobweniØ asimptotiqeskih konstrukciæ iz §§2–5 dostupny pri drugih znaqeniØh parametra m v razliqnyh geometriqeskih situaciØh. Perehod k rassmotreni¸ kratnyh sobstvennyh qisel μ_n rezul~tiru¸wih zadaq takße vpolne standarten (sm., naprimer, [27, gl. 9 i 10]).

V dopolnitel~nom obsußdenii nußda¸tsØ predpoloßeniØ (6.5)–(6.7) o predstavleniØh vektor-funkciæ v_{(q)} i w^j_{(q)} sootvetstvenno v okrestnostØh toqek P^k i na beskoneqnosti. Ih moßno proverit~ po indukcii pri pomowi obwih rezul~tatov teorii fflliptiqeskih kraevyh zadaq v oblastØh s koniqeskimi i uglovymi toqkami (sm. [29], a takße, naprimer, monografi¸ [31, gl. 3]), tak kak toqki P^1, . . . , P^J i beskoneqno udalennu¸ toqku pravomoqno interpretirovat~ kak verxiny “polnogo” konusa

R^3\{0}. ObwaØ teorii dopuskaet poØvlenie u qlenov razloßeniæ

(6.5) i (6.6) zavisimosteæ ot log |x − P^j| i log |ξ| sootvetstvenno. V rassmatrivaemom trehmernom (neqetnomernom) sluqae logarifmy otsutstvu¸t – fftot fakt dlØ sistemy uravneniæ teorii uprugosti pri postoØnnom tenzore Guka A^0 proverØetsØ v toqnosti tak ße, kak v rabote [39] dlØ uravneniØ Puassona.

Literatura 1. S. G. Lehnickiæ, TeoriØ uprugosti anizotropnogo tela. Nauka, M.

(1977).

2. S. A. Nazarov, AsimptotiqeskaØ teoriØ tonkih plastin i sterßneæ.

Ponißenie razmernosti i integral~nye ocenki. NauqnaØ kniga, Novo-

sibirsk (2001).

3. E. Sanchez-Palencia, Perturbation of eigenvalues in thermoelasticity and vibra-

tion of systems with concentrated masses. — Trends in Applications of Pure Mathematics to Mechanics. Lect. Notes Physics 195, Springer-Verlag, Berlin (1984), 346–368.

4. E. Sanchez-Palencia, H. Tchatat, Vibration de systèmes élastiques avec des

masses concentrées. — Rend. Sem. Mat. Univ. Politec. Torino 42, No. 3 (1984), 43–63.

5. M. Lobo, E. Pérez, Local problems or vibrating systems with concentrated mass-

es: a review. — C. R. Mecanique 331 (2003), 303–317.

6. S. A. Nazarov, Ob odnoæ zadaqe Sanqes–PalensiØ s kraevymi usloviØmi

Neæmana. — IzvestiØ VUZ’ov. Matem. No. 11 (1989), 60–66.

74 D. GOMES, S. A. NAZAROV, M.-E. PERES 7. S. A. Nazarov, Interaction of concentrated masses in a harmonically oscillating

spatial body with Neumann boundary conditions. — RAIRO Model. Math. Anal. Numer 27, No. 6 (1993), 777–799.

8. O. A. Oleinik, Homogenization problems in elasticity. Spectra of singularly per-

turbed operators. — In: Non-Classical Continuum Mechanics. Ads. R. J. Knops and A. A. Lacey. New York: Cambridge University Press (1987), p. 81–95.

9. ı. D. Golovatyæ, S. A. Nazarov, O. A. Oleænik, T. S. Soboleva, O

sobstvennyh kolebaniØh struny s prisoedinennoæ massoæ. — Sib. ma-

tem. ß. 29, No. 5 (1988), 71–91.

10. C. Leal, J. Sanchez-Hubert, Perturbation of the eigenvalues of a membrane with

a concentrated mass. — Quart. Appl. Math. XLVII, No. 1 (1989), 93–103.

11. J. Sanchez-Hubert, Perturbation des valeurs propres pour des systèmes avec

masse concentrée. — C. R. Acad. Sci. Paris Série II 309 (1989), 507–510.

12. O. A. Oleinik, J. Sanchez-Hubert, G. A. Yosifian, On vibrations of a membrane

with concentrated masses. — Bull. Sci. Math. 2 série 115 (1991), 1–27.

13. D. Gómez, M. Lobo, E. Pérez, On the eigenfunctions associated with the high

frequencies in systems with a concentrated mass. — J. Math. Pures Appl. 78, No. 8 (1999), 841–865.

14. E. Pérez, On the whispering gallery modes on the interfaces of membranes com-

posed of two materials with very different densities. — Math. Models Methods Appl. Sci. 13, No. 1 (2003), 75–98.

15. J. Sanchez-Hubert, E. Sanchez-Palencia. Vibration and Coupling of Continuous

Systems. Asymptotic Methods. Heidelberg: Springer Verlag (1989).

16. O. A. Oleænik, G. A. Iosifian, A. S. Xamaev, Matematiqeskie zadaqi

teorii sil~no neodnorodnyh sred. Izd-vo MGU. M. (1990).

17. ı. D. Golovatyæ, Spektral~nye svoæstva kolebatel~nyh sistem s pri-

soedinennymi massami: ffffekt lokal~nyh kolebaniæ. — Tr. Mosk. ma-

tem. o-va. 54 (1992), 29–72.

18. D. Gómez, M. Lobo, E. Pérez, On the vibrations of a plate with a concentrated

mass and very small thickness. — Math. Meth. Appl. Sci. 26 (2003), 27–65.

19. E. Pérez. Remarks on vibrating systems with many concentrated masses and vi-

brating systems with parts of negligible mass. — in: Proceedigns of Midnight Sun Narvik Conference: Multi Scale Problems and Asymptotic Analysis. Gakkuto International Series, Mathematical Sciences and Applications, Vol. 24 Gakkottosho, Tokyo (2006), pp. 311–323.

20. V. Rybalko, Vibrations of elastic systems with a large number of tiny heavy

inclusions. — Asymptotic Analysis 32 (2002), 27–62.

21. G. A. Chechkin, E. Pérez, E. I. Yablokova, Nonperiodic boundary homogeniza-

tion problems and “light” concentrated masses. — Indiana Univ. Math. J. 54, No. 2 (2005), 321–348.

22. ı. D. Golovatyæ, Spektral~naØ zadaqa Neæmana dlØ operatora Lapla-

sa s singulØrno vozmuwennoæ plotnost~¸. — Uspehi matem. nauk 45,

No. 4 (1990), 147–148.

23. J. Caínzos, E. E. Pérez, M. Vilasánchez, Asymptotics for the eigenelements of the

Neumann spectral problem with concentrated masses. — Indiana Univ. Math. J. (2007) (to appear).

FORMAL^NA˚ ASIMPTOTIKA SOBSTVENNYH QASTOT 75

24. J. Caínzos, E. Pérez, M. Vilasánchez, Asymptotic behavior of the solutions of a

spectral Neumann problem (1 �D) with a concentrated mass. — Proceedigns of the XIX CEDYA (2006), to appear.

25. D. Gomez, M. Lobo, S. A. Nazarov, E. Perez, Asymptotics for the spectrum of

the Wentzell problem with a small parameter and other related stiff problems.

— J. Math. Pures Appl. 86 (2006), 303–317.

26. V. G. Maz~Ø, S. A. Nazarov, B. A. Plamenevskiæ, Ob asimptotike re-

xeniæ fflliptiqeskih kraevyh zadaq pri neregulØrnom vozmuwenii obla-

sti. — Problemy matem. analiza. Vyp. 8, izd-vo LGU, L. (1981), 72–153.

27. V. G. Maz~Ø, S. A. Nazarov, B. A. Plamenevskiæ, Asimptotika rexe-

niæ fflliptiqeskih kraevyh zadaq pri singulØrnom vozmuwenii oblasti.

Izd-vo TGU, Tbilisi (1981).

28. I. V. Kamockiæ, S. A. Nazarov, Spektral~nye zadaqi v singulØrno voz-

muwennyh oblastØh i samosoprØßennye rasxireniØ differencial~nyh operatorov. — Trudy Sankt-Peterburg. matem. o-va 6 (1998), 151–212.

29. V. A. Kondrat~ev, Kraevye zadaqi dlØ fflliptiqeskih uravneniæ v obla-

stØh s koniqeskimi ili uglovymi toqkami. — Trudy Moskovsk. matem.

obwestva 16 (1963), 219–292.

30. A. Pazy, Asymptotic expansions of ordinary differential equations in Hilbert

space. — Arch. Rational Mech. Anal. 24 (1967), 193–218.

31. S. A. Nazarov, B. A. Plamenevskiæ, �lliptiqeskie zadaqi v oblastØh

s kusoqno gladkoæ graniceæ. Nauka, M. (1991).

32. S. A. Nazarov, Polinomial~noe svoæstvo samosoprØßennyh ffllipti-

qeskih kraevyh zadaq i algebraiqeskoe opisanie ih atributov. — Uspehi

matem. nauk 54, No. 5 (1999), 77–142.

33. V. G. Maz~Ø, B. A. Plamenevskiæ, O kofffficientah v asimptotike re-

xeniæ fflliptiqeskih kraevyh zadaq v oblasti s koniqeskimi toqkami.

— Math. Nachr. 76 (1977), 29–60.

34. O. A. LadyßenskaØ, Kraevye zadaqi matematiqeskoæ fiziki. Nauka, M. (1973).

35. G. Fikera, Teoremy suwestvovaniØ v teorii uprugosti. Mir, M. (1974). 36. V. A. Kondrat~ev, O. A. Oleænik, Kraevye zadaqi dlØ sistemy teorii

uprugosti v neograniqennyh oblastØh. Neravenstvo Korna. — Uspehi

matem. nauk 43, No. 5 (1988), 55–98.

37. M. X. Birman, B. Z. SolomØk, Spektral~naØ teoriØ samosoprØßennyh

operatorov v gil~bertovom prostranstve. — Iz-vo Leningr. un–ta, L.

(1980)¸ 38. S. A. Nazarov, B. A. Plamenevskiæ, Asimptotika spektra zadaqi Neæ-

mana v singulØrno vyroßda¸weæsØ tonkoæ oblasti. 1 — Algebra i ana-

liz 2 No. 2 (1990), 85–111.

39. ı. D. Golovatyæ, S. A. Nazarov, O. A. Oleænik, Asimptotiqeskoe

razloßenie sobstvennyh znaqeniæ i sobstvennyh funkciæ zadaq o kolebaniØh sredy s koncentrirovannymi vozmuweniØmi. — Trudy MIAN

SSSR 192 (1990), 49–60.

Gomez D., Nazarov S. A., Perez M.-E. The formal asymptotics of

76 D. GOMES, S. A. NAZAROV, M.-E. PERES eigenmodes for oscillating elastic spatial body with concentrated masses.

Limiting spectral problems are derived for the problem about eigenoscillations of a solid with small heavy (or light) inclusions. The asymptotic ansätze for eigenvalues and eigenvectors as well as the limiting problems are crucially dependent on relation between the geometrical and physical parameters and also the disposition of inclusions. It is established that for heavy inclusions the limiting problems are linked together into the resultant spectral problem which describes “far-action” in the family of the inclusions.

Postupilo 15 marta 2007 g.

Departamento de Matemáticas, Estadística y Computación E-mail: gomezdel@unican.es

IPMax RAN

E-mail: serna@snark.ipme.ru, srgnazarov@yahoo.co.uk

Departamento de Matemática Aplicada Ciencias de la Computación E-mail: meperez@unican.es