Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 342, 2007 g.

V. M. Babiq, D. B. Dement~ev, B. A. Samokix

O VYQISLENII ZNAQENI` FUNKCI` LEȷANDRA

1. Vvedenie

Funkcii Leßandra igra¸t suwestvennu¸ rol~ v rØde difrakcionnyh zadaq. Imenno v svØzi s takogo roda priloßeniØmi avtory razrabotali metodiku rasqœta znaqeniæ funkciæ P_ν(x), prisoedinennyh funkciæ P^m_ν (x) i ih proizvodnyh^{dPν (x)}_{dx} i^{dP mν (x)}_{dx} (ν ∈ C C, m ∈ ZZ, −1 < x ≤ 1, |ν| i |μ| mogut byt~ bol~ximi).

Sdelaem srazu ße dva obwih zameqaniØ, otnosØwihsØ ko vsem sposobam vyqisleniØ:

1. VtoraØ proizvodnaØ funkcii Leßandra moßet byt~ naædena iz differencial~nogo uravneniØ Leßandra ( (1 − x^2)P^′_ν (x) )_′ + ν(ν + 1)P_ν(x) = 0, (1)

esli dlØ fftogo x izvestny P_ν(x) i P^′_ν(x).

2. Pri bol~xoæ Re ν vozmoßna redukciØ s umen~xeniem Re ν, po rekurrentnomu sootnoxeni¸.

�to rekurrentnoe sootnoxenie udobno pisat~ dlØ pary P_ν (x),

P^′_ν(x), vo-pervyh, potomu, qto, kak pravilo, nußna ffta para zna-

qeniæ, vo-vtoryh, sootnoxenie poluqaetsØ dvuqlennym. Zapixem formuly dlØ proizvodnoæ [1] 6.733:

(1 − x^2) dP_ν(x) dx = (ν + 1)xP_ν(x) − (ν + 1)P_{ν+1}(x),

(1 − x^2) dP_ν (x) dx = −νxP_ν(x) + νP_{ν−1}(x). (2) Zamenim vo vtorom ravenstve ν na ν + 1 i rexim poluqennu¸ sistemu otnositel~no P_ν(x) i P^′_ν(x) :

P_ν(x) = xP_{ν+1}(x) +

1 − x^2 ν + 1

P^′_{ν+1}(x),

P^′_ν (x) = −(ν + 1)P_{ν+1}(x) + xP^′_{ν+1}(x). (3)

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI granty 07-01- 00548, 05-01-00936, NX-8336.2006. 14

O VYQISLENII ZNAQENI` 15

2. Rasqœt funkciæ Pν(x) (−1 < x ≤ 1, ν ∈ C ).

1. Stepennoæ rØd.

Izvestno predstavlenie funkciæ Leßandra gipergeometriqeskim rØdom [2] 15.22.:

P_ν (x) =_2 F_1(ν + 1, −ν; 1; 1 − x 2 )

= ∞∑ n=0 (ν + 1) . . . (ν + n)(−ν) . . . (−ν + n − 1) (n!)^2 ( 1 − x 2 )_n (4) VyraßeniØ dlØ proizvodnyh legko poluqit~, differenciruØ rØd (4). Vyqislenie P_ν(x) i P^′_ν (x) na osnove rØda (4) nesloßno, no metod nedostatoqno universalen: kak rØd (4), tak i rØd, poluqennyæ ego differencirovaniem, shodØtsØ medlenno pri bol~- xih |ν| i pri x, blizkih k −1.

2. Integral~noe predstavlenie Melera–Dirihle. �to predstavlenie imeet vid [2] 15.231: P_ν (cosθ) = √ 2 π θ∫ 0 cos ( ν +^1_2 ) φ √ cos φ − cos θ dφ. (5) Pol~zuØs~ qetnost~¸, rasprostranim integral na simmetriqnyæ promeßutok:

P_ν(cos θ) = 1 π √ 2 θ∫ −θ cos ( ν +^1_2 ) φ √ cos φ − cos θ dφ. (5) Podyntegral~naØ funkciØ imeet osobennosti stepeni −^1_2 na koncah otrezka, estestvenno pofftomu primenit~ kvadraturnu¸ formulu Gaussa–KristoffelØ s sootvetstvu¸wim vesom - formulu �rmita–Melera: +1∫ −1 f(t) dt √ 1 − t^2 ≈ π N N∑ k=1 f ( cos 2k − 1 2N π ) (6) Qtoby privesti integral (5) k nußnomu otrezku [−1, 1], sdelaem zamenu:

cos φ − cos θ = (1 − cos θ)(1 − t^2), (7)

16 V. M. BABIQ, D. B. DEMENT^EV, B. A. SAMOKIX t.e. sin^φ_2 = t sin^θ_2 , togda poluqaem:

P_ν(cos θ) = 1 π +1∫ −1 cos ( ν +^1_2 ) φ cos^φ_2 dt √ 1 − t^2

, (8)

i k fftomu integralu primenØem formulu (6).

3. Ocenim toqnost~ fftogo sposoba i trebuemoe koliqestvo uz-

lov. Sdelaem v integrale (6) zamenu t = cos u i rasprostranim integral i summu na ves~ period 2π, togda kvadraturnaØ formula (6) pereædet v formulu srednih prØmougol~nikov: 2π∫ 0 f(cos u)du ≈ 2π 2N 2N∑ k=1 f ( cos 2k − 1 2N π ) . (9)

Ostatok fftoæ formuly ocenivaetsØ veliqinoæ M_f e^{− 2πσh} 1 − e^{− 2πσh} , (10)

gde h – xag integrirovaniØ, esli podyntegral~naØ funkciØ analitiqna po u v polose | Im u| < σ i, skaßem, nepreryvna na granice eœ; M_f − integral ot modulØ po granice polosy v predelah perioda. Sm., napr. [3], gde, vproqem, dokazana ffta ocenka dlØ neperiodiqeskoæ funkcii i beskoneqnogo otrezka, no netrudno tak ße dokazat~ eœ i dlØ periodiqeskoæ funkcii.

ObratimsØ teper~ k integralu (8), gde poloßim t = cos u. Osobye toqki podyntegral~noæ funkcii ffto nuli znamenatelØ i osobennosti otobraßeniØ u → φ. Oni sovpada¸t: dφ du = − sin u dφ dt = − sin u

2 sin^θ_2 cos^φ_2

. (11)

Naædem ih: cos φ 2 = √ 1 − sin^2 φ 2 = √ 1 − t^2 sin^2 θ 2 = 0,

u = arccos 1 sin^θ_2 = 1 i ln ( 1 sin^θ_2 ± √ 1 sin^{2 θ}_2 − 1 ) = ±i ln ctg θ 4 , (12)

O VYQISLENII ZNAQENI` 17 i znaqit σ = ln ctg^θ_4 . Pri fftom φ = π, tak qto M_f ∼ e^{π|ν|} i, esli trebuetsØ toqnost~ porØdka ε, to (xag h =^{2π}_{2N} ) e^{π|ν|−2Nσ} ∼ ε, (13) N ∼ ln^1_ε + π|ν| 2 ln ctg^θ_4

. (14)

Naprimer, pri ε = 10^{−8} N ∼ 18 + π|ν| 2 ln ctg^θ_4

. (15)

Zametim, qto bol~xih Re ν moßno izbeßat~, kak uße skazano, primeneniem formuly privedeniØ (3), a pri bol~xih Im ν faktiqeskoe qislo uzlov moßno znaqitel~no umen~xit~, esli, predstaviv integral (8) tak:

P_ν (cos θ) = 1 π +1∫ −1 e^i(^{ν+ 12} )^φ

cos^φ_2 dt √ 1 − t^2

, (16)

gde podyntegral~naØ funkciØ bystro ubyvaet (vozrastaet), vkl¸qat~ v kvadraturnu¸ summu tol~ko te slagaemye, kotorye ne slixkom maly.

4. Vyqislenie proizvodnoæ P^′_ν(x).

Poluqim udobnoe predstavlenie proizvodnoæ, analogiqnoe (8). DlØ fftogo vypixem sootnoxeniØ (2):

(1 − x^2)P^′_ν(x) = (ν + 1)xP_ν(x) − (ν + 1)P_{ν+1}(x),

(1 − x^2)P^′_ν (x) = −νxP_ν(x) + νP_{ν−1}(x).

Razdelim pervoe ravenstvo na ν +1, vtoroe na ν, vyqtem, zatem podstavim vyraßenie funkciæ Leßandra po formule (8), gde

cos θ = x, zatem pod integralom ispol~zuem teoremu sloßeniØ: cos ( ν + 3 2 ) φ + cos ( ν − 1 2 ) φ = 2 cos ( ν + 1 2 ) φ · cos φ, togda poluqim: − 1 − x^2 ν(ν + 1)

P^′_ν(x) = 2 π +1∫ −1 cos ( ν +^1_2 ) φ cos^φ_2

(x − cos φ) dt 1 − t^2 .

18 V. M. BABIQ, D. B. DEMENT^EV, B. A. SAMOKIX V silu (7)

x − cos φ = cos θ − cos φ = (x − 1) ( 1 − t^2 ) i okonqatel~no

P^′_ν (cos θ) = ν(ν + 1) π(1 + cos θ) +1∫ −1 cos ( ν +^1_2 ) φ cos^φ_2 √ 1 − t^2dt, (17)

priqœm, kak i vyxe, sin^φ_2 = t sin^θ_2 .

K integralu (17) primenØem formulu Gaussa–KristoffelØ s vesom √ 1 − t^2 : +1∫ −1 f(t) √ 1 − t^2dt ≈ π N + 1 N∑ k=1 sin^2 kπ N + 1 f ( cos kπ N + 1 ) . (18)

5. Differencial~noe uravnenie Leßandra.

V situacii, kogda nußno vyqislit~ nabor znaqeniæ P_ν(x) dlØ rØda znaqeniæ x na otrezke [−1, 1], estestvenno ispol~zovat~ differencial~noe uravnenie (1). Preßde vsego neobhodimo otsortirovat~ znaqeniØ x po vozrastani¸, predusmotrev, qtoby dostatoqno blizkie x rassmatrivalis~ kak ravnye. (V nekotoryh sluqaØh ffto znaqitel~no sokrawaet vyqisleniØ.) DlØ integrirovaniØ delaem zamenu x = cos θ, privodim uravnenie k sisteme dvuh uravneniæ pervogo porØdka.

Pri bol~xih Im ν funkcii Leßandra bystro menØ¸tsØ, soglasno asimptotiqeskoæ formule

P_ν(cos θ) ∼ √ 2 πν sin θ cos (( ν + 1 2 ) ( θ − π 4 )) . (19)

V fftoæ situacii celesoobrazno vydelit~ ffksponencial~nyæ mnoßitel~

P_ν (cos θ) = e^{τθ} W (θ), τ = √ ν(ν + 1). My prihodim k sledu¸wemu uravneni¸:

d^2W dθ^2 + (2τ + ctg θ) dW dθ + τ ctg θW = 0, (20)

ime¸wemu, kak i uravnenie Leßandra, osobye toqki θ = 0, θ = π.

O VYQISLENII ZNAQENI` 19 DlØ qislennogo integrirovaniØ primenØetsØ metod Runge– Kutta qetvertogo porØdka. Prihodim k sisteme dvuh uravneniæ pervogo porØdka. NaznaqaetsØ general~nyæ xag h = h_{max} , kotoryæ slußit verhneæ graniceæ lokal~nogo xaga. Toqki θ_i uporØdoqeny po vozrastani¸. Otrezok [θ_i, θ_{i+1} ] delim na ravnye qasti dlinoæ men~xe h. Takim obrazom vse θ_i vhodØt v qislo sqetnyh uzlov i znaqeniØ v nih poluqa¸tsØ neposredstvenno. Naqal~noe znaqenie vyqislØetsØ s pomow~¸ formuly Melera–Dirihle (5).

Metod qislennogo integrirovaniØ, osnovannyæ na ffrmitovom interpolirovanii rexeniØ po znaqeniØm funkcii i pervoæ proizvodnoæ v naqale i konce xaga integrirovaniØ, ne dal luqxih rezul~tatov.

6. Vyqislenie Pν(x) v okrestnosti x = −1.

Vyqislenie funkcii P_ν(x) pri bol~xih |ν| vblizi toqki x = −1 stalkivaetsØ s trudnostØmi. �to estestvenno: toqka x = −1 – osobaØ toqka uravneniØ (1), soderßawego, k tomu ße, bol~- xoæ parametr (ν, |ν| ≫ 1) pri mladxem qlene uravneniØ. DlØ rasqœtov P_ν(x) i^d_{dx} P_ν(x) okazalos~ udobnym ispol~zovat~ asimptotiku fftih funkciæ, spravedlivu¸ pri bol~xih |ν| i pri x, menØ¸wemsØ v okrestnosti x = −1.

Celesoobrazno vyqislØt~ ne P_ν (x) vblizi x = −1, a funkci¸

P_ν(− cos θ) vblizi θ = 0, vyraßennu¸ lineæno qerez Q_ν (cos θ ±i0).

Opredeleniem Q_ν slußit integral ([1] 6.711)

Qp(z) =^{+∞∫}_0^{dϕ} ( z + √ z^2 − 1 ch ϕ )_{p+1} , z > 1, √ z^2 − 1 > 0, Re p > −1.

(21)

Qp(z) analitiqeski prodolßima na vs¸ ploskost~ kompleks-

noæ peremennoæ z s razrezom (−∞, +1). Pod funkciØmi Q_p(z + i0)

i Qp(z − i0) ponima¸tsØ znaqeniØ funkcii Qp(z) na verhneæ i

nißneæ granicah razreza sootvetstvenno. Ishodnymi formulami budut slußit~ formuly [1] 6.732.5, 6.737.2:

Q_{ν−} 1_2 (x ± i0) = Q_{ν−} 1_2 (x) ∓ i^π_2 P_{ν−} 1_2 (x),

P_{ν−} 1_2 (−x) = sin νπP_{ν−}1_2 (x) + 2 π cos νπQ_{ν−}1_2 (x). (22)

Zdes~ Q_{ν−} 1_2 (x) rexenie uravneniØ (1), lineæno nezavisimoe s

P_{ν−} 1_2 (x) ([1] 6.705). Iz (22) sledu¸t formuly, napomina¸wie

20 V. M. BABIQ, D. B. DEMENT^EV, B. A. SAMOKIX formuly �ælera dlØ cos x i sin x :

Q_{ν−} 1_2 (x) = 1 2 ( Q_{ν−} 1_2 (x − i0) + Q_{ν−} 1_2 (x + i0)^) , (23)

P_{ν−} 1_2 (x) = −i π ( Q_{ν−} 1_2 (x − i0) − Q_{ν−} 1_2 (x + i0)^) , (24)

PodstavlØØ formuly (23) i (24) v (22), my poluqaem formulu, kotoraØ budet osnovnoæ dlØ dal~neæxeæ raboty:

P_{ν−} 1_2 (−x) = 1 π Q_{ν−} 1_2 (x + i0)e^{iνπ} +^1_π Q_{ν−} 1_2 (x − i0)e^{−iνπ} . (25)

DlØ funkcii Q suwestvuet integral~noe predstavlenie ([1] 6.715):

Q_{ν−} 1_2 (ch θ) =^{∞∫}_θ^{e−νt}√_{2(ch t − ch θ)} dt, θ > 0, Re ν > −1. (26)

Formula (26) daet vozmoßnost~ analitiqeski prodolßit~ funkci¸ Q_{ν−} 1_2 (ch θ) s poluosi θ > 0 v verhn¸¸ i nißn¸¸ poluploskosti. Pust~ 0 < θ <^π_2 . UveliqivaØ argument θ ot 0 do^π_2 , my perevedem Q_{ν−} 1_2 (ch θ) v Q_{ν−} 1_2 (cos θ + i0) :

Q_{ν−} 1_2 (cos θ + i0) =^{iθ+∞∫}_{iθ}^{e−νt}√_{2(ch t − cos θ)} dt. (27)

Analogiqno, umen~xaØ argument θ ot 0 do −^π_2 , poluqaem:

Q_{ν−} 1_2 (cos θ − i0) =^{−iθ+∞∫}_{−iθ}^{e−νt}√_{2(ch t − cos θ)} dt. (28)

DelaØ v formulah (27), (28) zamenu peremennyh ξ = it i vvodØ funkci¸ Ψ(α, β) = √ θ^2 − ξ^2 2(cos ξ − cos θ)

, α = ξ^2, β = θ^2,

my poluqaem formuly, udobnye dlØ dal~neæxeæ raboty:

Q_{ν−} 1_2 (cos θ − i0) = −i^{θ+i∞∫}_θ^{eiνξ}√_{θ2 − ξ2} Ψ(α, β)dξ, (29)

O VYQISLENII ZNAQENI` 21

Q_{ν−} 1_2 (cos θ + i0) = −i^{−θ+i∞∫}_{−θ}^{eiνξ}√_{θ2 − ξ2} Ψ(α, β)dξ. (30)

Zdes~ udobno vospol~zovat~sØ priemom, voshodØwim k rabote [4] V. A. Foka (sm. takße [5]) i razloßit~ funkci¸ Ψ v rØd Teælora po peremennoæ α v toqke α = β = θ^2 :

Ψ(α, β) = Ψ(β, β) + ∂Ψ ∂α | | α=β (α − β) + 1 2 ∂^2Ψ ∂α^2 | | α=β (α − β)^2 + . . .

PodstavlØØ ffto razloßenie v integral (29) i integriruØ poqlenno, my poluqaem asimptotiqeskoe razloßenie dlØ funkcii Q : Q_{ν−} 1_2 (cos θ ∓ i0) = −i^{∞∑}_{n=0}^1_{n!}^{∂nΨ}_{∂αn}^|_{α=β}^{±θ+i∞∫}_{±θ}^(ξ^2 − θ^{2)n eiνξ}√_{θ2 − ξ2} dξ. (31) Formuly (sm. [1] 6.437)

H^{(1)}_p (x) = − 2i (_x 2 )_p e^{−ipπ} √ πΓ (_1 2 + p ) 1+i∞∫

1 e^{ixt}(t^2 − 1)^{p− 12} dt, (32)

H^{(2)}_p (x) = 2i (_x 2 )_p e^{−ipπ} √ πΓ (_1 2 + p ) −1+i∞ ∫ −1 e^{ixt}(t^2 − 1)^{p− 12} dt, (33)

da¸t vozmoßnost~ vyrazit~ integral v formule (31) qerez funkcii HankelØ.

Zdes~ predpolagaetsØ, qto vetv~ funkcii ( t^2 − 1

)_{p−} 1_2

fiksirovana razrezami [−1, −1 − i∞) i [1, 1 − i∞) i trebovaniem ( t^2 − 1

)_{p−} 1_2

> 0 pri t > 1. Integral~nye predstavleniØ (32), (33) funkcii HankelØ da¸t vozmoßnost~ vyrazit~ integraly v pra-

voæ qasti ravenstva (32) qerez H^{(1)}p i H^{(2)}p .

SqitaØ, qto razrezy provedeny vdol~ poluprØmyh [±θ, ±θ − i∞), arg( √ θ^2 − ξ^2 = 0 pri −θ < ξ < θ i p = n ≥ 0− celoe, poluqim θ+i∞∫

θ ( ξ^2 − θ^2 )_n e^{iνξ} √ θ^2 − ξ^2 dξ = θ^{2n}e^{iπ2} 1+i∞∫

1 ( t^2 − 1

)_{n−} 1_2 e^{iνθt}dt

22 V. M. BABIQ, D. B. DEMENT^EV, B. A. SAMOKIX = − √ π 2 Γ ( n + 1 2 ) (−2)^nh^{(1)}_n (ν, θ), (34) gde h^{(1)}_n (ν, θ) = θ^n ν^n H^{(1)}_n (νθ).

Analogiqno: −θ+i∞ ∫ −θ ( ξ^2 − θ^2 )_n e^{iνξ} √ θ^2 − ξ^2 dξ = √ π 2 Γ ( n + 1 2 ) (−2)^nh^{(2)}_n (ν, θ), (35) gde h^{(2)}_n (ν, θ) = θ^n ν^n H^{(2)}_n (νθ).

Teper~ my moßem vypisat~ asimptotiku funkciæ Q(x ± i0) :

Q_{ν−} 1_2 (cos θ − i0)^∼= i^π_2^{∞∑}_{n=0} An(θ)h^{(1)}_n (ν, θ), (36)

Q_{ν−} 1_2 (cos θ + i0)^∼= −i^π_2^{∞∑}_{n=0} An(θ)h^{(2)}_n (ν, θ), (37) gde A_n(θ) =

(−1)^n n! 2^n √ π ∂^nΨ(α, β) ∂α^n | | α=β=θ2 Γ ( 1 2 + n ) . (38)

PodstavlØØ asimptotiki (36) i (37) v vyraßenie (25), my poluqaem asimptotiku funkcii Leßandra v okrestnosti toqki

θ = 0 :

P_{ν−} 1_2 (− cos θ) ∼= i 2 ( e^{−iνπ} ∞∑ n=0 A_n(θ)h^{(1)}_n (ν, θ)

− e^{iνπ} ∞∑ n=0 A_n(θ)h^{(2)}_n (ν, θ) ) . (39)

Itak, asimptotiqeskaØ formula, primenimaØ dlØ rasqeta

P_{ν−} 1_2 (x) pri x blizkom k −1 imeet vid:

P_{ν−} 1_2 (x) ∼ i 2 ( e^{−iνπ} ∞∑ k=0 A_k(θ)H^{(1)}_k (θν) ( θ ν )_k

− e^{iνπ} ∞∑ k=0 A_k(θ)H^{(2)}_k (θν) ( θ ν )_k) , (40)

O VYQISLENII ZNAQENI` 23 gde θ = arccos(−x). DifferenciruØ formulu (40), poluqaem vyraßenie dlØ vyqisleniØ proizvodnoæ funkcii Leßandra v okrestnosti toqki x = −1. DlØ vyqisleniæ byl ispol~zovan rØd (40) do qetvertogo qlena vkl¸qitel~no:

P_{ν−} 1_2 (x) ≈ i 2 ( e^{−iνπ} 3∑ k=0 A_k(θ)H^{(1)}_k (θν) ( θ ν )_k

− e^{iνπ} 3∑ k=0 A_k(θ)H^{(2)}_k (θν) ( θ ν )_k) , (41)

otkuda:

P^′_{ν−} 1_2 (x) ≈ i π sin θ { e^{−i}(^{ν− 12} )^π ( H^{(1)}_0 · (A^′_0(θ) + A_1(θ)θ)

+H^{(1)}_1 · ( A^′_1(θ) θ ν + A_2(θ) θ^2 ν − A_0(θ)ν ) H^{(1)}_2 · (A^′_2(θ) + A_3(θ)) θ^2 ν^2

+ H^{(1)}_3

·A^′_3(θ) θ^3 ν^3 ) −e^i(^{ν− 12} )^π ( H^{(2)}_0

·(A^′_0(θ) + A_1(θ)θ) + H^{(2)}_1 · ( A^′_1(θ) θ ν + A_2(θ) θ^2 ν − A_0(θ)ν ) + H^{(2)}_2 · (A^′_2(θ) + A_3(θ)) θ^2 ν^2

+ H^{(2)}_3 · A^′_3(θ) θ^3 ν^3 )} . (42)

Funkcii A_i(θ) mogut byt~ podsqitany po formule (38). Zametim, qto pri x, blizkom k −1, znaqenie θ = arccos(−x) blizko k nul¸. Funkcii A_i(θ) regulØrny v okrestnosti θ = 0, pofftomu pri rasqetah dostatoqno, vmesto toqnogo (dostatoqno sloßnogo) znaqeniØ fftih funkciæ, ispol~zovat~ lix~ glavnye qleny razloßeniØ ih po stepenØm θ. S rostom indeksa dostatoqno brat~ vse men~xe slagaemyh fftih razloßeniæ. Niße privedeny znaqe-

24 V. M. BABIQ, D. B. DEMENT^EV, B. A. SAMOKIX niØ A_i(θ), ispol~zuemye pri vyqisleniØh:

A_0(θ) = 1 + 1 12 θ^2 + 1 160 θ^4 + 61 120960 θ^6,

A_1(θ) = − 1 24 − 1 160 θ^2 − 61 80640 θ^4 ,

A_2(θ) = 7 1920 + 17 17920 θ^2,

A_3(θ) = − 31 64512

. (43)

Zameqanie. VyqisleniØ pokazyva¸t, qto kofffficienty An uby-

va¸t s rostom nomera dostatoqno bystro, tak qto dlØ dostatoqno toqnogo vyqisleniØ (≈ 10^{−5} − 10^{−6}) znaqeniØ funkcii Leßandra v okrestnosti osoboæ toqki x ≈ −1 dostatoqno brat~ vsego 3–4 slagaemyh iz privedennyh rØdov. Qtoby proverit~ fftot metod, znaqeniØ P_ν vyqislØlis~ kak po asimptotiqeskim formulam, tak i s pomow~¸ formuly Melera-Dirihle (s oqen~ bol~- xim qislom uzlov - porØdka 10000). VyqisleniØ provodilis~ v odinakovyh toqkah. Rezul~taty vyqisleniæ sravnivalis~.

7. Vyqislenie prisoedinennyh funkciæ.

Prisoedinennye funkcii P^{−m}_ν (x) i ih pervye proizvodnye d dθ P^{−m}_ν (cos θ) prihoditsØ vyqislØt~ dlØ znaqeniæ indeksa m = 0, 1, . . ., M, x ∈ [−1, 1], gde M moßet byt~ veliko. Estestvenno

dlØ fftogo vospol~zovat~sØ rekurrentnoæ formuloæ po verhnemu indeksu: P^{−m+1} ν (x)−2m x √ 1 − x^2

P^{−m}_ν (x)+(ν+m+1)(ν−m)P^{−m−1}_ν (x) = 0 (44)

(sm. formulu [1] 6.733.3, gde q zameneno na −m − 1).

Dalee, ispol~zuØ predstavlenie P^{−m}_ν (x) qerez gipergeometriqesku¸ funkci¸ (sm. [1] 6.704), poluqim

P^{−m}_ν (x) = ( 1 + x 1 − x )_− m_2 1 m! F (−ν, ν + 1, m + 1; 1 − x 2 ). OsvobodimsØ ot bystro menØ¸wihsØ mnoßiteleæ, vvedØ funkcii

f_m(x) = F (−ν, ν + 1, m + 1; 1 − x 2 ),

O VYQISLENII ZNAQENI` 25 tak qto

P^{−m}_ν (x) = 1 m! ( 1 − x 1 + x ) m_2 f_m(x), (45)

a dlØ funkciæ f_m(x) iz (44) poluqaem rekurrentnoe sootnoxenie:

a(m)f_{m−1} (x) + b(m)f_m(x) + c(m)f_{m+1} (x) = 0, (46)

a(m) = −m(m + 1)(1 + x), b(m) = 2m(m + 1)x,

c(m) = (m + ν + 1)(m − ν)(1 − x).

DlØ rasqeta proizvodnyh ot P^{−m}_ν (x) udobno vydelit~ tot ße bystro menØ¸wiæsØ mnoßitel~, qto my vydelØli dlØ rasqeta

P^{−m}_ν (x). Vvedem cos θ vmesto nezavisimoæ peremennoæ x : x = cos θ

i opredelim funkci¸ g_m(x) = g_m(cos θ) formuloæ: d dt P^{−m}_ν (cos θ) = 1 m! tg^m ( θ 2 ) g_m(x) (47)

Pol~zuemsØ formulami differencirovaniØ prisoedinennyh funkciæ [1] 6.733.1, ( 1 − x^2 ) dP^μ_ν dx = − √ 1 − x^2P^{μ+1}_ν (x) − μxP^μ_ν (x)

= (ν − μ + 1)(ν + μ) √ 1 − x^2P^{μ−1}_ν (x) + μxP^μ_ν (x) (48)

Poloßim μ = −m, podstavim vyraßeniØ (45) i (47), togda iz pervoæ formuly poluqim:

g_m(x) = m ( − ctg θf_m(x) + ctg θ 2 f_{m−1} (x) ) ; x = cos θ. (49)

�ta formula goditsØ dlØ m ≥ 1, a dlØ m = 0 iz vtoroæ formuly naædem

g_0(x) = −ν(ν + 1)f_1(x). (50)

Itak, proizvodnye nahodØtsØ qerez f_m(x) po formulam (49) i (50), a sami f_m(x) vyqislØ¸tsØ po rekurrentnoæ formule (46). DlØ naqala sqeta – esli ego vesti po vozrastani¸ m – nado naæti f_0(x) i f_1(x), i tem samym P_ν(x), P^{−1}_ν (x), a ffto delaetsØ, kak opisano v glave 2. FunkciØ P^{−1}_ν vyraßaetsØ qerez P_ν(x) i

P^′_ν(x) hotØ by po formule (48).

26 V. M. BABIQ, D. B. DEMENT^EV, B. A. SAMOKIX Odnako, sqet po vozrastani¸ m ne vsegda ustoæqiv. Proanaliziruem fftot vopros.

Predel~noe, pri m → ∞, harakteristiqeskoe uravnenie dlØ raznostnogo uravneniØ (3) takovo:

−(1 − x)z^2 + 2xz + (1 + x) = 0,

ego korni 1 i^{1+x}_{1−x} . Iskomomu rexeni¸ f_m(x), vidimo, sootvetstvuet koren~ x = 1, poskol~ku f_m(x) → 1 pri m → ∞. �to rexenie ØvlØetsØ dominiru¸wim pri vozrastanii m, esli vtoroæ koren~ po modul¸ men~xe 1, t.e. pri x < 0, i togda sqet po vozrastani¸ m ustoæqiv; esli ße x > 0, to dominiruet drugoe rexenie, a s nim rastut oxibki. Pri x > 0, sledovatel~no, ustoæqiv sqet v storonu ubyvaniØ m. �tot nestrogiæ vyvod podtverßdaetsØ qislennym ffksperimentom.

�to oznaqaet, qto nußno razrabotat~ sposob vyqisleniØ

P^{−m}_ν (x) dlØ bol~xih m - naqal~nyh znaqeniæ dlØ rekurrentnogo

sqeta v obratnu¸ storonu.

S fftoæ cel~¸ rassmotrim dva integral~nyh predstavleniØ:

P^{−q}_p (x) = √ 2 π Γ ( q +^1_2 ) Γ(p + q + 1)Γ(q − p) ( 1 − x^2

)^q_2^∞∫ 0 ch ( p +^1_2 ) t (x + ch t)^{q+ 12} dt, (51) [1] 6.713.3;

P^q_p (cos θ) = √ 2 π sin^q θ Γ (_1 2 − q ) θ∫ 0 cos ( p +^1_2 ) t (cos t − cos θ)^{q+ 1}2 dt, (52) [1] 6.714.3;

Voz~mem snaqala pervoe iz nih. Poloßim q = m, p = ν :

P^{−m}_ν (x) = √ 2 π Γ ( m +^1_2 ) Γ(ν + m + 1)Γ(m − ν) ( 1 − x^2 ) m_2 J(ν, m, x), (53)

J(ν, m, x) = ∞∫ 0 ch ( ν +^1_2 ) t (x + ch t)^{m+ 12} dt. Rasprostranim integral na vs¸ os~ (podyntegral~naØ funkciØ qetna) i primenim formulu trapecii v beskoneqnyh predelah. Prikinem veliqinu ostatka i trebuemyæ xag.

O VYQISLENII ZNAQENI` 27 DlØ xaga h ostatok est~ veliqina porØdka M (σ)e^{− 2πσh} , (54) (sm.[3]), gde M (σ), sobstvenno, integral ot modulØ podyntegral~noæ funkcii po granice polosy | Im t| ≤ σ, vnutri kotoroæ funkciØ analitiqna. DlØ ocenki porØdka, vidimo, za M (σ) moßno prinØt~ maksimum modulØ na fftoæ granice. Ocenim ego, uqityvaØ blißaæxie pol¸sy t = ±iσ_0 : σ_0 = arccos(−x) = π − θ, esli x = cos θ.

Togda

M (σ) ∼ e^{ν0σ}(σ_0 − σ)^{−m}, 0 < σ < σ_0, ν_0 = | Im ν| (55) R ∼ e^{ν0σ}(σ_0 − σ)^{−m}e^{− 2πσh} . (56) Naædem σ naivygodneæxee dlØ ocenki, t.e. minimiziru¸wee ffto vyraßenie. Logarifmiruem, differenciruem, priravnivaem nul¸:

ν_0 + m σ_0 − σ − 2π h = 0, σ_0 − σ = m 2πh^{−1} − ν_0 , ln R ∼ − ( 2πh^{−1} − ν_0 ) σ_0 + m + m ln 1 σ_0 − σ . Pust~ ε – trebuemaØ toqnost~, E = ln^1_ε , naædem nußnoe h : −σ_0 ( 2πh^{−1} − ν_0 ) + m + m ln

2πh^{−1} − ν_0 m = −E (57)

V grubom priblißenii prenebregaem logarifmom i berem

h =^{2π}

ν0+σ�10 (m+E) , dalee moßno h iteracionno utoqnit~ po urav-

neni¸ (57).

Vyrazim teper~ qerez integraly nußnye nam funkcii f_m(x). Iz (45) i (53) naædem f_m(x) = D_mJ(ν, m, x), (58)

D_m = Γ(m + 1) ctg^m θ 2 · √ 2 π Γ ( m +^1_2 ) Γ(ν + m + 1)Γ(−ν + m) ( 1 − x^2 ) m_2 = √ 2 π (1 + x)^m m(m − 1) · . . . · 1 · ( m −^1_2 ) · . . . ·^1_2 Γ

(_1 2 ) (ν + m) . . . (ν + 1)Γ(ν + 1) · (−ν + m − 1) . . . (−ν)Γ(−ν)(59)

28 V. M. BABIQ, D. B. DEMENT^EV, B. A. SAMOKIX Po formule dopolneniØ

Γ(ν + 1)Γ(−ν) = − π sin νπ i poluqaem

D_m = − √ 2 π (1 + x)^m m∏ k=1 k ( k +^1_2 ) (ν + k)(−ν + k − 1) sin νπ. (60)

�tot sposob, odnako, imeet sledu¸wiæ nedostatok. Pust~ ν =

iμ, μ vewestvenno i veliko, J = 1 2 +∞∫ −∞ cos μt (x + ch t)^{m+ 1}2 dt. (61) Rassmotrim pohoßiæ integral +∞∫ −∞ cos μt ch mt dt = π m 1 ch^{μπ}_{2m}

. (62)

Pri μ ≫ m znaqeniØ integrala maly, no skladyva¸tsØ iz znaqeniæ funkcii ∼ 1, znaqit proishodit sokrawenie s potereæ toqnosti. �tot sposob ne goditsØ kak universal~nyæ.

Voz~mem teper~ vtoroe integral~noe predstavlenie (52). Poloßim v nem q = −m, p = ν

P^{−m}_ν (cos θ) = √ 2 π 1 Γ ( m +^1_2

) sin^{−m} θ θ∫ 0 cos ( ν + 1 2 ) t

·(cos t − cos θ)^m dt √ cos t − cos θ

. (63)

Sobstvenno, ffto est~ obobwenie formuly Melera-Dirihle. Postupaem, kak i preßde. RasprostranØem integral na simmetriqnyæ promeßutok, delaem zamenu x sin^θ_2 = sin^t_2 ; funkci¸ cos ( ν +^1_2 ) t moßno zamenit~ na e^{i(ν+ 12 )t}:

P^{−m}_ν (cos θ) = √ 2 π tg^m θ 2 1 Γ ( m +^1_2 ) +1∫ −1 e^i(^{ν+ 12} )^t

cos^t_2 ( 1 − x^2 )_m dx √ 1 − x^2

(64)

O VYQISLENII ZNAQENI` 29 i, esli oboznaqit~ J(ν, m, θ) = +1∫ −1 e^i(^{ν+ 12} )^t cos^t_2 ( 1 − x^2 )_m dx √ 1 − x^2

, (65) to f_m(θ) = C_mJ(ν, m, θ), C_m = 2 π m∏ k=1 k k −^1_2

. (66)

PrimenØem opØt~ kvadraturnu¸ formulu �rmita–Melera. Pri bol~xih m mnoßitel~ ( 1 − x^2 )_m imeet pri x = 0 rezko vyraßennyæ maksimum. U podyntegral~noæ funkcii maksimum smewaetsØ pri ν ≠ 0. Qislo uzlov pri bol~xih m i ν veliko, odnako real~noe qislo slagaemyh moßno sokratit~, esli summirovat~ ot maksimuma v obe storony.

Naædem poloßenie maksimuma. Rassmotrim funkci¸ e^{nt}(cos t−

cosθ)^m . ProizvodnaØ ot logarifma: n + m^{− sin t}_{cos t−cos θ} = 0; Prirav-

nivaØ nul¸ eœ logarifmiqesku¸ proizvodnu¸, poluqim:

n(cos t − cos θ) − m sin t = 0

Pust~ ψ – ugol, dlØ kotorogo cos ψ =^n√_{n2+m2} , sin ψ =^m√_{n2+m2} , tak qto cos(ψ + t) = cos ψ · cos θ.

Zdes~ t – toqka maksimuma - iwetsØ na otrezke integrirovaniØ [−θ, θ]. Uravnenie dlØ t imeet na [0, 2π] dva kornØ. Qislo

cos ψ · cos θ est~ abscissa serediny hordy, soedinØ¸weæ toqki

na ediniqnoæ okrußnosti s argumentami ψ + θ, ψ − θ. Sootvetstvu¸wie toqki na okrußnosti - ih dve - leßat: odna na intervale (−θ, θ), drugaØ vne ego. Poskol~ku m > 0 i ψ leßit na verhneæ poluokrußnosti, to ta iz dvuh toqek, kotoraØ leßit na

(−θ, θ), nahoditsØ vyxe hordy, i znaqit na (0, π), i znaqit ravna arccos(cos ψ · cos θ).

Itak,

t = arccos n √ n^2 + m^2 cos θ − arccos n √ n^2 + m^2

(67)

est~ poloßenie toqki maksimuma.

30 V. M. BABIQ, D. B. DEMENT^EV, B. A. SAMOKIX Ocenka ostatka delalas~ tak ße, kak i dlØ integrala Melera– Dirihle, otliqie lix~ v tom, qto poØvlØetsØ mnoßitel~ ( 1 − t^2 )_m = sin^{2m} u, dlØ kotorogo – s nekotorym zavyxeniem –

primem ocenku | sin^{2m} u | ≤ e^{2mσ} v toæ ße polose |ℑu| ≤ σ, σ = ln ctg^θ_4 , togda dlØ ostatka sootvetstvenno poluqim |R| ∼ e^{ν0π+2mσ−2Nσ} = ε, (68) N ∼ mπ ν_0π + E

2 ln ctg^θ_4

, E = ln 1 ε . (69)

Otmetim ewœ raz, qto faktiqeskoe qislo slagaemyh pri vyqislenii kvadraturnoæ summy dolßno byt~ suwestvenno men~xe N pri bol~xom m, tak kak slagaemye bystro ubyva¸t v obe storony ot toqki maksimuma.

Literatura 1. I. M. Ryßik, I. S. Gradxteæn, Tablicy integralov, summ, rØdov, pro-

izvedeniæ. GITTL M-L. (1951)

2. �. T. Uitteker, Dß. N. Vatson, Kurs sovremennogo analiza, t.2, Fizmatgiz, M. (1963).

3. B. A. Samokix, Zameqanie o vyqislenii opredelennyh integralov, Metody vyqisleniæ, izd-vo LGU, No. 2 (1963), 45–49.

4. V. A. Fok, O predstavlenii proizvol~noæ funkcii v vide integrala ot

funkcii Leßandra s kompleksnym indeksom. — DAN SSSR, 39, No. 7

(1943), 279–283.

5. V. M. Babich, K. D. Cherednichenko, On Fock type asymptotics of Legendre func-

tions. — Integral Transform and Special Functions., 5(1-2) (1997), 1–18.

Babich V. M., Dement’ev D. B., Samokish B. A. On the calculations of Legendre functions.

The subject of the paper is methods of calculations of Legendre functions P_ν(x) − 1 < x ≤ 1, ν ∈ C and associated Legendre functions P^{−m}_ν (x) − 1 < x ≤ 1, ν ∈ C , m ∈ Z_+.

Postupilo 5 maØ 2007 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: babich@pdmi.ras.ru.

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet