Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 342, 2007 g.

V. M. Babiq KVAZIFOTONY I PROSTRANSTVENNO-VREMENNO` LUQEVO` METOD

DlØ xirokogo klassa uravneniæ v qastnyh proizvodnyh suwestvu¸t vysokoqastotnye asimptotiqeskie rexeniØ, ime¸wie harakter volny, amplituda kotoroæ suwestvenno otliqna ot nulØ lix~ v okrestnosti izolirovannoæ toqki. Toqka ffta dvißetsØ vdol~ luqa (v kvantomehaniqeskom sluqae - vdol~ klassiqeskoæ traektorii) s gruppovoæ skorost~¸. RexeniØ takogo tipa stro- ØtsØ naqinaØ s xestidesØtyh godov (sm. [1]). Bolee obwie varianty sosredotoqennyh razloßeniæ poluqeny v knige [2]. Asimptotiqeskie rexeniØ, sosredotoqennye v okrestnosti dvißuweæsØ toqki, my budem nazyvat~ “kvazifotonami”. Zdes~ my sleduem rabote [3], gde vpervye ispol~zovalsØ takoæ termin. Kvazifotony v protivopoloßnost~ toße sosredotoqennym rexeniØm – solitonam – qisto lineænyæ fenomen. V rabotah [1–9] analitiqeskie vyraßeniØ dlØ kvazifotonov nahodØtsØ libo s pomow~¸ metodiki monografii V. P. Maslova [2], libo na osnove teorii difrakcionnogo pograniqnogo sloØ. �to neprostye postroeniØ.

My postavili svoeæ cel~¸ maksimal~no uprostit~ teori¸ kvazifotonov. V nastoØweæ rabote, kak i v rabotah [2, 7, 9], ishodnym punktom ØvlØetsØ geometro-optiqeskoe (ili VKB) priblißenie. Ispol~zuØ formal~nye stepennye rØdy (sm. [10]), nam udaetsØ provesti nußnye postroeniØ, sleduØ planu po kotoromu stroØtsØ klassiqeskie prostranstvenno vremennye (PV) razloßeniØ. Analog ffækonala zdes~ kompleksnyæ i klassiqeskaØ teoriØ harakteristik neprimenima ni dlØ ego postroeniØ, ni dlØ rexeniØ analoga uravneniæ perenosa. Praktiqeski vo vseh sluqaØh, kogda udaetsØ postroit~ PV – geometro-optiqeskoe razloßenie, vyvod analitiqeskogo vyraßeniØ dlØ kvazifotonov okazyvaetsØ delom po-suwestvu rutinnym, hotØ i ne vsegda pro-

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke grantov INTAS-RFFI 05-01-00936, 04-01-00522. 5

6 V. M. BABIQ stym.

V celØh ill¸stracii naxego podhoda zdes~ rassmatrivaetsØ model~nyæ primer volnovogo uravneniØ s peremennoæ skorost~¸. V fftom sluqae osnovnye idei ne zatenØ¸tsØ tehniqeski sloßnymi postroeniØmi. Drugimi sposobami kvazifotony dlØ volnovogo uravneniØ davno postroeny (sm. [3, 5, 6].

1. Vvedenie Rassmotrim volnovoe uravnenie s peremennoæ skorost~¸ LU := 1 c^2(x)

U_{tt} − ΔU = 0, z = (x^1, x^2, x^3) ∈ R^3. (1.1)

Zdes~ s(x) > 0 i imeet nepreryvnye proizvodnye vseh porØdkov.

PV razloßenie – ffto formal~no udovletvorØ¸wiæ uravneni¸ (1.1) rØd vida U = e^{ipθ(t,x)} ∞∑ j=0 U_j (t, x) (ip)^j , (1.2)

gde p – bol~xoæ parametr. Esli vypolnØ¸tsØ ravenstva θ^2_t = c^2(∇θ)^2, (1.3) 2 c^2 ∂θ ∂t ∂U_{j+1} ∂t − 2 ∂θ ∂x^ℓ ∂U_{j+1} ∂x^ℓ + U_{j+1}Lθ + LU_j = 0, (1.4) j = −1, 0, 1, 2, . . . , U_{−1} := 0, ℓ = 1, 2, 3, to rØd (1.2) – formal~noe rexenie uravneniØ (1.1).

Tradicionnyæ metod rexeniØ uravneniØ (1.3), primenimyæ lix~ dlØ vewestvennyh θ – ffto metod harakteristik (sm. naprimer, [6, glava 1, [11], [12, glava 2). Harakteristiki zdes~ – rexeniØ kanoniqeskoæ sistemy dt ds = 1, dx^i ds = ∂H ∂θ_i , dθ_0 ds = 0, dθ_i ds = − ∂H ∂x^i , dθ ds = 0. (1.5)

Zdes~

θ_0 + H = 0, x^0 = t, θ_0 = θ_t, H = ±c √ (∇θ)^2 = H(x^1, x^2, x^3, θ_1, θ_2, θ_3), (1.6)

θ_i = ∂θ ∂x^i , i = 0, 1, 2, 3.

KVAZIFOTONY I PROSTRANSTVENNO–VREMENNO` METOD 7 RexeniØ t = s, x^i = x^i(s) nazyva¸tsØ biharakteristikami uravneniØ (1.1) ili PV luqami. UravneniØ (1.4) prevrawa¸tsØ v rekurrentnu¸ posledovatel~nost~ obyknovennyh lineænyh differencial~nyh uravneniæ dlØ U_0, U_1, U_2, . . . .

Predpoloßim, qto θ – kompleksnaØ funkciØ, priqem Im θ ¿ 0, a ravenstvo osuwestvlØetsØ lix~ na fiksirovannom “opornom” PV luqe t = s, x^i = x^i(s), prohodØwem qerez naqalo koordinat (t.e. x^i(0) = 0). Qastnye summy rØda (1.2) pri p → ∞ budut ffksponencial~no maly vne PV-luqa.

KlassiqeskaØ teoriØ harakteristik – ffto suwestvenno vewestvennaØ teoriØ. Ona neprimenima pri Im θ ≢ 0. Predpoloßim, qto θ ne funkciØ v klassiqeskom smysle, a razloßenie vida

θ = θ^{(0)} + θ^{(1)} + θ^{(2)} + · · · , (1.7)

gde θ^{(r)} – odnorodnyæ r-oæ stepeni polinom ot η^i := x^i − x^i(t) (x^i − x^i(t) = 0 opornyæ PV luq) s kofffficientami, zavisØwimi ot t.

Esli θ^{(0)}, θ^{(1)} – vewestvennye polinomy, i θ^{(2)} – kvadratiqnaØ forma pritom s poloßitel~no opredelennoæ mnimoæ qast~¸

i rØd^∞ ∑ j=0 U_j (ip)^j ≢ 0, to razloßenie (1.2) my budem nazyvat~ kvazi-

fotonom. Kofffficienty U_j – toße budem sqitat~ formal~nymi stepennymi rØdami po η^i (sm. [5, 6, 8]).

2. O rexenii zadaqi Koxi dlØ uravneniØ θt + H = 0

Snaqala rassmotrim korotko vopros o rexenii uravneniØ ∂θ ∂t + H(x^1, x^2, x^3, θ_1, θ_2, θ_3) = 0 (2.1)

pri naqal~nom uslovii

θ|_{t=0} = ϑ(x^1, x^2, x^3) (2.2)

v klasse formal~nyh stepennyh rØdov. Zadaqa ffta v klassiqeskoæ postanovke rexaetsØ tak (sm. naprimer, [11, 12] ili [6, glava 1]): snaqala nahoditsØ rexenie zadaqi Koxi dlØ kanoniqeskoæ sistemy (1.6) s naqal~nymi dannymi

t|_{s=0} = 0; x^i|_{s=0} = a^i; θ_i|_{s=0} =

∂ϑ(a^1, a^2, a^3) ∂a^i , θ_0 = −H(a^1, a^2, a^3, θ_i|_{s=0}), θ|_{s=0} = ϑ(a^1, a^2, a^3).

(2.3)

8 V. M. BABIQ V rezul~tate po kraæneæ mere pri malyh t my pridem k sootnoxeniØm:

t = s; x^i = x^i(s, a^j), θ = θ(s, a^j ). (2.4)

Rexiv ravenstva x^i = x^i(s, a^j) otnositel~no a^j , qto vozmoßno pri malyh s, i, podstaviv v formulu θ = θ(s, a^j ) vmesto s, a^j ih vyraßeniØ qerez t(= s) i x^j, pridem k funkcii θ kak funkcii t, x^1, x^2, x^3, kotoraØ i budet rexeniem zadaqi Koxi (2.1)–(2.2). V klasse formal~nyh stepennyh rØdov zadaqa (2.1)–(2.2) rexalas~ (sm. [5, 6]). Zdes~ my predlagaem neskol~ko inoæ podhod. V osnove leßit zameqatel~noe nabl¸denie (sm. [10]), sostoØwee v tom, qto v klasse formal~nyh stepennyh rØdov sohranØ¸tsØ mnogie fundamental~nye teoremy klassiqeskogo analiza v qastnosti te, na kotoryh osnovano rexenie zadaqi Koxi (2.1)–(2.2) s pomow~¸ teorii harakteristik. Perepisav vse ee poloßeniØ dlØ formal~nyh stepennyh rØdov, my pridem k rexeni¸ zadaqi Koxi (2.1)–(2.2), libo v vide θ(t, x^1, x^2, x^3) – gde θ rØd vida (1.7), libo v koordinatah s, a^1, a^2, a^3 v vide formal~nogo stepennogo rØda po stepenØm a^1, a^2, a^3 s kofffficientami, zavisØwimi ot s.

Zadaqa postroeniØ θ rassmatrivalas~ v [2, 3], [6, glava 3]. Korotko privedem sootvetstvu¸wie rezul~taty, neskol~ko dopolniv ih. PodstavlØØ razloßenie (1.7) v uravnenie (1.6), poluqim θ^{(0)} = const, θ^{(1)} = θ_j η^j , gde θ_j , j = 1, 2, 3 odnoznaqno opredelØetsØ po^{dxj}_{dt} (sm. formuly (1.5)–(1.6). Poloßiv θ^{(2)} =^1_2 Γ_{ij}(t)η^iη^j (Γ_{ij} = Γ_{ji} i, j = 1, 2, 3) poluqim dlØ matricy Γ = (Γ_{ij}) matriqnoe uravnenie Rikkati dΓ dt = ΓAΓ + BΓ + ΓB^⊤ + C (2.5) A = − ( ∂^2H ∂θ^i∂θ^j ) , B = − ( ∂^2H ∂x^i∂θ^j ) , C = − ( ∂^2H ∂x^i∂x^j ) , (2.6)

θ_i = ∂θ ∂x^i , ⊤ – znak transponirovaniØ. Matricy A, B, C rassmatriva¸tsØ na opornom luqe η^i = 0.

Postupim v sootvetstvii s metodami (napisannoæ M. M. Popovym) glavy 9 monografii [13]. Poloßim

Γ = ZY^{−1}, (2.7)

KVAZIFOTONY I PROSTRANSTVENNO–VREMENNO` METOD 9 togda iz (2.5) poluqaem dZ dt = BZ + CY, dY dt = −AZ − B^⊤Z. (2.8) DifferenciruØ po a^i uravneniØ sistemy (1.5), pridem k rexeni¸ sistemy (2.8), esli Y = ( ∂x^i ∂a^j ) , Z = ( ∂θ_i ∂a^j ) . (2.9)

Iz naqal~nyh dannyh (2.3) vytekaet, qto Y |_{s=0} = 1, gde 1 – ediniqnaØ matrica, togda Z|_{s=0} = Φ + iΩ, (2.10) gde Φ i Ω simmetriqnye matricy, priqem Ω – poloßitel~noopredelennaØ. Matricy Y i Z udovletvorØ¸t sootnoxeniØm Y^⊤Z − Z^⊤Y = 0, Y^∗Z − Z^∗Y = iΩ (2.11) (zdes~ ⊤ – znak transponirovaniØ, ∗ – ffrmitova soprØßeniØ).

Ravenstvo, ffkvivalentnoe sootnoxeni¸ Y^∗Z − Z^∗Y = iΩ, moßno naæti v rabote [8]. �to uslovie obespeqivaet poloßitel~nu¸ opredelennost~ Im Γ = Im(ZY^{−1}). Ravenstvo Y^⊤Z −Z^⊤Y = 0 ffkvivalentno simmetriqnosti Γ.

3. O nekotoryh kvaziffnergetiqeskih sootnoxeniØh Pereædem v ravenstvah (1.4) k sisteme koordinat s, a^1, a^2, a^3.

My poluqim, qto pri H = ±c

√_3 ∑ ℓ=1 θ^2_ℓ i pri l¸bom vybore znaka dt ds = 1, dx^ℓ ds = −c^2θ_ℓ θ_t , 2 c^2 ∂θ ∂t ∂U_{j+1} ∂t − 2 ∂θ ∂x^ℓ ∂U_{j+1} ∂x^ℓ = 2 c^2 dU_{j+1} ds . (3.1)

Takim obrazom ravenstva (1.4) ØvlØ¸tsØ rekurrentnoæ sistemoæ lineænyh obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ. RØd U (sm.(1.2)) budet togda formal~nym rexeniem uravneniØ (1.1).

Postroim teper~ kvazisoprØßennoe k U rexenie. Zametim, qto esli θ – rexenie uravneniØ (1.3), to −θ – toße rexenie. Dalee,

10 V. M. BABIQ uqityvaØ lineænost~ sistemy uravneniæ perenosa, legko uvidet~, qto formal~nym rexeniem uravneniØ (1.1) budet takße rØd V = e^{−ipθ(t,x)} ∞∑ j=0 U_j (t, x) (−ip)^j . (3.2)

Razloßenie (3.2) i est~ iskomoe kvazisoprØßennoe k U rexenie. Esli by θ i U_j byli by vewestvennymi funkciØmi, rØdy (1.2) i (3.2) byli by prosto kompleksno soprØßennymi vyraßeniØmi, zdes~ ße θ i U_j formal~nye stepennye rØdy po η^ℓ ili a^ℓ s kompleksnymi voobwe govorØ kofffficientami.

Suwestvuet analog ffnergetiqeskogo podhoda k integrirovani¸ uravneniæ perenosa, pozvolØ¸wiæ ih prointegrirovat~ primerno na tom ße puti, kotoryæ primenØlsØ v rØde rabot po PV metodu v sluqae vewestvennogo PV ffækonala θ.

Naqnem sootvetstvu¸wie rassmotreniØ s prostogo legko proverØemogo toßdestva – sledstviØ togo, qto U i V udovletvorØ¸t uravneni¸ (1.1) ∂E ∂t + div −→ S = 0 (3.3) E = 1 2c^2

U_t · V_t + 1 2 U_xi V_xi ; −→ S = − 1 2 U_t grad V − 1 2 V_t grad U. (3.4)

Esli θ, U_j vewestvenny, to U = V ( – znak kompleksnogo soprØßeniØ), toßdestvo (3.3) – zakon sohraneniØ ffnergii v differencial~noæ forme, E – plotnost~ ffnergii. V zadaqah, svØzannyh s mehanikoæ, proizvedenie^1_{2c2} U_t · V_t = |U_t|^{2 1}_{2c2} – plotnost~ kinetiqeskoæ ffnergii, U_xi · V_xi = U_xi U_xi – plotnost~ potencial~noæ ffnergii, −→S – vektor Umova–Poæntinga – vektor potoka ffnergii. V sluqae kompleksnyh θ i U_j pripisat~ E i −→ S fiziqeskiæ smysl zatrudnitel~no. My qawe budem imet~ delo ne s E i −→ S , a s ih pervymi priblißeniØmi po bol~xomu parametru p.

ObratimsØ k uravneni¸ (1.3). Ego moßno perepisat~ tak: 1 2c^2 e^{ipθ}U_0ipθ_t · e^{−ipθ}U_0(−ipθ_t) = 1 2 e^{ipθ}U_0ipθ_xℓ · e^{−ipθ}U_0(−ipθ_xℓ ). (3.5) �to ravenstvo – analog izvestnogo v teorii garmoniqeskih kolebaniæ ravenstvu srednego za period znaqeniØ kinetiqeskoæ ffnergii srednemu za period znaqeni¸ potencial~noæ ffnergii

KVAZIFOTONY I PROSTRANSTVENNO–VREMENNO` METOD11 ([14], sm. takße [6, gl. 1 i 2]). SqitaØ, qto θ_t = θ_t(x^j, θ_ℓ) ≡ −H (sm. (2.1)) i differenciruØ (3.5) po θ_ℓ, poluqim (s uqetom (1.5)) ⟨E⟩ dx^ℓ ds = ⟨S^ℓ⟩, (3.6) gde ⟨E⟩ = : p^2 2c^2

U^2_0 θ^2_t + p^2 2 U^2_0 θ_xi θ_xi (3.7)

⟨S^ℓ⟩ = : p^2U^2_0 θ_tθ_ℓ. (3.8) Ravenstvo (3.6) – analog “kvazigidroffnergetiqeskogo” sootnoxeniØ, svØzyva¸wego gruppovu¸ skorost~ s potokom ffnergii ([14], [6, gl. 1–2]).

ObratimsØ k sootnoxeni¸ (3.3) i napixem ego v pervom priblißenii po p:

p^2 [ ∂ ∂t ( θ^2_t 2c^2

U^2_0 +

(∇θ)^2 2 U^2_0 ) + div (U^2_0 θ_t∇θ) ] = 0. (3.9)

Sokratim ravenstvo (3.9) na p^2. My poluqim, uqityvaØ (3.5): ∂ ∂t ( θ^2_t c^2

U^2_0 ) + ∂ ∂x^ℓ ( U^2_0 θ_t ∂θ ∂x^ℓ ) = 0. (3.10)

Vvedem v “sisteme koordinat” x^{00} , x^{10} , x^{20} , x^{30} = s, a^1, a^2, a^3 vektor −→ A s komponentami A^{00} , A^{10} , A^{20} , A^{30} , gde

A^{00} = θ^2_t c^2

U^2_0 , A^{i0} = 0, i = 1, 2, 3. (3.11)

Sqitaem θ_t, c^2, U^2_0 – skalØrami.

V sisteme x^0, x^1, x^2, x^3 (x^0 = t) vektor (3.11) budet imet~ komponenty A^i = A^{i0 ∂xi}_{∂xi}0 , gde

A^0 = A^{00} ∂t ∂s = A^{00} , A^i = A^{00} ∂x ∂s ili, uqityvaØ (3.6), (3.7), (3.8):

A^0 = θ^2_t c^2

U^2_0 , A^ℓ = θ^2_t c^2

U^2_0 ⟨S^ℓ⟩ ⟨E⟩ = U^2_0 θ_t ∂θ ∂x^ℓ . (3.12)

12 V. M. BABIQ

Takim obrazom levaØ qast~ ravenstva (3.10) – t.e. ∂A^i/∂x^i – ffto divergenciØ vektora −→ A , zapisannaØ v dekartovyh koordinatah t, x^1, x^2, x^3. Pereædem k koordinatam s, a^1, a^2, a^3. IzvestnaØ formula vektornogo analiza pozvolØet napisat~ ravenstvo: 0 = ∂A^i ∂x^i = 1 J ∂ ∂x^{i0} (JA^{i0} ), J =

D(x^0, x^1, x^2, x^3) D(s, a^1, a^2, a^3)

. (3.13)

Iz komponent A^{i0} otliqna ot nulØ lix~ A^{00} (sm. (3.11)), pofftomu (3.13) svoditsØ k sootnoxeni¸ ∂ ∂s ( J θ^2_t c^2

U^2_0 ) = 0, (3.14)

otkuda, s uqetom ravenstva^{dθt}_{ds} = 0 (sm. (1.5)), poluqaem:

U_0 =

Ψ_0(a^1, a^2, a^3) · c √ J . (3.15)

PrinimaØ vo vnimanie, qto t = s, prihodim k formule:

U_0|_xi_{=x}i_{(t)} =

Ψ_0(0, 0, 0)c √ det Y

, (3.16)

gde Y – matrica, opredelØemaØ formuloæ (2.9). Rezul~taty, ffkvivalentnye formule (3.16), moßno naæti v [2–5], [6, gl. 3].

DlØ U v pervom priblißenii (sm. (1.2), (1.7), (3.16)) poluqaetsØ vyraßenie: U ∼ Ψ_0(0, 0, 0)c(x) √ det Y e^{i[pθi (xi−xi(t)+ 12 pΓij (xi−xi(t))(xj −xj (t))]} (3.17) Γ = (Γ_{ij}) = ZY^{−1}, p ≫ 1. (3.18)

4. Zakl¸qenie Vyraßenie (3.17) fiziqeski sootvetstvuet volnovomu paketu – kvazifotonu, dviga¸wemusØ vdol~ luqa s gruppovoæ skorost~¸. Vyraßenie (3.17) – izvestno. Cel~ nastoØweæ raboty – novyæ vyvod formuly dlØ kvazifotona, vyvod, faktiqeski kopiru¸wiæ nastol~ko blizko, naskol~ko ffto vozmoßno, vyvod formul prostranstvenno-vremennogo luqevogo metoda. Razvivaemyæ zdes~ podhod k postroeni¸ kvazifotonov ne svØzan tesno s qastnymi osobennostØmi geometro-optiqeskogo razloßeniØ (1.1) i po-vidimomu dopuskaet raznoobraznye obobweniØ i analogi.

KVAZIFOTONY I PROSTRANSTVENNO–VREMENNO` METOD13

Literatura

1. V. M. Babiq, ı. P. Danilov, Postroenie asimptotiki rexeniØ uravneniØ Xredingera, sosredotoqennogo v okrestnosti klassiqeskoæ traektorii. — Zap. nauqn. semin. LOMI 15 (1969), 47–65.

2. V. M. Maslov, Kompleksnyæ metod VKB v nelineænyh uravneniØh. Nauka, Fizmatgiz, M. (1977).

3. V. M. Babiq, V. V. Ulin, Kompleksnyæ prostranstvenno-vremennoæ luqevoæ metod i kvazifotony. — Zap. nauqn. semin. LOMI 117 (1981), 5–11.

4. J. Ralston, Gaussian beams and the propagation of singularities. — MAA Studies

Math. 21, Englewood Cliffs. N. Y. (1982), 206–248.

5. A. P. Kaqalov, Sistema koordinat pri opisanii kvazifotonov. — Zap.

nauqn. semin. LOMI 140 (1984), 73–76.

6. V. M. Babiq, V. S. Buldyrev, I. A. Molotkov, Prostranstvenno vremennoæ luqevoæ metod. Lineænye i nelineænye volny. — Izd-vo LGU, L. (1985).

7. V. G. Bagrov, V. V. Belov, A. Yu. Trifonov, Semiclassical trajectory-coherent

approximation in quantum mechanics. — Ann. Phys. 246, No. 2 (1996), 231– 290.

8. A. P. Kaqalov, Nestacionarnye fflektromagnitnye gaussovy puqki v neodnorodnoæ anizotropnoæ srede. — Zap. nauqn. semin. LOMI 264 (2000), 83–100.

9. V. V. Belov, A. ı. Trifonov, A. V. Xapovalov, Kvaziklassiqeskoe traektorno-kogerentnoe priblißenie dlØ uravneniØ tipa Hartri. — Teor. i mat. fizika 130, No. 2 (2002), 460–492.

10. S. Bohner, U. T. Martin, Funkcii mnogih kompleksnyh peremennyh. IL, M. (1951).

11. V. I. Smirnov, Kurs vysxeæ matematiki. Tom 4, qast~ 2. Nauka, M.

(1981).

12. R. Kurant, UravneniØ s qastnymi proizvodnymi. Mir, M. (1964). 13. V. M. Babiq, V. S. Buldyrev, Asimptotiqeskie metody v zadaqah difrakcii korotkih voln. Nauka, M. (1972).

14. Dß. Uizem, Lineænye i nelineænye volny. Nauka, M. (1977).

Babich V. M. Space-time ray method and quasiphotons.

A new approach to the construction of qusiphotons is illustrated by example of quasiphotons of the wave equation with variable velocity.

Postupilo 25 ØnvarØ 2007 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: babich@pdmi.ras.ru.