Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 341, 2007 g.

K. Huber, V. N. Solev, I. Vonta

OCENKI MAKSIMAL^NOGO PRAVDOPODOBI˚: NEPARAMETRIQESKI` PODHOD

Vvedenie

Pust~ W_1, . . . , W_n – nezavisimye odinakovo raspredelennye fflementy izmerimogo prostranstva (X , B) s obwim raspredeleniem L ∈ L. Zadaqa sostoit v ocenivanii po nabl¸deniØm

W_1, . . . , W_n neizvestnoæ plotnosti p = p(L),

p = p(L) = dL dμ . (1)

Zdes~ L izvestnoe mnoßestvo, my predpolagaem, qto vse raspredeleniØ L ∈ L absol¸tno nepreryvny po otnoxeni¸ k σkoneqnoæ mere μ i ispol~zuem oboznaqenie

K = {p : p = p(L) dlØ nekotoroæ L ∈ L} . (2)

RasstoØnie Kul~baka–Leæblera dlØ pary veroØtnostnyh raspredeleniæ L_1 i L_2 opredelØetsØ sootnoxeniem

K(L_1, L_2) = ∫ ln d L_1 d L_2 dL_1. Zdes~ predpolagaetsØ, qto mera L_1 absol¸tno nepreryvna po otnoxeni¸ k mere L_2. V protivnom sluqae veliqina K(L_1 , L_2) polagaetsØ ravnoæ ∞. Pust~ mery L_1 i L_2 ime¸t plotnosti p_1 i p_2 po otnoxeni¸ k σ-koneqnoæ mere μ. My po opredeleni¸ polagaem, qto

K(p_1, p_2) := K(L_1, L_2) = ∫ ln p_1 p_2 p_1 dμ, s ponØtnym predpoloßeniem o tom, qto veliqina^{p1}_{p2} sqitaetsØ ravnoæ edinice vne nositelØ mery L_2.

Rabota vtorogo avtora vypolnena pri podderßke grantov RFFI 05-01- 00920, NX–4222.2006.1, RFFI–NNIO 04-01-04000. 220

OCENKI MAKSIMAL^NOGO PRAVDOPODOBI˚: 221 Pust~ P_n – ffmpiriqeskoe raspredelenie, postroennoe po vyborke W_1, . . . , W_n, P^W_n {A} = 1 n n∑ j=1 1I_A(W_j ).

Zdes~ 1I_A(x) – indikator mnoßestva A.

�mpiriqeskiæ variant K_n(p_1, p_2) veliqiny K(p_1, p_2), v sluqae, kogda p_1 – “istinnaØ” plotnost~ raspredeleniØ veliqin

W_1, . . . , W_n, opredelØetsØ sootnoxeniem

K_n(p_1, p_2) = ∫ ln p_1 p_2 dP^W_n . R. Fixer predloßil minimizirovat~ znaqenie funkcionala

J_n(q) = K_n(p_1, q) na parametriqeskom mnoßestve K, a naædennu¸

toqku minimuma ^p_n rassmatrivat~ v kaqestve ocenki neizvestnoæ plotnosti p. �ta ocenka po izvestnym priqinam nazyvaetsØ ocenkoæ maksimal~nogo pravdopodobiØ i opredelØetsØ sootnoxeniem ∫ ln ^p_n dP^W_n ≥ ∫ ln g dP^W_n dlØ vseh g ∈ K. (3)

U. Grenander predloßil rassmatrivat~ tak nazyvaemye “ogrublennye” ocenki maksimal~nogo pravdopodobiØ, opredelØemye dlØ podhodØwim obrazom vybrannyh neotricatel~nyh veliqin

υ_n uravneniem (sm. N. Xiatong Shen (1997)) ∫ ln ~f_n dP^W_n ≥ ∫ ln g dP^W_n − υ_n dlØ vseh g ∈ K, (4)

kakovye my zdes~ i budem rassmatrivat~, sohranØØ zdes~ za nimi dlØ kratkosti nazvanie “ogrublennye” ocenki maksimal~nogo pravdopodobiØ.

Vvedem v rassmotrenie rasstoØnie Hellingera h(P, Q),

h^2(P, Q) := h^2(f, q) = 1 2 ∫ (√ f − √ q )_2 dμ. (5) Zdes~ f i q – plotnosti mer P i Q po otnoxeni¸ k mere μ. RazumeetsØ, veliqina h^2(P, Q) ne zavisit ot vybora mery μ. Udobno sledu¸wee predstavlenie

h^2(f, q) = 1 − ∫ √ fq dμ. (6)

222 K. HUBER, V. N. SOLEV, I. VONTA

Kaqestvo procedury ocenivaniØ, ispol~zu¸weæ ocenku ^p_n, my budem izmerØt~ funkcieæ riska

R(^p_n) = R(^p_n; K) = sup_{p∈K} E_p h(^p_n, p).

Cel~ nastoØweæ zametki sostoit v primenenii nekotoryh izvestnyh rezul~tatov, kasa¸wihsØ ocenok maksimal~nogo pravdopodobiØ, k zadaqe ocenivaniØ neizvestnoæ plotnosti iz vyborki, proxedxeæ cenzurirovanie.

Imenno, pust~ X_1, . . . , X_n – nezavisimye odinakovo raspredelennye sluqaænye veliqiny s obwim raspredeleniem P ∈ P i plotnost~¸ f = f(P ) ∈ F, Y_1, . . . , Y_n – nezavisimye odinakovo raspredelennye sluqaænye veliqiny c obwim raspredeleniem

Q ∈ Q i plotnost~¸ q = q(Q) ∈ G, nezavisimye ot X_1, . . . , X_n.

Budem oboznaqat~ F = F^f , G = G^q funkcii raspredeleniØ s plotnostØmi f i q.

Cenzurirovanie sostoit v sledu¸wem: vyborki X_1, . . . , X_n i

Y_1, . . . , Y_n nedostupny nabl¸deni¸. Vmesto nih my nabl¸daem W_1 = (Z_1, δ_1), . . . , W_n = (Z_n, δ_n), gde

Z_j = X_j ∧ Y_j, δ_j = 1I_{Xj ≤Yj} . (7)

Sluqaænye vektory W_1, . . . , W_n ime¸t obwu¸ plotnost~ p(z, t),

p(z, t) = [f(z)(1 − G(z))]^t × [g(z)(1 − F (z))]^{1−t} , (8)

po otnoxeni¸ k mere μ(dz × dt) = dz × ν(dt). Zdes~ ν(dt) – sqita- ¸waØ mera na {0, 1}. Zadaqa sostoit v ocenivanii neizvestnyh plotnosteæ f ∈ F i g ∈ G po vyborke W_1 = (Z_1, δ_1), . . . , W_n =

(Z_n, δ_n).

1. �ntropiØ i toqnost~ ocenivaniØ

Po opredeleni¸ “bracket” [f, f ] = { f : f ≤ f ≤ f } . Bracket [f, f] nazyvaetsØ ε-bracket’om, esli h(f , f) ≤ ε. Predpoloßim, qto dlØ l¸bogo ε > 0 mnoßestvo F moßet byt~ pokryto koneqnym qislom ε-bracket’ov: F = N⋃ j=1 [f_j, f_j ].

Naimen~xee iz takih N oboznaqim N (ε, F). FunkciØ H(ε, F) =

ln N (ε, F) nazyvaetsØ bracketing-ffntropieæ mnoßestva F (sm. L. Devroye and G. Lugosi (2001)).

OCENKI MAKSIMAL^NOGO PRAVDOPODOBI˚: 223 Niße budet predpolagat~sØ, qto razmer vyborki n i veliqina ε sootneseny sledu¸wim obrazom √ 2ε∫ ε2/28 H^{1/2}(d_1t, K) ≤ d_2 √ nε^2. (9)

Teorema 1 (Wing Hung Wong, N. Xiatong Shen (1995)). Predpo-

loßim, qto dlØ l¸bogo ε > 0 mnoßestvo K moßet byt~ pokryto koneqnym qislom ε-bracket’ov, a razmer vyborki n svØzan s veliqinoæ ε = ε_n sootnoxeniem (9). Poloßitel~nye konstanty d_1, d_2, c_1, c_2 mogut byt~ vybrany tak, qtoby Pp^{ sup_{h(g,p)≥ε,g∈K}^{n∏}_{j=1} g(Wj )/p(Wj ) ≥ exp{−c1nε^2}^} ≤ 4 exp{−c_2nε^2}. (10)

Teorema 1 pozvolØet issledovat~ “ogrublennye” ocenki maksimal~nogo pravdopodobiØ.

Teorema 2 (Wing Hung Wong, N. Xiatong Shen (1995)). V usloviØh

teoremy 1 predpoloßim, qto

υ_n ≤ c_1ε^2_n. (11)

Togda dlØ ocenki ~p_n, opredelennoæ sootnoxeniem ∫ ln ~p_n dP^W_n ≥ ∫ ln g dP^W_n − υ_n dlØ vseh g ∈ K, (12) Pp {h(~pn), p) ≥ ε} ≤ 5 exp{−c2nε^2}. (13) 2. Osnovnoæ rezul~tat

VernemsØ k zadaqe ocenivaniØ plotnosti po kosvenno nabl¸- daemoæ vyborke (X_1, Y_1), . . . , (X_n, Y_n). Napomnim, qto sluqaænye veliqiny X_i, Y_i predpolagalis~ nezavisimymi. My oboznaqali qerez f, F – plotnost~ i funkci¸ raspredeleniØ veliqin X_i, qerez g, G – plotnost~ i funkci¸ raspredeleniØ veliqin Y_i. Predpolagalos~, qto neizvestnye plotnosti f i g qerpa¸tsØ iz parametriqeskih mnoßestv F i G: f ∈ F, g ∈ G. Nam potrebu¸tsØ nekotorye usloviØ na nositeli sootvetstvu¸wih mer.

224 K. HUBER, V. N. SOLEV, I. VONTA

Poloßim

τ_X = sup_{f∈F} sup { x : F^f (x) < 1 } , τ_Y = inf_{g∈G} sup {x : G^g(x) < 1} .

(14)

My budem predpolagat~, qto

τ_X ≤ τ_Y . (15)

Drugoe naxe predpoloßenie budet kasat~sØ skorosti rosta sootvetstvu¸wih ffntropiæ: pri nekotorom β > 1 H(ε, F) ≤ C_1 ( 1 ε ) 1_β , H(ε, G) ≤ C_2 ( 1 ε ) 1_β . (16)

Horoxo izvestno sledu¸wee dostatoqnoe uslovie dlØ (16). DlØ β > 0 oboznaqim r = r(β) naibol~xee celoe, men~xee β i

α = α(β) = β − r(β). Tak qto β = r + α, 0 < α ≤ 1. DlØ vektora m = (m_1, . . . , m_d) razmernosti d oboznaqim |m| =

m_1 + . . . + m_d, i rassmotrim differencial~nyæ operator

D^m = ∂^{|m|} ∂^{m1} · · · ∂^{md} . Pust~ G ⊂ R^d. Primem oboznaqenie

‖h‖_{(β)} = max_{|m|≤r} sup_x D^m h(x) + max_{|m|≤r} sup_{x≠y} |D^m h(x) − D^m h(y)| ‖x − y‖^α , (17)

gde supremum beretsØ po vsem vnutrennim toqkam x, y iz G, x ≠ y. Pust~ C^β_C = C^β_C (G) mnoßestvo vseh nepreryvnyh h s polunormoæ ‖h‖_{(β)} ≤ C. Theorem 3 (Kolmogorov A. N., Tihomirov V. M. (1959)). Pust~

G ograniqennoe vypukloe podmnoßestvo R^d s nepustoæ vnutrennost~¸. Togda dlØ nekotoroæ konstanty K = K(G, β, d) H ( ε, C^β_1 (G), ‖·‖_∞^) ≤ K(G, β, d)^{(1}_ε^{) dβ} .

OCENKI MAKSIMAL^NOGO PRAVDOPODOBI˚: 225

Lemma 1. Pri uslovii (16) H(ε, K) ≤ C_3 ( 1 ε ) 1_β . (18)

Utverßdenie lemmy oqevidnym obrazom sleduet iz vida plotnosteæ p(z, t) (sm. (30).

Poloßim ^p_n(z, t) = [ ^f_n(z)(1 − ^G_n(z)) ]_t × [ ^g_n(z)(1 − ^F_n(z)) ]_{1−t} . (19)

Zdes~ my oboznaqili ^f_n, ^g_n υ_n – ogrublennye ocenki maksimuma pravdopodobiØ dlØ neizvestnyh f, g po nabl¸deniØm W_1, . . . , W_n i vzØli

^F_n = F b^fn , ^G_n = Gb^gn . (20)

Oqevidno, ^p_n – υ_n – ogrublennaØ ocenka maksimuma pravdopodobiØ dlØ neizvestnoæ plotnosti p po nabl¸deniØm W_1, . . . , W_n. VybiraØ veliqiny ε = ε_n, sledu¸wim obrazom: ε_n ≍ ( 1 n )^β_{2β+1} , υ_n ≤ c_1ε^2_n, (21)

my iz teoremy 1 vyvodim spravedlivost~ sledu¸weæ lemmy.

Lemma 2. Pri usloviØh (16), (21) pri nekotoryh poloßitel~-

nyh c_1, c_2, C Pp sup h(g,p)≥ε,g∈K n∏ j=1 g(W_j )/p(W_j ) ≥ exp{−c_1nε^2}

≤ C exp{−c_2nε^2}. (22)

Zametim, qto esli ffntropiØ parametriqeskogo mnoßestva rastet ne slixkom bystro, naprimer, tak, kak ffto ukazano v (16), to vzamen usloviØ (9) moßet byt~ vzØto uslovie (21).

Sledu¸waØ lemma vyvoditsØ iz teoremy 2.

Lemma 3. Pri usloviØh (16), (21) pri nekotoryh poloßitel~nyh

c_1, c_2, C Pp {h(^pn), p) ≥ c1ε} ≤ C exp{−c2nε^2}. (23)

226 K. HUBER, V. N. SOLEV, I. VONTA

Teorema 4. Predpoloßim, qto vypolneny sledu¸wie usloviØ:

(15), (16), (21).Togda pri nekotoryh poloßitel~nyh c_1, c_2, C Pp {∫ ( 1 − ^G_n ) (√ ^f_n − √ f )_2 dx ≥ c_1 ( 1 n )^{2β}_{2β+1} } ≤ ≤ C exp{−c_2n^{12β+1} }, (24) Pp {∫ ( 1 − ^F_n ) (√ ^g_n − √ g )_2 dx ≥ c_1 ( 1 n )^{2β}_{2β+1} } ≤ ≤ C exp{−c_2n^{12β+1} }, (25)

Ep^{∫ (}1 −^^Gn^{) (√ ^}fn −^√f^{)2} dx ≤ C^{( 1}_n^{) 2β2β+1} , (26)

Ep^{∫ (}1 −^^Fn^{) (√}^gn −^√g^{)2} dx ≤ C^{( 1}_n^{) 2β2β+1} , (27)

Dokazatel~stvo. Poskol~ku ∫ ( 1 − ^F_n ) (√ ^g_n − √ g )_2 dx ≤ 2, ∫ ( 1 − ^F_n ) (√ ^g_n − √ g )_2 dx ≤ 2, sootnoxeniØ (26) i (27) sledu¸t iz (24) i (25). Dalee, zametim, qto h^2(^p_n, p) = 1 − ∫ √ ^p_np dμ, (28) gde μ(dz × dt) = dz × ν(dt), ν(dt) – sqita¸waØ mera na {0, 1}. Pri fftom

p(z, t) = [f(z)(1 − G(z))]^t × [g(z)(1 − F (z))]^{1−t} , (29) ^p_n(z, t) = [ ^f_n(z)(1 − ^G_n(z)) ]_t × [ ^g_n(z)(1 − ^F_n(z)) ]_{1−t} . (30)

OCENKI MAKSIMAL^NOGO PRAVDOPODOBI˚: 227 Tak kak √ ^p_np ≤ [√ f(z) ^f_n (z) (1 − G(z)) + (1 − ^G_n(z)) 2 ]_t ×

× [√ (1 − F (z))(1 − ^F_n(z)) g(z) + ^g_n(z) 2 ]_{1−t}

i funkciØ g^∗(z) =^{g(z)+bgn (z)}_2 ØvlØetsØ plotnost~¸ veroØtnostnogo raspredeleniØ s funkcieæ raspredeleniØ G^∗(z), 1 − G^∗(z) =

(1−G(z))+(1− bG_n(z))

2 , to √ ^p_np ≤ √ [f(z)(1 − G^∗(z)]^t [g^∗(z)(1 − F (z)]^{1−t} × × √[ ^f_n(z)(1 − G∗(z) ]_t [ g^∗(z)(1 − ^F_n(z) ]_{1−t} . Ots¸da, prinimaØ oboznaqeniØ

p_1(z, t) = [f(z)(1 − G^∗(z)]^t [g^∗(z)(1 − F (z)]^{1−t} ,

p_2(z, t) = [ ^f_n(z)(1 − G^∗(z) ]_t [ g^∗(z)(1 − ^F_n(z) ]_{1−t} , poluqaem √ ^p_np ≤ √ p_1p_2.

Poskol~ku p_1, p_2 – veroØtnostnye plotnosti, iz (28) my vyvodim, qto h^2(^p_n, p) ≥ h^2(p_1, p_2) ≥ 1 2 ∫ (1 − G^∗) (√ ^f_n − √ f )_2 dz, (31) a potomu h^2(^p_n, p) ≥ 1 4 ∫ (1 − ^G_n) (√ ^f_n − √ f )_2 dz. (32) Toqno tak ße ustanavlivaetsØ, qto h^2(^p_n, p) ≥ 1 4 ∫ (1 − ^F_n) (√ ^g_n − √ g )_2 dz. (33) Teper~ vidno, qto neravenstva (24), (25) ØvlØ¸tsØ sledstviem lemmy 3.

228 K. HUBER, V. N. SOLEV, I. VONTA

Literatura

1. L. Devroye and G. Lugosi, Combinatorial methods in density estimation. —

Springer-Verlag (2001).

2. Wing Hung Wong and N. Xiatong Shen. Probability inequalities and convergence

rates of sieve mles. — Ann. Statist. 2:6 (1995), 339–362.

3. N. Xiatong Shen, On methods sieves and penalization. — Ann. Statist. 2 1997, 2555–2591.

4. A. N. Kolmogorov, V. M. Tihomirov, �psilon-ffntropiØ i ffpsilonemkost~ mnoßestv v funkcional~nyh prostranstvah. — Uspehi mat. nauk, 86, (2), 3–86 (1959).

Huber K., Solev V. N., Vonta I. Maximum likelihood estimator: the nonparametric approach.

In the paper the maximum likelihood estimator for unknown density is investigated . We deal with censored observations and construct a confidence region for this density.

Postupilo 6 dekabrØ 2006 g.

Université René Descartes - Paris 5

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

Deparment of Mathematics and Statistics, University of Cyprus, Nicosia, Cyprus