Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 341, 2007 g.

B. P. Harlamov

STOHASTIQESKI` INTEGRAL V SLUQAE BESKONEQNOGO SREDNEGO VREMENI PERVOGO VYHODA

V nastoØweæ stat~e prodolßaetsØ issledovanie stohastiqeskogo integrala po polumarkovskomu processu diffuzionnogo tipa [2, 4]. DlØ ego postroeniØ ispol~zuetsØ additivnyæ funkcional po sledu, opredelØemyæ uslovnym razloßeniem Levi processa hoda vremeni otnositel~no sleda. Pri fftom ne trebuetsØ (no i ne iskl¸qetsØ) suwestvovanie matematiqeskogo oßidaniØ momenta pervogo vyhoda iz maloæ okrestnosti naqal~noæ toqki. Sootvetstvenno menØetsØ vid martingala po sledu, sostavlØ¸wego osnovnu¸ qast~ opredeleniØ stohastiqeskogo integrala. Pri vyvode formul suwestvenno ispol~zuetsØ ierarhiqeskiæ metod vpisannyh ffllipsoidov.

Izloßenie v nastoØweæ stat~e opiraetsØ na material stat~i [4], hotØ minimum opredeleniæ i oboznaqeniæ, neobhodimyæ dlØ ponimaniØ smysla vyvodimyh formul i vyskazyvaemyh utverßdeniæ, takße privoditsØ.

1. OboznaqeniØ i opredeleniØ

My oboznaqaem: ✓≡ ⋛^d (d > 1); ⋛_+ = [0, ∞), ⋛_+ = [0, ∞]; D – prostranstvo Skorohoda funkciæ ξ : ⋛_+ → ✓ nepreryvnyh sprava, ime¸wih predely sleva; C – mnoßestvo nepreryvnyh funkciæ ξ ∈ D;

F – borelevskaØ sigma-algebra podmnoßestv prostranstva D; X_t : X_tξ = ξ(t) – znaqenie funkcii v toqke t (proekciØ); θ_t : (θ_tξ)(s) = ξ(t + s) (s, t > 0) – sdvig; α_t : (α_tξ)(s) = ξ(t ∧ s) (s, t > 0) – ostanovka;

A – klass vseh otkrytyh podmnoßestv mnoßestva ✓;

σ_G : σ_G(ξ) = inf{t > 0 : ξ(t) ∉ G} – moment pervogo vyhoda iz mnoßestva G ∈ A;

Podderßano grantom RFFI NX-4222.2006.1. 197

198 B. P. HARLAMOV

σ_r(ξ) = σ_{B(x,r)}(ξ) – moment pervogo vyhoda iz xarovoæ okrestnosti B(x, r) = x + rB naqal~noæ toqki, gde x = ξ(0), r > 0, B = B(0, 1); prinimaem σ? = σ_0 = 0.

Izvestno, qto F = σ(X_t : t > 0). Oboznaqim F_t = σ(X_s : 0 6 s 6 t); T – mnoßestvo markovskih momentov otnositel~no potoka sigma-algebr (F_t)^∞_0 ; dlØ l¸bogo τ ∈ T pust~

X_τ : X_τ (ξ) = X_{τ(ξ)} (ξ) na mnoßestve τ (ξ) < ∞; θ_τ : θ_τ (ξ) = θ_{τ(ξ)}(ξ) na mnoßestve τ (ξ) < ∞; α_τ : α_τ (ξ) = α_{τ(ξ)}(ξ) na mnoßestve D;

τ_1 ˙+τ_2 = τ_1 + τ_2 ∘ θ_{τ1} na mnoßestve {τ_1 < ∞} (τ_1, τ_2 ∈ T ) – summa markovskih momentov s uqetom sdviga;

σ^k_r (k > 1) – iterirovannyæ moment pervogo vyhoda iz xarovyh okrestnosteæ: σ^1_r = σ_r, σ^{k+1}_r = σ^k_r ˙+σ_r ; dlØ proizvol~noæ posledovatel~nosti δ ≡ (Δ_1, Δ_2, . . . ), gde Δ_k ∈ A (k > 1), opredelim iterirovannye momenty σ^n_δ (n > 1) σ^1_δ = σ_{Δ1} , σ^{k+1}_δ = σ^k_δ ˙+σ_{Δk+1} (prinimaem σ^0_δ = σ^0_r = 0);

F_τ = {S ∈ F : (∀t > 0) S ∩ {τ 6 t} ∈ F_t} (τ ∈ T ) – sigma-algebra podmnoßestv – sobytiæ, predxestvu¸wih markovskomu momentu τ ; izvestno, qto l¸boæ fflement A ∈ F_τ moßet byt~ predstavlen v vide α^{−1}_τ A (sm. [1, s. 48]); ots¸da vytekaet oboznaqenie F_τ = α^{−1}_τ F.

Analogiqnu¸ sigma-algebru podmnoßestv – sobytiæ, sledu- ¸wih za markovskim momentom τ , estestvenno oboznaqit~ θ^{−1}_τ F. �ta sigma-algebra soderßit mnoßestvo {τ < ∞}, a takße vse podmnoßestva fftogo mnoßestva, predstavimye v vide θ^{−1}_τ A (A ∈ F). Pust~ (P_x) (x ∈ ✓) – izmerimoe semeæstvo veroØtnostnyh mer na F takoe, qto (∀x ∈ ✓) P_x(X_0 = x) = 1. My budem govorit~, qto dlØ semeæstva mer (P_x) vypolnØetsØ markovskoe svoæstvo otnositel~no momenta τ , esli (∀B ∈ F) (∀A ∈ F_τ ) P_x(θ^{−1}_τ B, A ∩ {τ < ∞}) = E_x(P_{Xτ} (B); A ∩ {τ < ∞}). Takoæ moment τ my nazyvaem momentom regeneracii semeæstva mer (P_x). Oboznaqim M(P_x) mnoßestvo momentov regeneracii dannogo semeæstva mer.

Semeæstvo (P_x) nazyvaetsØ polumarkovskim, esli pri l¸bom

G ∈ A σG ∈ M(Px). Izvestno takße, qto l¸baØ koneqnaØ ite-

raciØ momentov pervogo vyhoda iz otkrytyh mnoßestv vida σ^n_r

STOHASTIQESKI` INTEGRAL 199 takße ØvlØetsØ momentom regeneracii polumarkovskogo processa [1, s. 72].

Rassmotrim otnoxenie ffkvivalentnosti ξ_1 ∼ ξ_2 v D, kotoroe oznaqaet, qto suwestvu¸t takie dve zameny vremeni, kotorye perevodØt funkcii ξ_1 i ξ_2 iz D v odnu funkci¸ iz prostranstva D. Klass ffkvivalentnosti ℓξ funkcii ξ po otnoxeni¸ ∼ nazyvaetsØ sledom ili posledovatel~nost~¸ sostoØniæ traektorii ξ. Sled nepreryvnoæ funkcii ξ na intervale [0, τ_0] (τ_0 – vnutrenniæ markovskiæ moment, τ_0 < ∞) moßet byt~ predstavlen konstruktivnym obrazom s pomow~¸ znaqeniæ X_τ (ξ) dlØ τ iz dostatoqno bogatogo mnoßestva vnutrennih markovskih momentov, naprimer dlØ vseh τ = σ^n_r (r ∈ ⋛^′_+ – poloßitel~noe racional~noe qislo,

n > 1). Oboznaqim T^0 klass markovskih momentov, soderßawiæ

vse σ_G (G ∈ A), vse koneqnye iteracii takih momentov i zamknutyæ otnositel~no shodimosti snizu; F^0 ≡ σ(X_τ : τ ∈ T^0) – sigma-algebra na mnoßestve vseh sledov, kotoraØ moßet byt~ opredelena ffkvivalentnym obrazom s pomow~¸ l¸bogo dostatoqno bogatogo mnoßestva vnutrennih markovskih momentov.

V teorii stohastiqeskogo integrirovaniØ po polumarkovskomu processu osobu¸ rol~ igra¸t F^0-izmerimye additivnye funkcionaly. Takoæ funkcional a_τ , nazyvaemyæ takße additivnym funkcionalom po sledu, opredelØetsØ svoæstvami:

1) a_0 = 0, 2) pri l¸bom τ ∈ T^0 a_τ kak funkciØ ot ξ izmerima otnositel~no F^0_τ ,

3) pri l¸byh τ_1, τ_2 ∈ T^0 vypolnØetsØ formula

a_{τ1 ˙+τ2} = a_{τ1} + a_{τ2} ∘ θ_{τ1} . (1)

Postroenie F^0-izmerimyh additivnyh funkcionalov, ispol~- zuemyh nami, opiraetsØ na sledu¸wie svoæstva uslovnyh matematiqeskih oßidaniæ, vyteka¸wie iz opredeleniØ polumarkovskogo processa.

Pust~ 0 = t_0 < t_1 < t_2 < . . . – vozrasta¸waØ posledovatel~nost~ vnutrennih markovskih momentov, (x_i) – sootvetstvu- ¸waØ posledovatel~nost~ znaqeniæ traektorii v ffti momenty: x_i = X_{ti} , x_0 = x. Pust~ dlØ dannogo k spravedlivo t_k = t_{k−1} u σ_S , gde S ∈ A i S = S(x_0, . . . , x_{k−1}), t.e. ffto mnoßestvo moßet zaviset~ ot predyduwih znaqeniæ traektorii. Togda P_x-p.n.

E_x(exp(−λ(σ_S ∘ t_{k−1}))| x_0, x_1, x_2, . . . ) =

200 B. P. HARLAMOV

= E_x(exp(−λ(σ_S ∘ t_{k−1}))| x_{k−1}, x_k) = E_{xk}�_1 (exp(−λσ_S )| X_{σS} ). (2)

a takße vypolnØetsØ sledu¸wee svoæstvo uslovnoæ nezavisimosti: dlØ l¸byh integriruemyh funkciæ f i g

E_x((f ∘ α_{tk} )(g ∘ θ_{tk} )| x_0, x_1, x_2, . . . ) =

= E_x(f ∘ α_{tk} | x_0, x_1, . . ., x_k)E_x(g ∘ θ_{tk} | x_k, x_{k+1}, x_{k+2}, . . . ). (3)

Dokazatel~stvo utverßdeniæ, podobnyh fftim, moßno naæti v rabote [1].

2. Metod vyvodØwih posledovatel~nosteæ

DlØ podmnoßestva A ⊂ ✓vyvodØweæ posledovatel~nost~¸ nazyvaetsØ posledovatel~nost~ δ = (Δ_1, Δ_2, . . . ) (Δ_i ⊂ ✓) takaØ, qto dlØ l¸byh ξ ∈ D i t ∈ ⋛_+ suwestvuet n ∈ ▲, pri kotorom X_σn_δ (ξ) ∉ A ili ße σ^n_δ (ξ) > t. VyvodØwaØ iz ✓ posledovatel~nost~ nazyvaetsØ prosto vyvodØweæ posledovatel~nost~¸. Izvestno, qto, esli δ – vyvodØwaØ posledovatel~nost~ to δ ∩ A – vyvodØwaØ iz A posledovatel~nost~, gde δ ∩ A sostoit iz pereseqeniæ Δ_n ∩ A. Rang posledovatel~nosti δ – ffto verhnØØ gran~ diametrov vseh qlenov posledovatel~nosti. Pust~ S(A_1) – mnoßestvo vseh vyvodØwih posledovatel~nosteæ, sostavlennyh iz fflementov klassa A_1.

V rabote [4] ispol~zovalis~ vyvodØwie posledovatel~nosti special~nogo vida. Kompozicieæ dvuh vyvodØwih posledovatel~nosteæ δ_i = (Δ_{in})^∞_{n=1} nazyvaetsØ posledovatel~nost~ δ_1 × δ_2, sostoØwaØ iz fflementov vida Δ_{1j1} ∩ Δ_{2j2} (j_i ∈ ▲). Po indukcii opredelØem kompozici¸ δ_1 × · · ·× δ_n l¸bogo koneqnogo qisla vyvodØwih posledovatel~nosteæ δ_k = (Δ_{k1}, Δ_{k2}, . . . ) ∈ S(A_k), gde A_k – sqetnoe otkrytoe pokrytie prostranstva ✓. Rang kompozicii posledovatel~nosteæ ne prevyxaet naimen~xego ranga iz rangov komponent.

3. Metod vpisannyh ffllipsoidov

V rabote [4] pri postroenii stohastiqeskogo integrala ispol~zovalsØ metod koneqnyh kompoziciæ vyvodØwih posledovatel~nosteæ, sostoØwih iz mnoßestv proizvol~noæ formy. Predposylkoæ ih ispol~zovaniØ slußila ffkvivalentnost~ srednego priraweniØ processa ot naqal~noæ toqki do momenta pervogo

STOHASTIQESKI` INTEGRAL 201 vyhoda iz ee maloæ okrestnosti i srednego vremeni pervogo vyhoda iz nee. Pri ispol~zovanii additivnogo funkcionala, opredelØemogo uslovnym razloßeniem Levi, fftih svoæstv ne dostatoqno. DlØ naxego metoda postroeniØ neobhodima bolee detal~- naØ asimptotika, ispol~zu¸waØ ne tol~ko integral po raspredeleni¸ toqki pervogo vyhoda na poverhnost~ dannoæ okrestnosti, no i plotnost~ fftogo raspredeleniØ. Okazalos~, qto ffto raspredelenie imeet plotnost~ asimptotiqeski naibolee prostu¸ v sluqae, kogda okrestnost~ imeet ffllipsoidal~nu¸ formu s parametrami ffllipsoidal~nosti, soglasovannymi s matriceæ kofffficientov pri vtoryh proizvodnyh upravlØ¸wego uravneniØ processa.

Pust~ S^0(x) – normirovannyæ i centrirovannyæ otkrytyæ ffllipsoid, sootvetstvu¸wiæ toqke x ∈ G; (x + rS^0(x))^∞_{r=0} – semeæstvo ffllipsoidal~nyh okrestnosteæ toqki x s parametrom masxtaba r. Oboznaqim r(x, G) = sup{r > 0 : x+rS^0(x) ⊂ G}, S_{G,u}(x) = x + (r(x, G) ∧ u)S^0(x), (u > 0), a takße σ_{G,u}(ξ) = σ_{SG,u(X0(ξ))}(ξ), priqem σ_{G,u}(ξ) = 0, esli X_0(ξ) ∉ G. Oboznaqim σ^n_{G,u} n-u¸ iteraci¸ fftogo momenta pervogo vyhoda, t.e. σ^0_{G,u} = 0 i σ^n_{G,u} = σ^{n−1}_{G,u} u σ_{G,u}

(n > 1). Esli ffllipsoid S^0(x) nigde ne vyroßdaetsØ na mno-

ßestve G, to na mnoßestve nepreryvnyh funkciæ σ^n_{G,u} → σ_G (n → ∞), a takße X_σn_{G,u} → X_{σG} .

Budem govorit~, qto mnoßestvo G isqerpyvaetsØ ffllipsoidami s parametrom masxtaba ne bolee u. Qtoby sohranit~ monotonnost~ (ierarhiqnost~) posledovatel~nosti razbieniæ, my budem na vtorom fftape isqerpyvat~ ffllipsoidami men~xego masxtaba kaßdyæ ffllipsoid iz pervoæ posledovatel~nosti, i t.d. A imenno, pust~ S_1, S_2, . . . – pervaØ posledovatel~nost~ isqerpyva¸wih ffllipsoidov s parametrom masxtaba ograniqennym ediniceæ, gde

S_1 = x + (r(G, x) ∧ 1)S^0(x), t_1 = σ_{S1} , x_1 = X_{t1} ,

S_k = x_{k−1} + (r(G, x_{k−1}) ∧ 1)S^0(x_{k−1}), t_k = t_{k−1} u σ_{Sk} ,

x_k = X_{tk} (k > 1, t_0 = 0, x_0 = x). Dalee dlØ kaßdogo k opredelØem posledovatel~nosti vtorogo fftapa S_{k,l} (l > 1) s parametrom masxtaba ne bolee 2^{−1}, tret~ego – s parametrom masxtaba ne bolee 2^{−2} i t.d. S_{k1,...,kn} = x_{k1,...,kn}�_{1,kn−1}+

202 B. P. HARLAMOV +(r(S_{k1,...,kn}�_1 , x_{k1,...,kn}�_{1,kn−1}) ∧ 2^{−n+1})S^0(x_{k1,...,kn}�_{1,kn−1}), gde t_{k1,...,kn} = t_{k1,...,kn}�_{1,kn−1} uσ_{Sk1 ,...,kn} , x_{k1,...,kn} = X_{tk1,...,kn} , a takße t_{k1,...,kn}�_{1,0} = t_{k1,...,kn}�_1 . Pri fftom σ_G = ∞∑ k=1 σ_{Sk} ∘ t_{k−1} = ∞∑ k1=1 ∞∑ k2=1 σ_{Sk1,k2} ∘ t_{k1,k2−1} =

= ∞∑ k1=1 · · · ∞∑ k_n=1 σ_{Sk1,...,kn} ∘ t_{k1,...,kn}�_{1,kn−1}. RØdy shodØtsØ po-traektorno i, sledovatel~no, P_x-poqti navernoe.

4. Asimptotiqeskie formuly

Oboznaqim f_τ (λ; ϕ|x) = E_x(e^{−λτ} ϕ(X_τ ); τ < ∞), gde ϕ – nepreryvnaØ funkciØ na fazovom prostranstve ✓, λ > 0, τ ∈ T . Polumarkovskim processom diffuzionnogo tipa nazovem process, dlØ kotorogo dlØ l¸bogo ograniqennogo mnoßestva G ∈ A funkcional f_{σG} (λ; ϕ|x) kak funkciØ ot x ∈ G udovletvorØet differencial~nomu uravneni¸ v qastnyh proizvodnyh 1 2 d∑ i,j=1 a^{ij} D_{ij}u + d∑ i=1 b^iD_iu − cu = 0, (4) gde a^{ij} = a^{ij} (x), (a^{ij} (x)) – poloßitel~no opredelennaØ matrica, zavisØwaØ ot toqki x, priqem ∑_d i=1 a^{ii}(x) = d (normirovannyæ sled matricy); (b^i) = (b^i(x)) – vektor, zavisØwiæ ot x, c = c(λ, x) – neotricatel~naØ veliqina, zavisØwaØ ot λ > 0 i ot x; D_{ij} , D_i – operatory differencirovaniØ po sootvetstvu¸wim koordinatam. Krome togo vypolnØetsØ graniqnoe uslovie u(x) = ϕ(x) pri x ∈ ∂G. Budem predpolagat~, qto pri l¸byh i i j kofffficienty a^{ij}, b^i, c – nepreryvnye funkcii ot x, priqem a^{ij} dvaßdy nepreryvno differenciruemy, b^i nepreryvno differenciruemy. Pust~, krome togo, suwestvu¸t poloßitel~nye qisla Λ_1, Λ_2 takie, qto pri l¸byh x ∈ G ∑ ij a^{ij} (x)x^ix^j > Λ_1‖x‖^2, |b^i(x)|, |c(λ, x)| 6 Λ_2.

STOHASTIQESKI` INTEGRAL 203 Pust~ U_x – kvadratnyæ koren~ iz matricy a(x) = (a^{ij} (x)), t.e. a(x) = U^′_xU_x. Pri sdelannyh predpoloßeniØh suwestvuet plotnost~ h_{σS} (λ, y | x) (λ > 0) raspredeleniØ toqki pervogo vyhoda iz mnoßestva S s gladkoæ poverhnost~¸ ∂S otnositel~no mery Lebega na fftoæ poverhnosti: f_{σS} (λ; ϕ|x) = ∫ ∂S ϕ(y)h_{σG} (λ, y| x) dS(y). Pri fftom P_x-p.n.

E_x(exp(−λσ_S )| X_{σS} = y) = h_{σS} (λ, y| x) h_{σS} (0, y| x) . V rabote [3] dokazana asimptotika dlØ sluqaØ S = x + rU_xB, t.e. kogda S^0(x) = U_xB – obraz otnositel~no U_x otkrytogo xara B = B(0, 1):

E_x(exp(−λσ_S )| X_{σS} = y) = 1 − c(λ, x)r^2/d + o(r^2) (r → 0), (5) otkuda sleduet, qto moment i toqka pervogo vyhoda asimptotiqeski nezavisimy. UqityvaØ dokazannoe v [3] razloßenie f_{σS} (λ, ϕ| x) − ϕ(x) = r^2A^{(0)}_λ (ϕ| x)/d + o(r^2) (r → 0), (6) gde λ > 0, ϕ – dvaßdy nepreryvno differenciruemaØ funkciØ i

A^{(0)}_λ (ϕ| x) = 1 2 d∑ i,j=1 a^{ij}(x)D_{ij} ϕ(x) + d∑ i=1 b^i(x)D_iϕ(x) − c(x, λ)ϕ(x), poluqaem P_x-p.n.

E_x(ϕ(X_{σS} )) − ϕ(x) 1 − E_x(exp(−λσ_S )| X_{σG} ) = A^{(0)}_0 (ϕ| x) c(λ, x) (1 + o(1)) (r → 0). (7)

�kvivalentnost~ (7) imeet kl¸qevoe znaqenie pri postroenii stohastiqeskogo integrala po polumarkovskomu processu pri otsutstvii matematiqeskogo oßidaniØ momenta pervogo vyhoda. 5. Srednee prirawenie funkcii OqerednaØ naxa zadaqa – vyrazit~ raznost~ E_xϕ(X_{σG} )−ϕ(x) s pomow~¸ additivnogo funkcionala Levi. Pust~ G ⊂ ⋛_+ – ograniqennoe otkrytoe mnoßestvo i x ∈ G. Pri sdelannyh predpoloßeniØ o kofffficientah uravneniØ (4) P_x(σ_G < ∞) = 1 dlØ ograniqennogo mnoßestva G.

204 B. P. HARLAMOV

Rassmotrim proceduru pervogo fftapa isqerpyvaniØ mnoßestva G ffllipsoidami S_1, S_2, . . . . Imeem σ_G = ∑_N k=1 σ_{Sk} ∘ θ_{tk}�_1 + σ_G ∘ θ_{tN} , otkuda σ_G ∘ θ_{tN} → 0 pri N → ∞ dlØ l¸boæ traektorii ξ ∈ D. DlØ processa s nepreryvnymi traektoriØmi imeem x_N ≡ X_{tN} → X_{σG} . Ots¸da ϕ(x_N ) → ϕ(X_{σG} ) dlØ l¸boæ nepreryvnoæ funkcii ϕ. Pofftomu v razloßenii

E_xϕ(X_{σG} ) − ϕ(x) = E_x (_N ∑ k=1 (ϕ(x_k) − ϕ(x_{k−1})) + ϕ(X_{σG} ) − ϕ(x_N ) )

ostatoqnyæ qlen stremitsØ k nul¸. S drugoæ storony, iz opredeleniØ procedury isqerpyvaniØ mnoßestva G ffllipsoidami i iz ograniqeniØ na kofffficienty a^{ij} uravneniØ (4) sleduet, qto (∀ξ ∈ C) (∀u > 0) (∃n_u < ∞) (∀n > n_u) parametr masxtaba ffllipsoida S_n men~xe u. Imeem dlØ polumarkovskogo processa

E_x N∑ k=1 (ϕ(x_k) − ϕ(x_{k−1})) = E_x N∑ k=1 (E_{xk}�_1 ϕ(X_{σSk} ) − ϕ(x_{k−1})).

Pol~zuØs~ ffkvivalentnost~¸ (7) moßno naæti dostatoqnye usloviØ, pri kotoryh rØd v poslednem vyraßenii shoditsØ absol¸tno P_x-p.n. A imenno, pri zadannom u i N > n_u, a takße pri ϕ, prinadleßawem oblasti opredeleniØ harakteristiqeskogo operatora A^{(0)}_0 ,_N ∑ k=1 (E_{xk}�_1 ϕ(X_{σSk} ) − ϕ(x_{k−1})) =

= n_u∑

k=1 (E_{xk}�_1 ϕ(X_{σSk} ) − ϕ(x_{k−1})) + N∑ k=n_u+1

(E_{xk}�_1 ϕ(X_{σSk} ) − ϕ(x_{k−1})) =

= Z^{(1)}_u + Z^{(2)}_u ,

gde Z^{(1)}u i Z^{(2)}u – pervaØ i vtoraØ summy sootvetstvenno. Imeem

Z^{(2)}_u = N∑ k=n0+1 (1 − E_{xk}�_1 (exp(−λσ_{Sk} )| X_{σSk} ))

A^{(0)}_0 (ϕ| x_{k−1}) c(λ, x_{k−1}) (1 + ϵ_u),

gde ϵ_u → 0 pri u → 0 ravnomerno po vsem k > n_u. Pol~zuØs~ shodimost~¸ uslovnogo matematiqeskogo oßidaniØ

E_{xk}�_1 (exp(−λσ_{Sk} )| X_{σSk} ) → 1 (u → 0)

STOHASTIQESKI` INTEGRAL 205 pri l¸bom λ > 0, moßno zamenit~ vo vtoroæ summe raznost~ na logarifm, otkuda

Z^{(2)}_u = N∑ k=n0+1 (− log E_{xk}�_1 (exp(−λσ_{Sk} )| X_{σSk} ))

A^{(0)}_0 (ϕ| x_{k−1}) c(λ, x_{k−1}) (1 + ϵ_u).

Sledovatel~no

|Z^{(2)}_u | 6 N∑ k=n0+1 (− log E_{xk}�_1 (exp(−λσ_{Sk} )| X_{σSk} )) | | | | A^{(0)}_0 (ϕ| x_{k−1}) c(λ, x_{k−1}) (1 + ϵ_u) | | | | 6 sup_{x∈G} | | | | | A^{(0)}_0 (ϕ| x) c(λ, x) (1 + ϵ_u) | | | | | ( − log N∏ k=n0+1 E_{xk}�_1 (exp(−λσ_{Sk} )| X_{σSk} ) ) . Iz sootnoxeniæ (2) i (3) sleduet, qto proizvedenie matematiqeskih oßidaniæ v poslednem vyraßenii moßno zamenit~ na matematiqeskoe oßidanie proizvedeniØ: N∏ k=n0+1 E_{xk}�_1 (exp(−λσ_{Sk} )| X_{σSk} ) =

= E_x ( exp ( −λ N∑ k=n0+1 σ_{Sk} ∘ t_{k−1} ) | x_0, x_1, x_2, . . . ) . Poslednee vyraßenie ne men~xe

E_x ( exp ( −λ ∞∑ k=1 σ_{Sk} ∘ t_{k−1} ) | x_0, x_1, x_2, . . . ) = = E_x(exp(−λσ_G)| x_0, x_1, x_2, . . . ).

Tem samym my dokazali qto rØd ∑_∞ k=1(E_{xk}�_1 ϕ(X_{σSk} ) − ϕ(x_{k−1})) shoditsØ absol¸tno P_x-p.n., esli (∀λ > 0) sup_{x∈G}(1 − E_x(exp(−λσ_S ))) → 0 (8)

pri u → 0, gde S = x + uU_xB, a takße sup_{x∈G} | | | A^{(0)0} (ϕ| x) c(λ, x) | | |< ∞, (9)

206 B. P. HARLAMOV qto my i budem v dal~neæxem predpolagat~.

Oqevidno, qto po tem ße soobraßeniØm absol¸tno shodØtsØ sootvetstvu¸wie rØdy na l¸bom fftape postroeniØ ierarhiqeskoæ sistemy isqerpyvaniØ ffllipsoidami, i pofftomu moßno zapisat~

E_xϕ(X_{σG} ) − ϕ(x) = E_x ∞∑ k=1 (E_{xk}�_1 ϕ(X_{σSk} ) − ϕ(x_{k−1})) =

= E_x ∞∑ k1=1 · · · ∞∑ k_n=1 (E_{xk1,...,kn}�_{1 ,kn}�_1 ϕ(X_{σSk1,...,kn} )−ϕ(x_{xk1,...,kn}�_{1 ,kn}�_1 )) =

= E_x ∞∑ k1=1 · · · ∞∑ k_n=1 (1 − E_{xk1,...,kn}�_{1 ,kn}�_1 (exp(−λσ_{Sk1,...,kn} )| X_{σSk1,...,kn} ))×

× A^{(0)}_0 (ϕ| x_{k1,...,kn}�_{1,kn−1}) c(λ, x_{k1,...,kn}�_{1,kn−1}) (1 + ϵ_2�n+1 ) =

= E_x ∞∑ k1=1 · · · ∞∑ k_n=1 (− log E_{xk1,...,kn}�_{1,kn}�_1 (exp(−λσ_{Sk1 ,...,kn} )| X_{σSk1,...,kn} ))

× A^{(0)}_0 (ϕ| x_{k1,...,kn}�_{1,kn−1}) c(λ, x_{k1,...,kn}�_{1,kn−1}) (1 + ϵ_2�n+1 ).

Preßde, qem pereæti k obwemu sluqa¸ rassmotrim rØd pod znakom integrala pri A^{(0)}_0 (ϕ| x)/c(λ, x) ≡ 1. ∞∑ k1=1 · · · ∞∑ k_n=1 (− log E_{xk1,...,kn}�_1 (exp(−λσ_{Sk1 ,...,kn} )| X_{σSk1,...,kn} ))(1+ϵ_2�n+1 )

= − log ∞∏ k1=1 · · · ∞∏ k_n=1 E_{xk1,...,kn}�_1 (exp(−λσ_{Sk1 ,...,kn} )| X_{σSk1,...,kn} )(1+ϵ_2�n+1 )

= − log E_x(exp(−λ ∞∑ k1=1 · · · ∞∑ k_n=1 σ_{Sk1,...,kn} ∘t_{k1,...,kn}�_{1,kn−1})| x_{k1,...,kn} : k_i > 0) = − log E_x(exp(−λσ_G)| x_{k1,...,kn} : k_i > 0).

Oboznaqim F^0_n sigma-algebru, poroßdennu¸ vsemi x_{k1,...,kn} : k_i > 0. Soglasno postroeni¸ F^0_n ⊂ F^0_{n+1} (n > 1) i F^0 = σ (⋃_∞ n=1 F^0_n ) –

STOHASTIQESKI` INTEGRAL 207 sigma-algebra, poroßdennaØ vsemi F^0_n. Ots¸da po teoreme Levi dlØ martingalov P_x-p.n.

E_x(exp(−λσ_G)| F^0_n) → E_x(exp(−λσ_G)| F^0).

Izvestno [1, s. 293], qto pri vypolnenii usloviØ (8) vypolnØetsØ formula uslovnogo razloßeniØ Levi otnositel~no sleda P_x-p.n.

E_x(exp(−λσ_G)| F^0) = exp(−b_{σG} (λ)), (10) gde b_{σG} (λ) = λa_{σG} + ∞∫ 0+ (1 − e^{−λu}) n_{σG} (du), (11)

a_τ – additivnyæ funkcional po sledu, i pri l¸bom u > 0 n_τ ([0, u)) – additivnyæ funkcional po sledu – mera Levi, zavisØwaØ ot sleda traektorii. Ots¸da P_x-p.n. ∞∑ k1=1 · · · ∞∑ k_n=1 (− log E_{xk1,...,kn}�_1 (exp(−λσ_{Sk1 ,...,kn} )| X_{σSk1,...,kn} ))(1+ϵ_2�n+1 ) shoditsØ k b_{σG} (λ). Rassmotrim teper~ obwiæ sluqaæ nepreryvnogo i ograniqennogo otnoxeniØ A^{(0)}_0 (ϕ| x)/c(λ, x).

DlØ l¸bogo n opredelim otobraßenie “gorizontal~nogo kvantovaniØ” L_n : D → D takoe, qto (∀t < σ_G), esli t_{k1,...,kn}�_{1,kn−1} 6 t < t_{k1,...,kn} , to X_t(L_nξ) = X_{tk1,...,kn}�_{1,kn}�_1 (ξ). Soglasno postroeni¸, L_nξ → ξ ravnomerno po vsem ξ ∈ C na [0, σ_G(ξ)). Ots¸da dlØ l¸boæ nepreryvnoæ funkcii ψ ψ(X_t ∘ L_n) → ψ(X_t). Krome togo X_{tIn} L_m = X_{tIm} L_m = X_{tIm} , gde m < n, I_m = (k_1, . . . , k_m), I_n = (k_1, . . ., k_m, k_{m+1}, . . ., k_n). Imeem ∞∑ k1=1 · · · ∞∑ k_n=1 (− log E_{xk1,...,kn}�_{1,kn}�_1 (exp(−λσ_{Sk1 ,...,kn} )| X_{σSk1,...,kn} ))× ×ψ(x_{k1,...,kn}�_{1,kn−1})(1 + ϵ_2�n+1 ) = = ∞∑ k1=1 · · · ∞∑ k_n=1 (− log E_{xk1,...,kn}�_{1,kn}�_1 (exp(−λσ_{Sk1 ,...,kn} )| X_{σSk1,...,kn} ))× ×ψ(x_{k1,...,kn}�_{1,kn−1} ∘ L_m)(1 + ϵ_2�n+1 )+

208 B. P. HARLAMOV + ∞∑ k1=1 · · · ∞∑ k_n=1 (− log E_{xk1,...,kn}�_{1,kn}�_1 (exp(−λσ_{Sk1 ,...,kn} )| X_{σSk1,...,kn} ))× ×(ψ(x_{k1,...,kn}�_{1,kn−1}) − ψ(x_{k1,...,kn}�_{1,kn−1} ∘ L_m))(1 + ϵ_2�n+1 ). Vtoroæ qlen fftoæ summy imeet porØdok sup_{x,y∈G,‖x−y‖<2} �m+1 |ψ(x) − ψ(y)|. Pervyæ qlen summy moßno predstavit~ v vide ∞∑ k1=1 · · · ∞∑ k_m =1 ψ(x_{k1,...,km}�_{1,km−1}) ∞∑ k_m+1=1 · · · ∞∑ k_n=1 ×

×(− log E_{xk1,...,kn}�_{1,kn}�_1 (exp(−λσ_{Sk1 ,...,kn} )| X_{σSk1,...,kn} ))(1 + ϵ_2�n+1 ). Pri kaßdom mnogomernom indekse I^′_m = (k_1, . . . , k_{m−1}, k_m − 1) summa po vsem ostavximsØ n − m indeksam shoditsØ pri n → ∞ k znaqeni¸ b_{σSIm} − b_{σSI}0_m . Ots¸da pri kaßdom m predel pervoæ summy moßno zapisat~ v vide krivolineænogo integrala ot stupenqatoæ funkcii ψ(X_t ∘ L_m) po F^0-izmerimomu additivnomu funkcionalu b_τ :^{σG} ∫ 0 ψ(X_τ ∘ L_m) db_τ (λ). �tot integral otliqaetsØ ot integrala ot funkcii ψ(X_t) takße na qlen porØdka sup ‖x−y‖<2�^m+1 |ψ(x) − ψ(y)|. Ots¸da sleduet ravnomernaØ P_x-p.n.

shodimost~ issleduemoæ summy k krivolineænomu integralu ot ψ(X_t). Iz poluqennyh nami sootnoxeniæ sleduet teorema.

Teorema 1. Pust~ vypolnØ¸tsØ usloviØ (8) i (9) i^{A(0)0 (ϕ| x)}_{c(λ, x)} rav-

nomerno nepreryvno na G. Togda

E_xϕ(X_{σG} ) − ϕ(x) = E_x σ_G∫

0 A^{(0)}_0 (ϕ| X_τ ) c(λ, X_τ ) db_τ (λ). (12)

�to vyraßenie moßno nazvat~ obobweniem formuly Dynkina dlØ polumarkovskih processov, kotoroe ohvatyvaet kak sluqaæ koneqnogo, tak i beskoneqnogo matematiqeskogo oßidaniØ momenta pervogo vyhoda iz okrestnosti naqal~noæ toqki. DlØ koneqnogo matematiqeskogo oßidaniØ vyvedennu¸ ranee formulu moßno poluqit~, ustremiv λ k nul¸.

STOHASTIQESKI` INTEGRAL 209 DlØ beskoneqnogo matematiqeskogo oßidaniØ ffto sootnoxenie spravedlivo dlØ l¸bogo λ > 0, t.e. ne zavisit ot λ. Sledovatel~no, predel otnoxeniØ pri λ → 0 takße suwestvuet, hotØ pri fftom proizvodnye po λ ot qislitelØ i znamenatelØ stremØtsØ k beskoneqnosti. Moßno pridat~ fftomu otnoxeni¸ standartnu¸ formu, poloßiv λ = 1. S drugoæ storony, nezavisimost~ ot λ sleduet iz predpoloßeniØ, qto suwestvuet ne zavisØwiæ ot λ

additivnyæ funkcional η_τ , pri kotorom b_τ (λ) =^τ ∫ 0 c(λ, X_{τ1} ) dη_{τ1} .

Togda db_τ (λ) = c(λ, X_τ ) dη_τ i, sledovatel~no,

E_xϕ(X_{σG} ) − ϕ(x) = E_x σ_G∫

0 A^{(0)}_0 (ϕ| X_τ ) dη_τ .

V sluqae koneqnogo matematiqeskogo oßidaniØ η_τ sovpadaet s μ_τ ≡ E_{X0} (τ | F^0) [1, s. 316]. Zametim, qto predpoloßenie o suwestvovanii η_τ ffkvivalentno gipoteze o predstavlenii polumarkovskogo processa v vide markovskogo processa, preobrazovannogo sluqaænoæ zamenoæ vremeni (special~nogo vida), kotoraØ v obwem sluqae ne verna.

Netrudno dokazat~ formulu (12) dlØ bolee obwih vnutrennih markovskih momentov ostanovki τ v kaqestve verhnego predela integrirovaniØ po additivnomu funkcionalu.

6. Martingal po sledu

V dal~neæxem budem ispol~zovat~ oboznaqenie

B_τ = τ∫ 0 (c(λ, X_τ ))^{−1}db_τ (λ). V terminah fftogo poloßitel~nogo additivnogo funkcionala po sledu budut vyraßat~sØ drugie krivolineænye integraly.

Poloßim ϕ(x) = x^i − y^i, gde x, y ∈ ✓ ≡ ⋛^d i dlØ l¸bogo z ∈ ⋛^d oboznaqaem z = (z^1, . . . , z^d)^′ ego koordinatnoe predstavlenie (vektor-stolbec). Togda A^{(0)}_0 (ϕ| y) = b^i(y), gde b(y) = (b^1(y), . . . , b^d(y))^′ – vektor kofffficientov pri pervyh proizvodnyh uravneniØ (4). RasprostranØØ opredelenie krivolineænogo

210 B. P. HARLAMOV integrala na vektornye funkcii moßno zapisat~ (∀τ ∈ T^0) P_xp.n.

E_x(X_τ − X_0) = E_x τ∫ 0 b(X_{τ1} )dB_{τ1} .

Oboznaqim β^ψ_τ =^τ ∫ 0 ψ(X_{τ1} )dB_{τ1} .

Izvestno [4], qto M_τ ≡ X_τ − X_0 − βb_τ – kvadratiqno integriruemyæ martingal na qastiqno uporØdoqennom mnoßestve T^0 (otnositel~no potoka sigma-algebr (F_τ ) (τ ∈ T^0)), inaqe nazyvaemyæ martingalom po sledu, s naqal~nym znaqeniem M_0 = 0. �tot vektornyæ martingal imeet razmernost~ d i ego kvadratiqeskaØ harakteristika – ffto matrica s fflementami

K^{ij} (τ ) ≡ E_x(M^i_τ M^j_τ ) (τ ∈ T^0).

V dannom sluqae P_x-p.n.

K^{ij}(τ ) = E_xβ^{aij}_τ ≡ E_x τ∫ 0 a^{ij} (X_{τ1} )dB_{τ1} .

Vyvod fftoæ formuly analogiqen vyvodu vyraßeniØ dlØ sootvetstvu¸weæ kvadratiqeskoæ harakteristiki v rabote [4]. Ispol~zuemyæ v fftoæ rabote metod vyvodØwih posledovatel~- nosteæ primenim blagodarØ formule (12). Trebuet poØsneniæ tol~ko shodimost~ k nul¸ integrala ot summy sluqaænogo qisla N proizvedeniæ vida ∞∑ k=1 E_x(E_{xk}�_1 (β^{bi}_{σΔk} β^{bj}_{σΔk} ); N > k).

V dannom sluqae dlØ l¸bogo x_1 ∈ G i λ_0 > 0

E_{x1} (β^{bi}_{σΔk} β^{bj}_{σΔk} )

E_{x1} (β^{bi}_{σΔk} )

∼ b^j (x_1)

E_{x1} (b_{σΔk} (λ_0))^2

E_{x1} (b_{σΔk} (λ_0)) . Stremlenie poslednego otnoxeniØ k nul¸ pri stremlenii ranga vyvodØweæ posledovatel~nosti k nul¸ sleduet iz svoæstv markovskogo processa diffuzionnogo tipa, gde v dannom sluqae markovskiæ process sootvetstvuet uravneni¸ (4) s kofffficientom c(λ, x), zamenennym na λc(λ_0, x).

STOHASTIQESKI` INTEGRAL 211 Iz poloßitel~noæ opredelennosti matricy (a^{ij}) sleduet poloßitel~naØ opredelennost~ matricy K^{ij}(τ ). Toqno tak ße, kak v [4], dokazyvaetsØ, qto (m^{ij}_τ ) ØvlØetsØ martingalom po sledu, gde m^{ij}_τ = M^i_τ M^j_τ − β^{aij}_τ . Takim obrazom matriqnyæ additivnyæ funkcional po sledu s komponentami β^{aij}_τ ≡ τ∫ 0 a^{ij}(X_{τ1} )dB_{τ1} (13)

ØvlØetsØ kvadratiqeskoæ harakteristikoæ vektornogo kvadratiqno integriruemogo martingala M_τ .

7. Stohastiqeskiæ integral po martingalu

V mnogomernom sluqae interes predstavlØ¸t integraly ot skalØrnogo proizvedeniØ integriruemoæ vektornoznaqnoæ funkcii na priraweniØ vektornoznaqnoæ integriru¸weæ funkcii. DlØ rexeniØ problemy o suwestvovanii stohastiqeskogo integrala po martingalu M ≡ (M_τ ) rassmotrim vektornu¸ funkci¸ f stupenqatogo vida takogo, qto suwestvuet posledovatel~nost~ markovskih momentov (τ_k)^N_1 , v kotoroæ N – celoqislennaØ funkciØ takaØ, qto {N = k} ∈ F_{τk} , τ_k ∈ T^0, τ_0 = 0 6 τ_1 6 . . . , τ_N = σ_G, dlØ l¸byh t ∈ [τ_{k−1} < τ_k) f(t) = f(τ_{k−1}) i dlØ l¸bogo k f(τ_{k−1}) – F_{τk}�_1 -izmerimaØ sluqaænaØ veliqina so znaqeniØmi iz ⋛^d [4]. Opredelim stohastiqeskiæ integral na intervale [0, σ_G) ot funkcii f po martingalu M kak summu σ_G∫

0 (f(τ ))^′ dM_τ = N∑ k=1 (f(τ_{k−1}))^′ (M_{τk} − M_{τk}�_1 ),

gde “xtrih” oznaqaet transponirovanie. Oboznaqim L_0 klass takih funkciæ f. DlØ dvuh funkciæ fftogo klassa vsegda moßno podobrat~ posledovatel~nost~ markovskih momentov s pereqislennymi vyxe svoæstvami tak, qtoby kaßdaØ iz fftih funkciæ sohranØla postoØnnoe znaqenie na l¸bom intervale meßdu sosednimi markovskimi momentami fftoæ posledovatel~nosti. Ots¸da sleduet, qto L_0 – lineænoe prostranstvo. DlØ rasprostraneniØ opredeleniØ stohastiqeskogo integrala na bolee xirokiæ

212 B. P. HARLAMOV klass funkciæ vvedem skalØrnoe proizvedenie (f, g) ≡ E_x σ_G∫

0 ∑ ij f^i(τ )g^j (τ ) a^{ij}(X_τ ) dB_τ , (14) i rassmotrim popolnenie L_2 prostranstva L_0 otnositel~no metriki, opredelØemoæ normoæ ‖f‖ = (f, f)^{1/2}. Pri fftom dlØ f ∈ L_0 spravedlivo.

‖f‖^2 = E_x σ_G∫

0 (f(τ ))^′ dM_τ 2 . (15)

Dokazatel~stvo sm. v [4]. Prodolßenie stohastiqeskogo integrala na prostranstvo L_2, sostoØwee iz predelov vseh shodØwihsØ v sebe posledovatel~nosteæ iz fflementov klassa L_0 (v smysle skalØrnogo proizvedeniØ (14)), nazyvaetsØ stohastiqeskim integralom (v smysle shodimosti v sredne kvadratiqnom) po martingalu (M_τ ). Pri fftom dlØ l¸boæ funkcii f ∈ L_2 spravedliva formula (15).

8. Stohastiqeskiæ integral po polumarkovskomu processu

Stohastiqeskiæ integral po polumarkovskomu processu diffuzionnogo tipa opredelØetsØ v sootvetstvii s razloßeniem priraweniØ processa v summu martingala i additivnogo funkcionala ograniqennoæ variacii. To est~ fftot integral predstavlØetsØ v vide summy stohastiqeskogo integrala po martingalu i krivolineænogo integrala po sootvetstvu¸wemu additivnomu funkcionalu. Takim obrazom, na intervale [0, τ ) (τ ∈ T^0) stohastiqeskiæ integral ot adaptirovannoæ funkcii f klassa L_2 po polumarkovskomu processu diffuzionnogo tipa raven τ∫ 0 (f(τ_1))^′ dX_{τ1} = τ∫ 0 (f(τ_1))^′ dM_{τ1} + τ∫ 0 (f(τ_1))^′b(X_{τ1} )dB_{τ1} . (16)

9. Primer

Rassmotrim polumarkovskiæ process, poluqa¸wiæsØ v rezul~tate sluqaænoæ zameny vremeni v vinerovskom processe

STOHASTIQESKI` INTEGRAL 213

(w(t)). Predpoloßim, qto zamena vremeni (prØmaØ) predstavlØet soboæ nezavisimyæ ot (w(t)) process (ψ(t)) s nezavisimymi strogo poloßitel~nymi priraweniØmi, kotorye ime¸t beskoneqnoe matematiqeskoe oßidanie. Pust~, naprimer, (ψ(t)) – process Levi s meroæ Levi u^{−3/2}du/ √ 2π: E(exp(−λψ(t))) ≡ exp − t√ 2π ∞∫ 0+ (1 − e^{−λu})u^{−3/2}du = exp(−2t √ 2λ). Iz opredeleniØ prØmoæ zameny vremeni [1, s. 237] sleduet, qto σ_Δ(ξ) = ψ(σ_Δ(w)). Ots¸da

E_x(exp(−λσ_Δ)) = E_x(exp(−λψ(σ_Δ ))) = E^W_x (exp(−2 √ 2λ σ_Δ)),

gde (P^W_x ) – semeæstvo mer vinerovskogo processa. Ots¸da vidno, qto dannyæ process imeet beskoneqnoe matematiqeskogo oßidanie momenta pervogo vyhoda iz l¸boæ okrestnosti naqal~noæ toqki. Uravnenie (4) dlØ dannogo processa poluqaetsØ iz sootvetstvu¸wego uravneniØ dlØ vinerovskogo processa putem zameny c^W (λ, x) ≡ λ na 2 √ 2λ i imeet vid 1 2 ∇^2u − 2 √ 2λ u = 0, gde ∇^2 – operator Laplasa. Ots¸da dB_τ = dμ^W_τ , gde μ^W_τ = E^W_{X0} (τ | F^0). V fftom sluqae, kak bylo otmeqeno v [4], krivolineænyæ integral pod znakom integrala v (12) moßet byt~ zamenen na obyknovennyæ integral:

E_xϕ(X_{σG} ) − ϕ(x) = E_x σ_G∫

0 A^{(0)}_0 (ϕ| X_τ ) dμ^W_τ = E_x σ_G∫

0 A^{(0)}_0 (ϕ| X_t) dt.

Dannyæ primer pokazyvaet nezavisimost~ stohastiqeskogo integrala po sledu ot zameny vremeni, qto moßet byt~ dokazano i v bolee obweæ situacii.

10. Formula Ito

Rassmotrim dvaßdy differenciruemu¸ funkci¸ ϕ. Metod postroeniØ stohastiqeskogo integrala po sledu dlØ polumarkovskih processov diffuzionnogo tipa pozvolØet dostatoqno prosto dokazat~ predstavlenie priraweniØ funkcii ϕ na intervale

214 B. P. HARLAMOV

[0, σ_G), t.e. dokazat~ formulu Ito–Dynkina

ϕ(X_{σG} ) =

= ϕ(X_0) + σ_G∫

0 ∇ϕ(X_τ )^′ dX_τ + 1 2 ∑ ij σ_G∫

0 D_{ij}ϕ(X_τ )a^{ij} (X_τ )dB_τ . (17)

V fftom predstavlenii pervyæ integral ØvlØetsØ stohastiqeskim integralom po polumarkovskomu processu, a vtoroæ – krivolineænym integralom po additivnomu funkcionalu b_τ (λ).

Zametim, qto v rabote [4] pri vyvode formuly (15) metod vpisannyh ffllipsoidov faktiqeski ne ispol~zovalsØ, tak kak dlØ ee dokazatel~stva bylo dostatoqno primenit~ formulu (6) i sootvetstvu¸wu¸ asimptotiku dlØ matematiqeskogo oßidaniØ momenta pervogo vyhoda iz maloæ okrestnosti naqal~noæ toqki. BlagodarØ formule (12) moßno primenit~ tot ße metod dokazatel~stva i v sluqae beskoneqnogo matematiqeskogo oßidaniØ momenta pervogo vyhoda.

Pust~ δ = (Δ_1, Δ_2, . . . ) – vyvodØwaØ iz G posledovatel~nost~ ranga r. Eæ sootvetstvuet sluqaænoe qislo N i razbienie intervala [0, σ_G) na N intervalov sluqaænoæ dliny 0 = t_0 < t_1 < t_2 < · · · < t_N = σ_G, gde prinimaem (posle podhodØwego perenumerovaniØ) t_k = t_{k−1} u σ_{Δk} . Imeem

ϕ(X_{σG} ) − ϕ(X_0) = N∑ k=1 (ϕ(x_k) − ϕ(x_{k−1})) =

= N∑ k=1 (_d ∑ i=1 D_iϕ(x_{k−1})(x^i_k − x^i_{k−1}) ) +

+ N∑ k=1 1 2 d∑ i,j=1 D_{ij} ϕ(~x)(x^i_k − x^i_{k−1})(x^j_k − x^j_{k−1}) , gde x_k = X_{tk} , ~x ∈ Δ_k. Zametim, qto pervaØ summa stremitsØ pri r → 0 k stohastiqeskomu integralu po polumarkovskomu processu ot vektornoæ funkcii ∇ϕ ≡ (D_1ϕ, . . ., D_dϕ)^′. Rassmotrim vtoru¸ summu. Oboznaqim

J_δ = N∑ k=1 ψ(x_{k−1})(x^i_k − x^i_{k−1})(x^j_k − x^j_{k−1}),

STOHASTIQESKI` INTEGRAL 215 gde ψ – nepreryvnaØ funkciØ. My privodim zdes~ dokazatel~- stvo sredne-kvadratiqeskoæ shodimosti summy J_δ k krivolineænomu integralu J ≡ σ_G∫

0 ψ(X_τ ) a^{ij}(X_τ ) dB_τ ,

tak kak dokazatel~stvo analogiqnogo fakta, privedennoe v [4], ne dostatoqno korrektno.

Ispol~zuØ formulu (12), imeem

E_xJ_δ = ∞∑ k=1 E_x ( E_{xk}�_1 (X^i_{σΔk} − X^i_0)(X^j_{σΔk} − X^j_0 )) ψ(x_{k−1}); N > k ) =

= ∞∑ k=1 E_x ψ(x_{k−1})E_{xk}�_1 σΔ_k∫

0 A^{(0)}_0 (ϕ| X_τ ) dB_τ ; N > k .

V dannom sluqae ϕ(x) = (x^i − X^i_0)(x_j − X^j_0 ) i potomu A^{(0)}_0 (ϕ| y) = a^{ij}(y). Ispol~zuØ operator gorizontal~nogo kvantovaniØ L_δ (t_{k−1} 6 t < t_k ⇒ X_t ∘ L_δ = x_{k−1}), moßno zapisat~

E_xJ_δ = ∞∑ k=1 E_x

E_{xk}�_1 σΔ_k∫

0 a^{ij}(X_τ )ψ(X_τ ∘ L_δ ) dB_τ ; N > k =

= E_x σ_G∫

0 a^{ij} (X_τ )ψ(X_τ ∘ L_δ ) dB_τ . Poslednee vyraßenie stremitsØ k E_xJ pri stremlenii ranga vyvodØweæ posledovatel~nosti k nul¸ blagodarØ ravnomernoæ nepreryvnosti ψ na l¸bom kompakte, vkl¸qennom v G, i potraektornoæ shodimosti L_δ ξ → ξ v ravnomernoæ metrike v C.

Dalee, ispol~zuØ oboznaqenie h^i_k = x^i_k − x^i_{k−1} (k > 1, 1 6 i 6 d), imeem

E_x(J_δ−J)^2 6 2 ∞∑ n=1 E_x (_n∑ k=1 n∑ l=k ( ψ(x_{k−1})h^i_kh^j_k− t_k∫

t_k�1 a^{ij}(X_τ )ψ(X_τ ) dB_τ ) ×

216 B. P. HARLAMOV × ( ψ(x_{l−1})h^i_kh^j_k − t_l∫

t_l�1 a^{ij}(X_τ )ψ(X_τ ) dB_τ ) ; N = n ) =

= 2 ∞∑ k=1 ∞∑ l=k E_x (( ψ(x_{k−1})h^i_kh^j_k − t_k∫

t_k�1 a^{ij}(X_τ )ψ(X_τ ) dB_τ ) ×

× ( ψ(x_{l−1})h^i_kh^j_k − t_l∫

t_l�1 a^{ij}(X_τ )ψ(X_τ ) dB_τ ) ; N > l^) = = 2 ∞∑ k=1 ∞∑ l=k E_x (( ψ(x_{k−1})h^i_kh^j_k − t_k∫

t_k�1 a^{ij}(X_τ )ψ(X_τ ) dB_τ ) E_{xl}�_1 ×

× ( ψ(x_{l−1})(X^i_{Δk} − X^i_0)(X^j_{Δk} − X^j_0 ) − σΔ_k∫

0 a^{ij}(X_τ )ψ(X_τ ) dB_τ ) ; N > l^) = = 2 ∞∑ n=1 n∑ k=1 n∑ l=k E_x (( ψ(x_{k−1})h^i_kh^j_k − t_k∫

t_k�1 a^{ij}(X_τ )ψ(X_τ ) dB_τ ) E_{xl}�_1 ×

× ( ψ(X_0)(X^i_{Δk} − X^i_0)(X^j_{Δk} − X^j_0 ) − σΔ_k∫

0 a^{ij}(X_τ )ψ(X_τ ) dB_τ ) ; N = n ) . Imeem dalee n∑ l=k E_{xl}�_1 ( ψ(X_0)(X^i_{Δk} − X^i_0)(X^j_{Δk} − X^j_0 ) − σΔ_k∫

0 a^{ij}(X_τ )ψ(X_τ ) dB_τ ) =

= n∑ l=k E_{xl}�_1 ( ψ(X_0) σΔ_k∫

0 a^{ij}(X_τ ) dB_τ − σΔ_k∫

0 a^{ij} (X_τ )ψ(X_τ ) dB_τ ) . Oboznaqim σ^m_{δ,k} = σ^m_δ − σ^{k−1}_δ (m > k). Togda dlØ l¸boæ funkcii ϕ dlØ polumarkovskogo processa spravedlivo P_x-p.n. E_{xm} ϕ = E_{xk}�_1 (ϕ ∘ θ_σm_{δ,k} ). Ots¸da predyduwaØ summa ravna

E_{xk}�_1 (_n∑ l=k (^{σΔ}k∫ 0 a^{ij}(X_τ )(ψ(X_0) − ψ(X_τ )) dB_τ ) ∘ θ_σl�1_{δ,k} ) =

STOHASTIQESKI` INTEGRAL 217

= E_{xk}�_1 (^{σnδ,k}∫ 0 a^{ij}(X_τ )(ψ(X_τ ∘ L_{δ,k}) − ψ(X_τ )) dB_τ ) , gde L_{δ,k} – operator gorizontal~nogo kvantovaniØ, sootvetstvu¸- wiæ vyvodØweæ posledovatel~nosti δ^{(k)} = (Δ_k, Δ_{k+1}, . . . ). Itak,

E_x(J_δ − J)^2 6 2 ∞∑ n=1 n∑ k=1 E_x (( ψ(x_{k−1})h^i_kh^j_k − t_k∫

t_k�1 a^{ij}(X_τ )ψ(X_τ ) dB_τ ) ×

×E_{xk}�_1 (^{σnδ,k}∫ 0 a^{ij}(X_τ )(ψ(X_τ ∘ L_{δ,k}) − ψ(X_τ )) dB_τ ) ; N = n ) =

= 2 ∞∑ k=1 E_x (( ψ(x_{k−1})h^i_kh^j_k − t_k∫

t_k�1 a^{ij}(X_τ )ψ(X_τ ) dB_τ ) ×

×E_{xk}�_1 (^{σnδ,k}∫ 0 a^{ij}(X_τ )(ψ(X_τ ∘ L_{δ,k}) − ψ(X_τ )) dB_τ ) ; N > k^) = = 2 ∞∑ k=1 E_x ( E_{xk}�_1 ( ψ(X_0)(X^i_{σΔk} − X^i_0)(X^j_{σΔk} − X^j_0 )−

− σΔ_k∫

0 a^{ij}(X_τ )ψ(X_τ ) dB_τ ) ×

×E_{xk}�_1 (^{σnδ,k}∫ 0 a^{ij}(X_τ )(ψ(X_τ ∘ L_{δ,k}) − ψ(X_τ )) dB_τ ) ; N > k^) = = 2 ∞∑ k=1 E_x ( E_{xk}�_1 (^{σΔ}k∫ 0 a^{ij}(X_τ )(ψ(X_τ ∘ L_δ ) − ψ(X_τ )) dB_τ ) ×

×E_{xk}�_1 (^{σnδ,k}∫ 0 a^{ij} (X_τ )(ψ(X_τ ∘ L_{δ,k}) − ψ(X_τ )) dB_τ ) ; N > k^).

218 B. P. HARLAMOV �to vyraßenie uße netrudno proanalizirovat~ pri stremlenii ranga vyvodØweæ posledovatel~nosti k nul¸. Ego modul~ ne prevyxaet 2 ( sup_{x∈G} |a^{ij}(x)| sup_{‖x−y‖<r} |ψ(x) − ψ(y)| )_2 ×

× ∞∑ k=1 E_x ( E_{xk}�_1 (B_{σΔk} )E_{xk}�_1 (B_σn_{δ,k} ); N > k ) . S drugoæ storony, ∞∑ k=1 E_x ( E_{xk}�_1 (B_{σΔk} )E_{xk}�_1 (B_σn_{δ,k} ); N > k ) =

= E_x N∑ k=1 (B_{tk} − B_{tk}�_1 )E_{xk}�_1 (B_σN_{δ,k} ) 6

6 Ex^{N∑}_{k=1}(Bt_k − Bt_{k�1} )Ex_{k�1} (Bσ_G ) 6 (sup_{y∈G} Ey(Bσ_G ))Ex(Bσ_G ),

t.e. dlØ dokazatel~stva shodimosti k nul¸ dostatoqno suwestvovaniØ pervogo momenta raspredeleniØ B_{σG} . PolagaØ ψ(x) = D_{ij} ϕ, poluqaem sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 2. Pust~ ϕ – dvaßdy nepreryvno differenciruemaØ

funkciØ i mvtematiqeskoe oßidanie krivolineænogo integrala B_{σG} otnositel~no mery P_x ograniqen na G kak funkciØ ot x. Togda spravedliva formula Ito–Dynkina (17).

Literatura

1. B. P. Harlamov, Nepreryvnye polumarkovskie processy. Nauka, SPb, 2001.

2. B. P. Harlamov, Absol¸tnaØ nepreryvnost~ mer v klasse polumarkovskih processov diffuzionnogo tipa. — Zap. nauqn. semin. POMI 294 (2002), 216–244.

3. B. P. Harlamov, Harakteristiqeskiæ operator diffuzionnogo processa.

— Zap. nauqn. semin. POMI 298 (2003), 226–251.

4. B. P. Harlamov, Stohastiqeskiæ integral po polumarkovskomu processu diffuzionnogo tipa. — Zap. nauqn. semin. POMI 328 (2005), 251–276.

Harlamov B. P. Stochastic integral in case of infinite expectation of the first exit time.

STOHASTIQESKI` INTEGRAL 219 A method of analysis of a multi-dimensional semi-Markov process of diffusion type in case of infinite expectation of the first exit time from a small neighborhood of the initial point is worked out. A generalization of a formula of Dynkin for this case is proved. The formula of Ito for the stochastic integral by the multi-dimensional semi-Markov process of diffusion type is derived.

Postupilo 20 noØbrØ 2006 g.

Institut problem maxinovedeniØ RAN

E-mail: harlamov@random.ipme.ru