Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 341, 2007 g.

V. N. Sudakov, A. V. Sudakov

KAPLING-METRIKI V PROSTRANSTVE VYBOROQNYH MER

Pust~ X i Y – sluqaænye veliqiny s koneqnymi srednimi, i

L(X), L(Y ) – ih raspredeleniØ. RasstoØnie Kantoroviqa –(P, Q)

meßdu dvumØ veroØtnostnymi raspredeleniØmi P i Q na separabel~nom metriqeskom prostranstve K s metrikoæ r opredelØetsØ kak –(P, Q) : = inf^{{ ∫ ∫}_{X×Y} r(x, y)m(dxdy) : m ∘ π^{−1}_X = P, m ∘ π^{−1}_Y = Q^},

gde X i Y – dve kopii prostranstva K, a x i y – sootvetstvenno, ih fflementy ili ße fflementy prostranstva K. Kaßdoe veroØtnostnoe raspredelenie m na mnoßestve X × Y, dlØ kotorogo ego marginal~nye raspredeleniØ sovpada¸t s raspredeleniØmi P i Q, rassmatrivaetsØ kak plan perevozki mery P v meru Q, pri kotorom rabota po perevozke ediniqnoæ massy iz toqki x ∈ K v toqku y ∈ K ravna rasstoØni¸ r(x, y).

Kak zametil R. L. Dobruxin (sm., naprimer, [1]), rasstoØnie Kantoroviqa –(L(X), L(Y )) meßdu veroØtnostnymi merami L(X) i L(Y ) na qislovoæ prØmoæ R, predstavimoe v fftom sluqae v vide –(L(X), L(Y )) =^∫ |FX (x) − FY (x)|dx ili ße

–(L(X), L(Y )) =^{1∫}_0 |F^{−1}_X (t) − F^{−1}_Y (t)|dt

(zdes~, kak obyqno, F_Z oboznaqaet funkci¸ raspredeleniØ sluqaænoæ veliqiny Z i L(Z) oboznaqaet zakon raspredeleniØ vero- Øtnosteæ znaqeniæ sluqaænoæ veliqiny Z) obladaet sledu¸wim

Rabota vypolnena pri podderßke granta NX 4222.2006.1, RFFI-NNIO 05-01-00911 i Programmoæ fundamental~nyh issledovaniæ RAN “Sovremennye problemy teoretiqeskoæ matematiki”. 189

190 V. N. SUDAKOV, A. V. SUDAKOV

(kapling-)svoæstvom [1]: –(L(X), L(Y )) = inf{E|ξ − η| : L(ξ) = L(X), L(η) = L(Y )}, priqem ξ_i i η_i – sluqaænye veliqiny, opredelennye na odnom veroØtnostnom prostranstve. Koroqe govorØ, dlØ veroØtnostnyh raspredeleniæ P i Q na qislovoæ prØmoæ R

–(P, Q) = inf{‖ξ − η‖L1 : L(ξ) = P, L(η) = Q}.

Cel~ nastoØweæ raboty – issledovat~ pri opredelœnnyh ograniqeniØh podobnoe opredelenie blizosti dvuh veroØtnostnyh raspredeleniæ na prØmoæ, voznika¸wee pri zamene L^1- normy na drugie podhodØwie normy. V nastoØweæ rabote, voznikxeæ v svØzi s izuqeniem razbrosa zavisimyh gaussovskih vyborok [2], my sil~no sußaem klass rassmatrivaemyh veroØtnostnyh mer, ograniqivaØs~ dlØ naxih celeæ tol~ko vyboroqnymi raspredeleniØmi – veroØtnostnymi merami na qislovoæ prØmoæ, ØvlØ¸wimisØ obrazami ravnomernyh raspredelœnnyh na koneqnyh mnoßestvah fiksirovannoæ mownosti (t.e. vyborkami fiksirovannogo ob¨œma, qawe vsego bez povtorØ¸wihsØ znaqeniæ).

Poskol~ku nas budet interesovat~ vsegda vyborka v celom, bez uqœta porØdka to konkretnaØ numeraciØ vyboroqnyh znaqeniæ ne igraet dlØ nas roli, a vyboroqnym prostranstvom dlØ nas ØvlØetsØ ne koordinatnoe prostranstvo R^n, a faktorprostranstvo R^n/ζ_T fftogo prostranstva po sootnoxeni¸ ffkvivalentnosti ζ_T , otoßdestvlØ¸wem kaßdu¸ paru fflementov koordinatnogo prostranstva, koordinaty kotoryh poluqa¸tsØ drug iz druga s pomow~¸ nekotoroæ perestanovki τ . Podmnoßestvo prostranstva R^n, sostoØwee iz takih fflementov, vse koordinaty kaßdogo iz kotoryh poparno razliqny, oboznaqim R_n. �to – otkrytoe podmnoßestvo prostranstva R^n, sostoØwee iz n! diz¨¸nktnyh konusov. Kaßdyæ takoæ konus ograniqen n − 1 giperploskost~¸. Samo faktorprostranstvo po sootnoxeni¸ ffkvivalentnosti ζ_T , rassmatrivaemomu na podmnoßestve R_n, moßno pri ßelanii otoßdestvit~ s gruppoæ T = T_n vseh perestanovok τ . Oqevidno, mnoßestvo T soderßit n! perestanovok. Budem trivial~- nu¸ perestanovku oboznaqat~ τ_0 ∈ T . Pust~ K_0 ⊂ R^n oboznaqaet klass ffkvivalentnosti, koordinaty fflementov kotorogo monotonno vozrasta¸t. Takim obrazom, sootnoxenie ffkvivalentnosti

ζ_T pozvolØet s kaßdym klassom ffkvivalentnosti mnoßestva R_n

KAPLING–METRIKI V PROSTRANSTVE 191

(t.e. s nekotorym koniqeskim otkrytym podmnoßestvom K prostranstva R^n) kanoniqeski svØzat~ nekotoru¸ perestanovku n fflementov τ_K ∈ T , tu, primenenie kotoroæ ranßiruet koordinaty konusa K_0 tak ße, kak ranßirovany koordinaty fflementov rassmatrivaemogo konusa K. Tem samym opredelØetsØ simvol

τ_K : τ_K K_0 = K. Gruppa perestanovok T deæstvuet na mnoßestve

Rn/ζT . DlØ kaßdogo klassa ffkvivalentnosti K deæstvie peresta-

novki (τ_K )^{−1} na fftot klass K svoditsØ k rasstanovke koordinat kaßdogo fflementa x ∈ K v vozrasta¸wem porØdke (perehod ot vyborki k variacionnomu rØdu).

Krome opisannoæ struktury na koordinatnom prostranstve

R^n, vydelivxeæ diz¨¸nktnye otkrytye konusy K ravnoranßi-

rovannyh fflementov prostranstva R_n i dopolnitel~noe k ih ob¨- edineni¸ podmnoßestvo G, sostoØwee iz graniqnyh toqek takih konusov, na fftom koordinatnom prostranstve rassmatrivaetsØ struktura normirovannogo prostranstva, t.e. tam opredelena nekotoraØ norma x → ‖x‖. (Rol~ fftoæ normy dlØ metriki Kantoroviqa, kak govorilos~ vyxe, igraet L^1(P)-norma, gde P moßno interpretirovat~ kak ravnomernoe veroØtnostnoe raspredelenie na ediniqnyh ortah prostranstva, soprØßœnnogo s R^n.) V silu skazannogo, estestvenno predpolagat~, qto ffta norma ‖x‖ ne zavisit ot izmeneniØ porØdka koordinat: dlØ l¸boæ perestanovki τ ∈ T i l¸bogo fflementa x ∈ R^n vsegda ‖x‖ = ‖τ x‖. Odnako, ne predpolagaetsØ qasto trebuemaØ v blizkih situaciØh invariantnost~ fftoæ normy otnositel~no zameny koordinat toqki ih modulØmi.

DlØ dvuh vyboroqnyh raspredeleniæ nezavisimo ot naliqiØ ili otsutstviØ sovpada¸wih vyboroqnyh znaqeniæ legko v Øvnoæ forme vyrazit~ rasstoØnie meßdu fftimi raspredeleniØmi v metrike Kantoroviqa. Zdes~ prowe vsego opisat~ optimal~- nyæ plan perevozki i po nemu podsqitat~ trebuemoe rasstoØnie. Kriteriæ Kantoroviqa optimal~nosti plana perevozki sostoit v sledu¸wem (sm., naprimer, [3]). Plan perevozki m iz X v Y ØvlØetsØ optimal~nym (minimiziru¸wim rabotu po perevozke odnogo vyboroqnogo raspredeleniØ v drugoe) togda i tol~ko togda, kogda na metriqeskom prostranstve (K, r) suwestvuet takaØ funkciØ u : K → R (potencial~naØ funkciØ), qto

1) funkciØ u udovletvorØet uslovi¸ Lipxica (s konstantoæ 1) i

192 V. N. SUDAKOV, A. V. SUDAKOV

2) m-poqti navernoe u(x) − u(y) = r(x, y).

DlØ pary vyboroqnyh raspredeleniæ ob¨œma n pokaßem, qto optimal~nym planom perevozki vyboroqnogo raspredeleniØ P_X , otveqa¸wego vyborke x = {x_1 6 x_2 6 · · · 6 x_n}, v vyboroqnoe raspredelenie P_Y , otveqa¸wee vyborke y = {y_1 6 y_2 6 · · · 6 y_n}, ØvlØetsØ plan perevozki, predusmatriva¸wiæ perenos dlØ kaßdogo k, k = 1, . . .n massy n^{−1} iz toqki x_k v toqku y_k.(DlØ kratkosti my predpolagaem, qto obe vyborki uße preobrazovany v variacionnye rØdy.) Tem samym mera m dlØ sformulirovannoæ zadaqi ØvlØetsØ summoæ n toqeqnyh nagruzok (kaßdaØ massy n^{−1}), sosredotoqennyh v toqkah koordinatnoæ ploskosti s koordinatami (x_k, y_k), k = 1, . . ., n. Oqevidno, ffta mera opisyvaet nekotoryæ plan perevozki mery P_X v meru P_y. Potencial~- noæ funkcieæ, podtverßda¸weæ ffkstremal~nyæ (minimal~nyæ po zatratam raboty) harakter opisannogo plana slußit funkciØ u : R → R, opredelØemaØ sledu¸wim obrazom. Pust~ I_k – posledovated~nost~ vseh primyka¸wih drug k drugu otrezkov s koncami v toqkah ob¨edinœnnoæ vyborki (ih ne bolee 2n). Funkci¸ u(t) zadadim kak nepreryvnu¸ lineænu¸ na kaßdom otrezke

I_k funkci¸, proizvodnaØ kotoroæ u^′ v proizvol~noæ toqke t ∈ R

opredelØetsØ dlØ kaßdogo t sledu¸wim pravilom:

u^′(t) = 1, esli summarnaØ massa nagruzok na toqkah vyborki x,

leßawih sleva ot toqki t, bol~xe summarnoæ massy nagruzok na toqkah vyborki y, leßawih v toæ ße oblasti;

u^′(t) = −1, esli summarnaØ massa nagruzok na toqkah vybor-

ki x, leßawih sleva ot toqki t, men~xe summarnoæ massy nagruzok na toqkah vyborki y, leßawih v toæ ße oblasti;

u^′(t) = 0, esli summarnaØ massa nagruzok na toqkah vyborki x,

leßawih sleva ot toqki t, ravna summarnoæ masse nagruzok na toqkah vyborki y, leßawih v toæ ße oblasti.

VosstanavlivaemaØ po fftomu opisani¸ s toqnost~¸ do additivnoæ konstanty funkciØ u, oqevidno, lipxiceva s konstantoæ 1. Pust~ x_{(k)}, y_{(k)} – qleny variacionnyh rØdov. OstaœtsØ ubedit~sØ, qto veroØtnostnoe raspredelenie m, sosredotoqennoe v toqkah (x_{(k)}, y_{(k)} ∈ R^2 (ograniqimsØ dlØ prostoty izloßeniØ sluqaem vyborok bez povtorØ¸wihsØ znaqeniæ) s trebuemymi marginal~nymi raspredeleniØmi i takovo, qto otnositel~no nego vypolneno uslovie 2), a ffto poqti oqevidno. Itak, dlØ metriki Kantoroviqa podsqœt rasstoØniØ meßdu dvumØ vyboroqnymi

KAPLING–METRIKI V PROSTRANSTVE 193

merami osuwestvlØetsØ bez zatrudneniæ: ot vyborok perehodim k variacionnym rØdam i nahodim summu moduleæ raznosteæ: –(PX, PY ) = Σk|x(k) − y(k)|. Esli vmeste s kaßdoæ toqkoæ x prostranstva R^n (vyborkoæ) rassmatrivat~ i vse toqki vida τ x, to rasstoØnie Kantoroviqa meßdu vyboroqnoæ meroæ, sootvetstvu¸weæ vyborke x, i vyboroqnoæ meroæ, sootvetstvu¸weæ drugoæ vyborke y ∈ R^n, ravno minimal~nomu L^1-rasstoØni¸ meßdu toqkoæ vida τ_ix i toqkoæ vida τ_j y. L^1-norma fflementa x ∈ R^n, ponimaemogo kak funkciØ na mnoßestve ortov prostranstva, soprØßennogo s prostranstvom

R^n vyborok, rassmatrivaetsØ otnositel~no ravnomernogo (s na-

gruzkami po n^{−1}) veroØtnostnogo raspredeleniØ na fftom mnoßestve. Tem samym minimal~naØ rabota po transportirovke vyboroqnyh raspredeleniæ odno v drugoe okazyvaetsØ ravnoæ L^1- norme vektora s_1 − s_2 , gde s_1 i s_2 – opredelØemye po vyborkam toqki konusa K_0 variacionnyh rØdov. �to – klassiqeskie rezul~taty. V dal~neæxem dlØ prostoty my budem obyqno predpolagat~, qto vse vyboroqnye znaqeniØ kaßdoæ iz dvuh rassmatrivaemyh vyborok poparno razliqny, t.e. v prostranstve R^n vyboroqnye toqki prinadleßat kakim-to iz otkrytyh konusov

τ K_0. Metrika Kantoroviqa v prostranstve vyboroqnyh mer pro-

izvol~nogo vida vvoditsØ vpolne analogiqno.

Nas, odnako, interesu¸t drugie metriki na mnoßestve vyboroqnyh raspredeleniæ, poroßdaemye razliqnymi drugimi normami na prostranstve vyborok R^n.

Rassmotrim teper~ drugu¸ strukturu na naxem prostranstve vyborok R^n, vnexne pohoßu¸ na tol~ko qto opisannu¸ strukturu, poroßdavxu¸ konusy K i ih granicy G. Opredelim dlØ kaßdogo fflementa x_k koneqnogo podmnoßestva N = {x_1, . . . , x_m} poka proizvol~nogo metriqeskogo prostranstva E s metrikoæ d podmnoßestvo C_{xk,N,d} ⊂ E, nazyvaemoe Øqeækoæ blizosti fftogo fflementa x_k otnositel~no mnoßestva N v metrike d i sostoØwee izo vseh takih toqek y, dlØ kotoryh fflement x ØvlØetsØ blißaæxim k y iz vseh fflementov mnoßestva N .

Opredelim teper~ dlØ naxego sluqaØ mnoßestvo N ⊂ R^n sledu¸wim obrazom. DlØ kaßdogo fflementa x ∈ K_0 rassmotrim ego obraz T x pri vozdeæstvii gruppy perestanovok koordinat

T : x → {τ x : τ ∈ T }. �to mnoßestvo sostoit iz n! fflementov i

194 V. N. SUDAKOV, A. V. SUDAKOV

igraet teper~ rol~ mnoßestva N . Kaßdomu fflementu z ∈ T x sopostavim ego Øqeæku blizosti C_{z,T x,‖·‖} ⊂ R^n otnositel~no mnoßestva T x, sostoØwee iz vseh takih fflementov y ∈ R^n, dlØ kotoryh z – blißaæxaØ k y toqka izo vseh toqek vida τ x: C_{z,T x} = { y ∈ R^n : ∀τ, τ ∈ T, τ ≠ τ0 ‖y − z‖ 6 ‖y − τ z‖^}. OboznaqaØ P_z vyboroqnoe raspredelenie dlØ vyborki z ∈ R^n, dlØ metriki Kantoroviqa – v silu teoremy Dobruxina [1] i privedœnnogo vyxe Øvnogo vyraßeniØ dlØ (psevdo)metriki Kantoroviqa na mnoßestve R^n vyborok poluqaem: –(Px, Py) = ‖τ^{−1}_x x − τ^{−1}_y y‖L1 . (Napomnim, qto L^1 = L^1(P_n), gde P_n – veroØtnostnoe ravnomernoe raspredelenie na n toqkah.) Voznikaet vopros: naskol~ko suwestvenno ffta poslednØØ formula dlØ metriki v prostranstve vyboroqnyh mer svØzana s konkretnym vidom normy v prostranstve vyborok R^n, opredelØ¸weæ taku¸ metriku? DlØ kakih norm udobnoe dlØ izmereniØ rasstoØniØ meßdu vyborkami

x ∈ Rn i y ∈ Rn rasstoØnie Hausdorfa meßdu dvumØ podmnoße-

stvami T x i T y izmerØetsØ rasstoØniem meßdu fflementami fftih podmnoßestv, popada¸wimi v odin i tot ße konus odinakovo ranßirovannyh fflementov, naprimer, v K_0? Legko privesti primery norm v prostranstve vyborok (naprimer, evklidovyh, no ne invariantnyh otnositel~no operatorov perestanovok koordinat τ ), dlØ kotoryh ffto ne tak. My, odnako, pokaßem, qto ffto vsegda tak dlØ norm, invariantnyh otnositel~no perestanovok koordinat. Tem samym krome bolee ili menee napraxiva¸wegosØ obobweniØ metriki Kantoroviqa, voznika¸wego v rezul~tate zameny

L^1-normy na (koordinatnom) prostranstve vyborok fiksirovan-

nogo ob¨œma na drugu¸ (T -invariantnu¸) normu, my poluqim prostu¸ Øvnu¸ formulu dlØ vyqisleniØ po dvum vyborkam ravnogo ob¨œma nekotorogo novogo opredelœnnogo (ne obØzatel~no po metrike Kantoroviqa) rasstoØniØ.

Bolee toqno, nas interesuet vopros: sovpada¸t li razbienie

ζ_T na podmnoßestva ravnoranßirovannyh fflementov koordinat-

nogo prostranstva, opredelœnnoe vyxe, i razbienie ζ_{C,T x,‖·‖} na Øqeæki blizosti dlØ fflementov τ x, x ∈ R_n. Esli ffti razbieniØ prostranstva R_n sovpada¸t, to blißaæxim fflementom mnoßestva T x k fflementu y_0 ∈ K_0 slußit fflement x_0 ∈ K_0, i rasstoØnie

KAPLING–METRIKI V PROSTRANSTVE 195

Hausdorfa meßdu dvumØ podmnoßestvami vida T x v koneqnomernom banahovom prostranstve (R^n, ‖ · ‖) ravnØetsØ rasstoØni¸ meßdu dvumØ toqkami fftih koneqnyh mnoßestv, popavximi v konus

K_0 (ili v l¸boæ drugoæ konus ravnoranßirovannyh fflementov

prostranstva R_n).

Naxa blißaæxaØ cel~ – pokazat~, qto takie dva razbieniØ prostranstva (R_n, ‖ · ‖) sovpada¸t dlØ proizvol~noæ invariantnoæ otnositel~no perestanovki l¸boæ pary koordinat normy ‖·‖ i l¸bogo fflementa x ∈ R_n. Inaqe govorØ, trebuetsØ pokazat~, qto dlØ l¸bogo fflementa y ∈ R_n, y ∈ K_0 tot (edinstvennyæ) fflement y_0 vida τ y, kotoryæ nahoditsØ v konuse K_0 (i skol~ ugodno udalœn ot x_0), udovletvorØet neravenstvu ‖y_0 − x_0‖ 6 ‖y − x_0‖, t.e. soderßitsØ v Øqeæke blizosti dlØ fflementa x_0.

Kaßdyæ konus K vida τ K_0 predstavlØet soboæ vypuklyæ (beskoneqnyæ) mnogogrannik v prostranstve R^n, ograniqennyæ n − 1 giperploskost~¸, kaßdaØ iz kotoryh zadaœtsØ dlØ konusa K_0 odnim iz uravneniæ x_i = x_{i+1}, i = 1, . . . , n − 1, a sam konus K_0 obrazovan pereseqeniem n − 1 poluprostranstva vida x_k < x_{k+1}.

Predloßenie. Pust~ na koordinatnom prostranstve R^n ras-

smatrivaetsØ norma ‖ · ‖, invariantnaØ otnositel~no perestanovok koordinat. Togda dlØ proizvol~nyh toqek x_0, y_0 iz konusa K_0 i proizvol~nogo τ ∈ T vypolnØetsØ neravenstvo

‖y_0 − x_0‖ 6 ‖τ y_0 − x_0‖.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim sperva tot sluqaæ, kogla τ – ope-

rator perestanovki dvuh sosednih koordinat, naprimer, y_k i

y_{k+1}. Ne umalØØ obwnosti, predpolagaem, qto toqki x_0 i y_0 na-

hodØtsØ v obwem poloßenii (v protivnom sluqae potrebuetsØ prostoæ predel~nyæ perehod). Konus τ K_0 sostoit iz toqek, ØvlØ- ¸wihsØ zerkal~nym otraßeniem toqek konusa K_0 otnositel~no giperploskosti H_{k,k+1}. (“Zerkal~noe otraßenie” zdes~ ponimaetsØ kak netoßdestvennaØ izometriØ, ostavlØ¸waØ nepodvißnymi toqki giperploskosti H_{k,k+1}. PonØtie “ortogonal~nost~” v

196 V. N. SUDAKOV, A. V. SUDAKOV

naxih predpoloßeniØh lixeno smysla.) Pust~

z(λ) = λx_0 + (1 − λ)τ y_0, z(λ_0) ∈ H_{k,k+1}

V silu invariantnosti normy otnositel~no perestanovok sosednih koordinat

‖y_0 − z(λ_0)‖ = ‖τ y_0 − z(λ_0)‖.

Tem samym, po neravenstvu treugol~nika (ne vsegda strogomu) poluqaem

‖y_0 − x_0‖ 6 ‖τ y_0 − x_0‖.

DlØ proizvol~nogo τ ∈ T , τ ≠ τ_0, posledovatel~no rassmatrivaem giperploskosti H_{kl}, peresekaemye otrezkom τ y_0, x_0, i povtorØem ffto rassußdenie.

Zametim, qto peresekaemye giperploskosti sootvetstvu¸t posledovatel~nosti operatorov perestanovki pary koordinat, posledovatel~noe primenenie kotoryh v obratnoæ posledovatel~- nosti sootvetstvuet primeneni¸ upomØnutogo operatora perestanovki τ .

Literatura

1. A. N. XirØev, Zadaqi po teorii veroØtnosteæ. Izdatel~stvo MCNMO, M. (2006).

2. V. N. Sudakov, A. V. Sudakov. Zavisimye gaussovskie vyborki: ocenki razbrosa, svobodnye ot ob¨œma vyborki. — Zap. nauqn. semin. POMI 320, (2004), 166–173.

3. L. V. Kantoroviq, G. P. Akilov, Funkcional~nyæ analiz. Nauka, M.

(1977).

Sudakov V. N., Sudakov A. N. Coupling-metrics for sample measures.

A class of metrics on the space of sample distributions is investigated. The distance between sample measures is considered as a Banach norm of the difference of ordered samples.

Postupilo 23 aprelØ 2007 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN E-mail: sudakov@pdmi.ras.ru