Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 341, 2007 g.

N. V. Smorodina

PREOBRAZOVANI˚ MER, POROȷDENNYH SKAQKOOBRAZNYMI PROCESSAMI LEVI

1. Vvedenie

Pust~ ξ(t), t ∈ [0, 1] – skaqkoobraznyæ process Levi, t.e. stohastiqeski nepreryvnyæ, separabel~nyæ process s nezavisimymi odnorodnymi priraweniØmi, gaussovskaØ komponenta kotorogo ravna nul¸. Izvestno ([6, 11]), qto traektorii processov Levi s veroØtnost~¸ edinica prinadleßat prostranstvu Skorohoda D [0, 1] funkciæ, nepreryvnyh sprava i ime¸wih predel sleva v kaßdoæ toqke.

DlØ opisaniØ dannogo klassa processov my budem ispol~zovat~ predstavlenie Levi–Hinqina ([6, 3]). Imenno, ξ(t) = at + t∫ 0 ∫ 0<|x|61 x~ν(ds, dx) + t∫ 0 ∫ |x|>1 xν(ds, dx). (1) V fftom predstavlenii a – nesluqaænaØ konstanta, ν(ds, dx) – puassonovskaØ sluqaænaØ mera na [0, 1]×Rs intensivnost~¸ vida

dtΛ(dx), gde mera Λ nosit nazvanie mery Levi ili spektral~noæ

mery processa ξ, a ~ν(dt, dx) = ν(dt, dx) − Eν(dt, dx) – sootvetstvu- ¸waØ centrirovannaØ mera. Izvestno, qto mera Levi Λ udovletvorØet sledu¸wim usloviØm:

1) Λ({0}) = 0, 2) dlØ l¸bogo ε > 0 Λ(R\ [−ε, ε]) < ∞, 3) ∫ |x|61^x 2dΛ < ∞. My dopolnitel~no predpoloßim, qto mera Λ ne soderßit diskretnoæ komponenty i Λ(R) = ∞ (poslednee uslovie oznaqaet, qto rassmatrivaemyæ process ne ØvlØetsØ obobwennym puassonovskim).

Rabota vypolnena pri podderßke granta DFG 436 RUS 113/823. 174

PREOBRAZOVANI˚ MER 175

V kaqestve veroØtnostnogo prostranstva dlØ puassonovskoæ sluqaænoæ mery my vyberem prostranstvo konfiguraciæ (sm. [2]). Vid mnoßestva, na kotorom my budem rassmatrivat~ konfiguracii, opredelØetsØ svoæstvami mery Λ. DlØ odnostoronnih processov my rassmatrivaem konfiguracii na mnoßestve na mnoßestve [0, 1] × (0, ∞), a dlØ proizvol~nyh processov – na mnoßestve [0, 1] × R Na fftom prostranstve konfiguraciæ my rassmatrivaem puassonovsku¸ meru s intensivnost~¸ Π(dt, dx) = dtΛ(dx). Raspredelenie processa ξ v prostranstve D [0, 1] moßno rassmatrivat~ kak obraz puassonovskoæ mery na prostranstve konfiguraciæ pod deæstviem otobraßeniØ, zadavaemogo (1). Pofftomu, vmesto togo, qtoby stroit~ otobraßeniØ prostranstva D [0, 1] v sebØ, my snaqala rexim bolee obwie zadaqi.

1. PostroeniØ polugruppy nesingulØrnyh preobrazovaniæ puassonovskoæ mery, zadannoæ na prostranstve konfiguraciæ

X (G), gde mnoßestvo G imeet vid prØmogo proizvedeniØ G = S × (0, ∞), S – polnoe separabel~noe metriqeskoe prostranstvo.

Pro intensivnost~ Π puassonovskoæ mery v fftom sluqae my predpolagaem, qto ona imeet vid Π(dθ, dx) = π(dθ)γ_θ (dx), (2) gde π – koneqnaØ mera na S, γ_θ – σ-koneqnaØ mera na (0, ∞), priqem dlØ π- poqti vseh θ ∈ S mera γ_θ udovletvorØet tem ße svoæstvam, qto i mera Levi Λ (krome svoæstva 3).

2. PostroeniØ gruppy, sohranØ¸wih puasssonovsku¸ meru, preobrazovaniæ prostranstva konfiguraciæ X (G), gde mnoßestvo G imeet vid prØmogo proizvedeniØ G = S × R, S – polnoe separabel~noe metriqeskoe prostranstvo (pri teh ße predpoloßeniØh ob intensivnosti Π puassonovskoæ mery).

Vs¸du dalee my budem rassmatrivat~ preobrazovaniØ F prostranstva konfiguraciæ, poroßdennye preobrazovaniØmi φ :

G → G, tak qto konfiguraciØ X, sostoØwaØ iz toqek vida x, x = (θ, x), x ∈ X pod deæstviem fftogo preobrazovaniØ perehodit

v konfiguraci¸ Y = F (X), sostoØwu¸ iz toqek vida φ(x), x ∈ X, t.e. F (X) = {φ(x)}_{x∈X} . (3) Netrudno pokazat~, qto pod deæstviem preobrazovaniØ (3)

176 N. V. SMORODINA

puassonovskaØ mera s intensivnost~¸ Π perehodit v puassonovsku¸ ße meru s intensivnost~¸ Πφ^{−1}.

Pervyæ rezul~tat ob absol¸tnoæ nepreryvnosti puassonovskih mer v prostranstve konfiguraciæ (v R^n) prinadleßit A. V. Skorohodu [4] (sm. takße [9, 1, 2 5]).

V rabote [10] Verxika i Cileviq rassmatrivalis~ preobrazovaniØ gamma mery, predstavlØ¸weæ iz sebØ puassonovsku¸ meru na mnoßestve S × (0, ∞) s intensivnost~¸ Π vida Π(dθ, dx) = π(dθ) e^{−x} x dx, gde θ ∈ S, x ∈ (0, ∞), priqem π(S) < ∞.

V fftoæ rabote bylo pokazano, qto gamma mera kvaziinvariantna otnositel~no gruppy preobrazovaniæ F_a, a ∈ M, gde M est~ mnoßestvo izmerimyh funkciæ a : S → (0, ∞) takih, qto ∫ S | log a(θ)|π(dθ) < ∞, a F_a est~ preobrazovanie vida (3) s φ(θ, x) = (θ, a(θ)x). Zametim, qto mnoßestvo M ØvlØetsØ kommutativnoæ gruppoæ otnositel~- no potoqeqnogo umnoßeniØ funkciæ, i dlØ l¸byh a_1, a_2 ∈ M my imeem F_{a1a2} = F_{a1} ∘ F_{a2} .

Dalee, v rabote [7] rassmatrivalis~ transformacii puassonovskoæ mery P_α, α > 0 na S × (0, ∞) s intensivnost~¸ vida

π(dθ)^{dx}_{x1+α} . V fftoæ rabote bylo pokazano, qto mera P_α kvaziin-

variantna otnositel~no polugruppy preobrazovaniæ Φ_f , f > 0,

f ∈ L_1(S, π), gde Φ_f est~ preobrazovanie vida (3) s φ(θ, x) = ( θ, x (1 + αf(θ)x^α)1^{/α} ) . (4)

V fftoæ ße rabote bylo pokazano, qto dlØ vsØkogo α > 0 puassonovskaØ mera ~P_α na prostranstve S × R (zdes~ R = R∪ {∞}) s intensivnost~¸ vida π(dθ)^{dx}_{|x|1+α} invariantna otnositel~no gruppy preobrazovaniæ ~Φ_f , gde f probegaet mnoßestvo vseh izmerimyh funkciæ na S a ~Φ_f est~ preobrazovanie vida (3) s funkcieæ φ, zadavaemoæ formuloæ (4), pri fftom v (4) funkcii x^α, x^{1/α} predpolaga¸tsØ prodolßennymi na otricatel~nu¸ poluos~ neqetnym obrazom.

PREOBRAZOVANI˚ MER 177

V nastoØweæ rabote analogiqnye rezul~taty poluqeny dlØ proizvol~noæ puassonovskoæ mery s intensivnost~¸ vida (2).

Stat~Ø organizovana sledu¸wim obrazom. V §2 soderßatsØ vse neobhodimye opredeleniØ i oboznaqeniØ, otnosØwiesØ k prostranstvu konfiguraciæ. V §3 stroitsØ polugruppa nesingulØrnyh preobrazovaniæ puassonovskoæ mery na S ×(0, ∞) (sluqaæ 1) s intensivnost~¸ vida π(dθ)γ_θ (dx). V §4 dlØ puassonovskoæ mery na S × R (sluqaæ 2) stroitsØ gruppa sohranØ¸wih fftu meru preobrazovaniæ. Nakonec, v §5 postroeny gruppy i polugruppy preobrazovaniæ traektoriæ processov Levi.

2. Prostranstvo konfiguraciæ

Pust~ G – metriqeskoe prostranstvo, B – ego borelevskaØ σalgebra, B_0 — kol~co ograniqennyh borelevskih podmnoßestv G. Dalee, pust~ Π – σ-koneqnaØ mera na (G, B), priqem Π(V ) < ∞ dlØ l¸bogo V ⊂ B_0.

Qerez X = X (G) my oboznaqim prostranstva konfiguraciæ na G. Po opredeleni¸ X (G) = {X ⊂ G : |X ∩ V | < ∞ dlØ l¸bogo V ⊂ B_0}, gde qerez |A| oboznaqeno qislo toqek v mnoßestve A. Na prostranstve X my budem rassmatrivat~ topologi¸ O(X ), – slabeæxu¸ topologi¸, taku¸, qto vse funkcionaly X → R X → ∑ x∈X f(x) nepreryvny dlØ l¸byh nepreryvnyh funkciæ f : G → R s ograniqennym nositelem. Borelevsku¸ σ-algebru, poroßdennu¸ O(X ) my budem oboznaqat~ qerez B(X ) �to naimen~xaØ σalgebra dlØ kotoroæ otobraßeniØ X → |X ∩ V | izmerimy dlØ l¸bogo V ⊂ B_0.

Dalee, my govorim, qto veroØtnostnaØ mera P na (X , B(X )) est~ puassonovskaØ mera s intensivnost~¸ Π, esli dlØ kaßdogo V ∈ B_0 P (X : |X ∩ V | = k) = e^{−Π(V )} Π(V )^k k! , k = 0, 1, 2, . . .,

178 N. V. SMORODINA

i dlØ nepereseka¸wihsØ mnoßestv V_j , j = 1, 2, . . ., n sluqaænye veliqiny ν_j, gde ν_j(X) = |X ∩ V_j | nezavisimy. Podrobnee sm. [2, 8] Nas budut interesovat~ tol~ko puassonovskie mery, udovletvorØ¸wie uslovi¸ Π(G) = ∞. Lix~ v fftom sluqae s veroØtnost~¸ 1 konfiguraciØ soderßit beskoneqnoe qislo toqek.

3. NesingulØrnye preobrazovaniØ puassonovskoæ mery

Vs¸du v fftom paragrafe my predpolagaem, qto prostranstvo G imeet vid prØmogo proizvedeniØ G = S × (0, ∞), gde S – polnoe separabel~noe metriqeskoe prostranstvo, a mera Π imeet vid Π(dθ, dx) = π(dθ)γ_θ (dx), θ ∈ S, x ∈ (0, ∞), gde π – koneqnaØ mera na S. My predpolagaem takße, qto dlØ π-poqti vseh θ ∈ S.

1) γ_θ(0, ∞) = ∞, 2) dlØ l¸bogo x > 0 γ_θ (x, ∞) < ∞, priqem funkciØ U_θ(x), gde

U_θ(x) = γ_θ(x, ∞) (5)

nepreryvna i strogo ubyvaet.

Oboznaqim qerez L^+(S) mnoßestvo vseh izmerimyh neotricatel~nyh funkciæ na S, a qerez L^+_1 (S, π), L^+_1 (S, π) ⊂ L^+(S) oboznaqim ego podmnoßestvo, sostoØwee iz vseh integriruemyh po mere π funkciæ. Otmetim, qto L^+(S) i L^+_1 (S, π) obrazu¸t polugruppy po sloßeni¸.

Dalee, dlØ fiksirovannyh θ ∈ S, t > 0 opredelim preobrazovanie T^θ_t : [0, ∞) → [0, ∞), polagaØ

T^θ_t (x) = U^{−1}_θ (U_θ(x) + t). (6)

Zametim, qto T^θ_0 – toßdestvennoe otobraßenie. Pokaßem, qto dlØ l¸byh s, t ∈ [0, ∞)

T^θ_{t+s} = T^θ_t ∘ T^θ_s . (7)

Deæstvitel~no,

T^θ_t ∘ T^θ_s (x) = T^θ_t (U^{−1}_θ (U_θ (x) + s)) = U^{−1}_θ (U_θ(U^{−1}_θ (U_θ(x) + s)) + t) =

= U^−1_θ (U_θ(x) + s + t) = T^θ_t+_s.

PREOBRAZOVANI˚ MER 179

DlØ f ∈ L^+(S) opredelim preobrazovanie τ_f : G → G prostranstva G v sebØ, polagaØ

τ_f (θ, x) = (θ, T^θ_{f(θ)}(x)). (8)

Zametim, qto esli f ≡ 0, to τ_f toßdestvennoe preobrazovanie, a iz (7) nemedlenno vytekaet, qto dlØ l¸byh f, g ∈ L^+(S)

τ_{f+g} = τ_f ∘ τ_g . (9)

Teper~, ispol~zuØ polugruppu preobrazovaniæ τ_f , f ∈ L^+(S), postroim poroßdennu¸ e¸ polugruppu preobrazovaniæ Φ_f , f ∈

L^+(S) prostranstva konfiguraciæ X (S × (0, ∞)) v sebØ. V so-

otvetstvii s (3), vsØkaØ konfiguraciØ X, sostoØwaØ iz toqek vida (θ, x), θ ∈ S, x ∈ (0, ∞) pod deæstviem preobrazovaniØ Φ_f perehodit v konfiguraci¸ Y , sostoØwu¸ iz toqek vida

τ_f (θ, x) = (θ, T^θ_{f(θ)}(x)), t.e.

Φ_f (X) = Y = {(θ, T^θ_f(_θ)(x))}. (10)

Iz (7) i (8) sleduet, qto dlØ vseh f, g ∈ L^+(S)

Φ_f+_g = Φ_f ∘ Φ_g . (11)

Zametim, qto v sluqae, kogda mera γ_θ (dx) dlØ vseh θ ∈ S est~ mera vida^{dx}_{x1+α} my imeem τ_f (θ, x) = ( θ, x (1 + αf(θ)x^α)1^{/α} ) , qto sootvetstvuet preobrazovaniØm, postroennym v [7].

Sformuliruem osnovnoæ rezul~tat fftogo paragrafa.

Teorema 1. 1. DlØ l¸bogo f ∈ L^+_1 (S, π) mera P Φ^{−1}_f absol¸tno ne-

preryvna otnositel~no P , priqem P Φ^{−1}_f = e^{RS fdπ} · P | A_f , gde A_f – podmnoßestvo prostranstva konfiguraciæ poloßitel~- noæ mery (zavisØwee ot f), t.e. preobrazovanie Φ_f perevodit meru P v ee sußenie P | A_f na nekotoroe podmnoßestvo (e R S fdπ = 1 P (A_f )

– estestvennyæ normiru¸wiæ kofffficient).

180 N. V. SMORODINA

2. DlØ l¸boæ funkcii f ∈ L^+(S) takoæ, qto ∫ S fdπ = ∞ mery P Φ^{−1}_f i P vzaimno singulØrny.

Dokazatel~stvo. Preßde vsego posmotrim, kak vyglØdit pri

fiksirovannyh θ ∈ S, t > 0 obraz mery γ_θ pod deæstviem otobraßeniØ T^θ_t : (0, ∞) → (0, ∞).

Legko proverit~, qto T^θ_t (x) – strogo vozrasta¸waØ funkciØ peremennoæ x, priqem T^θ_t (+∞) = U^{−1}_θ (t) i, sledovatel~no, obraz mery γ_θ pod deæstviem otobraßeniØ T^θ_t budet imet~ svoim nositelem interval (0, U^{−1}_θ (t)). Pokaßem, qto na fftom intervale mera

γ_θ(T^θ_t )^{−1} sovpadaet s meroæ γ, t.e.

γ_θ (T^θ_t )^{−1} = γ_θ | (0,U�^1_θ (t)). (12)

Deæstvitel~no, pust~ [α, β] ⊂ (0, U^{−1}_θ (t)), togda

γ_θ(T^θ_t )^{−1}([α, β]) = γ_θ([(T^θ_t )^{−1}(α), (T^θ_t )^{−1}(β)]) =

U_θ(U^{−1}_θ (U_θ (α) − t)) − U_θ (U^{−1}_θ (U_θ(β) − t)) = U_θ(α) − U_θ(β) = γ_θ([α, β]). Formula (12), takim obrazom, dokazana.

Dalee, iz (12) nemedlenno vytekaet, qto obraz mery Π(dθ, dx)

= π(dθ)γ_θ (dx) pod deæstviem otobraßeniØ τ_f , est~ mera, abso-

l¸tno nepreryvnaØ otnositel~no Π, vida

Πτ^−1_f (dθ, dx) = 1(0_{,U}�1_θ (_f(_θ))(x)π(dθ)γ_θ (dx), (13)

(zdes~ qerez 1_{(0,U}�1_{θ (f(θ))} oboznaqena indikatornaØ funkciØ intervala (0, U^{−1}_θ (f(θ))).

Rassmotrim teper~ podmnoßestvo G_f mnoßestva G = S×(0, ∞), na kotorom plotnost~^{dΠτ}

�1_f dΠ ravna edinice, t.e.

G_f = {(θ, x) ∈ G : 0 < x < U^{−1}_θ (f(θ))}. (14)

Iz (13) vytekaet, qto mera P Φ^{−1}_f sosredotoqena na mnoßestve

A_f vida A_f = {X ∈ X (G) : X ∩ (G \ G_f ) = ∅}, t.e. na mnoßestve konfiguraciæ, ne ime¸wih toqek v mnoßestve

G \ G_f . S drugoæ storony, A_f sovpadaet s prostranstvom X (G_f )

PREOBRAZOVANI˚ MER 181

konfiguraciæ na mnoßestve G_f , priqem v silu (13) na mnoßestve

G_f intensivnost~ puassonovskoæ mery P Φ^{−1}_f est~ π(dθ)γ_θ (dx).

Iz vsego vyxeskazannogo nemedlenno sleduet, qto mera P Φ^{−1}_f absol¸tno nepreryvna otnositel~no P , esli P (A_f ) > 0 i ortogonal~na P esli P (A_f ) = 0. DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva ostalos~ tol~ko sosqitat~ P (A_f ).

Imeem

P (A_f ) = P (X :| X ∩ (G \ G_f ) |= 0) = exp(−Π(G \ G_f )) =

exp ( − ∫ S π(dθ) ∞∫ U�1_{θ (f(θ))} γ_θ(dx) ) = exp ( − ∫ S fdπ ) . Poslednee vyraßenie poloßitel~no togda i tol~ko togda, ko- gda ∫ S fdπ < ∞. Teorema 1 polnost~¸ dokazana. �

4. SohranØ¸wie meru preobrazovaniØ

Predpoloßim zdes~, qto prostranstvo G imeet vid S × R, gde R = R∪ {∞} – rasxirennaØ qislovaØ prØmaØ (toqka ∞ po opredeleni¸ znaka ne imeet), a intensivnost~ Π puassonovskoæ mery P imeet vid Π(dθ, dx) = π(dθ)γ_θ (dx), gde π – koneqnaØ mera na S, a γ_θ – σ – koneqnaØ mera na R (zavisØwaØ ot θ). DlØ fiksirovannogo θ ∈ S qerez U_θ, U_θ : R → R oboznaqim funkci¸ zadavaemu¸ formuloæ

U_θ (x) = { γ_θ(x, ∞), esli x > 0; −γ_θ(−∞, x), esli x < 0. (15)

Takße po opredeleni¸ poloßim U_θ(∞) = 0, U_θ(0) = ∞. Zametim, qto pri x > 0 formula (15) sovpadaet s formuloæ (5).

My predpoloßim, qto dlØ π-poqti vseh θ ∈ S. 1) γ_θ({0}) = γ_θ({∞}) = 0, 2) γ_θ((0, ∞)) = γ_θ ((−∞, 0)) = +∞, 3) dlØ l¸bogo ε > 0 γ_θ(R\ [−ε, ε]) < ∞, 4) funkciØ U_θ nepreryvna na R \ {0} i strogo ubyvaet na intervalah(−∞, 0) i (0, ∞).

182 N. V. SMORODINA

Postroim snaqala pri fiksirovannom θ ∈ S gruppu preobrazovaniæ, sohranØ¸wih meru γ_θ .

DlØ kaßdogo t ∈ (−∞, ∞) opredelim preobrazovanie T^θ_t : R → R, polagaØ T^θ_t (x) = U^{−1}_θ ( U_θ(x) + t ) , (16)

DlØ fftogo preobrazovaniØ my sohranim toße oboznaqenie, qto i dlØ preobrazovaniØ, opredelØemogo (6), no v otliqie ot (6) ffto preobrazovanie deæstvuet iz R v R, a parametr t moßet byt~ kak poloßitel~nym, tak i otricatel~nym. Zametim, qto

T^θ_t (∞) = U^{−1}_θ (t) i T^θ_t (0) = 0. Legko proverit~, qto semeæstvo T^θ_t , t ∈ (−∞, ∞) obrazuet odnoparametriqesku¸ gruppu preobrazo-

vaniæ, t.e.

T^θ_{t+s} = T^θ_t ∘ T^θ_s . (17)

Posmotrim, kak vyglØdit traektoriØ t → T^θ_t (x) pri fiksirovannom x DlØ opredelennosti, pust~ t vozrastaet ot 0 do ∞. ˚sno, qto T^θ_t (0) ≡ 0 Pust~ x > 0, togda pri vozrastanii t toqka

T^θ_t (x) budet monotonno stremit~sØ k nul¸ sprava. V sluqae, ko-

gda x < 0 traektoriØ za koneqnoe vremØ, ravnoe −U_θ (x) dostignet beskoneqnosti, a kogda t stanet bol~xe, qem −U_θ (x) traektoriØ popadet uße na poloßitel~nu¸ poluos~ i naqnet monotonno dvigat~sØ k nul¸.

Dalee, pokaßem, qto gruppa preobrazovaniæ T^θ_t , t ∈ (−∞, ∞) sohranØet meru γ_θ, t.e. dlØ l¸bogo t ∈ (∞, +∞)

γ_θ(T^θ_t )^{−1} = γ_θ . (18)

Deæstvitel~no, T^θ_t predstavlØet iz sebØ superpozici¸ treh preobrazovaniæ: U_θ, sdviga na t i U^{−1}_θ Pervoe preobrazovanie perevodit meru γ_θ v meru Lebega, preobrazovanie sdviga meru Lebega ne menØet, a preobrazovanie U^{−1}_θ perevodit meru Lebega obratno v meru γ_θ.

Kak i ranee, qerez L(S) budem oboznaqat~ mnoßestvo vseh izmerimyh funkciæ na S Pust~ f ∈ L(S). Opredelim preobrazova- nie τ_f : S × R→ S × R, polagaØ

τ_f (θ, x) = (θ, T^θ_{f(θ)}). (19)

PREOBRAZOVANI˚ MER 183

Iz (17) nemedlenno vytekaet, qto dlØ l¸byh f, g ∈ L(S)

τ_{f+g} = τ_f ∘ τ_g , (20)

a iz (18) vytekaet, qto dlØ l¸bogo f ∈ L(S)

Πτ^−1_f = Π. (21)

Dalee, po analogii s (10), opredelim semeæstvo ~Φ_f , f ∈ L(S) preobrazovaniæ prostranstva konfiguraciæ X (S ×R) v sebØ, polagaØ ~Φ_f (X) = Y = {(θ, T^θ_{f(θ)}(x))}. Sformuliruem osnovnoæ rezul~tat fftogo paragrafa.

Teorema 2. 1. DlØ l¸byh f, g ∈ L(S)

~Φ_{f+g} = ~Φ_f ∘ ~Φ_g .

2. DlØ l¸bogo f ∈ L(S) P ~Φ^{−1}_f = P, t.e ~Φ_f , f ∈ L(S) ØvlØetsØ gruppoæ preobrazovaniæ, sohranØ¸wih meru P .

Dokazatel~stvo. Utverßdenie p. 1 teoremy sleduet iz (20).

DlØ dokazatel~stva utverßdeniØ p. 2 zametim, qto mera P ~Φ^{−1}_f est~ puassonovskaØ mera s intensivnost~¸ Πτ^{−1}_f , a v silu (21)

Πτ^−1_f = Π. �

5. Preobrazovanie traektoriæ processov Levi

Rassmotrim snaqala sluqaæ odnostoronnego processa Levi. DlØ opredelennosti predpoloßim, qto process imeet skaqki tol~ko poloßitel~nogo znaka. Mera Levi Λ takogo processa sosredotoqena na poloßitel~noæ poluosi. My predpoloßim, qto mera Levi Λ udovletvorØet dvum usloviØm:

1) Λ(0, ∞) = ∞, 2) funkciØ

U (x) = Λ(x, ∞) (22)

na intervale (0, ∞) nepreryvna i strogo ubyvaet.

184 N. V. SMORODINA

Rassmotrim prostranstvo konfiguraciæ X (G) na mnoßestve G vida G = [0, 1] × (0, ∞). Na fftom prostranstve my rassmotrim puassonovsku¸ meru P s intensivnost~¸ Π = λ × Λ, gde λ – mera Lebega.

V sootvetstvii s (1) na veroØtnostnom prostranstve (X (G), P ) process ξ, s meroæ Levi Λ moßet byt~ zadan kak

ξ(t, X) = at + (L_2) lim_{ε→0} ( ∑ (s,x)∈X, s6t,ε6x61 x − t 1∫ ε xΛ(dx) ) + ∑ (s,x)∈X,s6t,1<x<∞ x. (23)

Summirovanie v fftih formulah provoditsØ po toqkam (s, x) konfiguracii X ∈ X . Sootvetstvie meßdu konfiguraciØmi i traektoriØmi imeet oqen~ prostoæ smysl. Imenno, esli toqka

(s, x) prinadleßit konfiguracii X, to postroennaØ po X tra-

ektoriØ sluqaænogo processa v moment vremeni s imeet skaqok veliqiny x. Otobraßenie X → D [0, 1], zadavaemoe (22), sopostavlØ¸wee konfiguracii traektori¸ sluqaænogo processa, budem oboznaqat~ qerez Ξ, tak qto Ξ(X) = ξ(·, X). Otmetim oqevidnyæ fakt, qto razliqnye konfiguracii poroßda¸t razliqnye traektorii sluqaænogo processa: pri X_1 ≠ X_2

Ξ(X1) ≠ Ξ(X2). (24)

Qerez P_ξ budem oboznaqat~ meru, poroßdennu¸ processom ξ v prostranstve D[0, 1], t.e.

P_ξ = P Ξ^{−1}. (25)

DlØ kaßdoæ funkcii z ∈ D [0, 1] qerez Δz budem oboznaqat~ funkci¸ Δz(t) = z(t) − z(t − 0), t ∈ [0, 1]. ˚sno, qto funkciØ Δz(t) otliqna ot nulØ tol~ko v toqkah razryva funkcii z.

PREOBRAZOVANI˚ MER 185

Dalee, pust~ funkciØ f ∈ L^+_1 [0, 1]. S pomow~¸ funkcii f my opredelim preobrazovanie Ψ_f : D [0, 1] → D [0, 1], polagaØ

[Ψ_f (z)](t) = z(t) + ∑ s6t ( T_{f(s)}(Δz(s)) − Δz(s) ) , (26)

gde T_t, t > 0 – polugruppa preobrazovaniæ (6), t.e. T_t(x) =

U^{−1}(U (x) + t) (funkciØ U zadaetsØ formuloæ (22), priqem v ot-

liqie ot obwego sluqaØ, rassmotrennogo v (6), ne zavisit ot parametra t ∈ [0, 1]).

Posmotrim, qto proishodit s funkcieæ z ∈ D pod deæstviem fftogo preobrazovaniØ. Esli funkciØ z imela v moment vremeni t skaqok ravnyæ x, to funkciØ Ψ_f (z) imeet v moment t skaqok ravnyæ T_{f(t)}(x), t.e. preobrazovanie menØet tol~ko veliqinu skaqka, a moment skaqka ostaœtsØ neizmennym. Otmetim, qto nepreryvnye funkcii ØvlØ¸tsØ nepodvißnymi toqkami Ψ_f (z). Dalee, rassmotrim polugruppu preobrazovaniæ Φ_f , f ∈ L^+_1 ([0, 1], λ) prostranstva konfiguraciæ X (G), G = [0, 1] × (0, ∞) v sebØ, zadavaemoe (10). Iz (10), (23) i (26) nemedlenno sleduet, qto

Ψ_f ∘ Ξ = Ξ ∘ Φ_f . (27)

Sootnoxenie (27) pokazyvaet, qto Ψ_f opredeleno poqti vs¸du po mere P_ξ. Krome togo, iz (7) vytekaet, qto dlØ l¸byh f, g ∈

L^+_1 ([0, 1], λ) Ψ_f+_g = Ψ_f ∘ Ψ_g .

Dalee, dlØ f ∈ L^+_1 ([0, 1], λ) opredelim podmnoßestvo D_f mnoßestva D [0, 1], polagaØ

D_f = {z ∈ D [0, 1] : ∀t ∈ (0, 1] 0 6 Δz(t) < U^{−1}(f(t))}.

Iz opredeleniØ vidno, qto prinadleßnost~ mnoßestvu D_f oznaqaet opredelennye ograniqeniØ na veliqinu skaqkov – v kaßdyæ moment vremeni veliqina skaqka ne dolßna byt~ bol~xe opredelennogo znaqeniØ.

Teorema 3. DlØ l¸bogo f ∈ L^+_1 ([0, 1], λ)

P_ξΨ^{−1}_f ≪ P_ξ ,

priqem

P_ξΨ^{−1}_f = e 1R 0 f(t)dt · P_ξ | Df .

186 N. V. SMORODINA

Dokazatel~stvo. V silu teoremy 1 i (27) P Φ^{−1}_f ≪ P, sledovatel~no,

P (Φ^{−1}_f )Ξ^{−1} ≪ P Ξ^{−1}. (28)

PravaØ qast~ (27) ravna P_ξ , a levaØ qast~

P (Φ^{−1}_f )Ξ^{−1} = P (Ξ ∘ Φ_f )^{−1} =

P (Ψ_f ∘ Ξ)^{−1} = (P Ξ^{−1})Ψ^{−1}_f = P_ξΨ^{−1}_f .

�

Rassmotrim teper~ sluqaæ, kogda process ξ ne ØvlØetsØ odnostoronnim, t.e. Λ(0, ∞) > 0 i Λ(−∞, 0) > 0. My predpoloßim, krome togo, qto mera Λ udovletvorØet dvum usloviØm:

1) Λ(0, ∞) = ∞, i Λ(−∞, 0) = ∞, 2) funkciØ U : R → R, opredelØemaØ formuloæ

U (x) = { Λ(x, ∞), esli x > 0; −Λ(−∞, x), esli x < 0 na intervalah (0, ∞) i (−∞, 0) nepreryvna i strogo ubyvaet.

Na prostranstve konfiguraciæ X ([0, 1] × R) rassmotrim puassonovsku¸ meru P s intensivnost~¸ Π(dt, dx) = dtΛ(dx).

V sootvetstvii s (1) na veroØtnostnom prostranstve (X ([0, 1]× R), P ) process Levi ξ(t) so spektral~noæ meroæ Λ moßet byt~ zadan kak

ξ(t, X) = at+(L_2) lim_{ε→0} ( ∑ (s,x)∈X, s6t,ε6|x|61 x−t ∫ ε6|x|61 xdΛ ) + ∑ (s,x)∈X, s6t,|x|>1 x. (29)

Dalee, rassmotrim gruppu T_t, t ∈ (−∞, ∞), opredelØemu¸ (16) i sootvetstvu¸wu¸ eæ gruppu ~Φ_f , gde f probegaet mnoßestvo vseh borelevskih funkciæ [0, 1] → R, preobrazovaniæ prostranstva konfiguraciæ X ([0, 1] × R). Analogiqno tomu, kak ffto delalos~ vyxe, s pomow~¸ gruppy ~Φ_f i otobraßeniØ Ξ (zadavaemogo (20)) opredelim gruppu ~Ψ_f , preobrazovaniæ prostranstva D [0, 1] tak, qtoby vypolnØlos~ sootnoxenie

~Ψ_f ∘ Ξ = Ξ ∘ ~Φ_f .

PREOBRAZOVANI˚ MER 187

Legko proverit~, qto preobrazovanie ~Ψ_f moßet byt~ zadano formuloæ

[ ~Ψ_f (z)](t) = z(t) + ∑ s6t,Tf(s)(Δz(s))≠∞ (T_f(_s)(Δz(s)) − Δz(s)). (30)

Otmetim, qto v otliqie ot preobrazovaniØ Ψ_f (opredelØemogo iz (26)) preobrazovanie ~Ψ_f moßet menØt~ ne tol~ko veliqinu skaqka, no i ego znak.

Teorema 4. DlØ l¸boæ borelevskoæ funkcii f : [0, 1] → R preobra-

zovanie ~Ψ_f opredeleno na mnoßestve P_ξ-polnoæ mery, i ØvlØetsØ sohranØ¸wem meru P_ξ preobrazovaniem, t.e.

P_ξ ~Ψ^{−1}_f = P_ξ.

Dokazatel~stvo. Utverßdenie teoremy sleduet iz teoremy 3.�

V rabote dve formuly (23), poßaluæsta, prover~te ssylki na formuly.

Literatura

1. Y. Takahashi, Absolute continuity of Poisson random fields. — Publ. Res. Inst.

Math. Sci. 26 (1990),629–649.

2. J. Kerstan, K. Mattes, and J. Mecke, Infinite divisible point processes. —

Akademie-Verlag, Berlin (1978).

3. W. Linde, Infinitely divisible and stable measures on Banach spaces. — Leipzig,

Teubner (1983).

4. A. V. Skorohod, O differenciruemosti mer, sootvetstvu¸wih sluqaænym processam. I. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. II (1957), 629–649.

5. A. V. Skorohod, IssledovaniØ po teorii sluqaænyh processov. — Izd-vo Kievskogo un-ta, Kiev (1961).

6. A. V. Skorohod, Stohastiqeskie processy s nezavisimymi priraweniØmi. — Nauka, Moskva (1986).

7. N. V. Smorodina, Invariantnye i kvaziinvariantnye preobrazovaniØ mer, otveqa¸wih ustoæqivym processam s nezavisimymi priraweniØmi. — Zap. nauqn. semin. POMI 339 (2006), 135–150.

8. J. F. C. Kingman, Poisson Processes. — Clarendon Press, Oxford (1993). 9. I. M. Gel’fand, M. I. Graev, A. M. Vershik, Representations of the group of diffeomorphisms. — Russian Math. Surveys 30 (1975), 3–50.

10. A. Vershik, N. Tsilevich, Quasi-invariance of the gamma process and multiplicative properties of the Poisson–Dirichlet measures. — C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I Math. 329 (1999), 163–168.

188 N. V. SMORODINA 11. P. Billingsli, Shodimost~ veroØtnostnyh mer. — Nauka, Moskva (1977).

Smorodina N. V. The measure preserving and nonsingular transformations of the jump Lévy processes.

Let ξ(t), t ∈ [0, 1] be a jump Lévy process. By P_ξ we denote the law of ξ in the Skorokhod space D [0, 1]. Under some nondegeneracy condition on the Lévy measure Λ of the process we construct a group of a P_ξ−preserving transformations of the space D [0, 1].

Postupilo 27 marta 2007 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet E-mail: smorodin@ns2691.spb.edu