Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 341, 2007 g.

V. K. SagatelØn

HARAKTERIZACI˚ RASPREDELENI` RAVENSTVOM POR˚DKOVYH STATISTIK

1. Vvedenie

Pust~ X_1, X_2, . . . – nezavisimye sluqaænye veliqiny, ime¸- wie obwu¸ funkci¸ raspredeleniØ F (x) i pust~ dlØ l¸bogo n = 1, 2, . . ., X_{1,n} 6 X_{2,n} 6 . . . 6 X_{n,n} oboznaqa¸t porØdkovye statistiki, sootvetstvu¸wie sluqaænym veliqinam X_1, X_2, . . . , X_n. TeoriØ porØdkovyh statistik rassmatrivaetsØ v monografiØh [1]–[3]. Suwestvuet mnoßestvo harakterizaciæ funkciæ raspredeleniØ F (x), osnovannyh na raznyh svoæstvah porØdkovyh statistik i ih momentnyh harakteristik. Niße my privedem ewe odin rezul~tat, v kotorom ravenstvo porØdkovyh statistik harakterizuet dvuhtoqeqnye raspredeleniØ.

2. HarakterizaciØ raspredeleniæ

Rassmotrim posledovatel~nost~ nezavisimyh sluqaænyh veliqin X_1, X_2, . . . , ime¸wih obwu¸ funkci¸ raspredeleniØ F (x), i porØdkovye statistiki X_{1,n} 6 X_{2,n} 6 . . . 6 X_{n,n} i X_{1,m} 6

X_{2,m} 6 . . . 6 X_{m,m} . Suwestvu¸t li takie nevyroßdennye ras-

predeleniØ i takie n, m, k, l, dlØ kotoryh vypolnØetsØ ravenstvo X_{k,n}^d= X_{l,m}, (1) toest~ ravenstvo po raspredeleni¸? Spravedliv sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema. Esli vypolnØetsØ ravenstvo Xk,n^d= Xl,m, m ≠ n, to

ishodnaØ funkciØ raspredeleniØ ØvlØetsØ libo vyroßdennoæ, libo imeet lix~ dve toqki rosta.

Zameqanie 1. Ne umalØØ obwnosti, moßno predpoloßit~, qto

n > m. Esli n = m, to oqevidno, qto ravenstvo (1) imeet mesto

tol~ko pri k = l. 168

HARAKTERIZACI˚ RASPREDELENI` 169 Deæstvitel~no, funkcii raspredeleniØ porØdkovyh statistik

X_{k,n} i X_{l,m} ime¸t sledu¸wiæ vid: F_{k,n}(x) = n∑ r=k C^r_nF^r(x)(1 − F (x))^n�^r,

F_{l,m}(x) = m∑ r=l C^r_mF^r(x)(1 − F (x))^m�^r

sootvetstvenno. Qerez R(x) oboznaqim raznost~ fftih dvuh funk-

ciæ. Togda R(x) =^n ∑ r=k C^r_nF^r(x) (1 − F (x))^n�^r −^m ∑ r=l C^r_mF^r(x)(1 −

F (x))^m�^r. Esli n = m i vypolneno (1), prihodim k ravenstvu n∑ r=k C^r_nF^r(x)(1 − F (x))^n�^r − n∑ r=l C^r_nF^r(x)(1 − F (x))^n�^r = 0.

Pust~ k ≠ l, dlØ opredelennosti voz~mem k > l. Togda R(x) = − k�1_∑ r=l C^r_nF^r(x)(1 − F (x))^n�^r = 0,

t.e. F (x) = 0 ili F (x) = 1 dlØ l¸bogo x, qto vozmoßno tol~ko dlØ vyroßdennyh raspredeleniæ.

Zameqanie 2. Iz dokazatel~stva teoremy budet vidno, qto is-

hodnaØ funkciØ raspredeleniØ ØvlØetsØ dvuhtoqeqnoæ v tom sluqae, kogda indeksy porØdkovyh statistik v ravenstve (1) udovletvorØ¸t usloviØm n − m > k − l > 0, ili m − n > l − k > 0.

Dokazatel~stvo teoremy. Ne umalØØ obwnosti, polagaem, qto

n > m. Oboznaqim F (x) = z. Togda ravenstvo F_{k,n}(x) = F_{l,m}(x)

budet ravnosil~no sootnoxeni¸ n∑ r=k C^r_nz^r(1 − z)^n�^r = m∑ r=l C^r_mz^r(1 − z)^m�^r .

Poskol~ku polinom n-oæ stepeni imeet ne bolee n korneæ, poluqaem, qto F (x)-diskretnaØ funkciØ raspredeleniØ, i t.k. znaqeniØ z = 0, z = 1 zavedomo ØvlØ¸tsØ kornØmi, to F (x) moßet imet~ ne bolee n − 1 toqek rosta. Rassmotrim funkci¸

170 V. K. SAGATEL˚N

H(z) = F_1(z) − F_2(z), gde F_1(z) =^n ∑ r=k C^r_nz^r(1 − z)^n�^r, F_2(z) = m∑ r=l C^r_mz^r(1 − z)^m�^r , 0 < z < 1, – funkcii raspredeleniØ ravno-

mernyh porØdkovyh statistik U_{k,n} i U_{l,m} sootvetstvenno. Vidim, qto R(x) = H(F (x)). Spravedlivy ravenstva

F_1(z) = n∑ r=k C^r_nz^r(1 − z)^n�^r = z∫ 0 n! (k − 1)!(n − k)!

t^k�^1(1 − t)^n�^kdt,

F_2(z) = n∑ r=l C^r_mz^r(1 − z)^m�^r = z∫ 0 m! (l − 1)!(m − l)!

t^l�^1 (1 − t)^m�^ldt.

Oqevidno, qto H(0) = 0, H(1) = 0, trebuetsØ naæti ostal~nye korni uravneniØ H(z) = 0. Rassmotrim proizvodnu¸ g(z) = H0_{(z)}. Imeem g(z) = n! (k − 1)!(n − k)!

z^k�^1(1−z)^n�^k − m! (l − 1)!(m − l)!

z^l�^1 (1−z)^m�^l =

= kC^k_nz^l�^1 (1 − z)^m�^l [z^k�^l(1 − z)^{(n}�^{k)}�^{(m}�^{l)} − lC^l_m kC^k_n ]. Oboznaqim^{lClm}_{kCkn} = γ. Poluqaem, qto esli k > l, to g(0) = { {0, l > 1 −C^1_m, l = 1

. Analogiqno poluqaem, qto esli n − k > m − l, to

g(1) = { {0, m > l −mC^m_m , m = l . Rassmotrim sluqaæ l > 1, m > l i funkci¸ g_{α,β}(x) = x^α(1 − x)^β − γ, gde α = k − l, β = (n − k) − (m − l). V naxeæ situacii g_{α,β}(0) = −γ i g_{α,β}(1) = −γ. ProizvodnaØ imeet vid g0_{α,β(x) = αx}α�1_{(1−x)}β_{−β(1−x)}β�1_xα_{= x}α�1_{(1−x)}β�1_{(α−(α+β)x).}

Sledovatel~no, g0_{α,β}(x) > 0, esli 0 < x <^α_{α+β} i g0_{α,β}(x) < 0, esli α α+β < x < 1. Takim obrazom, funkciØ g_{α,β}(x) vozrastaet v obla-

sti 0 < x <^α_{α+β} i ubyvaet v oblasti^α_{α+β} < x < 1. Voznika¸t

HARAKTERIZACI˚ RASPREDELENI` 171 dva sluqaØ:

t.e. u funkcii g_{α,β}(x) mogut byt~ maksimum dva kornØ.

FunkciØ g(z) imeet vid g(z) = kC^k_nz^l�^1(1 − z)^m�^l g_{α,β}(z) i ØvlØetsØ proizvodnoæ H(z). Sledovatel~no, tam gde g(z) < 0, H(z) ubyvaet, a tam gde g(z) > 0, H(z) vozrastaet. Poskol~ku H(0) =

H(1) = 0, to my moßem imet~ delo tol~ko so vtorym sluqaem,

kogda funkciØ H(z) vnaqale ubyvaet, zatem vozrastaet i snova ubyvaet.

Pofftomu, v luqxem sluqae H(z) krome z = 0 i z = 1 moßet imet~ ewe tol~ko odin koren~, t.e. ishodnoe raspredelenie imeet ne bolee dvuh toqek rosta.

Opixem povedenie funkcii H(z) v okrestnosti nulØ i edinicy, v tom sluqae, kogda n − k > m − l > 0. Itak, H(z) = kC^k_n z∫ 0 t^k�^1(1 − t)^n�^kdt − lC^l_m z∫ 0 t^l�^1(1 − t)^m�^ldt,

i v silu togo, qto k > l, poluqaem, qto H(z) ∼ C^l_mz^l, pri z → 0. Sledovatel~no, H(0 + 0) < 0. Analogiqno poluqaem, qto H(z) ∼

lC^l_m^{(1}�^{z)m}

�l+1

(m�l+1)^, pri^{z → 1.} Takim obrazom^{H(1 − 0) > 0.} Itak, dlØ sluqaØ n−m > k−l > 0 u funkcii H(z) krome z = 0 i

z = 1 suwestvuet ewe odna toqka 0 < z < 1, gde H(z) = 0. Dovody o

povedenii g(z), a sledovatel~no i H(z) byli spravedlivy lix~ esli n − m > k − l i m > l > 1. Analogiqno rassmatriva¸tsØ ostal~nye sluqai. Teorema dokazana.

172 V. K. SAGATEL˚N

3. Primery dvuhtoqeqnyh raspredeleniæ, harakterizuemyh ravenstvom porØdkovyh statistik

Primer 1. Oboznaqim qerez p imenno te znaqeniØ (otliqnye ot

nulØ i edinicy) funkciæ F (x), pri kotoryh vypolnØ¸tsØ raznye qastnye sluqai ravenstva (1).

Rassmotrim ravenstvo X_{m+1,m+2}^d= X_{m,m} , oboznaqim z = F (x). RexaØ uravnenie H(z) = 0, gde H(z) = m+2∑ r=m+1 C^r_{m+2}z^r (1 − z)^{m+2}�^r − m∑ r=m C^r_mz^r(1 − z)^m�^r =

= (m + 2)z^{m+1} − (m + 1)z^{m+2} − z^m,

poluqaem, qto z =^1_{m+1} i sootvetstvenno p =^1_{m+1} .

Dalee, deæstvuØ analogiqno, dlØ sluqaØ X_{m,m+2}^d= X_m�_{1,m}, poluqim znaqenie p =^2_{m+1} .

Primer 2. Rassmotrim ravenstvo Xm�l+1,m+1^d= Xm�l,m�1 . Ube-

dimsØ, qto dannom sluqae p =^l_m . Kak i preßde, iz sootnoxeniØ

F_m�_{l+1,m+1} (x) = F_m�_{l,m}�_1 (x), oboznaqiv z = F (x), poluqim urav-

nenie sledu¸wego vida m+1∑ r=m�l+1^C r m+1z^r (1 − z)^{m+1}�^r − m�1_∑ r=m�l^C r m�1^{zr(1 − z)m}�^1�^{r = 0.} (2)

Pervu¸ summu v levoæ qasti uravneniØ oboznaqim qerez

H_1(z), a vtoru¸ H_2(z). Funkcii H_1(z) i H_2(z) ØvlØ¸tsØ funkciØ-

mi raspredeleniØ ravnomernyh porØdkovyh statistik

U_m�_{l+1,m+1} i U_m�_{l,m}�_1 sootvetstvenno. Ots¸da

H_1(z) = (m + 1)C^l_m z∫ 0 t^m�^1(1 − t)^ldt i H_2(z) = (m − 1)C^l�^1_m�_2 z∫ 0 t^m�^l�^1 (1 − t)^l�^1 dt,

HARAKTERIZACI˚ RASPREDELENI` 173 a uravnenie (2) prinimaet vid

H_1(z) − H_2(z) = (m + 1)C^l_m z∫ 0 t^m�^l(1 − t)^ldt−

−(m − 1)C^l�^1_m�_2 z∫ 0 t^m�^l�^1 (1 − t)^l�^1dt = 0. (3)

OstaetsØ pokazat~, qto

H_1(z) − H_2(z) =

(m − 1)! (m − l)!l! (1 − z)^lz^m�^l(mz − l), (4)

a togda, poskol~ku z =^l_m ØvlØetsØ kornem fftogo uravneniØ, ffto ße z budet takße kornem uravneniØ (3), a znaqit i (2). Netrudno zametit~, qto pri z = 0 vyraßeniØ (4) i (3) sovpada¸t. OstaetsØ pokazat~, qto sovpada¸t takße i proizvodnye vyraßeniæ (4) i (3). DlØ fftogo dostatoqno prosto prodifferencirovat~ ffti vyraßeniØ.

Literatura

1. V. B. Nevzorov, Rekordy. MatematiqeskaØ teoriØ. Fazis, M. (2000). 2. M. Ahsanullah, V. B. Nevzorov, Ordered Random Variables. NSP, NY. (2001). 3. B. C. Arnold, N. Balakrishnan, H. N. Nagaraja, A first course in order statistics.

Wiley, NY. (1992).

Saghatelyan V. K. Characterization of distributions by equalities of order statistics.

It is proved that the equality of two different order statistics holds for degenerate or two-point distributions only. Several samples of such equalities are considered and particular values of corresponding distribution functions are obtained.

Postupilo 20 dekabrØ 2006 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: vahagn�s@yahoo.com