Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 341, 2007 g.

L. V. Rozovskiæ

O VERO˚TNOST˚H MALYH UKLONENI` SUMM NEZAVISIMYH POLOȷITEL^NYH SLUQA`NYH VELIQIN

1. Vvedenie

V zametke dokazyva¸tsØ rezul~taty, anonsirovannye v [1]. Pust~ S = ∑ j¿1^λj^Xj^, gde^λ1 ¿^λ2 ¿^{· · ·} – neotricatel~nye qisla, takie qto

1 6 n = #{j|λj > 0} 6 ∞ (1.1)

(esli n = ∞, predpolagaetsØ, qto rØd S shoditsØ p.n.), {X_i} – nezavisimye kopii poloßitel~noæ sluqaænoæ veliqiny X s funkcieæ raspredeleniØ V (x), udovletvorØ¸weæ sledu¸wemu uslovi¸:

suwestvu¸t postoØnnye b ∈ (0, 1), c_1, c_2 > 1 i r_0 > 0 takie, qto pri kaßdom r 6 r_0

c_1 V (br) 6 V (r) 6 c_2 V (br). (L)

Zdes~ i v dal~neæxem c_1, c_2, . . . oboznaqa¸t poloßitel~nye postoØnnye, zavisØwie lix~ ot raspredeleniØ V i svØzannyh s nim parametrov iz usloviæ (L), (1.2) i t.d.

Uslovie (L), predloßennoe v rabote [2], oqevidno, vypolnØetsØ, esli V (r) pravil~no menØetsØ v nule. Poslednee, v qastnosti, imeet mesto v vaßnom gaussovom sluqae, t.e. kogda X = |ξ|^p, p > 0, gde ξ – standartnaØ normal~naØ sluqaænaØ veliqina.

Iz usloviØ (L) takße sleduet, qto

c_1u^β ¿ V (ur)/V (r) ¿ u^α/c_2, u 6 1, r 6 r_0,

u^β/c_1 6 V (ur)/V (r) 6 c_2u^α, u ¿ 1, r 6 r_0,

(1.2)

c_3r^α 6 V (r) 6 c_4r^β, r 6 r_0, (1.3)

Rabota nad stat~eæ byla podderßana grantom NX 4222.2006.1 i grantom RFFI 06-01-00179-a. 151

152 L. V. ROZOVSKI` pri nekotoryh postoØnnyh α, β takih, qto log c_1/| log b| 6 β 6 α 6 log c_2/| log b|.

Nas v pervu¸ oqered~ interesuet povedenie veroØtnosteæ P (r − s < S 6 r) pri r, s > 0. Analogiqnye zadaqi, v osnovnom v gaussovom sluqae, rexali mnogie avtory (sm. ssylki v [2] i [3]). Naibolee obwie i toqnye (v kontekste nastoØweæ raboty) utverßdeniØ byli dokazany v [2]. Sformuliruem osnovnoæ rezul~tat fftoæ raboty. S fftoæ cel~¸ vvedem nekotorye oboznaqeniØ.

DlØ γ ¿ 0 poloßim

Λ(γ) = E e^{−γS} , m(γ) = − (log Λ(γ))^′ , σ^2(γ) = (log Λ(γ))^{′′} , Q(γ) = −γ m(γ) − log Λ(γ). (1.4)

Teorema 1.1. Predpoloßim, qto sluqaænaØ veliqina X imeet

a) koneqnu¸ dispersi¸, b) absol¸tno nepreryvnoe raspredelenie i udovletvorØet uslovi¸ (L). Esli {λ_j} – nekotoraØ nevozrasta- ¸waØ poloßitel~naØ posledovatel~nost~, takaØ qto ∑ j¿1^λj^<

∞, to

P (S 6 r) = (2π)^{−1/2} (γσ(γ))^{−1} e^{−Q(γ)} ( 1 + o(1) ) , r ↘ 0, gde parametr γ = γ(r) ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ m(γ) = r. Krome togo, esli E X^3 < ∞, to dlØ α iz (1.3) i dlØ l¸bogo κ ∈ (0, 2)

P (S 6 r) = (2π)^{−1/2} (γσ(γ))^{−1} e^{−Q(γ)} ( 1 + O ( (γσ(γ))^{−1} + (γσ(γ))^{−(2−κ)/α} )) , r ↘ 0. (1.5)

Otmetim, qto sdelannye v teoreme 1.1 predpoloßeniØ a) i b) suwestvenno ispol~zu¸tsØ v dokazatel~stvah.

Naxa osnovnaØ cel~ pokazat~, qto sootnoxeniØ vida (1.5) sohranØ¸t spravedlivost~ pri otsutstvii predpoloßeniØ b) i pri zametnom oslablenii usloviØ a).

2. Rezul~taty

Vnaqale privedem utverßdenie, dlØ spravedlivosti kotorogo dostatoqno vypolneniØ lix~ usloviØ (L).

O VERO˚TNOST˚H MALYH UKLONENI` SUMM 153

Teorema 2.1. Pust~ funkciØ raspredeleniØ V udovletvorØet

uslovi¸ (L). Togda e^{−Q(γ)} ¿ P (S 6 r) ¿ e^{−Q(γ)−c5} √_{1+Q(γ)} , 0 < r < E S, (2.1)

gde γ ØvlØetsØ edinstvennym rexeniem uravneniØ m(γ) = r.

Zameqanie 1. Poskol~ku funkciØ m(u) monotonno ubyvaet na (0, ∞) i m(0) = E S 6 ∞, m(∞) = 0, sootnoxenie (2.1) ravnosil~no e^{−Q(γ)} ¿ P (S 6 m(γ)) ¿ e^{−Q(γ)−c5} √_{1+Q(γ)} , 0 < γ < ∞. Sootnoxenie (2.1) pozvolØet naæti asimptotiku logarifma veroØtnosti P ( S 6 r^).

Qtoby sformulirovat~ bolee toqnyæ rezul~tat, nam ponadobitsØ nekotoraØ informaciØ o povedenii V na beskoneqnosti.

Vvedem uslovie

lim sup r→∞ r^2 P (X ¿ r) E X^2 I[X < r] < ∞. (F ) Otmetim, qto uslovie (F ), t.n. uslovie stohastiqeskoæ kompaktnosti Fellera, vypolnØetsØ, kogda X prinadleßit oblasti pritØßeniØ kakogo-libo ustoæqivogo, v tom qisle, normal~nogo, zakona. Moßno takße pokazat~, qto uslovie (F ) ravnosil~no sootnoxeni¸ r^{−ω} E ( 1 ∧ r X^2 ) ↗, r > 0 (∃ ω ∈ (0, 1)), (2.2)

iz kotorogo, v qastnosti, sleduet E X^δ < ∞ (∃ δ > 0).

V samom dele, pust~ ξ ∈ (0, 2) i g(x) = x^{−ξ} E ( x^2 ∧ X^2 ) , x ¿ x0.

Imeem, g(x) = x^{−ξ x} ∫ 0 V (u)du^2, gde V (u) = 1 − V (u). Dalee,

g^′(x) = −ξ g(x)/x + 2x^{1−ξ}V (x) = x^{−1−ξ}(2 x^2V (x) − ξ x^2V (x) − ξ E X^2 I[X 6 x]).

Vidim, qto g^′(x) < 0 togda i tol~ko togda, kogda^{x2 V (x)}_{E X2 I[X<x]} < ξ/(2 − ξ), qto dokazyvaet ravnosil~nost~ (F ) i (2.2).

154 L. V. ROZOVSKI`

Teorema 2.2. Pust~ funkciØ raspredeleniØ V udovletvorØet

usloviØm (L) i (F ). Togda pri vseh r, 0 < r < E S i vseh poloßitel~nyh s P (r − s < S 6 r) = e^{−Q(γ)} 1 − e^{−γ s} τ √ 2π ( 1 + θ ( τ^{−1} + ( ln (1 + τ ) τ^2 )_{1/α} ( 1 + (γs)^{−1} ) )) , (2.3)

gde γ ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ m(γ) = r, τ = γ σ(γ)(sm. (1.4)), postoØnnaØ α vzØta iz usloviæ (1.3), a |θ| 6 c_6.

Teorema 2.2 vytekaet iz sledu¸wego bolee obwego utverßdeniØ.

Teorema 2.3. Pust~ vypolnØ¸tsØ usloviØ (L) i (F ). Togda pri

vseh poloßitel~nyh r, s i γ P (r − s < S 6 r) = Λ(γ)e^{γ r} 1 − e^{−γ s} τ √ 2π (2.4) ( e^{−(r−m(γ))2 /2σ2(γ)} + θ ( τ^{−1} + ( ln (1 + τ ) τ^2 )_{1/α} ( 1 + (γs)^{−1} ) )) , gde τ = γ σ(γ), a |θ| 6 c_7.

Zameqanie 2. Esli (sm. (1.1)) n < ∞, to v usloviØh teorem

2.2 i 2.3 sootnoxeniØ (2.3), 0 < r < m(δ/λ_n), i (2.4), γ > δ/λ_n, pri |θ| 6 c(V, δ) sohranØ¸t spravedlivost~ bez usloviØ (F ) dlØ l¸bogo poloßitel~nogo δ.

Dalee privedem lokal~nyæ variant teoremy 2.3. Po analogii s [2, (3.6), (3.7)] predpoloßim, qto sluqaænaØ veliqina X imeet absol¸tno nepreryvnoe raspredelenie s plotnost~¸ f takoæ, qto pri nekotoryh poloßitel~nyh C, x_0, δ i p > 1 |df(x)| 6 C V (x) x^{−2} dx, 0 < x 6 x_0, dx > 0, (2.5) ∞∫ x0 ( e^{−δx}f(x) )_p dx < ∞. (2.6)

O VERO˚TNOST˚H MALYH UKLONENI` SUMM 155

Teorema 2.4. Pust~ funkciØ raspredeleniØ V udovletvorØet

usloviØm (L) i (F ), a ee plotnost~ f – usloviØm (2.5), (2.6). Predpoloßim takße, qto n ¿ n_0, gde celoe n_0 > (1 + α)(1 ∨ 1/β) i n_0 ¿ 2 ∨ p/(p − 1) (sm. oboznaqeniØ v (1.1), (1.2), (2.6)). Togda pri vseh poloßitel~nyh r, s i vseh γ ¿ δ/λ_{n0} P (r − s < S 6 r) = Λ(γ)e^{γ r} 1 − e^{−γ s} γ σ(γ) √ 2π ( e^{−(r−m(γ))2/2σ2(γ)} + θ (γ σ(γ))^{−1} ) , (2.7)

priqem |θ| 6 c8 1 + λ^{−1}_{n0} ∑ j¿1^{E (1 ∧ λj X)}

. (2.8)

V qastnosti, esli 0 < r 6 m(δ/λ_{n0} ), a m(γ) = r, to P (r − s < S 6 r) = e^{−Q(γ)} 1 − e^{−γ s} τ √ 2π ( 1 + θ (γ σ(γ))^{−1} ) . Obrawaem vnimanie na to, qto ravenstvo (2.7) v otliqie ot (2.4) netrivial~no v tom qisle i pri proizvol~no malyh znaqeniØh parametra s, qto pozvolØet, podeliv obe qasti (2.7) na s i ustremiv s k nul¸, naæti sootvetstvu¸wu¸ asimptotiku plotnosti raspredeleniØ q(r) sluqaænoæ veliqiny S.

Tak, esli vypolneny usloviØ teoremy 2.4, to q(r) = ( σ(γ) √ 2π )_{−1} Λ(γ)e^{γ r} ( e^{−(r−m(γ))2/2σ2(γ)} + θ (γ σ(γ))^{−1} ) , i, esli 0 < r 6 m(δ/λ_{n0} ), a m(γ) = r, to q(r) = ( σ(γ) √ 2π )_{−1} e^{−Q(γ)} ( 1 + θ (γ σ(γ))^{−1} ) , gde θ udovletvorØet uslovi¸ (2.8).

Zameqanie 3. Esli v usloviØh teoremy 2.4 zamenit~ (2.6) bolee ograniqitel~nym predpoloßeniem ∞∫ x0 e^{−δx}|df(x)| < ∞ (2.9) (i otbrosit~ predpoloßenie n_0 ¿ 2 ∨ p/(p − 1) ), to sootnoxenie (2.7) budet vypolnØt~sØ pri |θ| 6 c_8.

156 L. V. ROZOVSKI`

Napominaem, qto postoØnnye c_6 − c_8, . . . zavisØt lix~ ot raspredeleniØ V i svØzannyh s nim parametrov, v tom qisle iz usloviæ (2.5), (2.6).

Zameqanie 4. Esli v teoreme 2.4 n_0 = n < ∞, to ee utverßdeniØ sohranØ¸t spravedlivost~ bez usloviØ (F ).

3. Nekotorye sledstviØ

Pust~ v (1.1) n = ∞, t.e. {λ_j} ØvlØetsØ nevozrasta¸weæ posledovatel~nost~¸ poloßitel~nyh qisel, takoæ, qto rØd S shoditsØ, ili (po teoreme o 3-h rØdah) ∑ j¿1^{E (1 ∧ λj X) < ∞.} (3.1)

Zametim, qto ots¸da sleduet shodimost~ rØda ∑ j λ_j , a esli

E X < ∞, to i naoborot. Krome togo, (3.1) nakladyvaet nekotorye ograniqeniØ na momenty sluqaænoæ veliqiny X. Naprimer, pri λ_j = j^{−ω} , ω > 1, (3.1) ⇐⇒ E X^{1/ω} < ∞, a esli λ_j = q^j, 0 < q < 1, to (3.1) ⇐⇒ E log (1 + X) < ∞, priqem poslednee uslovie vytekaet iz (F ).

Teorema 3.1. Predpoloßim, qto vypolneno uslovie (L). Togda

− log P (S 6 r) ∼ Q(γ), r → 0, (3.2)

gde m(γ) = r, ili, ravnosil~no, − log P (S 6 m(γ)) ∼ Q(γ), γ → ∞. Esli ße vypolnØ¸tsØ usloviØ (L) i (F ), to ravnomerno po r

P (S 6 r) = Λ(γ)e^{γ r} (τ √ 2π)^{−1} ( e^{−((r−m(γ))/σ(γ))2 /2} + O (1/τ + (1/τ )^{2/α} ln^{1/α} τ ) ) , γ → ∞. (3.3) V qastnosti, esli m(γ) = r, to

P (S 6 r) = e^{−Q(γ)} (τ √ 2π)^{−1} ( 1 + O (1/τ + (1/τ )^{2/α} ln^{1/α} τ ) , r → 0. (3.4)

Zdes~ oboznaqeniØ takie ße, kak v teoremah 2.1– 2.3, sluqaæ s = ∞ rassmatrivaetsØ dlØ prostoty.

O VERO˚TNOST˚H MALYH UKLONENI` SUMM 157

Teorema 3.2. Pust~ funkciØ raspredeleniØ V udovletvorØet

usloviØm (L) i (F ), a ee plotnost~ f – usloviØm (2.5), (2.6). To- gda q(r) = ( σ(γ) √ 2π )_{−1} e^{−Q(γ)} ( 1 + O ( (γ σ(γ))^{−1} )) , r → 0, (3.5)

gde m(γ) = r.

Teoremy 3.1 i 3.2 vyteka¸t iz teorem 2.1– 2.4, poskol~ku (sm. (4.4a), (4.4b) i dokazatel~stvo ocenki (4.8) iz [2]) τ = γ σ(γ) → ∞ s rostom γ i, krome togo, Q(γ) ↗ ∞, m(γ) ↘ 0 ⇐⇒ γ ↗ ∞.

Otmetim, qto sootnoxeniØ (3.3)– (3.5) obobwa¸t i utoqnØ¸t sootvetstvu¸wie rezul~taty iz [2, teoremy 2, 3 i (6.19)].

Po povodu sluqaØ koneqnogo n zametim lix~, qto sledstviem teorem 2.2, 2.3 i zameqaniØ 2 nastoØweæ raboty ØvlØ¸tsØ teoremy 1 i 2 iz [6].

Zameqanie. V [7], [8] nezavisimo naædeny usloviØ vypolneniØ sootnoxeniØ (3.2) pri suwestvenno bolee slabyh, po sravneni¸ s usloviem (L), ograniqeniØh na povedenie raspredeleniØ V v nule, priqem pravaØ qast~ asimptotiki (3.2) v fftih rabotah vypisana v Øvnom vide. Pravda, avtory issledovali sluqai stepennyh (i nekotoryh drugih) vesov, v to vremØ kak nax rezul~- tat spravedliv pri l¸byh dopustimyh {λ_j}. V ramkah nastoØweæ raboty moßno dokazat~ sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 3.3. Pust~

lim_{γ→∞} sup_u ¿γ^{uσ(u)/Q(u) = 0.} (3.6)

Togda spravedlivo sootnoxenie (3.2).

Zametim, qto (3.6) vytekaet iz usloviØ (L); ono takße vypolneno, esli kofffficienty λ_j pri j → ∞ grubo ffkvivalentny λ(j), gde funkciØ λ(x) pravil~no menØetsØ na beskoneqnosti s nekotorym pokazatelem, ne prevoshodØwim −1 (sm. (3.1)), a lim_{u→∞} | log V (λ(u))|/u = 0.

4. Lemmy

Lemma 1. Pust~ γ ØvlØetsØ edinstvennym rexeniem uravneniØ

m(γ) = r, 0 < r < E S. Togda

e^{−Q(γ)} ¿ P (S 6 r) ¿^1_2 e^{−2a (1+} √_{1+2Q(γ)/a)} e^{−Q(γ)}, P (S 6 r) ¿^1_2 e^{−Q(γ)(1+b√2)/(1−b√2)+} , (4.1)

158 L. V. ROZOVSKI` gde a = sup_u ¿γ u2 σ2(u) Q(u) , b = sup u¿γ u σ(u) Q(u) . Lemma 1 dokazyvaetsØ tak ße, kak lemma 1 iz [4](sm. takße [5]).

Pust~ sluqaænaØ veliqina S(h), h ¿ 0, imeet raspredelenie

P (S(h) 6 r) = r∫ 0 e^{−hy}d P (S 6 y)/Λ(h), r ¿ 0. Zametim (sm. (1.4)), qto m(h) = E S(h), σ^2(h) = Var S(h). Poloßim

g_h(t) = E exp ( it S(h) − m(h) σ(h) ) , τ = hσ(h) (h > 0),

δ_ε(h) = 1/ε∫ 0 |g_h(t) − e^{−t2/2}| dt (ε > 0). (4.2)

Lemma 2. Pri l¸byh poloßitel~nyh r, h, s i ε P (r − s < S 6 r) = Λ(h)e^{h r} 1 − e^{−h s} τ √ 2π ( e^{−β2/2} + θ (β e^{−β2/2}/τ + 1/τ^2 + ρ_ε(h, s)) ) . Zdes~ β = r − m(h) σ(h) , ρ_ε(h, s) = δ_ε(h) + (1 + δ_ε(h))(1 +^1_{h s} ) τ ε,

|θ| 6 c, gde c– nekotoraØ absol¸tnaØ postoØnnaØ.

V qastnosti, esli m(h) = r, to β = 0 i P (r − s < S 6 r) = e^{−Q(h)} 1 − e^{−h s} τ √ 2π ( 1 + θ (1/τ^2 + ρ_ε(h, s)) ) . Lemma 2 ØvlØetsØ qastnym sluqaem lemmy 2 iz [4]. Otmetim, qto v lemmah 1 i 2 vypolnenie usloviæ (L) ili (F ) ne predpolagaetsØ.

Pust~ sluqaænaØ veliqina X(h), h ¿ 0, imeet raspredelenie e^{−hr} V (dr)/L(h), gde L(h) = E e^{−hX} . Poloßim G(h) = E ( 1∧(h X)^2 ) , G_1(h) = E (1 ∧ h X).

O VERO˚TNOST˚H MALYH UKLONENI` SUMM 159

Lemma 3.

1) Esli vypolneno uslovie (F ), to pri vseh 0 < h 6 1 c_9 6 h E X(h)/G_1(h) 6 c_{10}, (4.3a) c_9 6 h^2VarX(h)/G(h) 6 c_{10}, (4.3b) h E X^3(h)/VarX(h) 6 c_{11}. (4.3c) 2) Esli vypolneno uslovie (L), to pri vseh h ¿ 1 c_9 6 h E X(h) 6 c_{10}, (4.4a) c_9 6 h^2VarX(h) 6 c_{10}, (4.4b) h^3 E X^3(h) 6 c_{11}. (4.4c) Spravedlivost~ pervogo utverßdeniØ lemmy 3 byla ustanovlena v [9, Lemma 4.1] ili moßet byt~ dokazana analogiqno, vtoraØ ee qast~ sovpadaet s [6, Lemma 1].

Lemma 4. Poloßim fh(v) = E e^{iv X(h)}. Esli vypolneno uslovie

(L), to 1 − |f_h(v)| ¿ c_{15}e^{−(2π+b) h/v} V (1/v)/V (1/h), v ¿ (2π + b)/r_0, h > 0. (4.5) Esli vypolneno uslovie (F ), to pri l¸bom dostatoqno malom poloßitel~nom v_0 i l¸bom ε ∈ (0, 1) |f_h(v)| 6 e^{−δG(h) (v/h)ω} , εh 6 v 6 v_0, (4.6) gde δ = δ(V, ε, v_0) > 0, a ω = ω(V ) ∈ (0, 2).

Dokazatel~stvo lemmy 4. Sootnoxenie (4.5) dokazano v [6, Lemma 1]. Proverim (4.6). Budem sqitat~, qto E X^2 = ∞ (protivopoloßnyæ sluqaæ rassmatrivaetsØ analogiqno s uproweni- Ømi). Oqevidno, L(h)|f_h(v) − 1| 6 | ∞∫ 1/v e^{−hy}(e^{ivy} − 1) V (dy)|

+| 1/v∫ 0 e^{−hy}(e^{ivy} − 1) V (dy)| = I + J,

160 L. V. ROZOVSKI` priqem

I 6 2 ∞∫ 1/v e^{−hy} V (dy) 6 2(1 − V (1/v)),

J = | ∫ 06y<1/v (e^{ivy} − 1 − ivy) V (dy) + ∫ 06y<1/v ivy V (dy)

+ ∫ 06y<1/v (e^{hy} − 1)(e^{ivy} − 1) V (dy)| 6

0.5v^2 ∫ 06y<1/v y^2 V (dy) + v ∫ 06y<1/v y V (dy) + vhe^{h/v} ∫ 06y<1/v y^2 V (dy). Iz vyxeskazannogo sleduet, qto pri l¸bom dostatoqno malom poloßitel~nom v_0 i vseh h, v takih, qto εh 6 v 6 v_0

|f_h(v) − 1| 6 c_{12}e^{1/ε}/ε (G(v) + v E XI[0 6 X 6 1/v]) . (4.7) Teper~, esli vypolneno uslovie (F ), pri teh ße ograniqeniØh na h i v

L(h)Re(f_h(v) − 1) = ∞∫ 0 (cos vy − 1)e^{−hy} V (dy) 6^∫ 06y<1/v cos vy − 1

(vy)^2 (vy)^2e^{−hy} V (dy) 6 (cos 1 − 1)e^{−h/v}v^{2 ∫} 06y<1/v y^2 V (dy) 6 −c_{13}e^{−1/ε}G(v) (4.8)

(uslovie (F ) ispol~zuetsØ v poslednem neravenstve).

PrinimaØ vo vnimanie (sm.[9, (4.9)]) to, qto E^2XI[|X| 6 z] = o(z^2G(1/z)), z → ∞, esli E X^2 = ∞, iz (4.7),(4.8) i ocenki L(h) ¿ ∫_{1/h} 0 e^{−th}V (dt) ¿ e^{−1}V (1/h) pri dostatoqno malom v_0 naædem |f_h(v)| 6 e^{Re(fh(v)−1)+|fh(v)−1|2} 6 e^{−δ1G(v)}, εh 6 v 6 v_0. (4.9)

O VERO˚TNOST˚H MALYH UKLONENI` SUMM 161 Dalee, esli vypolneno uslovie (F ), to (sm.(2.2)) v^{−ω} G(v) ↗ (∃ ω ∈ (0, 2)) pri vseh dostatoqno malyh v. Takim obrazom, esli

εh 6 v i ε ∈ (0, 1), to G(v) = v^ωv^{−ω} G(v) ¿ v^ω(εh)^{−ω} G(εh) ¿ ε^{2−ω}v^ω h^{−ω}G(h). Ots¸da i iz (4.9) vytekaet ocenka (4.6). Lemma 4 dokazana.

Lemma 5. Esli imeet mesto uslovie (L), to (oboznaqeniØ sm. v

(1.4)) pri l¸bom poloßitel~nom u Q(u) ¿ c_{14} u^2 σ^2(u), um(u) ¿ c_{15} u^2 σ^2(u). (4.10) Dokazatel~stvo lemmy 5.

Poloßim Q(u) = −u E X(u) − log L(u), σ^2_j (u) = λ^2_j Var X(uλ_j ),

j ¿ 1._{Pust~ k udovletvorØet uslovi¸ uλk > 1} ¿ uλk+1. Togda Q(u) = k∑ j=1 Q(uλ_j ) + ∑ j>k Q(uλ_j ) = Q_1 + Q_2. (4.11)

priqem (sm. (4.4b))

Q_1 ¿ k Q(uλ_k) ¿ k Q(1) ¿ c_{16} k∑ j=1 σ^2_j (u). (4.12)

Dalee, po [9, lemma 2.2] (bez predpoloßeniØ (L))

Q(γ) ¿ c_{17}γ^2G(1/γ) ¿ c_{18}γ^2 Var X(γ), 0 < γ 6 1, otkuda Q_2 ¿ c_{19}u^2 ∑ j>k σ^2_j (u). (4.13)

Pervoe utverßdenie lemmy 5 vytekaet iz (4.11)–(4.13). Sootnoxenie (4.10) proverØetsØ analogiqno. Dostatoqno zametit~ (sm. lemmu 3), qto uG_1(1/u) ¿ u^2 G(1/u). Lemma 5 dokazana.

Lemma 6. Pust~ vypolneny usloviØ (L) i (F). Togda (sm. (4.2))

pri l¸bom h > 0 τ ρ∫ 0 |g_h(t) − e^{−t2/2}| dt 6 c_{20} (1 ∧ 1/τ ), (4.14)

162 L. V. ROZOVSKI` gde ρ = δ_0 (τ / √ ln (1 + τ ))^{2/α}, δ_0 = δ_0(V )– nekotoraØ dostatoqno malaØ poloßitel~naØ postoØnnaØ, zavisØwaØ lix~ ot V , a α takoe, kak v usloviØh (1.2), (1.3).

Zameqanie. Pust~ v ravenstve (3.1) n < ∞. Esli h > δ/λn pri

nekotorom poloßitel~nom δ, to ocenka (4.14) s postoØnnymi c_{20} i δ_0, zavisØwimi v tom qisle i ot δ, sohranØet spravedlivost~ bez predpoloßeniØ (F).

Dokazatel~stvo lemmy 6. Ocenka (4.14) pri τ 6 τ_0 trivial~- na, pofftomu v dal~neæxem budem predpolagat~, qto τ dostatoqno veliko i ρ > 1.

Imeem (sm. [10, gl.5, lemma 1]) |g_h(t) − e^{−t2/2}| 6 16μe^{−t2/3}, |t| 6 1/4μ, gde μ = 1 σ^3(h) ∑ j¿1^λ 3 j E |X(hλ_j ) − E X(hλ_j )|^3, priqem v sootvetstvii s lemmoæ 3((4.3c), (4.4c))

μ 6^8_{hσ3(h)}^∑_{j¿1} σ^2_j (h)^{hλj E X3(hλj )}

Var X(hλ_j ) 6 8 τ sup γ¿hλn γ E X^3(γ) Var X(γ) 6 8c_{11}/τ. (4.15) Ots¸da pri ε = (32c_{11})^{−1} sleduet ε τ∫ 0 |g_h(t) − e^{−t2/2}| dt 6 c_{21}/τ. (4.16) Esli ρ 6 ε, ocenka (4.14) vytekaet iz (4.16). Pust~ ρ > ε. Ocenim I(h) = τ ρ∫ ε τ |g_h(t)| dt. Vospol~zovavxis~ oboznaqeniØmi iz (4.2) i lemmy 4((4.5)), zapixem ravenstvo |g_h(t)| = ∏ j |f_{hλj} (t/σ(h))|. (4.17) Pust~ k vybrano iz usloviØ k∑ j=1 σ^2_j (h) ¿ σ^2(h)/2 > k−1∑ j=1 σ^2_j (h). (4.18)

O VERO˚TNOST˚H MALYH UKLONENI` SUMM 163 Poloßim ν = v_0/λ_k, gde postoØnnaØ v_0 zaimstvovana iz usloviØ (4.6). Esli ρ 6 ν/h, to pri kaßdom j ¿ k i vseh t ∈ [ετ, τ ρ], spravedlivy ocenki εhλ_j 6 tλ_j /σ(h) 6 τ ρλ_j /σ(h) 6 τ ν λ_j/(hσ(h)) 6 v_0 λ_j /λ_k 6 v_0. Ots¸da, iz (4.17),(4.18) i (4.6) s uqetom (4.3b) sleduet I(h) 6 τ ν/h∫

ε τ ∏ j¿k^{|fhλj (tλj /σ(h))| dt} 6 τ ν/h∫ ε ∏ j¿k^{exp (−δ2 σ} 2 j (h)h^2 t^ω) dt 6 τ ∞∫ ε exp (−δ_2 τ^2 t^ω) dt 6 δ_3/τ, (4.19)

gde δ_i = δ_i(V, v_0). Utverßdenie lemmy 6 pri ε < ρ 6 ν/h sleduet iz (4.16) i (4.19).

PrinimaØ vo vnimanie ravenstvo (4.17), legko ponØt~, qto dlØ zaverxeniØ dokazatel~stva lemmy 6 dostatoqno ustanovit~ ocenku J(h) = τ ρ∫ ε∨ν/h ∏ 16j6k^{|fhλj (thλj )| dt} 6 c22/τ. (4.20)

S fftoæ cel~¸ pokaßem, qto |f_{hλj} (thλ_j )| 6 e^{−c23 t} �α , t ¿ ε ∨ ν/h, j 6 k. (4.21) Oboznaqim dlØ kratkosti hλ_j (1 6 j 6 k) qerez γ i poloßim (sm.(4.5)) ξ(t) = |f_γ (tγ)|, H_0 = (2π + b)/r_0, γ = H_0/ε.

Pust~ vnaqale ε 6 ν/h. Togda, esli γ < γ, to pri t ¿ ε iz (4.5) i (1.2) sleduet ocenka

ξ(t) 6 1 − c_{24} V (1/tγ) 6 1 − c_{25} t^{−α}, tγ ¿ H_0, (4.22)

i, krome togo,

ξ(t) 6 e^{−δ}, δ = δ(V, v_0), tγ ∈ [v_0, H_0] (4.23)

blagodarØ nerexetqatosti sluqaænoæ veliqiny X i ishodØ iz soobraßeniæ nepreryvnosti po h otobraßeniØ meßdu raspredeleniØmi X i X(h).

164 L. V. ROZOVSKI`

Poskol~ku tγ ¿ v_0 λ_j /λ_k ¿ v_0 pri t ¿ ν/h, iz (4.22) i (4.23) sleduet (4.21). Pust~ teper~ γ ¿ γ. Togda ( pri t ¿ ε) iz (1.2) poluqim V (1/tγ)/V (1/γ) ¿ 1 c_2

(t^{−α}∧1) ¿ ( 1 c_2

∧ε^α)t^{−α}, t ¿ ε, γ ¿ 1/r_0, (4.24)

priqem tγ ¿ εγ ¿ εγ = H_0, t.e. iz (4.24) i (4.5) snova sleduet ocenka (4.21). Takim obrazom, sluqaæ ε 6 ν/h proanalizirovan polnost~¸.

Pust~ ε > ν/h (i t ¿ ε). V fftom sluqae γ ¿ γ̃ = v_0/ε i tγ ¿ εγ̃ = v_0. Esli tγ ¿ H_0 i γ < γ, pol~zuemsØ ocenkoæ (4.22), a esli tγ < H_0 – ocenkoæ (4.23). Esli ße γ ¿ γ, to tγ ¿ H_0, i dlØ dokazatel~stva sootnoxeniØ (4.21) moßno primenit~ (4.24).

Vospol~zuemsØ (4.21) dlØ poluqeniØ iskomoæ ocenki (4.20). Imeem po (4.3b), (4.4b) i (4.18),

k ¿ c26^{k∑}_{j=1} h^2 σ^2_j (h) ¿ c24 h^2 σ^2(h)/2 = c27 τ^2,

i, sledovatel~no, J(h) 6 τ ρ∫ ε∨ν/h e^{−c23 k t} �α dt 6 τ ρe^{−c28 τ2 ρ�α} 6 δ0 τ^{1+2/α} e^{−c29 δ�α0 ln (1+τ)}.

OstaetsØ lix~ sdelat~ postoØnnu¸ δ_0 dostatoqno maloæ. Lemma 6 polnost~¸ dokazana.

Zameqanie k lemme 6 proverØetsØ analogiqno s uqetom togo, qto pri ε > ν/h uslovie (F) ne ispol~zuetsØ (sm. takße (4.15)).

5. Dokazatel~stva

Teorema 2.1 vytekaet iz lemm 1 i 5.

Teorema 2.3 pri τ < 1 trivial~na, a pri τ ¿ 1 ØvlØetsØ sledstviem lemm 6 i 2 pri ε = 1/τ ρ.

Qtoby proverit~ teoremu 2.4, sleduet vospol~zovat~sØ lemmoæ 2 s ε = ∞, predvaritel~no dokazav, qto pri vseh dostatoqno bol~xih τ_∞ ∫ τ ρ |g_h(t)| dt 6 c_{30}/τ. (5.1)

O VERO˚TNOST˚H MALYH UKLONENI` SUMM 165 Imeem pri l¸bom celom m ¿ 1, ∞∫ τ ρ |g_h(t)| dt 6 ∞∫ ρ m∏ j=1 |f_{hλj} (thλ_j )| dt 6 2^{m−1} max_{16j6m}( ∞∫ ρ |f_{1j}|^m dt + 2^{−1} ∞∫ −∞ |f_{2j}|^m dt), (5.2) gde f_{1j} = 1 L(s) x0∫ 0 e^{(it−1)sx}f(x) dx, f_{2j} = 1 L(s) ∞∫ x0 e^{(it−1)sx}f(x) dx, s = hλ_j . (5.3) S pomow~¸ integrirovaniØ po qastØm pri tsx_0 > 1 poluqim −itsL(s) f_{1j} = (1−e^{itsx0}) e^{−sx0} f(x_0)+(−s) x0∫ 0 (e^{itsx} −1)e^{−sx}f(x) dx+

( 1/ts∫

0 + x0∫ 1/ts )(e^{itsx} − 1)e^{−sx} df(x) = I_1 + I_2 + I_3.

Pri fftom, po (1.2), (2.5)

|I_1| 6 2sL(s), |I_2| 6 C ts 1/ts∫

0 V (x)/x dx 6 C ts c_1V (1/s)t^{−β} /β,

|I_3| 6 2( 1/s∫ 1/ts + x0∫ 1/s )e^{−sx} |df(x)|) 6 2C s( 1∫ 1/t V (u/s)du/u^2 + sx0∫ 1 V (u/s)e^{−u}du/u^2) = 2Cs (J_1 + J_2);

J_2 6 V (1/s)c_2 ∞∫ 1 u^{α−2}e^{−u}du, J_1 6 V (1/s)c_1 κ(t),

166 L. V. ROZOVSKI` gde κ(t) = (β −1)^{−1} (β > 1), κ(t) = log t (β = 1) i κ(t) = t^{1−β}/(1− β), esli β < 1. UqityvaØ, qto

L(s) ¿ e^{−1}V (1/s) 6 e^{−1}c_3s^{−α}, (5.4)

ots¸da poluqim

|f_{1j}| 6 c_{31} (t^{−β} + ln(1 + t)/t), s ¿ δ, ts ¿ 1/x_0. (5.5)

Pofftomu, ∞∫ ρ |f_{1j}|^m dt 6 c_{32}/τ^2, m > (1 + α)/ min(1, β), hλ_m ¿ δ. (5.6)

Pust~ pri nekotorom p > 1 vypolneno uslovie (2.6) i m ¿ max(2, p/(p − 1)). Togda (sm. takße (5.3) i (5.4)) ∞∫ −∞ |f_{2j}|^m dt 6 c_{33} ∞∫ x0 (s^αe^{−sx}f(x))^{m/m−1} dx m−1

6 s^{αm/m−1} ∞∫ x0 e^{−sx}f(x) dx + ∞∫ x0 (e^{−sx}f(x))^pdx .

Ots¸da, iz (5.6) i ocenki τ^2 = h^2σ^2(h) 6 c_{34} max(1, h) ∑ j¿1^{E (1 ∧}

λ_j X), spravedlivoæ v silu lemmy 3, sleduet (5.1).

Pri proverke ZameqaniØ 3 ispol~zuetsØ neravenstvo, analogiqnoe (5.2), i to, qto dlØ |f_{hλj} (t)| spravedliva ocenka vida (5.5).

Nakonec, teorema 3.3 ØvlØetsØ sledstviem lemmy 1 ((4.1)).

Literatura

1. Rozovskiæ, L. V., O veroØtnostØh malyh ukloneniæ nekotoryh sluqaænyh summ. — Obozrenie prikladnoæ i promyx. matematiki 12, ˝ 4 (2005), 865 - 866.

2. Lifshits, M.A., On the lower tail probabilities of some random series. — Ann.

Probab. 25 (1997), 424–442.

3. R. Davis, S. Resnick, Extremes of moving averages of random variables with finite endpoint. — Ann. Probab. 19 (1991), 312–328.

4. Rozovskiæ, L. V., O veroØtnostØh malyh ukloneniæ poloßitel~nyh sluqaænyh veliqin,. — Zapiski nauqn.semin. POMI 320 (2004), 150 - 159.

O VERO˚TNOST˚H MALYH UKLONENI` SUMM 167 5. Rozovskiæ, L. V., O nißneæ granice veroØtnosteæ bol~xih ukloneniæ dlØ vyboroqnogo srednego pri vypolnenii usloviØ Kramera. — Zapiski nauqn.semin. POMI 278 (2001), 208 - 224.

6. Rozovskiæ, L. V., VeroØtnosti malyh ukloneniæ dlØ odnogo klassa raspredeleniæ so stepennym ubyvaniem v nule. — Zapiski nauqn.semin. POMI 328 (2005), 182 - 190.

7. Aurzada, F., On the lower tail probabilities of some random sequences in lp. — Unpablished manuscript (2006).

8. Borovkov, A.A., Ruzankin P.S., On small deviations of series of weighted i.i.d.

random variables. — IV International Conf. ”Limit theorems in Probability Theory and Their Applications, Novosibirsk, 21-25 August, Absracts (2006), 14.

9. N.C. Jain , W.E. Pruitt, Lower tail probability estimates for subordinators and nondecreasing random walks. — Ann. Probab. 15 no. 1 (1987), 76–101.

10. V. V. Petrov, Predel~nye teoremy dlØ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin. M.: Nauka, 1987, 320 s.

Rozovsky L. V. Small deviation probabilities for sums of independent positive random variables.

In the note we give estimates of small deviation probabilities of a sum ∑ j¿1^λj^Xj^{, where {λ}j^{} are nonnegative numbers and {X}j^{} are}

i.i.d. positive random variables, satisfying mild assumptions at zero and infinity.

Postupilo 1 noØbrØ 2006 g.

Sankt-PeterburgskaØ himiko-farmacevtiqeskaØ akademiØ

E-mail: l�rozovsky@mail.ru