Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 341, 2007 g.

V. V. Petrov OBOBWENIE NERAVENSTVA QȷUNA––�RD´XA DL˚ VERO˚TNOSTI OB˙EDINENI˚ SOBYTI`

V rabote Qßuna i �rdœxa [1] soderßitsØ sledu¸wee neravenstvo dlØ veroØtnosti ob¨edineniØ proizvol~nyh sobytiæ A_1, . . . , A_n: P (A_1 ∪ · · · ∪ A_n) ¿ ( X i=1,...,n P (A_i))^2/ X i,k=1,...,n P (A_iA_k). (1)

V [2] ffto neravenstvo poluqeno v kaqestve sledstviØ dokazannyh tam ße nißnih ocenok dlØ hvostovyh veroØtnosteæ tipa P (|X| > x) ili P (X > x), gde X – proizvol~naØ sluqaænaØ veliqina, u kotoroæ suwestvu¸t momenty opredelennogo porØdka. V svo¸ oqered~, ffti nißnie ocenki ØvlØ¸tsØ sledstviØmi odnogo obobweniØ [3] momentnogo neravenstva [4], predstavlØ¸wego soboæ usilenie neravenstva LØpunova dlØ momentov sluqaænoæ veliqin veliqiny (sm. takße [5] , teorema 1.2; neposredstvennyæ vyvod neravenstva Qßuna–�rdœxa iz fftogo momentnogo neravenstva priveden v [5], str. 203).

DlØ poluqeniØ obobweniØ neravenstva (1) nam ponadobØtsØ privodimye niße ocenki hvostovyh veroØtnosteæ iz [2].

Pust~ b ¿ 0, r ¿ 0 i X – sluqaænaØ veliqina, takaØ, qto E|X|^r < ∞. Esli r – neqetnoe qislo, s – qetnoe, r < s i b^r ¿ E(X^r ), to

P (X > b) ¿ (E(X^r ) − b^r )^{s/(s}�^{r)}/(E(X^s))^{r/(s}�^{r)}. (2)

PolagaØ zdes~ b = (λE(X^r ))^{1/r} , 0 6 λ 6 1, poluqim

P {X > (λEX^r )^{1/r}) ¿ ((1 − λ)(EX^r ))^{s/(s}�^{r)}/(EX^s)^{r/(s}�^{r)}. (3)

Pri r = 1 i s = 2 ots¸da vytekaet sledu¸wiæ izvestnyæ rezul~tat: esli X – nevyroßdennaØ sluqaænaØ veliqina, EX ¿ 0,

0 6 λ 6 1, to

P (X > λEX) ¿ (1 − λ)^2(EX)^2 /E(X^2). (4) 147

148 V. V. PETROV (Sootvetstvu¸wie bibliografiqeskie ssylki moßno naæti v [2].)

Pol~zuØs~ neravenstvom (4), legko poluqit~ (1). Pust~ A_1, A_2, . . . , – proizvol~nye sobytiØ, I(A_1), I(A_2), . . . , – ih indikatory. Poloßim S_n = I(A_1 ) + · · · + I(A_n). Imeem

ES_n = P (A_1) + · · · + P (A_n), E(S^2_n) = X i,k=1,...,n P (A_iA_k). Iz (4) sleduet, qto

P (S_n > λES_n) ¿ (1 − λ)^2(ES_n)^2/E(S^2_n), (5)

esli 0 6 λ 6 1. PolagaØ v (5) λ = 0, poluqim P (S_n > 0) ¿ (ES_n)^2/E(S^2_n). DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva neravenstva (1) ostaetsØ zametit~, qto P (S_n > 0) = P (A_1 ∪ · · · ∪ A_n).

ZaæmemsØ teper~ obobweniem neravenstva Qßuna–�rdœxa. Pust~ m – celoe poloßitel~noe qislo, m 6 n. Pust~ P_m – veroØtnost~ poØvleniØ ne menee m sobytiæ iz A_1, . . . , A_n. Ocenki sverhu i snizu dlØ veroØtnosti P_m dostavlØ¸tsØ xiroko izvestnymi neravenstvami Bonferroni. Soglasno fftim neravenstvam,

P_m ¿ T_m − mT_{m+1} , (6) gde T_1 = X k=1,...,n P (A_k), T_2 = X 16i<k6n^{P (AiAk),} T_3 = X 16i<j<k6n^{P (AiAj Ak), . . . .} (sm., naprimer, [6] , glava 4). V qastnosti, P_1 = P (A_1 ∪· · ·∪A_n) ¿ T_1 − T_2 , P_2 ¿ T_2 − 2T_3. S pomow~¸ neravenstva (2) moßno ukazat~ inye (vo mnogih sluqaØh luqxie po sravneni¸ s (6)) nißnie granicy dlØ veroØtnosti P_m pri l¸bom m 6 n.

Poloßim v (2) X = S_n = P_{k=1,...,n} I(A_k ), b = m − 1, r = 1, s = 2.

Togda poluqim

P (S_n > m − 1) ¿ (ES_n − m + 1)^2/E(S^2_n).

ZameqaØ, qto P (S_n > m − 1) = P_m, prihodim k neravenstvu

P_m ¿ ( X k=1,...,n P (A_k) − m + 1)^2/ X i,k=1,...,n P (A_iA_k) (1 6 m 6 n), (7)

OBOBWENIE NERAVENSTVA QȷUNA––�RD´XA 149 esli P_{k=1,...,n} P (A_k) ¿ m − 1.

Pri m = 1 fftot rezul~tat svoditsØ k neravenstvu (1). Pri m = 2 imeem

P_2 ¿ ( X k=1,...,n P (A_k) − 1)^2/ X i,k=1,...,n P (A_iA_k), (8)

esli P_{k=1,...,n} P (A_k) ¿ 1.

Sravnim granicy, dostavlØemye neravenstvami (1) i (7), s granicami, dostavlØemymi neravenstvami Bonferroni, v sluqae, kogda A_k = A pri l¸bom k, P (A) = p > 0. V fftom slu- qae P_{k=1,...,n P (Ak) = np,} P_{i,k=1,...,n P (AiAk) = np + n(n − 1)p = n2p,} P (A_1 ∪ · · · ∪ A_n) = p, pravaØ qast~ neravenstva (1) ravna p, tak qto (1) imeet mesto so znakom ravenstva. PravaØ qast~ neravenstva Bonferroni pri m = 1 ravna np − n(n − 1)p/2; ffta raznost~ ravna p pri n = 1 ili 2, ravna 0 pri n = 3 i otricatel~na pri vseh n > 3.

PravaØ qast~ (8), sootvetstvu¸waØ znaqeni¸ m = 2, ravna p − 2/n + 1/(n^2p). �ta granica blizka k p pri bol~xih n. Takoe ße zakl¸qenie spravedlivo i dlØ pravoæ qasti neravenstva (7) pri l¸bom fiksirovannom m. Netrudno proverit~, qto pravaØ qast~ neravenstva Bonferroni (6) otricatel~na pri l¸bom m i l¸bom n > m + 2.

Otmetim nekotorye sledstviØ neravenstva (7). Pust~ X_1, . . . , X_n – proizvol~nye sluqaænye veliqiny, B_1, . . . , B_n – borelevskie mnoßestva toqek deæstvitel~noæ prØmoæ, m – celoe poloßitel~noe qislo, m 6 n. Pust~, dalee, Q_m – veroØtnost~ poØvleniØ ne menee m sobytiæ iz mnoßestva sobytiæ A_1 = [X_1 ∈ B_1], . . ., A_n = [X_n ∈ B_n]. Iz (7) sleduet, qto

Q_m ¿ ( X k=1,...,n P (X_k ∈ B_k) − m + 1)^2/ X i,k=1,...,n P (X_i ∈ B_i, X_k ∈ B_k), (9) esli P_{k=1,...,n} P (X_k ∈ B_k) ¿ m − 1.

V qastnom sluqae, kogda B_k = B = [x, ∞) pri vseh k, gde x – proizvol~noe deæstvitel~noe qislo, neravenstvo (9) prinimaet

150 V. V. PETROV vid R_m ¿ ( X k=1,...,n P (X_k ¿ x) − m + 1)^2/ X i,k=1,...,n P (X_i ¿ x, X_k ¿ x), (10)

gde R_m est~ veroØtnost~ togo, qto ne menee m sluqaænyh veliqin iz X_1, . . . , X_n primut znaqeniØ, prevoshodØwie ili ravnye x. �to neravenstvo moßet predstavlØt~ interes dlØ zadaq, svØzannyh s raspredeleniØmi porØdkovyh statistik. Zametim, qto R_1 = P (max_{k=1,...,n} X_k ¿ x). Literatura

1. K. L. Chung and P. Erdös, On the application of the Borel–Cantelli lemma. —

Trans. Amer. Math. Soc. 72 (1952), 179–186.

2. V. V. Petrov, On lower bounds for tail probabilities. — J. Statist. Planning and

Inference 137 (2007).

3. B. C. Arnold, Some elementary variations of the Lyapunov inequality. — SIAM

J. Appl. Math. 35 (1978), 117–118.

4. V. V. Petrov, Odno neravenstvo dlØ momentov sluqaænoæ veliqiny. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 20 (1975), 402–403.

5. V. V. Petrov, Limit theorems of probability theory. Oxford University Press, New

York (1995).

6. V. Feller, Vvedenie v teori¸ veroØtnosteæ i ee priloßeniØ, t. 1. Mir, M. (1984).

Petrov V. V. A generalization of the Chung-Erdös inequality for the probability of the union of events.

A generalization of the Chung–Erdös inequality for the probability of the union of arbitrary events is proved using some lower bounds for tail probabilities. We present a lower bound for the probability of appearance of at least m events from the set of events A_1, . . . , A_n where 1 6 m 6 n.

Postupilo 27 marta 2007 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet