Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 341, 2007 g.

N. K. Krivulin

SKOROST^ ROSTA VEKTORA SOSTO˚NI` OBOBWENNO` LINE`NO` STOHASTIQESKO` SISTEMY S SIMMETRIQNO` MATRICE`

Pri issledovanii tehniqeskih, ffkonomiqeskih, proizvodstvennyh i drugih sistem nahodØt primenenie obobwennye lineænye dinamiqeskie modeli vida z(k) = A(k) ⊗ z(k − 1), gde A(k) – sluqaænaØ matrica, z(k) – vektor sostoØniæ sistemy, ⊗ – operaciØ umnoßeniØ matric, zadannaØ v nekotoroæ idempotentnoæ algebre [1, 2].

Pri analize real~nyh sistem qasto predstavlØet interes opredelenie sredneæ (predel~noæ) skorosti rosta vektora sostoØniæ sistemy λ = lim_{k→∞} 1 k ‖z(k)‖, gde ‖ · ‖ – nekotoryæ idempotentnyæ analog obyqnoæ vektornoæ normy.

Vo mnogih sluqaØh dokazatel~stvo suwestvovaniØ ukazannogo predela moßet byt~ provedeno bez truda (naprimer, na osnove ffrgodiqeskoæ teoremy iz raboty [3]). V to ße vremØ vyqislenie znaqeniØ predela qasto okazyvaetsØ dovol~no trudnoæ zadaqeæ daße v sluqae ves~ma prostyh modeleæ sistem. K ime¸wimsØ rezul~tatam moßno otnesti rexenie fftoæ zadaqi v [4] dlØ sistemy vtorogo porØdka s matriceæ, vse fflementy kotoroæ nezavisimy i ime¸t odinakovoe ffksponencial~noe raspredelenie s ediniqnym srednim. V rabote [5] rassmatrivalas~ sistema vtorogo porØdka s simmetriqnoæ matriceæ, u kotoroæ diagonal~nye fflementy nezavisimy i ime¸t ffksponencial~noe raspredelenie s ediniqnym srednim, a vse nediagonal~nye fflementy ravny nul¸.

DlØ sistem proizvol~nogo porØdka n izvestny rezul~taty dlØ sluqaØ, kogda vse fflementy matricy odinakovo raspredeleny i

Rabota vypolnena pri podderßke RFFI (grant No. 06-01-00763). 134

SKOROST^ ROSTA VEKTORA SOSTO˚NI` 135

nezavisimy i ime¸t libo normal~noe raspredelenie [6], libo diskretnoe ravnomernoe raspredelenie [4]. V [7] naædeno obwee rexenie dlØ sluqaØ sistemy s treugol~noæ matriceæ porØdka n pri uslovii, qto sluqaænye fflementy matricy ime¸t raspredeleniØ veroØtnosteæ s koneqnymi srednim i dispersieæ i mogut byt~ zavisimymi.

Cel~¸ nastoØweæ raboty ØvlØetsØ vyqislenie sredneæ skorosti rosta vektora sostoØniæ dlØ sistemy vtorogo porØdka, kotoraØ ØvlØetsØ nekotorym obobweniem sistemy, rassmotrennoæ v [5]. PredpolagaetsØ, qto nediagonal~nye fflementy matricy sistemy ravny nul¸, a diagonal~nye fflementy nezavisimy i ime¸t ffksponencial~nye raspredeleniØ s parametrami μ i ν, μ ≠ ν. 1. LineænaØ stohastiqeskaØ dinamiqeskaØ sistema

Rassmotrim dinamiqesku¸ sistemu, ffvol¸ciØ kotoroæ opisyvaetsØ uravneniem z(k) = A(k) ⊗ z(k − 1), (1) gde A(k) = ( α_k 0 0 β_k ) , z(k) = ( x(k) y(k) ) , z(0) = ( 0 0 ) , a znak ⊗ oboznaqaet operaci¸ umnoßeniØ matricy na vektor v idempotentnoæ algebre [1, 2] so skalØrnymi operaciØmi obobwennogo sloßeniØ ⊕ i umnoßeniØ ⊗, opredelennymi sootvetstvenno kak operaciØ maksimuma i sloßenie.

Uravnenie (1) moßno predstavit~ v vide sistemy skalØrnyh uravneniæ x(k) = α_k ⊗ x(k − 1) ⊕ y(k − 1), y(k) = x(k − 1) ⊕ β_k ⊗ y(k − 1); ili s ispol~zovaniem obyqnyh oboznaqeniæ v vide

x(k) = max(α_k + x(k − 1), y(k − 1)),

y(k) = max(x(k − 1), β_k + y(k − 1)).

Budem predpolagat~, qto kaßdaØ iz posledovatel~nosteæ {α_k} i {β_k} sostoit iz nezavisimyh i odinakovo raspredelennyh sluqaænyh veliqin, a takße, qto sluqaænye veliqiny α_k i β_l nezavisimy pri l¸byh k, l.

136 N. K. KRIVULIN

Pust~ diagonal~nye fflementy α_k i β_k matricy A(k) ime¸t ffksponencial~noe raspredelenie veroØtnosteæ s parametrami μ i ν sootvetstvenno. Oboznaqim funkcii raspredeleniØ ukazannyh fflementov qerez

F (t) = max(0, 1 − e^{−μt}), G(t) = max(0, 1 − e^{−νt}),

a sootvetstvu¸wie im funkcii plotnosti qerez f(t) i g(t).

Zametim, qto pri uslovii μ = ν rassmatrivaemaØ sistema legko svoditsØ k sisteme, dlØ kotoroæ μ = ν = 1, izuqennoæ v [5].

Odnoæ iz vaßnyh harakteristik sistem vida (1) ØvlØetsØ srednØØ skorost~ rosta vektora sostoØniæ sistemy, kotoraØ opredelØetsØ tak λ = lim_{k→∞} 1 k ‖z(k)‖, (2) gde oboznaqenie normy ponimaetsØ v smysle idempotentnoæ algebry, t.e. ‖z(k)‖ = x(k) ⊕ y(k) = max(x(k), y(k)). 2. SrednØØ skorost~ rosta vektora sostoØniæ

Netrudno pokazat~, naprimer, s ispol~zovaniem ffrgodiqeskoæ teoremy iz [3], qto v sluqae, kogda fflementy matricy A(k) neotricatel~ny i ime¸t koneqnye srednie, predel (2) suwestvuet s veroØtnost~¸ 1, a takße suwestvuet predel lim_{k→∞} 1 k E‖z(k)‖ = λ. DlØ nahoßdeniØ predela snaqala opredelim sluqaænye veliqiny Z(k) = ‖z(k)‖ − ‖z(k − 1)‖, Y (k) = y(k) − x(k), i zametim, qto ‖z(k)‖ = Z(1) + · · · + Z(k), a takße, qto Y (0) = 0.

Vvedem funkcii raspredeleniØ Φ_k(t) = P{Z(k) < t}, Ψ_k(t) = P{Y (k) < t}. Rassmotrim funkci¸ Φ_k i predstavim ee v vide Φ_k(t) = P{max(x(k−1)+α_k, y(k−1)+β_k)−max(x(k−1), y(k−1)) < t} = P{max(αk, Y (k − 1) + βk) − max(0, Y (k − 1)) < t},

SKOROST^ ROSTA VEKTORA SOSTO˚NI` 137

otkuda sleduet, qto

Φ_k(t) = G(t) 1 − ∞∫ 0 Ψ_{k−1}(u)f(u + t)du +F (t) ∞∫ 0 Ψ_{k−1}(−u)g(u+t)du. Predpoloßim, qto posledovatel~nost~ funkciæ Ψ_k shoditsØ pri k → ∞ k nekotoroæ predel~noæ funkcii raspredeleniØ Ψ (niße budet pokazano, qto takoe predpoloßenie dlØ rassmatrivaemoæ sistemy ØvlØetsØ spravedlivym).

Togda, opiraØs~ na teoremu Lebega ob ograniqennoæ shodimosti, zakl¸qaem, qto posledovatel~nost~ Φ_k shoditsØ k funkcii raspredeleniØ

Φ(t) = G(t) 1 − ∞∫ 0 Ψ(u)f(u + t)du + F (t) ∞∫ 0 Ψ(−u)g(u + t)du (3) nekotoroæ sluqaænoæ veliqiny Z, priqem Z(k) → Z po raspredeleni¸.

Krome togo, E[Z(k)] shoditsØ k E[Z], a sledovatel~no, λ = lim_{k→∞} 1 k E‖z(k)‖ = lim_{k→∞}^1_k^{k∑}_{m=1} E[Z(m)] = E[Z]. (4)

3. Rekurrentnoe uravnenie dlØ funkcii Ψ_k

PrimenØØ formulu polnoæ veroØtnosti, zapixem funkci¸ Ψ_k tak Ψ_k(t) = ∞∫ 0 ∞∫ 0 P{Y (k) < t|αk = u, βk = v}f(u)g(v)dudv. V silu togo, qto P{Y (k) < t|αk = u, βk = v} = = P{max(x(k − 1), y(k − 1) + v) − max(x(k − 1) + u, y(k − 1)) < t} = = P{max(0, Y (k − 1) + v) − max(u, Y (k − 1)) < t} = = 1 − Ψ_{k−1}(−t), esli u ≤ −t, v < t, 1, esli u > −t, v < t, 0, esli u ≤ −t, v ≥ t, Ψ_{k−1}(u − v + t), esli u > −t, v ≥ t;

138 N. K. KRIVULIN

prihodim k rekurrentnomu uravneni¸

Ψ_k(t) =

∞∫ 0 ∞∫ 0 Ψ_{k−1}(u − v)f(u − t)g(v)dudv, esli t ≤ 0, ∞∫ 0 ∞∫ 0 Ψ_{k−1}(u − v)f(u)g(v + t)dudv + G(t), esli t > 0. UqityvaØ pokazatel~noe raspredelenie diagonal~nyh fflementov matricy sistemy, predstavim ffto uravnenie v vide

Ψ_k(t) = μνe^{μt} ∞∫ 0 ∞∫ 0 Ψ_{k−1}(u − v)e^{−μu−νv}dudv, esli t ≤ 0, μνe^{−νt} ∞∫ 0 ∞∫ 0 Ψ_{k−1}(u − v)e^{−μu−νv}dudv + 1 − e^{−νt}, esli t > 0.

(5)

Naædem funkci¸ raspredeleniØ Ψ_1. V silu usloviØ Y (0) = 0 imeem

Ψ_1(t) = P{β_1 − α_1 < t} = ν μ + ν e^{μt}, esli t ≤ 0, 1 − μ μ + ν e^{−νt}, esli t > 0. S pomow~¸ uravneniØ (5) naædem Ψ_2. Snaqala vyqislim integral μν ∞∫ 0 ∞∫ 0 Ψ_1(u − v)e^{−μu−νv}dudv = ν^2(3μ + ν) (μ + ν)^3 . Teper~ poluqim

Ψ_2(t) = ν^2(3μ + ν) (μ + ν)^3 e^{μt}, esli t ≤ 0, 1 − μ^2(μ + 3ν) (μ + ν)^3 e^{−νt}, esli t > 0.

SKOROST^ ROSTA VEKTORA SOSTO˚NI` 139

4. Predel~noe raspredelenie Ψ

Proverim shodimost~ posledovatel~nosti funkciæ Ψ_k. Rassmotrim raznost~

Ψ_2(t) − Ψ_1(t) = (ν − μ) νμ (μ + ν)^3 e^{μt}, esli t ≤ 0, (ν − μ) νμ (μ + ν)^3 e^{−νt}, esli t > 0. Legko videt~, qto pri vseh t vypolnØetsØ neravenstvo Ψ_2(t) −

Ψ_1(t) < 0, esli ν < μ, ili protivopoloßnoe neravenstvo Ψ_2(t) − Ψ_1(t) > 0, esli ν > μ. Pri ν = μ funkcii Ψ_1 i Ψ_2 sovpada¸t.

Dopustim, qto ν < μ. Togda dlØ vseh t ≤ 0 vypolnØetsØ

Ψ_{k+1}(t) − Ψ_k(t) = ∞∫ 0 ∞∫ 0 (Ψ_k(u − v) − Ψ_{k−1}(u − v))f(u − t)g(v)dudv, otkuda po indukcii sleduet, qto pri l¸bom k ≥ 1 vypolnØetsØ neravenstvo

Ψ_{k+1}(t) − Ψ_k(t) ≤ 0.

Analogiqnym obrazom proverØetsØ, qto takoe neravenstvo vypolnØetsØ i pri vseh t > 0.

UqityvaØ, qto Ψ_k(t) ≥ 0 pri vseh t, zakl¸qaem, qto posledovatel~nost~ Ψ_k(t) pri k → ∞ shoditsØ k nekotoroæ funkcii Ψ(t).

PrimenØØ te ße rassußdeniØ, prihodim k vyvodu, qto posledovatel~nost~ funkciæ shoditsØ i pri uslovii ν > μ.

˚sno, qto pri μ = ν posledovatel~nost~ Ψ_k voobwe ne zavisit ot k.

PerehodØ k predelu v uravnenii (5) pri k → ∞, prihodim k uravneni¸

Ψ(t) = μνe^{μt} ∞∫ 0 ∞∫ 0 Ψ(u − v)e^{−μu−νv}dudv, esli t ≤ 0, μνe^{−νt} ∞∫ 0 ∞∫ 0 Ψ(u − v)e^{−μu−νv}dudv + 1 − e^{−νt}, esli t > 0.

(6)

140 N. K. KRIVULIN

IshodØ iz formy uravneniØ, budem iskat~ ego rexenie v vide

Ψ(t) = { c_1e^{μt}, esli t ≤ 0, 1 − c_2e^{−νt}, esli t > 0,

gde c_1, c_2 – nekotorye kofffficienty.

Podstavim ffto rexenie v uravnenie (6). Snaqala naædem integral μν ∞∫ 0 ∞∫ 0 Ψ(u − v)e^{−μu−νv}dudv = μν (μ + ν)^2 c_1 − μν (μ + ν)^2 c_2 + ν μ + ν . Imeem sistemu lineænyh algebraiqeskih uravneniæ otnositel~no c_1 i c_2.

c_1 = μν (μ + ν)^2 c_1 − μν (μ + ν)^2 c_2 + ν μ + ν , c_2 = − μν (μ + ν)^2 c_1 + μν (μ + ν)^2 c_2 + μ μ + ν . RexaØ sistemu, poluqim

c_1 = ν^2 μ^2 + ν^2

, c_2 = μ^2 μ^2 + ν^2 . Takim obrazom, predel~naØ funkciØ imeet vid

Ψ(t) = ν^2 μ^2 + ν^2 e^{μt}, esli t ≤ 0, 1 − μ^2 μ^2 + ν^2 e^{−νt}, esli t > 0 i ØvlØetsØ, oqevidno, funkcieæ raspredeleniØ nekotoroæ sluqaænoæ veliqiny.

5. Vyqislenie sredneæ skorosti rosta Opredelim sredn¸¸ skorost~ rosta λ, ishodØ iz (4). Po formule (3) naædem funkci¸ raspredeleniØ

Φ(t) = 1 − 1 μ^2 + ν^2 ( μ^2 + μν + ν^2 μ + ν (νe^{−μt} + μe^{−νt}) + μνe^{−(μ+ν)t} ) .

SKOROST^ ROSTA VEKTORA SOSTO˚NI` 141

Sootvetstvu¸waØ eæ plotnost~ imeet vid ϕ(t) = μν μ^2 + ν^2 ( μ^2 + μν + ν^2 μ + ν (e^{−μt} + e^{−νt}) − (μ + ν)e^{−(μ+ν)t} ) . Vyqislenie integrala daet veliqinu sredneæ skorosti rosta v vide λ = ∞∫ 0 tϕ(t)dt = μ^4 + μ^3ν + μ^2ν^2 + μν^3 + ν^4 μν(μ + ν)(μ^2 + ν^2) . Zametim, qto pri ν = μ imeem λ = 5/(4μ), qto sovpadaet s rezul~tatom, poluqennym v [5].

Literatura

1. F. Baccelli, G. Cohen, G. J. Olsder, J.-P. Quadrat, Synchronization and linearity.

Wiley, Chichester (1992).

2. V. P. Maslov, V. N. Kolokol~cov, Idempotentnyæ analiz i ego primenenie v optimal~nom upravlenii. Fizmatlit, M. (1994).

3. J. F. C. Kingman, Subadditive ergodic theory. — Ann. Probab. 1 (1973), 883–909. 4. G. J. Olsder, J. A. C. Resing, R. E. De Vries, M. S. Keane, G. Hooghiemstra, Discrete event systems with stochastic processing times. — IEEE Trans. Automat. Contr. 35 (1990), No. 3, 299–302.

5. A. Jean-Marie, Analytical computation of Lyapunov exponents in stochastic event graphs. — Performance Evaluation of Parallel and Distributed Systems. Solution Methods: Proc. 3rd QMIPS Workshop. CWI, Amsterdam (1994), pp. 309-341. (CWI Tracts, Vol. 106.)

6. J. E. Cohen, Subadditivity, generalized products of random matrices and operations research. — SIAM Review 30 (1988), No. 1, 69–86.

7. N. K. Krivulin, Skorost~ rosta vektora sostoØniæ obobwennoæ lineænoæ dinamiqeskoæ sistemy so sluqaænoæ treugol~noæ matriceæ. — Vestn. S.-Peterb. un-ta. Ser. 1, 1 (2005), 33–38.

Krivulin N. K. The growth rate of state vector in a generalized linear stochastic system with symmetric matrix.

The mean growth rate of state vector is evaluated for a generalized linear stochastic second-order system with symmetric matrix. The diagonal entries of the matrix are assumed to be independent and exponentially distributed with different means, whereas the nondiagonal entries are equal to zero.

Postupilo 30 noØbrØ 2006 g.

Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet E-mail: Nikolai.Krivulin@pobox.spbu.ru