Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 341, 2007 g.

K. L. Zil~berburg

OCENIVANIE MONOTONNO` FUNKCII, NABLıDAEMO` V BELOM XUME

1. Vvedenie.

V dannoæ rabote my budem ocenivat~ monotonnu¸ na otrezke funkci¸, nabl¸daemu¸ v gaussovskom belom xume, metodom maksimuma pravdopodobiØ i issledovat~ skorost~ shodimosti.

Vpervye vid ocenki maksimuma pravdopodobiØ (OMP) monotonnoæ plotnosti byl poluqen U. Grenanderom ([3], 1956). Bylo dokazano, qto OMP nevozrasta¸weæ plotnosti f v klasse z vseh nepreryvnyh sleva nevozrasta¸wih plotnosteæ na otrezke

[0, ∞) ravna proizvodnoæ ot vypukloæ maßoranty ffmpiriqeskoæ

funkcii raspredeleniØ ot vyborki.

V 1969 godu Prakasa Rao ([4]) poluqil sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 1.1. Pust~ X1, . . . , Xn – nezavisimye nabl¸deniØ ubyva-

¸weæ plotnosti f na [0, ∞), u kotoroæ suwestvuet ne obrawa¸- waØsØ v 0 proizvodnaØ f^′(t) v toqke t ∈ (0, ∞). Esli f_n – OMP f, postroennaØ po vyborke X_1, . . . , X_n i ime¸waØ vid, kak v rabote Grenandera, togda

n^{13} | | | | 1 2 f(t)f^′ (t) | | | | − 13 (f_n(t) − f(t))→^L2Z, gde Z raspredeleno tak ße, kak arg max_{t∈}R [ W (t) − t^2 ] , a W – ffto

standartnoe dvuhstoronnee brounovskoe dvißenie na R, vyhodØwee iz 0.

Nabrosok bolee prostogo dokazatel~stva fftogo rezul~tata predloßil P. Grœneboom ([5], 1985), odnako rabota soderßala nekotorye netoqnosti, kotorye v 1990 godu byli ustraneny v rabote Kim i Pollard ([2], 1990).

Niße budet dokazan analogiqnyæ rezul~tat dlØ funkcii, nabl¸daemoæ v belom xume. 124

OCENIVANIE MONOTONNO` FUNKCII 125

2.1. Formulirovka osnovnogo rezul~tata.

DlØ naqala zametim, qto OMP dlØ monotonnoæ funkcii, nabl¸daemoæ v gaussovskom belom xume, budet imet~ shoßiæ s opisyvaemym Grenanderom kusoqno-postoØnnyæ vid. A imenno, pust~ nabl¸daetsØ process dX(t) = f(t)dt + εdW (t), t ∈ [0, 1], gde f – ubyva¸waØ poloßitel~naØ funkciØ na [0, 1], takaØ qto suwestvuet f^′(t) ≠ 0 v toqke t_0 ∈ (0, 1). F – pervoobraznaØ f. Iz

rabot Cirel~sona ([6–8])) sleduet, qto ^f_ε – ocenka maksimuma pravdopodobiØ dlØ f, postroennaØ metodom natØnutoæ niti po nabl¸deni¸ X, – ravnØetsØ pravoæ proizvodnoæ vypukloæ maßoranty X. (Rezul~tat dokazyvaetsØ v razdele 3.) V fftih oboznaqeniØh teper~ moßno sformulirovat~ osnovnoæ rezul~tat.

Teorema 2.1. Pust~ W (t) – standartnoe brounovskoe dvißenie s

W (0) = 0. Togda

ε^{− 23} | | | | 1 2 f^′(t_0) | | | | − 13 ( ^f_ε(t_0) − f(t_0 ) ) →^L2Z, gde Z raspredeleno tak ße, kak arg max_{t≥0} [ W (t) − t^2 ] . 2.2. Dokazatel~stvo teoremy 2.1.

Dokazatel~stvo teoremy 2.1. Vvedem process

U_ε(a) = arg max_{t≥0} [X_ε − at] .

Togda iz opredeleniØ ^f_ε i U_ε sleduet, qto ^f_ε(t) ≤ a ⇔ U_ε(a) ≤ t. Pofftomu P_f { ^f_ε(t_0) − f(t_0 ) ≤ xε^23 | | | | 1 2 f^′(t_0) | | | | 1 3 } = P_f {U_ε(f(t_0 ) + δ_ε) ≤ t_0} , gde δ_ε = xε^{23} | | | | 1 2 f^′(t_0) | | | | 1 3

126 K. L. ZIL^BERBURG Po opredeleni¸

U_ε(a + δ_ε) = arg max_{t≥0} [X_ε(t) − (a + δ_ε)t] ,

a, znaqit,

U_ε(a + δ_ε) = arg max_{t≥0} [ 1 ε (X_ε(t) − F (t)) + 1 ε (F (t) − (a + δ_ε)t) ] . Po opredeleni¸ X_ε(t) = F (t) + εW (t), pofftomu^1_ε (X_ε(t) − F (t)) =

W (t), gde W (t) – brounovskoe dvißenie, takoe qto W (0) = 0.

Rassmotrim moment dostißeniØ maksimuma processom

W (u) + 1 ε (F (u) − (f(t_0 ) + δ_ε)u) =

= (W (t_0 + (u − t_0)) − W (t_0)) + W (t_0)+ + 1 ε (F (u) − f(t_0)u) − 1 ε δ_ε(u − t_0) + 1 ε t_0δ_ε.

(2.1)

Slagaemye W (t_0) i^1_ε t_0δ_ε ot u ne zavisØt. W (t_0 + (u − t_0)) −

W (t_0) = W_1(u − t_0) – novoe dvuhstoronnee brounovskoe dvißenie,

takoe qto W_1(0) = 0.

Poloßim z = (_c ε )_{−2/3} (u − t_0); c = −^{f 0 (t0)}_2 . Togda moment do-

stißeniØ maksimuma processa 2.1 budet sovpadat~ s momentom dostißeniØ maksimuma processa

W_1 (( ε c )_{2/3} z ) − ε^{−1} [ F ( t_0 + (ε c )_{2/3} z ) − F (t_0) − f(t_0 ) ( ε c )_{2/3} z ] − − ε^{−1}ε^{2/3}c^{−2/3}δ_εz, kotoryæ po svoæstvu masxtabiruemosti vinerovskogo processa moßno perepisat~ kak (ε c )_{1/3}( W_1(z) − ε^{−4/3}c^{1/3} [ F ( t_0 + ( ε c )_{2/3} z ) − − F (t_0) − f(t_0 ) (ε c )_{2/3} z ] − xz ) , (poskol~ku δ_ε = xε^{2/3}c^{1/3}). Argument maksimuma ne zavisit ot poloßitel~nogo kofffficienta (_ε c )_{1/3} , pofftomu argument maksimuma processa 2.1 sovpadaet s argumentom maksimuma processa

W_1(z) + f^′(t_0) 2c z^2 + b(z, ε) − xz = W_1(z) − z^2 + b(z, ε) − xz, (2.2)

OCENIVANIE MONOTONNO` FUNKCII 127 gde b(z, ε) = −F ( t_0 + ( ε c )_{2/3} z ) + F (t_0) + f(t_0) ( ε c )_{2/3} z + f^′(t_0) 2 (ε c )_{2/3} z^2

i b(z, ε) = ε^{−4/3}o(z^2ε^{4/3}).

Vvedœm sledu¸wie oboznaqeniØ: pust~ B_{loc}(R) – ffto prostranstvo vseh lokal~no ograniqennyh vewestvennoznaqnyh funkciæ

na R, snabßœnnoe topologieæ ravnomernoæ shodimosti na kom-

paktah, a C_{max} (R) — separabel~noe podmnoßestvo vseh nepreryvnyh funkciæ x(·) iz B_{loc}(R), dlØ kotoryh (i) x(t) → −∞ pri

|t| → ∞ i (ii) x dostigaet maksimuma v edinstvennoæ toqke v R.

DlØ dokazatel~stva shodimosti argumentov maksimumov po raspredeleni¸ my vospol~zuemsØ sledu¸weæ teoremoæ (Teorema 2.7, [2]).

Teorema 2.2 (Kim, Pollard, [2]). Pust~ {Zn}– sluqaænye oto-

braßeniØ v B_{loc}(R), a {t_n} – sluqaænye otobraßeniØ v R, takie qto (i) Z_n Q, gde Q – borelevskaØ mera, sosredotoqennaØ na

Cmax(R);

(ii) t_n = O_p(1);

(iii) Z_n(t_n) ≥ sup_t Z_n(t) − α_n, gde α_n → 0 po veroØtnosti.

Togda t_n arg max(Z) dlØ Z s raspredeleniem Q.

(Zdes~ i dalee simvol oboznaqaet slabu¸ shodimost~ raspredeleniæ.)

V kaqestve processa Z_n vyberem process 2.1 dlØ nekotoroæ posledovatel~nosti ε_n → 0, v roli t_n vystupit argument ego maksimuma. Togda ostanetsØ dokazat~ lix~ ograniqennost~ t_n i slabu¸ shodimost~ Z_n k processu W (z) − z^2 − xz. V silu klassiqeskih rezul~tatov ı. V. Prohorova, dlØ fftogo dostatoqno pokazat~, vo-pervyh, shodimost~ koneqnomernyh raspredeleniæ i, vo-vtoryh, plotnost~ semeæstva raspredeleniæ processa Z_n. Po teoreme Arcela–Askoli, plotnost~ semeæstva sleduet iz ravnostepennoæ nepreryvnosti i ravnomernoæ ograniqennosti (sm. Billingsli, [11] ili Pollard, [9]).

Teorema 2.3 (Prohorov). Pust~ Zn – posledovatel~nost~ sluqaæ-

nyh processov s traektoriØmi v B_{loc}(R). Pust~

128 K. L. ZIL^BERBURG

(i) dlØ l¸bogo koneqnogo podmnoßestva S ⊂ R suwestvuet veroØtnostnaØ mera Q_s na B(R^s), takaØ qto slabo shodØtsØ raspredeleniØ {Z_n(t) : t ∈ S} Q_s;

(ii) dlØ l¸bogo ε > 0, η > 0 i M < ∞ suwestvuet δ > 0, takoe qto lim sup P^∗ { sup ‖s−t‖<δ,max{‖s‖,‖t‖}≤M ‖Z_n(s) − Z_n(t)‖ > η } < ε. Togda suwestvuet borelevskaØ veroØtnostnaØ mera Q s koneqnomernymi proekciØmi Q_s, takaØ qto Z_n Q (v smysle shodimosti po raspredeleni¸ v metrike ravnomernoæ shodimosti na kompaktah) i Q skoncentrirovana na separabel~- nom mnoßestve vseh neperyvnyh funkciæ v B_{loc}(R)

Proverim ravnostepennu¸ nepreryvnost~ (uslovie (ii)) sup |s−t|<δ,max{|s|,|t|}≤M |Z_n(s) − Z_n(t)| =

= sup |W (s) − W (t) − (t^2 − s^2) − x(t − s) + (b_ε(t) − bε(s))| ≤ ≤ sup |W (t) − W (s)| + sup |t − s||t + s| + sup |x||t − s|+ + sup |b_ε(t) − b_ε(s)| ≤ cδ^γ + 2δM + |x|δ + |b(t, ε)| + |b(s, ε)|, (2.3) gde 0 < γ < 1/2. Poslednee neravenstvo sleduet iz usloviØ Gœl~- dera dlØ vinerovskogo processa i vypolnØetsØ s veroØtnost~¸ 1. FunkciØ b(z, ε) pri malyh ε vedœt sebØ kak ε^{−4/3}o(ε^{4/3}z^2) s toqnost~¸ do domnoßeniØ na konstantu, a znaqit, esli |t|, |s| ≤ M , to dva poslednih slagaemyh stremØtsØ k nul¸ pri ε → 0. Iz vsego vyxeskazannogo sleduet shodimost~ k 0 po veroØtnosti levoæ qasti neravenstva, qto i obespeqivaet ravnostepennu¸ nepreryvnost~.

DlØ ravnomernoæ ograniqennosti na kompakte dostatoqno ravnomernoæ ograniqennosti v odnoæ toqke fftogo kompakta, a ona, v svo¸ oqered~, sleduet iz shodimosti koneqnomernyh raspredeleniæ i svoæstv prostranstva B_{loc}(R).

Shodimost~ koneqnomernyh raspredeleniæ sleduet iz nezavisimosti priraweniæ vinerovskogo processa, a takße iz ravnomernoæ shodimosti ostatka b(z, ε) pri ε → 0 pri |z| ≤ M .

OCENIVANIE MONOTONNO` FUNKCII 129 PrimenØØ teoremu 2.2 (teorema 2.7 v [2]), poluqaem, qto predel~noe pri ε → 0 raspredelenie processa c^{2/3} ε^{2/3} (U_ε(a + δ_ε) − t_0)

budet sovpadat~ s raspredeleniem argumenta maksimuma proces- sa W (z) − (z^2 + xz), z ∈ R ili W (z) − ( z + 1 2 x )_2 , z ∈ R. Esli my teper~ vvedœm oboznaqenie

V (s) = arg max_{z∈}R [ W (z) − (z − s)^2 ] , togda V (s) − s budet stacionarnym processom, sledovatel~no P {V (s) ≤ t} = P {V (0) ≤ t − s} P_f { ^ f_ε(t_0) − a ≤ xε^{2/3}c^{1/3} } = P_f {U_ε(a + δ_ε) − t_0 ≤ 0}^{ε→0}−→ −→ P_f { V ( − 1 2 x ) ≤ 0 } = P {2V (0) ≤ x}. (2.4)

Tem samym, teorema 2.1 dokazana. � 3.1. Vid ocenki maksimuma pravdopodobiØ.

Ostalos~ privesti dokazatel~stvo togo, qto ocenka maksimuma pravdopodobiØ ^f monotonnoæ funkcii f suwestvuet i imeet vid, kak ukazano v punkte 2.1. Neobhodimye i dostatoqnye usloviØ suwestvovaniØ, edinstvennosti i sostoØtel~nosti MPocenki, sformulirovany dokazany B. S. Cirel~sonom ([6–8]) v terminah geometriqeskoæ harakteristiki mnoßestva V – sredneæ xiriny; eœ svØz~ s gaussovskoæ meroæ ustanovlena V. N. Sudakovym ([10]).

Pust~ dano lineænoe prostranstvo s centrirovannoæ gaussovskoæ meroæ (E, γ) i ego Ødro E_0 ⊂ E. E_0 – gil~bertovo prostranstvo; dlØ θ, η ∈ E_0 zadany skalØrnoe proizvedenie ⟨θ, η⟩ i norma ‖θ‖ = ⟨θ, θ⟩^12 , odnoznaqno opredelØemye meroæ γ. DlØ kaßdogo θ ∈ E_0 lineænyæ nepreryvnyæ po η ∈ E_0 funkcional ⟨θ, η⟩ imeet edinstvennoe (s toqnost~¸ do sovpadeniØ poqti vs¸du) prodolßenie do lineænogo izmerimogo po x ∈ E funkcionala, oboznaqaemogo ⟨θ, x⟩; pri fftom ∫ ⟨θ, x⟩^2γ(dx) = ‖θ‖^2.

130 K. L. ZIL^BERBURG

Mera γ_θ, poluqaemaØ iz mery γ sdvigom na vektor θ, imeet plotnost~ po mere γ togda i tol~ko togda, kogda θ ∈ E_0. OcenivaetsØ parametr sdviga θ po odnomu nabl¸deni¸ x ∈ E. Sqitaem, qto θ probegaet izvestnoe mnoßestvo V ⊂ E_0 (snabßœnnoe metrikoæ iz E_0). Nam dostatoqno rassmatrivat~ separabel~nu¸ modifikaci¸ processa ⟨θ, x⟩.

V nazyvaetsØ GB-mnoßestvom, esli γ{x ∈ E : sup_{θ∈V} ⟨θ, x⟩ < +∞} = 1. V fftom (i tol~ko v fftom) sluqae koneqna srednØØ xirina

h_1(V ) = (2π)^{12} ∫ (sup_{θ∈V} ⟨θ, x⟩)γ(dx); sm. [10, glava 2]. Esli V – GB-mnoßestvo, to funkciØ pravdopodobiØ L_ε(^θ(x), x) = sup_{θ∈V} L_ε(θ, x). Vvedœm harakteristiku

C_1(V ) = lim_{r→+∞} 1 r^2 (2π)^{−1/2}h_1(V ∩ B(θ, r)), gde B(θ, r) = {η ∈ E_0 : ‖η − θ‖ ≤ r}; i θ – proizvol~naØ toqka E_0.

V naxem sluqae mera γ sootvetstvuet belomu xumu na [0, 1], E – prostranstvo obobwœnnyh funkciæ (C_1[0, 1])^∗; togda E_0 =

L_2[0, 1] s obyqnym skalØrnym proizvedeniem. MP-ocenka imeet

smysl, esli ocenivaemyæ signal θ berëtsØ iz zamknutogo mnoßestva V ⊂ L_2[0, 1], a C_1(V ) < ∞. Esli my prosto voz~mœm mnoßestvo V vseh ubyva¸wih na (0, 1) summiruemyh s kvadratom poloßitel~nyh funkciæ, to C_1(V ) = +∞ i funkciØ pravdopodobiØ ne ograniqena sverhu na V . Pofftomu my rassmotrim mnoßestvo

V_{0,b} vseh takih funkciæ θ ∈ V , qto 0 ≤ θ(e) ≤ b pri vseh t ∈ (0, 1). V_{0,b} ∈ GB – vypukloe i C_1(V_{0,b}) < +∞, pofftomu C_1(V_{0,b}) = 0 (dlØ

vypuklogo mnoßestva harakteristika C_1 moßet byt~ libo beskoneqnost~¸, libo nulœm). Sledovatel~no, po teoreme 1 iz raboty Cirel~sona ([6]) dlØ γ_θ-poqti vseh x ∈ E funkciØ pravdopodobiØ

L_ε(^θ_{0,b}(x), x) koneqna, a takße suwestvuet i edinstvenna ocenka ^θ_{0,b}(x) ∈ V , takaØ qto supremum fukcii pravdopodobiØ po V_{0,b}

sosredotoqen v skol~ ugodno maloæ okrestnosti ^θ_{0,b}(x), i ffta ocenka shoditsØ k θ po veroØtosti γ.

OCENIVANIE MONOTONNO` FUNKCII 131 Seæqas my dokaßem, qto ^θ_{0,b}(x) imeet stupenqatyæ vid. Potom ustremim b k beskoneqnosti i poluqim, qto ^θ_{0,b}(x) shoditsØ s veroØtnost~¸ 1 v metrike L_2[0, 1] k funkcii ^θ(x), kotoraØ est~ proizvodnaØ vypukloæ maßoranty X(t), a ^θ_{0,b}(x) poluqaetsØ iz

^θ(x) zamenoæ vseh znaqeniæ, bol~xih b, na b. �ta funkciØ sver-

hu neograniqena, ona predstavlØet iz sebØ lomanu¸, stupen~ki kotoroæ sguwa¸tsØ k 0.

Opredelim teper~ dlØ l¸bogo η ∈ V_{0,b} qislo K(η) – naibol~- xee takoe k, dlØ kotorogo suwestvu¸t lineæno nezavisimye vektory η_1, . . . , η_k ∈ E_0, takie qto η + a_1η_1 + . . .+ a_kη_k ∈ V dlØ l¸byh

a_1, . . . , a_k =∈ [−1, +1]. �to qislo oznaqaet maksimal~nu¸ razmer-

nost~ grani vypuklogo mnoßestva (mnogogrannika) V_{0,b}, kotoroæ prinadleßit toqka. Oqevidno, K(η) < ∞ tol~ko dlØ graniqnyh toqek V_{0,b} i ravno 0 dlØ kraænih toqek.

Po teoreme 3 iz raboty Cirel~sona ([7]) dlØ l¸bogo sluqaænogo fflementa ξ prostranstva E s raspredeleniem γ_θ i dlØ l¸bogo a ≥ 0 E exp(aK(^θ_{0,b}(ξ))) ≤ exp(Ce^a/σ), gde C = (2π)^{−1/2}h_1(V ) < ∞. Sledovatel~no, K(^θ_{0,b}) koneqno.

Vyvedem iz fftogo, qto funkciØ ^θ_{0,b} – stupenqataØ. ^θ_{0,b} ∈ V_{0,b}, sledovatel~no ona monotonno ubyvaet. Predpoloßim, qto v toqke t ∈ (0, 1) funkciØ strogo ubyvaet. �to znaqit, qto dlØ l¸bogo

ε > 0 ^θ_{0,b}(t − ε) > ^θ_{0,b}(t) > ^θ_{0,b}(t + ε). Voz~mœm funkci¸ ^θ_t(s) = ^θ_t(t − ε) = ^θ_{0,b}(t − ε) − ^θ_{0,b}(t) 1000000 , 0 ≤ s ≤ t ^θ_t(s) = ^θ_t(t + ε) = 0, t ≤ s ≤ 1. Oqevidno, l¸baØ takaØ funkciØ goditsØ v kaqestve funkcii η_i. Tak ße oqevidno, qto dlØ l¸byh dvuh razliqnyh toqek monotonnosti poluqatsØ lineæno nezavisimye funkcii. Takim obrazom,

K(^θ_{0,b}) moßet byt~ koneqno tol~ko dlØ funkcii s koneqnym qi-

slom toqek ubyvaniØ. A tak kak ^θ_{0,b} monotonna, to ona imeet stupenqatyæ vid (koneqnoe qislo stupenek).

Ostalos~ fftot vid naæti. DlØ fftogo rassmotrim logarifm

132 K. L. ZIL^BERBURG funkcii pravdopodobiØ (sm. Ibragimov, Has~minskiæ, [1]):

ln L_ε(^θ_{0,b}(·), x) = 1 ε^2 1∫ 0 ^θ_{0,b}(t)dX_ε(t) − 1 2 1∫ 0 ^θ^2_{0,b}(t)dt =

= 1 ε^2 1∫ 0 ^θ_{0,b}(t) ( dX_ε(t) − 1 2 dΘ(t) ) = 1 ε^2 [ ^θ_{0,b}(t) ( X_ε(t) − 1 2 Θ(t) )| | | 1

0 −

− 1∫ 0 ( X_ε(t) − 1 2 Θ(t) ) d^θ_{0,b}(t) ] , (3.1)

gde Θ(t) – ffto pervoobraznaØ ^θ_{0,b}(t). Posledniæ integral sleduet ponimat~ kak integral Lebega–Stilt~esa. Domnoßim ravenstvo na ε^2 i popytaemsØ otyskat~ maksimiziru¸wu¸ ocenku. DlØ fftogo oboznaqim toqki skaqkov ^θ_{0,b} za 0 = t_0 < t_1 < . . . < t_{n−1} < t_n = 1 i absol¸tnye veliqiny skaqkov za g_k = ^θ_{0,b}(t_k −0)− ^θ_{0,b}(t_k +0), g_n sqitaem ravnym ^θ_{0,b}(1). Togda vyraßenie 3.1 moßno perepisat~ tak: g_n ( X_ε(1) − 1 2 Θ(1) ) − n∑ k=1 g_k ( X_ε(0) − 1 2 Θ(0) ) +

+ n−1∑ k=1 g_k ( X_ε(t_k) − 1 2 Θ(t_k) ) = n∑ k=1 g_k ( X_ε(t_k)− − 1 2 [ g_1t_1 + g_2t_2 + · · · + g_kt_k + g_{k+1}t_k + · · · + g_nt_k ]) , (3.2)

poskol~ku pervoobraznye my moßem vybirat~ tak, qtoby v 0 oni ravnØlis~ 0. Prodifferencirovav 3.1 po g_k i priravnØv proizvodnu¸ k 0 my poluqim uravnenie

ε^2 ∂ ∂g_k ln L_ε(^θ_{0,b}(·), x) = X(t_k) − 1 2 Θ(t_k) = (3.3) = 1 2 [g_1t_1 + g_2t_2 + . . . + g_kt_k + g_{k+1}t_k + . . . + g_nt_n] = X(t_k) − Θ(t_k) = 0,

a znaqit, qto X(t_k) = Θ(t_k). PodstavlØØ v 3.1 my poluqaem, qto nam nußno naæti takie t_k, qtoby

ε^2 ln L_ε(^θ_{0,b}(·), x) = n∑ k=1 g_k 1 2 X_ε(t_k)

OCENIVANIE MONOTONNO` FUNKCII 133 bylo maksimal~nym, qto i privodit nas k vypukloæ maßorante.

Literatura

1. I. A. Ibragimov, R. Z. Has~minskiæ, AsimptotiqeskaØ teoriØ ocenivaniØ. Nauka, M. (1979).

2. J. Kim, D. Pollard, Cube root asymptotics. — Ann. Statist. 18, No. 1 (1990), 191–219.

3. U. Grenander, On the theory of mortality measurement. Part II, — Skand. Akt.

39 (1956), 125–153.

4. Rao B. L. S. Prakasa, Estimation of a unimodal density. — Sankhaya, Ser. A 31 (1969), 23–36.

5. P. Groeneboom, Estimating a monotone density. — In: Proc. Berkley Conf. in

Honor of Jerzy Neyman and Jack Kiefer (L. Le Cam and R. A. Olshen eds.) II, Wadsword, Belmont, Calif. (1985), 539–555.

6. B. S. Cirel~son, Geometriqeskiæ podhod k ocenke maksimal~nogo pravdopodobiØ dlØ beskoneqnomernogo gaussovskogo sdviga. I. — TeoriØ vero- Øtnosti i eœ primenenie 27, vyp. 2 (1982), 388–395.

7. B. S. Cirel~son, Geometriqeskiæ podhod k ocenke maksimal~nogo pravdopodobiØ dlØ beskoneqnomernogo gaussovskogo sdviga. II. — TeoriØ vero- Øtnosti i eœ primenenie 30, vyp. 4 (1985), 772–779.

8. B. S. Cirel~son, Geometriqeskiæ podhod k ocenke maksimal~nogo pravdopodobiØ dlØ beskoneqnomernogo gaussovskogo sdviga. III. — TeoriØ veroØtnosti i eœ primenenie 31, vyp. 3, 537–549.

9. D. Pollard, Empirical processes. — Theory Appl., IMS, Hayward (1990). 10. V. N. Sudakov, Geometriqeskie problemy teorii beskoneqnomernyh veroØtnostnyh raspredeleniæ. — Trudy MIAN 141 (1976).

11. P. Billingsli, Shodimost~ veroØtnostnyh mer. Nauka, M. (1977).

Zilberburg K. L. Estimating a monotone function, being observe in

the white noise.

Monotone functions on the segment is being observed in the Gaussian

white noise. The Maximum Likelihood Estimator of such a function is of

a piecewise continious sort. A limit theorem on the convergence rate of

such an estimator is proved.

Postupilo 14 fevralØ 2007 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet